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لـ  چكيده - يك مدل رياضي براي بررسي فرايند زيست درماني در محل، با هدف پاكسازي خاكهاي آلوده به مواد آلي ارائه و مورد تجزيه و تحلي
ــوژيكـي آلايندههـا انجـام  قرار گرفته است. با عبور آب حاوي اكسيژن از بستر متخلخل خاك، ميكروارگانيزمهاي هوازي فعال شده و تجزيه بيول
ــيل جزئـي و يـك  ميشود. مدل رياضي سيستم بر اساس پديدههاي انتقال جابه جايي، پراكندگي و واكنش بيولوژيكي شامل سه معادلة ديفرانس
معادلة ديفرانسيل معمولي است. بدين ترتيب دستگاه معادلات ديفرانسيل از طريق تحليل ابعادي، ابتدا بدون بعد شده و سپس با استفاده از روش 
ــوده سـلولي و مقـاومت در مقـابل  تفاضل محدود به طور عددي حل شدهاند. بدين ترتيب اثرات پارامترهايي نظير كمبود ذخيره اكسيژن، رشد ت
حركت آلايندهها در قالب اعداد بدون بعد مورد بررسي و تجزيه و تحليل قرار ميگيرد. نتايج شبيه سازي عددي، بيانگر آن است كه سرعت تجزيه 
بيولوژيكي آلايندهها در خاك نه تنها با كمبود ذخيره اكسيژن، همچنين به دليل مقاومت در مقابل حركت آلايندهها در داخــل شـبكه متخلخـل 

 محدود ميشود. 
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Mathematical Modeling of Contaminated Soil Bioremediation Based on

Convection Dispersion Phenomena
S. Yaghmaei, A. A. Seifkordi and H. Shirzadi

Department of Chemical Engineering, Sharif University of Technology

Abstract: A mathematical model has been analyzed for in-situ bioremediation with the purpose of remediating organic
contaminated soil. Oxygen rich water when passed through the porous media of soil activates the aerobic microorganisms,
leading to the bioderadation of the organic content. The model equations comprise three convection-dispersion partial differential
equations and one ordinary differential equation. Dimensional analysis of the model equations has been performed and the
solution of these equations has been conducted using the finite difference method. The effects of insufficient oxygen supply,
growth of biomass and resistance to contaminant migration on the rate of biodegradation have been analyzed by numerically
solving the equations.

The results from the numerical simulation indicate that the rate of biodegradation of contaminants in soil may be constrained
not only by insufficient oxygen supply, but also by resistance to contaminant migration within the pore network.
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فهرست علائم 
a L2/L3 ،مساحت سطح مشترك به ازاي واحد حجم بستر خاكيν L/t ،سرعت مايع در منافذ
Ci M/L3 ،در فاز مايع i غلظت جزءt t ،زمان
Cof M/L3 ،غلظت اكسيژن در محلول وروديx L ،موقعيت عمودي

iC در فاز مايع i غلظت بدون بعد جزءX ارتفاع بدون بعد
E L2/t ،ضريب پراكندگيYo ضريب راندمان اكسيژن

L
ij

 (M/L2)/t ،فلاكس انتقال از فاز مايع به مرز مشتركYs
ضريب راندمان سوبسترا 

S
ij

 (M/L2)/t ،حروف يوناني فلاكس انتقال از مركز مشترك به توده فاز جامد
kd t-1 ،ثابت سرعت واكنش براي از بين رفتن توده سلوليρ (خاك خشك M/L3) ،دانسيتة تودة بستر خاكي
ks L/t ،ضريب انتقال جرم سوبستراε تخلخل
Ko M/L3 ،ثابت اشباع اكسيژنµm

 t-1 ،ماكزيمم سرعت رشد مخصوص توده سلولي
Ks M/L3 ،ثابت اشباع سوبستراθ زمان بدون بعد
Kdi i ،بالانويس ضريب جدايي ايزوترم خطي جز
L L ،ارتفاع بستر خاكي آلودهn امnمرحله زماني
qi خاك خشك M/M ،در فاز جامد i غلظت جزءL فاز مايع

iq در فاز جامد i غلظت بدون بعد جزءS فاز جامد
L
ir

 (M/L3)/t ،سرعت واكنش در فاز مايعsf مرز مشترك
sf
ir

زيرنويس سرعت واكنش در مرز مشترك t/ (M/M خاك خشك) 

ε
ρ

+= di
i

K
1R

 i فاكتور تأخير براي جزءi به ترتيب توده سلولي، اكسيژن و سوبسترا s و o ،b

 j امين نقطه شبكه j

  
١- مقدمه 

آلايندههاي موجــود در خـاك بـه دو طريـق بيولـوژيكـي و 
شيميايي قابل تبديلاند. جانسون و همكــارانش [١] تبديـل غـير 
بيولوژيكي آلايندهها را در محيط متخلخل مدل كردهاند. تبديــل 
ــط محققـان  بيولوژيكي آلايندهها در محيطهاي متخلخل نيز توس
مختلفي مدل شده است. از طرفي تعدادي مدل رياضي در زمينه 
چگونگي رشــد و انتقـال ميكـروارگانـيزم، در محيـط متخلخـل 
پيشنهاد شده است. در بسياري از اين مدلها با تاكيد بر چگونگي 
تشكيل بيوفيلم، تأثير اين پديده در درمان بيولوژيكــي آلايندههـا 
مورد بحث قرار ميگيرد [٢-٤]. به عنوان مثال، باوي و ولوچــي 
[٥] يـك مـدل ٣ ســـاختاري بــراي توصيــف شــكلگيــري 

ميكـروارگانيزمـها در محيطـهاي متخلخـل ارائـه دادهانـد، ايــن 
سـاختارها چگونـگي تشـكيل ميكروكولونيهـاي چسـبنده بــه 

ســطوح ذرات، بيوفيلــــم يكنواخـــت روي ســـطح ذرات و 
ــل را توصيـف ميكننـد.  ميكروارگانيزمهاي معلق در مايع تخلخ
ساني و همكارانش [٦] مدلي ارائه كردهاند كه قادر به پيش بيني 
ـــتفاده از  عملكـرد سيسـتم پاكسـازي در مقيـاس بـزرگ بـا اس
پارامترهاي قابل اندازهگيري مربوط به خواص بيولوژيكي خــاك 
ــدي بـا در  است. واديل و همكارانش [٧] اخيراً يك مدل سه بع
ــن ارائـه  نظر گرفتن انتقال و تجزيه بيولوژيكي در زير سطح زمي
دادهاند، در اين مدل نفوذ داخــل دانـهاي در بسـتر متخلخـل بـه 
عنوان عامل محدود كنندة رشــد ميكـروب مـورد بررسـي قـرار 

گرفته است. 
بوردون و بدينت [٨] با توجه بـه فراوانـي آلايندههـاي آلـي 
هـ  نظير هيدروكربنهاي نفتي كه فقط در مجاور اكسيژن قابل تجزي
ــت  بيولوژيكي است مدلي را براي بررسي نقش اكسيژن در زيس
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٤٥استقلال، سال ٢١، شمارة ١، شهريور ١٣٨١ 

درماني١ (پاكسازي) خاكهاي آلوده به اين دسته از هيدروكربنــها 
و با تاكيد بر آروماتيكها ارائه كردهاند. 

ويندسون و همكارانش [٩] مدلي را براي تجزيه بيولوژيكـي 
ــط باكتريـهاي اختيـاري٢ كـه هـم در شـرايط  كربنهاي آلي توس
ــم در شـرايط بيهـوازي (بـا  هوازي (با استفاده از اكسيژن) و ه
استفاده از اكسيژن نيترات) قادر به تجزية بيولوژيكي هستند ارائه 
كردهاند. اين مدل شامل ٩ معادله جفت شدة غير خطي بوده كــه 
قادر به توصيف فرايند انتقال، تجزيــه آلاينـده و رشـد و مـرگ 
ــگر  ميكروارگانيزمها در هر دو شرايط ضمن مقايسه آنها با يكدي

است. 
مدلي رياضي، براي زيست درمــاني در محيطـهاي متخلخـل 
توسط يغمايي و همكارانش [١٠-١٢] ارائه شده اســت. در ايـن 
ــورت دانـههاي كـروي  مدل با فرض در نظر گرفتن خاك به ص
شـكل متخلخـل (خاكدانـه) كـه آلايندههـاي آلـي بـه صــورت 
يكنواخت در آنها ته نشين شدهاند چگونگي مصرف آلايندههاي 
ـــروارگانيزمــهاي معلــق در مــايع منــافذ و  آلـي توسـط ميك
ميكروكولونيهاي چسبيده به سطح جامد مورد بررسي و تجزيــه 
و تحليل قرار گرفته است. در اين تحقيق با استفاده از بدون بعد 
ــادي اثـر پارامترهـاي مـهمي  كردن معادلات از طريق تحليل ابع
ــعاع خاكدانـه، تخلخـل و ضريـب  نظير، غلظت اوليه آلاينده، ش
جذب بر مكانيزم و زمان پاكســازي مـورد بررسـي قـرار گرفتـه 

است. 
ــن تحقيـق  لازم به ذكر است طبق مطالعات انجام شده در اي
در اكثر قريب به اتفاق مدلهاي ارائه شده از مــدل مونـود بـراي 
سينتيك رشد ميكروارگانيزم، استفاده شده است. اين مدل داراي 
پارامترهايي نظير ماكزيمم رشد مخصوص و غلظت مواد محدود 
ــت و بـا تصحيحـات  كننده و ثابت اشباع مواد محدود كننده اس
ــادر بـه  انجام شده بر آن (مدل تصحيح شدة مونود)، به خوبي ق

مدل كردن رشد ميكروارگانيزم در محيطهاي مختلف است [١٣].  
 

٢- مدل رياضي 
٢-١- توصيف مدل 

در ابتدا آلايندههاي آلي در داخـل بستـر خـاك تـه نشيــن  

ــور داده ميشـود  شدهاند. آب به صورت پيوسته از ميان بستر عب
به نحوي كه بستر را اشباع كند. ميكروارگانيزمهاي موجود به دو 
ــبيده بـه  صورت معلق در فاز مايع منافذ و ميكروكولونيهاي چس
فاز جامد با استفاده از اكسيژن محلول در آب، آلايندههاي آلي را 

مورد تجزيه قرار ميدهند. 
 

٢-٢ فرضيات مدل 
فرضيات كلـي زيـر در بـه دسـت آوردن معـادلات مـدل بـراي 
ــي) خاكـهاي آلـوده در نظـر  زيست درماني (پاكسازي بيولوژيك

گرفته شده است: 
الف- آب در منافذ، فاز مايع را تشكيل ميدهد و بقيه قسـمتهاي 
بستر فاز جامد است. از آنجايي كه بستر با آب اشباع شده، فــاز 

گازي وجود ندارد. 
ب- فقط سه ماده؛ سوبسترا (آلاينده)، اكسيژن و توده سلولي در 

تجزيه بيولوژيكي شركت دارند. 
ــك بعـدي در ميـان فـاز  ج- به صورت ماكروسكوپي، جريان ي
مايع حكمفرماست. قسمت تخلخل در هر سطح مقطع از بســتر 
ــابت  متخلخل ثابت است، بنابراين سرعت مايع در منافذ٣ بستر ث

است. 
د- جريان جابه جايي و پراكندگي در فاز جامد وجود ندارد. 

ــورت  ه- مجموعة ميكروارگانيزمهاي موجود در فاز جامد به ص
ميكروكولوني در مرز بين فاز جامد و مايع چسبيدهاند. 

و- تجزيه بيولوژيكي توسط ميكروكولونيها در فصل مشترك فاز 
ــي در تـودة  مايع و جامد صورت ميگيرد و به بيان ديگر واكنش

فاز جامد صورت نميگيرد. 
ز- به دليل كوچك بودن قطر منافذ، ضخامت لايه ســاكن فيلـم 
ــان  مايع چسبيده به فاز جامد بسيار كم بوده و در نتيجه از گرادي

غلظت در لايه ساكن ميتوان صرف نظر كرد. 
 

٢-٣- استخراج مدل عمومي 
نمودار شماتيكي انتقال و تجزيه بيولوژيكي در يك حجم كنترل 

شده در شكل (١) نشان داده شده است. موازنة جــرم جزء i در  
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شكل ١- نمودار شماتيكي انتقال و پاكسازي بيولوژيكي در يك  
حجم كنترل 

 
فاز مايع به صورت زير است: 

−







ν+

∂
∂

−ε=
∂
∂

∆ε
x

i
ii C

x
C

EA
t

C
)x(A

 (١)L
i

L
i

xx
i

i aj)x(Ar)x(AC
x

C
EA ∆−∆ε+








ν+

∂
∂

−ε
∆+

ــلولي  كه i بيانگر o ،s و b به ترتيب سوبسترا، اكسيژن و توده س
ــاحت فصـل مشـترك هـر  است. A مساحت سطح مقطع، a مس
واحد حجم از بستر است و ε تخلخل بســتر يـا كسـر حجمـي 
قسمت توده فاز مايع است. با تقسيم كردن دو طرف معادلة (١) 

بر A∆x و نزديك كردن x∆ به سمت صفر نتيجه ميشود: 

 (٢)L
i

L
i

i
2

i
2

i ajr
x

C

x

C
E

t
C

−ε+
∂
∂

εν−
∂

∂
ε=

∂
∂

ε

موازنة جرم مربوط به فاز جامد به صورت زير است. 
 (٣)s

i
i aj)x(A

t
q

)x(A ∆=
∂
∂

∆ρ

ρ دانسيتة توده بستر است. معادله بالا ميتواند بــه صـورت زيـر 
ساده شود. 

 (٤)s
i

i aj
t

q
=

∂
∂

ρ

سرعت انتقال جرم جزء i از فاز مايع به مرز دو فــاز بـايد برابـر 
ــوده فـاز جـامد و سـرعت  مجموع سرعت انتقال آن از مرز تا ت

مصرف آن در مرز دو فاز باشد. 
 (٥)





−ρ+= sf

i
s
i

L
i rajaj

جايگزين كردن اين معادله در معادلة (٢) نتيجه ميدهد: 

 (٦)s
i

sf
i

L
i

i
2

i
2

i ajrr
x

C

x

C
E

t
C

−ρ+ε+
∂
∂

εν−
∂

∂
ε=

∂
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ε

معادلات (٤) و (٦)، معادلات عمومي انتقال براي جزء، i، به 
ــه منجـر  ترتيب در فازهاي جامد و مايع هستند. اين تعداد معادل
ــادلي و غيرتعـادلي ميشـود. اگر  به دو نوع از مدلهاي انتقال، تع
ــريع باشـد كـه  سرعت جذب و دفع همة اجزا به ميزان كافي س
ــامد،  غلظتها در فاز مايع، (Ci) در حال تعادل با غلظتها در فاز ج

(qi) باشد، نتيجه يك مدل تعادلي است. 

از آنجا كه سرعت دفع سوبسترا يا آلاينده از ذرات خاك بــه 
ــترل  فاز مايع به طور عمومي با انتقال در داخل شبكه ريزشان كن
ميشود؛ بنابراين غلظت سوبسترا در فاز مايع در حال تعــادل بـا 
غلظت آن در فاز جامد نيست. لذا مــدل غيرتعـادلي مناسـبتر از 

مدل تعادلي براي پاكسازي بيولوژيكي خاكهاي آلوده است. 
 

٢-٤- استخراج مدل غير تعادلي 
ــه قبـلاً ذكـر شـده دو معادلـة (٤) و (٦)، بـراي  همان طوري ك
سوبسـترا مـورد نيـازند. از نظـر مـدل فيلمـي، فلاكـس جرمــي 
s در اين معادلات ميتواند به صورت زير بيان شود: 

sJ سوبسترا، 
 (٧)


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
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sss
s
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ــا  * غلظت سوبسترا در فاز جامد است كه در حال تعادل ب
sq كه 

غلظت آن در فاز مايع است براي مثال: 
 (٨)

sds
*
s CKq =

جايگزين كردن اين عبارت در معادلة (٧) منجر ميشود به 
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٤٧استقلال، سال ٢١، شمارة ١، شهريور ١٣٨١ 

جايگزين كردن معادلة (٩) در معادلة (٦) و (٤) به ترتيب نتيجـه 
ميدهد: 
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s
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s به دليل آن كه فاز جامد به سختي اكســيژن 
oJ فلاكس اكسيژن 

جذب ميكند، قابل صرف نظر كردن است. بنابراين 
 (١٣)0

t
qo =
∂
∂

 (١٤)sf
o

L
o

o
2
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2
o rr

x
C

x
C

E
t

C
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∂
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∂

∂
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∂
∂

ε

سرعت تبديل تودة سلولي به صورت ميكروكولونيهاي چســبيده 
و ميكروارگانيسمهاي معلق، توسط انتقال در داخل شبكة روزنــه 
فاز جامد، كنترل نميشوند، به دليل اينكه ميكروكولونيها به طور 
عمده در مرز بين فازهاي جامد و مايع قرار دارند. بنابراين، يـك 
جذب و دفع تعادلي موضعي وجود دارد كه ميتواند به صورت 

زير بيان شود: 
 (١٥)

bdbb CKq =

Kdb ضريب جدايي٤ تودة سلولي اســت. بـا جـايگزيني معادلـة 

(١٥) در معادلة (٤) و تركيــب كـردن نتيجـة آن بـا معادلـه (٦) 
عبارت زير به دست ميآيد. 
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اين عبارت جمله فاكتور تأخير٥ تودة ســلولي شـناخته ميشـود. 
جملههاي واكنش در معادلات (١١)، (١٤) و (١٦) ميتواننــد در 

قالب مدل مونود بيان شوند [١٣]. 
سرعت رشد تودة سلولي به شكل ميكروارگانيسمهاي معلـق 

L ، به صورت زير بيان شده است. 
br در فاز مايع، 

 (١٨)bd
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كه جمله اول سمت راست براي رشد و جملة دوم براي از بيـن  

رفتن است. سرعت رشد تودة سلولي به شكل ميكروكولونيها در 
sf ، به صورت زير است. 

br مرز دو فاز، 
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كه qb غلظت ميكروكولونيها در مرز دو فاز بر مبناي جـرم فــاز  
ــور مشـابه، سـرعت تجزيـه سوبسـترا توسـط  جامد است. به ط
L ، بــه ايـن صـورت 

sr− ميكروارگانيسمهاي معلق در فاز مايع، 
بيان ميشود. 
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سرعت تجزيه سوبسترا توسط ميكروارگانيسمها در مرز دو فــاز، 
sf است. 
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، و در مـرز دو  L
or− سرعت مصرف اكسيژن در توده فاز مايع، 
sf ، به ترتيب به صورت زير است. 

or− فاز، 
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ــنتتيكي بـالا و رابطـة تعـادلي (٧) تـودة  با جايگزيني عبارات س
ـــههاي (١١)، (١٤) و (١٦) بــه  سـلولي، معادلـة (١٥) در معادل

ترتيب نتيجه ميدهد. 
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استقلال، سال ٢١، شمارة ١، شهريور ١٣٨١  ٤٨

ــه عـلاوة معادلـة (١٢) بـه صـورت زيـر  اين سه معادله با هم ب
بازنويسي شده: 

 (٢٧)
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
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
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ρ
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=
∂
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s
ds

sss C
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مدل غيرتعادلي را تشكيل ميدهند. 
 

٢-٥- آناليز ابعادي 
ـــه  بـراي درك و تجزيـه و تحليـل مـدل، مناسـب اسـت ك
ــداد بـدون بعـد اسـتخراج  معادلات را بدون بعد كرده و كليه اع
شود. براي اين منظور متغيرهاي بدون بعد زير تعريف شدهاند: 
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ــوراك ورودي  در اين تعاريف Cof غلظت اكسيژن در محلول خ
ــا غلظـت اوليـه  * غلظت سوبسترا در فاز مايع است كه ب

sOC و 
ــد بـود بـايد توجـه  سوبسترا در فاز جامد، qso ، در تعادل خواه
 ، bC داشت كه در تعريف غلظت بدون بعد توده سلولي، 
ــروارگانيسـمهاي  صورت به عنوان كل تودة سلولي به شكل ميك
معلق در فاز مايع و هم ميكروكولونيهاي چسبيده در مرز دو فاز 
است و مخرج به عنوان بيشترين مقدار توده سلولي قــابل توليـد 
از سوبستراي قابل دسترس است كه در بستر قرار گرفته اســت. 
ــا (٢٧) بـه  با جايگزيني متغيرهاي بدون بعد در معادلات (٢٤) ت

ترتيب نتيجه ميدهد: 
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در ميان اعداد بــدون بعـد، Nr,1 و Nr,2 كـه در معـادلات (٣٩) و 
ــي، بـراي  (٤٠) تعريف شدهاند به ترتيب اعداد بدون بعد واكنش
رشد و از بين رفتن توده سلولياند. Rs در معادلة (٤٢)، فــاكتور 
تأخير سوبسترا و W در معادلة (٤٥)، نسبت بيشترين مقدار تودة 
سلولي قابل توليد از سوبستراي قابل دسترسي به تــوده سـلولي 
ــد بـه  قابل توليد از اكسيژن قابل دسترس است. بنابراين، ميتوان
عنوان عدد فاكتور ذخيرة اكسيژن٦ در نظر گرفته شود. براي يك 
ــا ارتفـاع L و مسـاحت سـطح مقطـع A ، مقـدار  بستر خاكي ب
 *

sOCLAε سوبسترايي كه در ابتدا در فاز مايع قرار رگفته است، 
است و مقدار سوبسترايي كه در ابتدا در فاز جــامد قـرار گرفتـه 
است، LAρqsO است. مجموع اين دو مقدار، كل مقدار سوبسترا 
s است كه Rs در معادلة (٤٢) تعريف شده 

*
sORCLAε در بستر 

است. 
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٤٩استقلال، سال ٢١، شمارة ١، شهريور ١٣٨١ 

ــترا،  بنابراين بيشترين مقدار توده سلولي قابل توليد از سوبس
ss است. در حالتي كه اكسيژن و سوبسترا از بستر 

*
sO YRCLAε

خارج نشوند، بيشترين مقدار تودة سلولي قابل توليد از سوبسترا 
 oofm YCAt εν ــر  برابر آن مقدار توليد از اكسيژن است كه براب
ــترين زمـان لازم  است. در اينجا ν سرعت در منفذ آب و tm كم
ــه بيولـوژيكـي تحـت شـرايط جريـان  براي تكميل فرايند تجزي
لولهاي در حالتي است كه مقاومت انتقال جرم قابل صرف نظــر 

كردن است. اين و معادلة (٤٥) منتهي ميشوند به صورت: 

 (٤٦)W
YC

YRC
L

t

oof

ss
*
sOm ==

ν

بنابراين، W را ميتوان همچنين به عنوان حداقل زمان بدون بعد 
براي تكميل شدن يك فرايند تجزيه بيولــوژيكـي تعريـف كـرد. 

عدد دمكهلر٧ براي تجزيه بيولوژيكي خـاكهـاي آلـوده، (Da)، را  
ميتوان با تقسيم كردن معادلة (٣٩) بر (٤١) به دست آورد: 

 (٤٧)
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m
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==

ــاكزيمم  اين عدد نسبت سرعت رشد مخصوص ماكزيمم را به م
سرعت انتقال سوبسترا نشان ميدهــد. وقتـي كـه حلاليـت آبـي 
ــه مـيزان قـابل  سوبسترا در پاكسازي بيولوژيكي خاكهاي آلوده ب
* از ثابت اشباع سوبسـترا 

sOC ملاحظهاي پايين است، طوري كه 
 ، sK Ks، خيلي كوچكتر باشد، ثابت اشباع بدون بعد سوبســترا، 

ــلاح  خيلي بزرگتر از واحد خواهد شد. لذا يك عدد دمكهلر اص
شده، (′Da)، به صورت زير تعريف ميشود. 

 (٤٨)
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K
D

s

sm
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µ
=′

′aD به صورت معكوس با ضريب انتقــال  توجه داشته باشيد كه 
جرم سوبسترا، ks، متناسب است. 

 
٢-٦- شرايط مرزي اوليه 

شـرايط مـرزي اوليـه زيـر، بـراي حـل عـــددي معــادلات 
ديفرانسيل به دست آمده، در نظر گرفته شده است: 
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٣- روش حل عددي و الگوريتم آن 

ــل بسـط داده شـدند از سـه  معادلات مدل كه در قسمت قب
ــايي و يـك  معادلة ديفرانسيل جزئي٨ (PDE) پراكندگي-جابه ج
ــدهاند. دو مشـكل  معادلة ديفرانسيل معمولي٩ (ODE) تشكيل ش
ــود دارد. اول آنكـه اگر جملـة  اساسي در حل اين معادلات وج
جابه جايي به جملة پراكندگي غالب باشد به صــورت معكـوس 
ــأثير نوسـانات عـددي و آمـيزش عـددي افـزوده قـرار  تحت ت
مـيگيـرد [١٤و١٥] و ديـگر آنكـه، سـه معادلـة PDE توســـط 
جملههاي واكنش غيرخطي به هم و بـه معـادلـة ODE متصـل 

شدهاند. 
ـــهاي محــدود  معـادلات بـه دسـت آمـده بـه روش تفاضل
ــن روش  [١٦و١٧] قـابل حـل هسـتند. بـه طـور خلاصـه در اي

ــم. دو  تفاضلهاي محدود را در معادلات مشتقها جايگزين ميكني
فرمولي كه عمدتاً در اينجا مورد استفاده قرار ميگيرند عبارتاند 

از: 
[ ])x(f)hx(f

h
1)x(f −+≅′

[ ])hx(f)x(f2)hx(f
h
1)x(f
2

−+−+≅′′

ــر  اگر فرمول كلي معادلة ديفرانسيل جزئي به صورت زير در نظ
گرفته شود 

)t,x(u
t

)t,x(u
x 2

2

δ
δ

=
δ

δ

 ∆t=k و ∆x=h با جايگزيني روابط بالا در معادلة فوق و فـرض
خواهيم داشت: 

[ ])t,hx(u)t,x(u2)t,hx(u
h
1
2

−+−+

ــو رفتـن گام بـه  اكنون ميتوان از رابطة بالا استفاده كرد و با جل
گام در زمان t پاسخ را بــه دسـت آورد. بديـن ترتيـب كـه اگر 
ـــهها  u(x,t) را بـه ازاي x≤1≥0 و t≤t0≥0 بدانيـم، آن گاه رابط

اجازه ميدهند تا جواب را براي t=t0+k به دست آوريم. 
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معادلة فوق را ميتوان به صورت زير بازنويسي كرد: 
)t,hx(su)t,x(u)s21()t,hx(su)kt,x(u −+−++=+

 S=k/h2 كه در آن
براي يافتن جواب تقريبي معادله توسط رايانه بايستي مقادير 
h و k را در معادلة فــوق انتخـاب كنيـم. بديـن ترتيـب مقـادير 
تقريبي u(x,t+k) صريحاً برحســب u(x,t) بـه دسـت ميآينـد. 
ــايد k≤h2/2 اختيـار شـود و  البته براي برقراري شرط پايداري ب
ــط  چون لازم است h نسبتاً كوچك باشد، تا تقريب مشتقها توس
ــن  تفاضلهاي محدود نيز با دقت كافي باشد، لذا kي متناظر با اي
h خود بايستي بسيار كوچك انتخــاب شـود. بـراي مثـال بـراي 
h=0.1 مقدار k=0.005 است كه براي حل معادلات ديفرانسيل 

ــة حـل معـادلات از  مدل از نرمافزار مطلب استفاده شده و برنام
طريق روش تفاضلهاي محدود نوشته شده است. 

 
٤- بحث بر نتايج 

براي شبيهسازي عددي پارامترهاي مورد نظر در قالب اعداد 
بدون بعد مطابق با جدول (١) انتخاب شدهاند. 

اثرات پارامترهاي مدل بر روي سرعت پاكسازي بيولوژيكـي 
ــاكتور تـأخير  ، ف aD′ با تأكيد بر روي عدد دمكهلر اصلاح شده، 
ــي  سوبسترا، Rs و عدد ذخيرة اكسيژن، W، مورد تحليل و بررس
′aD را بـر سـرعت  قرار گرفته است. شكلهاي (٢) تــا (٤) اثـر 
′aD بيانگر نســب مـاكزيمم  پاكسازي بيولوژيكي نشان ميدهند. 
سـرعت رشـد مخصـــوص بــه ســرعت انتقــال مخصــوص 

سوبستراست. 
زماني كه ماكزيمم سرعت رشد مخصوص ثابت شده باشـد، 
′aD بزرگتر باشد، سرعت انتقال كوچكتر خواهد بـود و  هر قدر 
يا مقاومت براي انتقال سوبسترا بزرگتر خواهــد بـود. وقتـي كـه 
sq خواهد بود، نمودار ٢ را  sC كوچكتر از  ′aD برابر ١ باشد، 

ــانگر خـروج حـالت سيسـتم از  sq بي sC و  ببينيد. تفاوت بين 
حالت تعادل است كه با ســرعت انتقـال سوبسـترا انـدازهگيـري 
′aD به ٠/٥ كاهش مييــابد، سـرعت انتقـال  ميشود. زماني كه 
sC بـه ميــزان   sq و  سوبسترا افزايش مييابد ولي تفاوت بين 

جدول ١- پارامترهاي مورد استفاده در شبيهسازي عدد 
2.0N 2,r =12N 1,r =

05.0K o =3Ks =

5.12,6W =100Pe =

50R b =80,60,20R s =

1,5.0,1.0Da =40,8,4St m =

 
ــي  قابل ملاحظهاي ادامه پيدا ميكند، نمودار (٣) را ببينيد. هنگام
ــال  ، بيشتر كاهش داده شود تا به ٠/١ برسد، سرعت انتق aD′ كه 
sq نزديــك ميشـود.  sC و  سوبسترا آن قدر شديد ميشود كه 
يك مقايسه بين نمودار (٢) و (٤) نشان ميدهد كه با كــوچكـتر 

، سرعت پاكسازي بيولوژيكي سريعتر ميشود.  aD′ شدن 
ــاني (پاكسـازي بيولـوژيكـي) همچنيـن  سرعت زيست درم
تحت تأثير فاكتور تأخير، Rs ، است. طبق تعريف Rs بـزرگــي 
 ، Rs را بيان ميكند. با بزرگتر شـدن ، Kds ،ثابت تعادل سوبسترا
Kds بزرگتر و مطابق با معادلات (٧) و (٩)، گراديان غلظت و يا 

نيروي محرك انتقال جرم كوچكتر خواهد شد. 
يك مقايسه بين نمودارهاي (٤) و (٥) بيان ميكند كـه وقتي 
، ٠/١ بـاقي ميمـــاند،  aD′ Rs از ٢٠ بـه ٦٠ افزايـش مييـابد و 

يـر  sq زياد ميشود و به عبارت ديگر رفتار غ sC و  تفاوت بين 
ــال  تعادلي افزايش مييابد. دليل آن هم اين است كه سرعت انتق
سوبسترا كاهش مييابد.Rs در پاكسازي خاكــهاي آلـوده ممكـن 
است از ٦٠ بزرگتر باشد. هر قدر Rs بزرگتر باشد سرعت انتقال 
ــي  سوبسترا كاهش مييابد و بنابراين سرعت پاكسازي بيولوژيك

كاهش مييابد. 
ــر  عـدد ذخـيرة اكسـيژن، W، فـاكتور ديـگري اسـت كـه ب
ــت؛ مطـابق بـا معادلـة (٤٥)، ايـن  پاكسازي بيولوژيكي مؤثر اس
پارامتر، بيانگر نسبت ماكزيمم مقدار تودة سلولي توليد شــده از 
ــابل دسـترس  سوبستراي قابل دسترسي به مقدار آن از اكسيژن ق
است. هر قدر W بزرگتر باشــد اكسـيژن قـابل دسترسـي كمـتر 
خواهد بود. شكلهاي (٣) تا (٥) بيانگر ايــن مطلـب هسـتند كـه 

′aD و يا Rs كوچك باشند، اكسيـژن در فـاز    وقتي W، ١٢/٥ و 
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شكل ٢- پروفيل غلظت بر اساس عمق بدون بعد 

 θ=3 1 وDa =′  ،Rs=20 ،W=12.5  

 
شكل ٣- پروفيل غلظت بر اساس عمق بدون بعد 

 θ=3 5.0 وDa =′  ،Rs=20 ،W=12.5
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شكل ٤- پروفيل غلظت بر اساس عمق بدون بعد 

 θ=3 1.0 وDa =′  ،Rs=20 ،W=12.5  

 
شكل ٥- پروفيل غلظت بر اساس عمق بدون بعد 

 θ=3 1.0 وDa =′  ،Rs=60 ،W=12.5
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شكل ٦- پروفيل غلظت بر اساس عمق بدون بعد 

 θ=3 5.0 وDa =′  ،Rs=20 ،W=0  

 
شكل ٧- پروفيل غلظت بر اساس عمق بدون بعد 

  θ=3 5.0 وDa =′  ،Rs=80 ،W=12.5
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اـز  مايع به سرعت مصرف ميشود و ذخيرة اكسيژني ناكافي در ف
ــن نمـودار (٣) و  مايع، محدود كننده خواهد شد. يك مقايسه بي
ــورت كـاهش W از  (٦) اين مطلب را روشن ميسازد كه در ص
١٢/٥ به ٦، سرعت از ذخيرة اكسيژن ناكافي كمتر خواهد شــد و 
ــور قـابل ملاحظـهاي  اثر مقاومت در مقابل توزيع سوبسترا به ط
ــه داشـت كـه افزايـش Rs ميتوانـد  غلبه خواهد كرد. بايد توج
مرحلة محدود كنندگي سرعت را براي W يكسان، تغييـر دهـد. 
براي مثال با افزايش Rs از ٢٠ به ٨٠ و باقي مــاندن W در عـدد 
ــن  ١٢/٥، ميتوان از اشكال (٣) و (٧) ملاحظه كرد كه تفاوت بي
 sC sq به طور قابل ملاحظهاي افزايش مييابد و مقـدار  sC و 

ــب اسـت كـه مقـاومت در  نيز كاهش مييابد كه بيانگر اين مطل
مقابل توزيع سوبسترا عامل محدود كننده است. 

 

٥-نتيجهگيري 
يك مدل رياضي به منظور بررســي فراينـد زيسـت درمـاني 
خاكهاي آلوده بر اساس پديدههاي پراكندگي و جابه جايي مورد 
ــرار گرفتـه اسـت. معـادلات مـدل شـامل سـه معادلـة  مطالعه ق
ــي بـوده كـه از  ديفرانسيل جزئي و يك معادله ديفرانسيل معمول
طريق تحليل ابعادي ميتوان در قالب اعداد بدون بعدي همچون 
اعداد پكلت، دمكهلر، فاكتور ذخيرة اكسيژن و ... فرايند، را مورد 

تجزيه و تحليل قرار داد. 
نتايج شبيه سازي مدل فــوق بيـانگر آن اسـت كـه سـرعت 
تجزيه بيولوژيكي آلايندهها در خاك نه تنها بــا كمبـود اكسـيژن، 
ــا در داخـل  همچنين به دليل مقاومت در مقابل حركت آلايندهه

شبكه متخلخل، محدود ميشود.  

 
واژه نامه  

1. bioremediation
2. facultative
3. pore velocity

4. partition coefficient
5. retardation factor
6. oxygen supply factor

7. Damkohler
8. partial differential equation
9. ordinary differential equation
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