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 ـ  ير جهت گشتاور انتقـال ييا تغينتقال قدرت و ا يبراصورت گسترده  ها بهدندهدر صنعت از چرخ -ده يچك  ـ . شـود ياسـتفاده م ع يكـاربرد وس
مدل كردن و  قياز طرها ستميشناخت س. كنديش آشكار ميش از پيها را بستمين سيا يق و نگهداريدق يت طراحي، اهميا دنده چرخ يها ستميس

 يا دنـده  ستم انتقـال قـدرت چـرخ   يس يرخطيل ارتعاشات غيو تحل يساز دلتاكنون م. شود يحاصل م يسه با رفتار واقعيرفتار آنها و مقا يبررس
دنده ساده  ك جفت چرخي يرخطيارتعاشات غ يق، بررسين تحقيهدف از انجام ا. دار با لحاظ كردن اثر اصطكاك خشك صورت نگرفته است ترك
ن منظور ابتـدا  يبد. باشديها م ن دندانهيها و اصطكاك خشك بر با زمان دندانهيمتغ ي، سفتي، لقيكيانتقال استات يدار در حضور خطار تركيدرگ
ردار يسر گكيدار ر تركيك تيصورت ه شه دندانه با فرض دندانه بيمحاسبه شده و ترك ر يليصورت تحل ها بهر با زمان دندانهيمتغ يريدرگ يسفت

اعمال اثر اصطكاك خشك، معادله حـاكم در سـه بـازه     يو برا نظر گرفتن عوامل مذكور استخراجرستم با ديمعادلات حاكم بر س. مدل شده است
شه دندانه ير اصطكاك خشك و ترك ريكوتا حل شده و تاث-ت معادله حاكم با استفاده از روش رانگيدر نها. شده است يسيجدا از هم بازنو يزمان

  .شده است يبررس يو دوشاخگ يپاسخ فركانس يستم با استفاده از نمودارهايس يرخطيبر ارتعاشات غ
  

  .، آشوبيرخطيشه دندانه، ارتعاشات غيدنده ساده، اصطكاك خشك، ترك رچرخ: يديكلواژگان 
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Abstract: The gear systems are widely used in industry to transmit the power or change the direction of the torque. Due to the 
extensive usage of the gears, the detailed designing and the subsequent maintenance of these systems are more and more evident. 
System recognition can be achieved through modeling the system, investigating the system behavior, and comparing the results 
obtained through the model with the actual system behavior. Up to now, the effect of dry friction has not been taken into account 
in nonlinear vibration analysis and modeling of a cracked one-stage gear power transmission system. In this paper, the nonlinear 
vibration of a pair of cracked spur-gear system in presence of dry friction, static transmission error, clearance and time-variant 
mesh stiffness is investigated. To this end, the time-variant mesh stiffness of an intact tooth is calculated analytically. Then, the 
tooth root crack is modeled as a cracked cantilever beam. The governing nonlinear equation of motion is extracted accordingly, 
and in order to consider the effect of dry friction, the governing equation solved by Rung- Kutta method in three separate time spans. 
Finally, the frequency response and bifurcation diagrams are used to study the effect of the friction and tooth root crack on the 
nonlinear vibration behavior of the system. 
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  فهرست علائم
p,ga ሺtሻها بازوي گشتاور ناشی از اصطکاك خشک بین دندانه  b هالقی بین دندانه  

c  ضریب میرایی روغن  E مدول الاستیسیته دندانه  
F نیروي اعمالی به دندانه  h ارتفاع دندانه  
I ممان اینرسی سطح مقطع ریشه دندانه  

,p gJ  دندهون و چرخممان اینرسی پینی  

12k  سفتی درگیري دو دندانه  ሺ ሻk t  هاسفتی متغیر با زمان دندانه  

bk  هاسفتی خمشی دندانه  
fk  ها دندانه بستر سفتی  

hk  ها ندانهد هرتزین سفتی  
K  سفتی خمشی موضعی در محل ترك  

pN هاي پینیونتعداد دندانه  R  بازوي گشتاور نیروي اعمالی به دندانه در محل ترك  
rootr شعاع دایره ریشه  T  گشتاور نیروي اعمالی به دندانه در محل ترك  

t زمان  
,p gT  دندهگشتاور خارجی اعمالی به پینیون و چرخ  

sV هاسرعت لغزش دندانه  w عرض دندانه  
 h  تغییر شکل دندانه سالم   c

  دارتغییر شکل دندانه ترك
T تغییر شکل کلی دندانه  ሺtሻ  خطاي انتقال استاتیکی  
  زاویه فشار    ضریب پواسون  

 ,p g  دنده اي ارتعاشی پینیون و چرخجائی زاویه جابه  
nω  فرکانس طبیعی سیستم خطی شده  

  نسبت تماس  p  اي پینیونسرعت زاویه  
aعمق ترك      

  

  مقدمه -١

 سـرعت  اي  هدند چرخ هاي سيستم رشد  روبه تقاضاي به توجه با

 سازيمدل صنعت، در بالا توان انتقال قابليت و پايين وزن با بالا

 اولـين . اسـت  کـرده  پيـدا  زيادي اهميت هاسيستم اين ديناميکي

 مربـوط  هجـدهم  قرن اوايل به زمينه اين در شده انجام کارهاي

 کــردن مــدل بــراي متفــاوتي رياضــي هــاي مــدل از. شــودمــي

 تـوان مـي  را آنها که است شده فادهاست اي  دنده چرخ هاي سيستم

  : کرد بندي دسته زير گروه چهار در

 ثابـت  هـاي  سـفتي  با خطي هاي مدل به مربوط اول گروه

 بـر  کـاملي  مـرور  ۱۹۸۷ سـال  در ]۱[ هاوسر و ازگوان. است

 هـاي  سيسـتم  خطـي  ارتعاشـات  زمينة در شده انجام کارهاي

 را شـده  استفاده هايمدل انواع آنها. دادند انجام اي  دنده چرخ

. نمودنـد  بيـان  را هـا مدل از يک هر هايويژگي و بنديطبقه

 سيسـتم  سـازي  شـبيه  بـراي  مدل اين از ]۲[ سينگ و وينياک

 فرکانسـي  پاسخ و کردند استفاده اي مرحله چند قدرت انتقال

 حاضـر  حـال  در. آوردند دست هب مختلف شرايط تحت را آن

 ـ ظـور من بـه  رياضـي  هاي مدل نوع اين از نيز  آوردن دسـت  هب

 بدنـه  فـرض  بـا  اي  دنده چرخ هاي سيستم طبيعي هاي فرکانس

  . شود مي استفاده پذير انعطاف و صلب

  زمـان  بـا  متغير هاي سفتي با خطي هاي مدل از دوم گروه در

 سـفتي  و درگيـري  هـاي  سـفتي  آنهـا  در کـه  اسـت  شده استفاده

 و نايـاک وي. انـد  شـده  مـدل  زمـان  بـا  متغيـر  صورت به ها ياتاقان

 متغيـر  تـابع  يک از هادندانه سفتي سازيمدل براي ]۳[ همکاران
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 فرآينـد  يـک   ها دندانه درگيري که آنجا از. کردند استفاده زمان با

 تـابع  صـورت  بـه  را  هـا  دندانـه  درگيـري  سـفتي  اسـت،  تکراري

 بـراي  ]۴[همکـاران   و فاخفاخ. گرفتند درنظر زمان از پريوديک

 پيچشـي  و دندانـه  خمشي تغييرشکل از دندانه سفتي سازيمدل

ــتفاده شــفت ــرده اس ــايج و ک ــود نت ــا را خ ــايداده ب ــي ه  عمل

  .نمودند اعتبارسنجي

 اند رسيده نتيجه اين به تدريج به اخير سال سي در محققان

 و داده قـرار  نظر مد را  ها دندانه بين لقي مانند عواملي بايد که

 مـدل  براي رخطيغي هاي مدل از و کنند وارد هايشان مدل در

 سـوم،  گـروه  در. کنند استفاده اي  دنده چرخ هاي سيستم کردن

 درگيــري ســفتي و شــده معــادلات وارد نيــز درگيــري لقــي

 مـدل  و شـود  مـي  گرفتـه  درنظر متوسط مقدار يک صورت به

. بـود  خواهـد   زمـان  به نسبت ثابت غيرخطي نوع از حاصل،

 ســازيشــبيه بــراي مــدلي چنــين از ]۵[ ســينگ و کاهرامــان

 کردنـد  استفاده ايمرحله تک قدرت انتقال سيستم ارتعاشات

 پاسخ عددي روش و هارمونيک بالانس روش از استفاده با و

  .آوردند دست هب را سيستم

 بـا  متغيـر  سـفتي  و درگيري لقي عامل دو هر آخر، گروه در

 غيرخطـي  نـوع  از حاصـل  معادلات که شوند مي مدل وارد زمان

 زمينـه  در پيشـرفت ] ۶[ همکـاران  و وانگ. هستند زمان با متغير

 رفتـار  ويـژه  بـه  اي  دنـده  چـرخ  هـاي  سيسـتم  غيرخطي ديناميک

 درگيـري  سـفتي  و لقـي  گـرفتن  درنظر با  ها  دنده چرخ ديناميکي

 ۲۰۰۱ تـا  ۱۹۷۰ هـاي  سـال  طـي  در را  هـا  دندانـه  زمان با متغير

 انتقـال  هـاي  سيسـتم  غيرخطـي  ارتعاشـات  آنها. اند کرده بررسي

 که اند نموده اظهار و داده قرار بحث مورد را اي  دنده چرخ رتقد

 و اسـت  شده متمرکز مستقيم ديناميکي مسائل روي کارها بيشتر

 بـه  بايد ،... و بارها شناسايي يابي، عيب  ويژه اهميت به توجه با

 ناتسـياواس  و تئودوسيادس. شود بيشتري توجه معکوس مسائل

ــن از ]۷[ ــدل اي ــراي م ــبيه ب ــازش ــال سيســتم يس ــدرت انتق  ق

 پيچشي گشتاور و دندانه خطاي اثر و کرده استفاده ايمرحله تک

 و ژيان چانگ. گرفتند درنظر خود مدل در را دندهچرخ به وارده

 يـک  بـراي  آزادي درجـه  يک سيستم گرفتن درنظر با ]۸[ چنگ

 دينـاميکي  رفتـار  بـر  غيرخطـي  تعليق اثر ساده، دندهچرخ جفت

 پارامترهـاي  بـراي  را دوشاخگي نمودارهاي و بررسي را سيستم

 مـذکور  تحقيق در. کردند رسم بعدبي فرکانس و ميرايي ضريب

 دوشاخگي و فاز و پوانکاره نمودارهاي وسيله هب آشوبناک مناطق

  . است شده شناسايي

 کـه  را اصـطکاک  اثـر  خـود  هـاي  مـدل  در محققـين  اکثر

 درنظـر  شـود  مـي  حرکـت  معـادلات  شـدن  غيرخطي موجب

 کـردن  وارد مسأله، تر دقيق بررسي براي حاليکه در اند گرفتهن

 بـا  ]۹[ سـينگ  و وايشـيا . اسـت  لازم معـادلات  در اصطکاک

 و سـفتي  تنـاوبي  خاصـيت  و خشک اصطکاک گرفتن درنظر

 بـر  حـاکم  زمـان  با متغير غيرخطي معادلات درگيري، ميرايي

 مـدل  دو هر مذکور، مقاله در. آوردند دست هب را سالم سيستم

 و گرفتـه  قـرار  مطالعـه  مورد زمان با متغير غيرخطي و خطي

 و ولکـس . اسـت  آمـده  دست هب حالت دو براي سيستم پاسخ

 بـراي  تحليلـي  روش يـک  کلمـب  مدل پايه بر ]۱۰[ سينست

 تحريـک  گـرفتن  درنظـر  بـا  مارپيچ و ساده دندهچرخ سيستم

 مقالـه  ايـن  در شـده  اسـتفاده  هايمدل. کردند ارائه اصطکاک

 در اسـتفاده  قابليـت  کـه  انـد شـده  بيـان  فوريه سري برحسب

 نشـان  براي انهآ. دارند را مارپيچ و ساده هايدندهچرخ تمامي

 از که کردند رسم را مربوطه کانتورهاي تحريک، سطوح دادن

 بـه  سيسـتم  حساسـيت  تخمـين  بـراي  تـوان مي نمودارها اين

. کـرد  اسـتفاده  هندسـي  تصـحيحات  اثر و اصطکاک تحريک

 جديـدي  روش خـود  مقالـه  در ]۱۱[ همکـاران  و هه ـ سانگ

 در زمـان  با متغير درگيري سفتي و اصطکاک کردن وارد براي

 ارائـه  تحليلي روش به ساده دندهچرخ آزادي درجه چند مدل

 اجـزا  روش از اسـتفاده  بـا  ابتـدا  منظـور  ايـن  براي آنها. کردند

 و کردنـد  محاسـبه  تمـاس  زمان براي را درگيري سفتي محدود

 وارد مـدل  در خشـک  اصـطکاک  همـراه  را سـفتي  ايـن  سپس

 بـر  را دنـده چـرخ  پروفيـل  اصلاحات اثر همچنين آنها. نمودند

 تجربـي  هـاي داده نتـايج  بـا  و بررسـي  ديناميکي انتقال خطاي

 اصـطکاک  کـه  رسـيدند  نتيجـه  اين به آنها. کردند اعتبارسنجي

 همـين . دهـد افـزايش مـي   را دينـاميکي  انتقـال  خطاي خشک،
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 سـازي مدل براي فرمول چند ديگري، تحقيق در ]۱۲[ نمحققي

  .دادند ارائه خشک اصطکاک

 هــاي سيســتم دينــاميکي ســازي مــدل گذشــته ي هــا دهــه در     

 بررسـي  منظـور  بـه  و سـالم  هـاي  سيستم براي اکثراً اي  دنده چرخ

 کـاربرد  ماننـد  مسـائلي  و گرفـت  مـي  انجام آنها ديناميکي پاسخ

 مـد  يـابي  عيب براي معيوب اي  دنده چرخ هاي سيستم سازي مدل

 هـاي  مدل روي محققين اخير دهه چند در. بود نگرفته قرار نظر

گـودي،   سـايش،  ماننـد  عيـوبي  شامل که ي ا  دنده چرخ ديناميکي

 و پـري . انـد  کرده کار است،  شکسته دندانه و ترک خراشيدگي،

هـاي چـرخ    هـاي دينـاميكي سيسـتم    در مقاله مدل ]۱۳[ تاندون

 ارتعاشـات  بينـي  پـيش  براي .اي داراي عيب را مرور كردند دنده

. دهـد  مـي  نشـان  را دندانـه  موضـعي  عيب حضور در  دنده چرخ

 را دندانـه  شکست و گودي عيوب تاثير] ۱۴[ همکاران و چاري

   سيسـتم  زمـاني  پاسـخ  و دندانـه  درگيـري  سفتي کاهش روي بر

 بعيـو  ايـن  بين تميز براي معکوسي روشي ولي کردند بررسي

 تاثير بررسي به ديگري کار در] ۱۵[ محققين همين. نکردند ارائه

 نشـان  و پرداختـه  درگيـري  سـفتي  کاهش در دندانه ريشه ترک

 سـفتي  شـود  مـي  درگيري وارد معيوب دندانه که وقتي که دادند

] ۱۶[ همکـاران  و وو. يابد مي کاهش محسوسي طرز به درگيري

ــا  قــدرت نتقــالا سيســتم خطــي آزادي درجــه ۶ مــدل ارائــه ب

 به است نشده وارد آن در توليد فرايند خطاهاي که اي مرحله تک

 از آنهـا . پرداختنـد  دندانـه  ريشـه  در کننـده  رشـد  تـرک  بررسي

 مزيـت  و کردنـد  اسـتفاده  تـرک  شناسـايي  مختلف هاي شاخص

 و انـدو . کردنـد  بيـان  را تـرک  تشخيص در مذکور هاي شاخص

 اي مرحلـه  تـک  اي  ندهد چرخ سيستم انتقال خطاي] ۱۷[ همکاران

 بـا  و کـرده  گيـري  اندازه را گودي داراي و دار ترک حالت دو در

 روشـي  سيگنال، هاي پردازش انجام و کپستروم مفهوم از استفاده

 هووارد. کردند ارائه عيب دو اين دادن تميز و تشخيص براي را

 دندانه ريشه ترک و اصطکاک اثر بررسي براي ]۱۸[ همکاران و

 دينـاميکي  سـاده  بسـيار  مدل يک از مؤثر، عوامل يرسا غياب در

 مـدل  ايـن . کردند استفاده قدرت انتقال سيستم کردن مدل براي

  .بود هادندهچرخ زمان با متغير سفتي اثر شامل تنها

 همه تاکنون که شود مي مشخص پيشين تحقيقات بررسي از   

 يا دنده چرخ قدرت انتقال هاي سيستم ارتعاشات در موثر عوامل

 زمـان  با متغير سفتي لقي، استاتيکي، انتقال خطاي شامل، ترکدار

 بررسي توأم صورت به هادندانه بين خشک اصطکاک و هادندانه

 ارتعاشـات  در تـوأمي  تاثير مذکور عوامل که درحالي است نشده

 ارتعاشـات  حاضـر  مقالـه  در بنـابراين . دارند واقعي سيستم يک

 نظـر  در بـا  ترکـدار  ايرحلهم  تک قدرت انتقال سيستم غيرخطي

 منظـور  ايـن  بـراي . اسـت  شده سازيمدل مذکور عوامل گرفتن

 بـا  سـالم  درگيـر  دندانـه  جفـت  يـک  بـراي  درگيري سفتي ابتدا

 و محاسـبه  ]۱۵[ منبـع  در شـده  معرفي تحليلي روش از استفاده

 و ترکـدار  تير صورت به دندانه فرض با دندانه ريشه ترک سپس

 بـر  حـاکم  معـادلات  و سازيشبيه خشک اصطکاک اثر اعمال با

 بـراي  کوتـا  -رانگ عددي روش از. است شده استخراج سيستم

 مـدل  هاي تفاوت از ديگر يکي. است شده استفاده معادلات حل

 مطالعات در استفاده مورد هاي مدل با حاضر مقاله در رفته کار به

 نتـايج . است معادلات در درگيري سفتي کردن وارد نحوه قبلي،

 موجـب  تـرک  و اصـطکاک  گرفتن نظر در که است آن از يحاک

 اعمال با که طوري هب شودمي سيستم رفتار در بارزي هايتفاوت

 هـاي بـازه  ازاي به دندانه، ريشه ترک و خشک اصطکاک اثر توأم

 دارد وجـود  آشـوب  ايجـاد  امکان سيستم، پارامترهاي از خاصي

  .شود نمي ظاهر پيشين هاي مدل در رفتاري چنين که درحالي
  

  سازي مدل -۲

 ايـن  در شـده  اسـتفاده  رياضـي  مـدل  هاي ويژگي بخش اين در

سـازي تحليلـي سـفتي    بعـد از مـدل  . اسـت  شـده  معرفي مقاله،

صورت تيـر   درگيري دندانه، ترک ريشه دندانه با فرض دندانه به

سازي شده است و در نهايت معـادلات حـاکم بـر    دار مدلترک

  .اندسيستم استخراج شده
  

   دندانه درگيري سفتي تحليلي محاسبه -۲-۱

 و  هـا  دندانه تماس محل تغيير با دنده چرخ دو درگيري سفتي

 علاوه، هب. يابد مي تغيير زمان به نسبت درگير ي ها دندانه تعداد

 تمــاس محــل ، هــا دندانــه هندســه از تــابعي درگيــري ســفتي
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 يـل پروف خطـاي  ، هـا  دندانـه  اعوجـاج  و شکل تغيير ، ها دندانه

 با دندانه يک سفتي. است درگير ي ها دندانه عيوب و  ها دندانه

ــه روش از اســتفاده  محاســبه از و ]۱۵[ مرجــع در شــده ارائ

دندانـه   ۱دندانـه و هرتـزين   بسـتر  هـاي خمشـي،   شـکل  تغيير

 اعوجـاج  از درگيـري  سـفتي  سـازي در مـدل  .آيد مي دست هب

  .است شده صرفنظر دندانه

 باشـند،  درگيـر  دندانه دو دهنده ننشا ۲ و ۱ هاي انديس اگر

 و دندانـه  دو هـر  روي انتقـالي  نيـروي  بودن يکسان به توجه با

 درگيـري  سـفتي  تـوان  مي  ها دندانه هاي سفتي کردن فرض سري

 سفتي دو شامل ها سفتي اين .آورد دست هب) ۱( رابطه از را نهايي

 بســتر ســفتي دو ،bk هــا، دندانــه از يــک هــر ازاي بــه خمشــي

  :است ،hkها، دندانه هرتزين سفتي و ،fkها، دندانه

  

  سازي ترک ريشه دندانه مدل -۲-۲

ي کم بودن پهناي شعاعي بدنـه   ترک ريشه دندانه معمولاً در نتيجه

هـا و يـا شـرايط     دنده فرايند توليد فلز چرخ، نقص در ۲ها دنده چرخ

هاي اضافي  گذاري مانند کارکرد تحت بار  دنده کاري نامناسب چرخ

شـود  هاي تشـديد ايجـاد مـي    هاي فرکانس و يا کارکرد در نزديکي

، ظـاهر  bهـا،  اثر ترک در افزايش تغييرشکل خمشي دندانه. ]۱۹[

ق براي تقريب، در مدل کردن ترک دندانـه از  در اين تحقي. شود مي

که داراي ترک  )۱(دار با مقطع مستطيلي مطابق شکل  مدل تير ترک

اسـتفاده   اسـت،  l1به فاصـله از ابتداي آن عرضي در مقطعي از تير 

ارتفاع آن  hعرض تير و  wعمق ترک،  aدر اين شکل، . شده است

سازي آن است که هنگام ارتعـاش   ين مدلدر ا فرض اساسي. است

  .تير، دهانه ترک همواره باز است

، که تابعي از عمـق  K سفتي خمشي موضعي در محل ترک،   

 صـورت زيـر اسـت    ، بهاستترک، مشخصات هندسي و جنس تير 

]۲۰:[ 

aفوق رابطه در
j

h
 
 
 

 صـورت  بـه  و بـوده  هندسه تيـر  از تابعي 

   :شود مي محاسبه )۳(رابطه 

  

)۳(  
/
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j
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6
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126 9 172
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اند بـراي دندانـه    آمده دست بهدار  روابط فوق که براي تير ترک

نشـان داده   )۲(همانطور که در شـکل  . شوند دار اعمال مي ترک

در ريشـه  دار  شده است سفتي خمشـي موضـعي دندانـه تـرک    

ممـان اينرسـي   . شـود دندانه با فنر پيچشي معادل جايگزين مي

سطح مقطع ريشه دندانه که در آن تـرک وجـود دارد از رابطـه    

  :آيد دست مي زير به

ضـخامت دندانـه بـرروي دايـره      hپهناي دندانـه و   wکه در آن 

  ).۳شکل (ريشه دندانه است 

a، ابتـدا  h و ضـخامت دندانـه    aترک  با داشتن عمق
j

h
 
 
 

 

شکل نهايي دندانه  تغيير. گردد محاسبه مي Kمحاسبه و سپس 

شکل حالت سالم دندانـه   در محل اعمال نيرو برابر مجموع تغيير

شکل ناشي از وجود ترک مدل شده  در محل اعمال نيرو و تغيير

  :پيچشي خواهد بود با فنر

)۵(  
T h c(r) (r) (r)     

)۶(  
h

h

c

F
(r)

K (r)

T
(r) R

K

 

 
  

   :در محل ترک برابر خواهد بود با Fگشتاور ناشي از نيروي 

)۷(  T RFcos   

در محل تـرک اسـت و از    Fبازوي گشتاور نيروي  Rکه در آن 

)۱(  
b f h b f

k ( )
k k k k k
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  )الف(

  
  )ب(

  ]٢٠[ يليدار با مقطع مستط ترک ريت يساز مدل -١شکل 

  

     
  

  سازي ترک ريشه دندانه مدل -٢ شکل

        
  

  دنده سالم دندانه چرخ -٣ شکل

  

  :گردد رابطه زير محاسبه مي

)۸(  
rootR r cos r b /   2

  
لقي  b. است  نشان داده شده Rو بازوي  مقدار زاويه  )۲(در شکل 

roها و ين دندانهب o tr     چنـين فـرض   هم. اسـت شـعاع دايـره ريشـه

هاي چرخ دنده کوچک  روي يکي از دندانهاست که ترک تنها بر شده

در حالت معيوب، سفتي درگيري بـراي يـک دور   . قرار دارد) پينيون(

که دندانـه   استدوران کامل پينيون تنها زماني متفاوت از حالت سالم 

بيشترين اثـر کـاهش سـفتي درگيـري     . شود وب وارد درگيري ميمعي

شود که يک جفت دندانه درگير باشـند و يکـي از    زماني مشاهده مي

  .دار پينيون باشد ها، دندانه ترک اين دندانه

  معادلات حاکم بر سيستم -۲-۳

مدل دو درجه آزادي ارتعاشات پيچشي غيرخطـي يـک جفـت    

. نشـان داده شـده اسـت    )۴(دنده سـاده درگيـر در شـکل    چرخ

جايي  هصورت تحريک جاب اشکالات موجود در پروفيل دندانه به

شـود، مـدل شـده    ، ناميـده مـي  (t)که خطاي انتقال استاتيکي،

ترتيب برروي پينيون و  به gTو  pTگشتاورهاي خارجي . است

ترتيب  دنده بهممان اينرسي پينيون و چرخ. شوند اعمال ميچرخ 

معرف سفتي متغير بـا   k(t). است نشان داده شده gJو  pJبا 

 ـ   cها و زمان دندانه ه معرف ضريب ميرائي ناشـي از وجـود لاي

هـاي درگيـر اسـت کـه     لقي بين دندانه bها و روغن بين دندانه

  .صورت سري با سفتي درگيري مدل شده است به

p  وg اي يي زاويــهجــا جابــهترتيــب نشــان دهنــده  بــه

سطح دندانه باعـث  لغزش در . باشندارتعاشي پينيون و چرخ مي

شود که با محور مي ۳ايجاد نيرويي در جهت عمود بر خط عمل

OLOA  در حين چـرخش  . نشان داده شده است )۴(در شکل  
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مدل دو درجه آزادي ارتعاشات پيچشي غيرخطي دو  -٤ شکل

  دنده درگير چرخ

  

ه در شکل ها برروي خط عمل کها، نقطه تماس دندانهدندهچرخ

کنـد و باعـث   نشان داده شده است، حرکت مي LOAبا محور 

pa تغيير (t) وga (t) ترتيب نشانگر بازوي گشتاور ناشـي   که به

تغييـر  . شـود دنده هستند، مـي از نيروي اصطکاک پينيون و چرخ

paمقدار  (t)  وga (t)    باعث ايجاد گشتاور متغير بـا زمـانfT 

ايـن گشـتاور همچنـين بـه     . شـود هـا مـي  دنده حول محور چرخ

هـا، جهـت سـرعت    ضريب اصطکاک ديناميکي سـطوح دندانـه  

د به دندانه درگير نيـز  و نيروي عمودي وار sV ها،لغزش دندانه

مزيت اصلي مدل ارتعاشي غيرخطي سيستم انتقال  .وابسته است

سـازي تـوأم    ، مـدل )٤(دار نشان داده شده در شکل قدرت ترک

همـراه سـاير    نيروي اصطکاک خشک و تـرک ريشـه دندانـه بـه    

باشـد کـه ايـن امـر باعـث      عوامل موثر بر ارتعاشات سيستم مي

   .شود مدل ميتر شدن  بينانه واقع

هـا و تـرک   سفتي درگيري دندانـه  ۲-۲و  ۱-۲هاي در بخش

سازي گرديد و مدل رياضـي اسـتفاده شـده در    ريشه دندانه مدل

حال با استفاده از قانون دوم نيـوتن و بـا   . معرفي شد )۴(شکل 

هاي زير معادلات حرکت سيستم اسـتخراج  گرفتن فرض درنظر

  :شوندمي

هـا و   در روي شـفت   هـا  دنـده هـا، محـل اتصـال چـرخ     شفت -

 .شود ها صلب فرض مي ياتاقان

  .شود ضريب ميرايي درگيري ثابت فرض مي -

صـورت   ها و اجـزاي متصـل بـه آنهـا بـه      ممان اينرسي شفت -

  .شود گرفته مي درنظر  ها دنده گسسته در محل چرخ

و پينيـون کـه    دنـده  هاي چرخسرعت لغزشي بين سطح دندانه -

وي اصـطکاک لازم اسـت بـدون    نيـر  براي پيدا کردن جهـت 

اي و صـرفاً بـا توجـه بـه      گرفتن اثر نوسـانات لحظـه   درنظر

 .هاي درگير محاسبه شده استدندهسينماتيک چرخ

تمامي پارامترها به غير از لقي که متغير با مکان است، متغير با  -

 .شوندگرفته مي درنظرزمان 

 معـادلات حرکـت   )٤(براي سيستم نشـان داده شـده در شـکل    

توان به ترتيب به صورت  را ميدنده چرخپينيون و پيچشي براي 

  :نوشتزير 

 

p p p p g g p

p p g g p p f s p

g g g g p p g

g g p p g g f s g

J c( R R )R

k(t)f ( R R )R T F (N,V , )a (t)

J c( R R )R

k(t)f ( R R )R T F (N,V , )a (t)

     

     

      

      

   

   
 )۹(  

دهنـده   در معادلات بالا جمـلات دوم در سـمت چـپ نشـان    

هـا   گشتاور حاصل از نيروي ميرايي ويسکوز درگيري دندانـه 

اسـت، جمـلات سـوم گشــتاور حاصـل از نيـروي درگيــري      

pکـه در آن تـابع   ها است  دندانه p g gf ( R R )     معـرف

هـا،   يي غيرخطي در نتيجه وجود لقي بين دندانـه جا جابهتابع 

f sF (N, V , )    و  اسـت بيانگر نيروي اصـطکاک خشـکpT 

ي ترتيب گشتاور شفت ورودي و گشـتاور ترمـزي رو   به gTو

خطاي انتقال استاتيکي است  ሺtሻ. دنده متحرک هستند چرخ

هـا   و از خطاهاي فرايند توليد و همچنـين اصـلاحات دندانـه   

يي در مـدل وارد  جـا  جابهصورت تحريک  گردد و به ناشي مي

از آنجا که اين سيستم داراي يک مود حرکتي صلب . گردد مي

انرژي پتانسيلي در سيستم ذخيـره  باشد و در آن هيچ نوع مي

ــابراين مـــي نمـــي ــود بنـ ــارامتر   شـ ــا تعريـــف پـ تـــوان بـ

pجديد p g gR R     درجه آزادي سيستم را به يـک    

p در) ٩(ه اول رابط ـبراي اين کـار  . درجه کاهش داد gR J  و
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gدر ) ٩(دوم  رابطه pR J  و طرفين معادلات جمع ضرب شده

  :شوند مي

)۱۰(

p g p g g p p g g p

p p g g g p

p g g p f s p

p g f s g

J J c (R J R J ) k(t)f ( )(R J R J )

(T R J T R J )

         J J J R F (N,V , )a (t)

J R F (N,V , )a (t)

      



  





2 2 2 2 

  

   :با تعريف پارامترهاي زير

e p gJ J J  

t p g g pJ J R J R 2 2
  

e p g g g p pT J R T J R T   

  :صورت زير باز نويسي کرد توان بهمعادله حرکت را مي

)۱۱(  

e t t

e e g p f s p

p g f s g

J cJ k(t)J f ( )

T J J R F (N,V , )a (t)

J R F (N,V , )a (t)

   

   



 


  

  :شودصورت زير تعريف مي ر آن تابع لقي بهکه د

)۱۲(  

b b

f ( ) b

b b

    
     
      

0  

با اعمال تغييـر متغيـر    x /b  صـورت زيـر    بـه ) ١١( رابطـه

  :شود بازنويسي مي

  :شوده اخير تابع لقي به شکل ساده زير تبديل ميرابطکه در 

)۱۴(  

x x

f (x) x

x x

 

 

  

 
 
 
  

1 1
0 1

1 1
  

بعـد  بـي ) ۱۳(ه رابطصورت زير،  با تعريف متغيرهاي جديدي به

  : شودمي

nt t  

meank(t) k ( t )   

mean t
n

e

k J

J
 2  

)۱۵(   

n t
n n

e

g pe n
f s p

e e

p g
f s g

e

c J
x x ( t )f (x)

J

J RT
F (N, V , )a ( t )

bJ b bJ

J R
F (N, V , )a ( t )

bJ


     

 
   



2 2

2

 


  

tبــا تعريــف 

n e

cJ

J
 


eو  2

n e

T
f

bJ



0 tو  2    کــه در آن

n


 


  :آيده فوق به شکل نهائي زير در ميرابط 

x

g p p g
s p f s

ge n e n

x ( )f (x) f
b

J R J R
F (N,V , )a ( ) F (N,V , )a ( )f

bJ bJ

    
 

   

    
 


2

0

2

2 2

2
  

)۱۶(  

فرکانس خطاي  دنده، هاي چرخ با فرض يکسان بودن همه دندانه

لاتر آن هـاي بـا   و هارمونيـک   ها فرکانس درگيري دندانهانتقال با 

براسـاس ايـن فـرض، دامنـه لقـي در طـول       . برابر خواهـد بـود  

 خطـاي انتقـال اسـتاتيکي   . نيز  ثابت خواهد بود  ها درگيري دنده

. تابعي پريوديک با فرکانس اصلي برابر فرکانس درگيـري اسـت  

   :بنابراين

)۱۷(  l

l

f cos(l )
b




 

3

1
  

fطور که بيان شد نيروي اصـطکاک،  همان sF (N, V , )  تـابعي ،

-ها، سرعت لغزش نسبي بين دندانهاز نيروي عمودي بين دندانه

هندسـه   )٥(در شکل . باشدها و ضريب اصطکاک ديناميکي مي

در ايـن  . دنـده نشـان داده شـده اسـت     درگيري يک جفت چرخ

 gTو  pTگشتاورهاي خـارجي  ها در حالي که دندهشکل چرخ

  .چرخندمي g و p هايشود با سرعت بر آنها اعمال مي

 ٢تـا   ١، بين هاي ساده نسبت تماس، دندهبراي اکثر چرخ

دهد که در مـدت  اين نسبت نشان مي. متغير است 1   از کـل

  دنـده درگيـر هسـتند و در    زمان درگيري، دو دندانه از هر چـرخ 

)۱۳(  

t t

e e

g pe
f s p

e e

p g
f s g

e

cJ k(t)J
x x f (x)

J J

J RT
F (N,V , )a (t)

bJ b bJ

J R
F (N,V , )a (t)

bJ

  


   



 


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  ]١٢[دنده ساده ها در چرخ نمايي از درگيري دندانه -٥ شکل

  

بقيه زمان درگيري، انتقال گشتاور فقط توسط يـک جفـت دندانـه    

t،)٥(در شکل . گيرد صورت مي 0   آغاز درگيري مطابق با زمان

در ) لغـزد مي ACاي که روي خط جفت دندانه(جفت دندانه اول، 

در اين لحظه جفـت دندانـه دوم   . گرفته شده است درنظر Aنقطه 

در تمـاس   Cدر نقطه ) لغزدمي CDاي که روي خط جفت دندانه(

. گوينـد مي ٤يک دندانه تماس نقطه هستند که به آن نقطه، بالاترين

ترين نقطه تماس ها، جفت دندانه اول به پائيندندهچرخ چرخش با

در اين لحظه جفت دندانه دوم از . رسدمي B در نقطه ٥يک دندانه

بـا فـرض توزيـع يکنواخـت نيـرو بـين       . شـوند تماس خارج مـي 

ها نيروي وارد به جفت دندانه اول در ايـن لحظـه دو برابـر     دندانه

بحرانـي دوم در   زمـان . شـود  نشان داده مي ta اين زمان با. شودمي

نقطـه  (محل تماس از نقطه گام  tpدر لحظه . افتداتفاق مي tp لحظه

P (کند و جهت سـرعت لغزشـي بـين دندانـه پينيـون و       عبور مي

شود که اين امر باعـث تغييـر جهـت نيـروي     دنده عوض ميچرخ

) Cنقطـه  ( tcدر نهايت در لحظـه  . شود ها مياصطکاک بين دندانه

شـوند و يـک چرخـه تمـاس     د درگيري ميجفت دندانه سوم وار

وابستگي نيـروي اصـطکاک بـه سـرعت     . شودها تکميل ميدندانه

لغزشي موجب غيرخطي شدن عبـارت مربـوط بـه اصـطکاک در     

تر شـدن معـادلات حرکـت بـا     براي ساده. شود معادله حرکت مي

، معادله حرکت براي )٥(ها، شکل توجه به هندسه درگيري دندانه

هـاي مـذکور را   زمـان . شود سه بازه زماني بيان شده بازنويسي مي

  :محاسبه کرد) ٢٠(تا ) ١٨(توان با استفاده از روابط مي

pN هاي پينيون است و تعداد دندانهAPL  وACL   از روابـط

  :]۲۱[شوند زير محاسبه مي

مــدول mدنــده،شــعاع دايــره گــام چــرخ gRدر روابــط بــالا 

  .باشدزاويه فشار مي دنده و چرخ

  :آيدمي دست به) ۲۳(، از رابطه Nها،نيروي عمودي بين دندانه

atبازه زماني براي  t 0 يروي عمودي بـين  هر دندانه نصف ن

بنابراين نيروي وارده بر هـر دندانـه در   . کندها را تحمل مي دندانه

ــازه   ــن ب Nاي (t) N (t) N / 1 2 ــود 2 ــد ب ــازه  . خواه ــراي ب ب

a ct t t         با توجه به اينکـه تنهـا يـک جفـت دندانـه درگيـر

شـود،  کل نيروي عمودي توسط يـک دندانـه تحمـل مـي     هستند

N:يعني (t) N , N (t) 1 2 0.  

نشـان داده شـود،    0اگر ضريب اصطکاک دينـاميکي بـا   

ptبراي بازه زماني  t 0     با توجه به اينکـه سـرعت لغـزش

ــه ــين دندان ــازه در خــلاف جهــت چــرخش   ب ــن ب ــا در اي ه

ها است ضريب اصطکاک ديناميکي  دنده چرخ  1 و در  0

pبازه زماني  ct t t  اين مقدار برابر ،  2 . خواهد بـود  0

  :نوشت) ۲۴(صورت رابطه  توان بهنيروي اصطکاک را مي

 بعد سازي آن با اسـتفاده از متغيرهـاي تعريـف شـده در    که با بي

  :شودصورت زير بازنويسي مي قسمت قبلي به

)۲۵(    f i n meanF b c x k ( )f (x)       

اسـتفاده  ) ۲۶(براي محاسبه بازوي نيـروي اصـطکاک از رابطـه    

  :]۲۱[شود  مي

)۱۸(  c
p p

t
N




60
  

)۱۹(  
a ct t ( )  1  

)۲۰(  AP
p c

AC

L
t t

L
  

)۲۱(  AP g g gL (R m) R cos ( ) R sin( )     2 2 2
  

)۲۲(  
ACL mcos( )    

)۲۳(  
p

p

T
N

R
  

)۲۴(  f iF cx k(t)f (x)      
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 )خط پررنگ( ه با سه جملهيفور يو سر) رنگ خط کم( يليآمده از روش تحل دست به يريدرگ يسفت - ٦ شکل

  

)۲۶(     
p

p bp bg ag bg bp
n

g bp bg p

a ( ) (R R ) tan( ) R R R ( )

a ( ) (R R ) tan( ) ( )


       


      

2 2
  

ترتيـب شـعاع دايـره مبنـاي      بـه  bgRو  bpRکه در اين روابط 

زاويـه   دنده وشعاع دايره ادندوم چرخ agRپينيون و چرخ، 

  .باشدفشار مي

قابـل  ) ۲۷(ه رابط ـصورت  سيستم بهشکل نهائي معادله حاکم بر 

  :بيان است

)۲۷(      
L

l

l

x ( x ( )f (x))( As) f - (l ) f cos(l )



         2 2
0

1
2 1   

  که در آن

)۲۸(                  p g p g p g
t

s (R J a R J a )
J


 0  

  :و براي سه بازه زماني مذکور، داريم 

)۲۹(                 
a

a p

p c

/ , T
A , T T

, T T

   
    

  





0 5 0
1

1
  

)۳۰(         a a n p p n c c nT t , T t , T t          

 -رانـگ  عـددي  روش از اسـتفاده  بـا  حاکم معادله حل با ادامه، در

اصطکاک خشک و ترک ريشه دندانه بر پاسخ سيستم  تأثير کوتا،

  .شود غيرخطي بررسي مي
  

  نتايج -۳

  دنـده  سـفتي درگيـري چـرخ    ]۱۵[با توجـه بـه اينکـه در مرجـع     

و اثر وجود ترک بر کـاهش سـفتي بررسـي شـده اسـت      محاسبه 

آمده براي سفتي و تاثير ترک بر  تدس به نتايج تائيد صحت جهت

اسـتفاده شـده    )۱(هاي مرجع مـذکور مطـابق جـدول     از داده آن،

  . است

  

  نتايج سفتي درگيري در حالت سالم و معيوب -۳-۱

هـا  دنـده  در اکثر مطالعات انجام شده بـر روي ارتعاشـات چـرخ   

صـورت جمـلات محـدودي از     سفتي درگيري متغير با زمان بـه 

. با استفاده روش اجزا محدود منظور شده استسري فوريه و يا 

استفاده از سري فوريه با جمـلات محـدود، تقريـب نـادقيقي از     

نتايج سفتي درگيـري حاصـل از   . دهدسفتي درگيري را ارائه مي

و روش تحليلي با هـم  ] ۲۲[سري فوريه استفاده شده در مرجع 

طــور کــه از شــکل  همــان. مقايســه شــده اســت )۶(در شــکل 

ست استفاده از سـري فوريـه بـا سـه جملـه تقريـب       ا مشخص

 . باشدضعيفي از سفتي درگيري واقعي مي

صورت تحليلي و بـا   در مقاله حاضر، سفتي درگيري ابتدا به   

  .محاسبه شـده اسـت   ]۱۵[استفاده از روش ارائه شده در مرجع 
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  ]15[ها  دنده مشخصات چرخ -1جدول 
  چرخ  پينيون  

  ۳۰  ۲۵  تعداد دندانه

  mm(  ۲  ۲( لمدو

  mm(  ۲۰  ۲۰( عرض دندانه

  ۶۳/۱  ۶۳/۱  نسبت تماس

  rpm(  ۲۴۰۰  ۲۰۰۰( سرعت دوراني

  deg(  ۲۰  ۲۰( زاويه فشار

  MPa(  ۱۰۵×۲  ۱۰۵×۲(مدول يانگ 

  

صحت روش تحليلي از طريق مقايسه نتـايج     در مرجع مذکور،

آمده از روش اجـزا محـدود بـه اثبـات      دست بهحاصل با نتايج 

  ).)۷( شکل (رسيده است 

آمده براي سفتي درگيري کامـل   دست بهنتيجه  )۸(در شکل    

طـور کـه از    همان. يک جفت دندانه سالم نشان داده شده است

اين شکل مشخص است سفتي درگيري تابعي از زمـان بـوده و   

در نقطـه  . کنـد  هـا تغييـر مـي   دندهبرحسب زاويه چرخش چرخ

دنـده،  دندانه از چرخشروع درگيري يک دندانه از پينيون با يک 

ايـن  . دنـده درگيـر اسـت    انتهاي دندانه پينيون با سر دندانه چرخ

يابـد تـا اينکـه در انتهـاي      درگيري با چرخش پينيون ادامـه مـي  

درگيـر    دنـده  درگيري، سر دندانه پينيون با انتهـاي دندانـه چـرخ   

سفتي درگيري در نزديکي نقطه گام بيشـترين مقـدار را   . شود مي

  . دارد

سفتي درگيري را براي درگيري با نسبت تمـاس   )۹(  شکل   

ترتيب ابتـدا   دهد، که براساس الگوي درگيري به نشان مي ۶۳/۱

دو جفت دندانه سپس يک جفت و در نهايت دوباره دو جفت 

 ۶هـا  با فرض اينکه زمان درگيري دندانه. شونددندانه درگير مي

تداي درگيري، دو جفت دندانه براي مـدت  باشد، در اب ctبرابر

DTزمان ct ( )t  1 که در آن ،    نسبت تماس اسـت درگيـر

شوند تا اينکه جفت دندانه اول از درگيري خـارج شـوند و    مي

ايـن يـک جفـت    . مانـد تنها يک جفت دندانه درگير باقي مـي 

ST دندانه براي مدت زمان ct ( )t 2   در حالت درگير بـاقي

 بعد. مانند تا اينکه جفت دندانه ديگري وارد درگيري گرددمي
 

  
  )الف(

  
  )ب(

ک ي )ک جفت دندانه و بي) ری الفيج سفتی درگينتا - ٧شکل 

 ] ۱۵ [سالم  جفت و دو جفت دندانه

 
طـور کـه    همان. يابدطور مشابه ادامه مي هاز آن روند درگيري ب

آيد سـفتي درگيـري وقتـي دو جفـت      هاي اخير بر مي ز شکلا

دندانه درگيرند بيشـتر از سـفتي درگيـري يـک جفـت دندانـه       

  .درگير است

آمده براي سفتي درگيـري کامـل يـک جفـت      دست بهنتايج 

و  ۶۶/۰  هاي ترک دندانه در حالت سالم و معيوب به ازاي اندازه

بـا توجـه بـه    . تنشان داده شده اس ـ )۱۰(متر، در شکل  ميلي ۱

شکل، وجود ترک ريشه دندانه در يکي از جفت دندانـه درگيـر   

شـود و   ها مي موجب کاهش محسوسي در سفتي درگيري دندانه

تـر   يابد، کاهش سـفتي محسـوس   هر چه اندازه ترک افزايش مي

  .گردد مي

دار در حال  همچنين کاهش سفتي، زماني که سر دندانه ترک   

  ني است که انتهاي آن در حال درگيريدرگيري است بيشتر از زما
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دست آمده از روش تحليلي يک جفت  سفتي درگيري به -٨ شکل

  دندانه

  

  
سفتي درگيري براي درگيري يک جفت و دو جفت  -٩شکل 

  سالم  دندانه

  

  
سفتي درگيري کامل يک جفت دندانه در حالت سالم و  - ١٠شکل 

  متر يميل ١و  ٦٦/٠هاي  هايي به عمق معيوب با ترک

  

آمده از محاسبات و مقايسه بـين   دست بهنتايج  )۱۱(شکل . باشد

سفتي درگيري يک جفت و دو جفت دندانه را در حالت سالم و 

متـر   ميلـي  ۱و  ۶۶/۰هـاي   هايي به عمق دار با ترک دو حالت ترک

دهـد   بيشترين کاهش سفتي درگيري زماني رخ مي. دهد نشان مي

  .شود دندانه سالم درگير مي که سر دندانه معيوب با انتهاي

سفتي درگيري را براي يک دور کامـل چـرخش    )۱۲(شکل 

ترتيـب بـا    ي تـرک بـه   هـا  دار با انـدازه  پينيون با يک دندانه ترک

 ۲۵پينيـون داراي  . دهـد  متر نشـان مـي   ميلي ۱و  ۶۶/۰هاي  عمق

دار  تـرک  ۱۶دندانه است و فرض شده است که دندانـه شـماره   

توان مشاهده کرد وجود تـرک   ها مي از شکل طور که همان. باشد

دار موجـب   طور موضعي، در هنگام وارد شـدن دندانـه تـرک    هب

گردد که مطابق با نتايج ارائـه شـده در    کاهش سفتي درگيري مي

  .است ]۱۵[مرجع 

  

  اي دنده مطالعه رفتار ارتعاشي سيستم چرخ -۳-۲

سـالم و  اي  دنـده  در اين بخش ابتدا رفتار ارتعاشي سيستم چـرخ 

سـپس  . بررسي شده استگرفتن اصطکاک خشک  درنظربدون 

سـالم بـا   اي  دنـده  رفتار ارتعاشي سيستم چرخ ۲-۲-۳در بخش 

اثـر تـرک    ۳-۲-۳درنظر گرفتن اثر اصطکاک خشک، در بخش 

 ۴-۲-۳ريشه دندانه بر رفتـار ارتعاشـي و در نهايـت در بخـش     

تعاشـي  حالت کامل مسأله يعني اثر اصطکاک خشک بر رفتـار ار 

  .اي معيوب بررسي شده است دنده سيستم چرخ

  

        گـرفتن   درنظـر اي سـالم بـدون    دنده سيستم چرخ -۳-۲-۱

  اصطکاک خشک

اي  دنـده  به منظور شناخت دقيـق رفتـار ارتعاشـي سيسـتم چـرخ     

معيوب در حضـور اصـطکاک خشـک، ابتـدا لازم اسـت رفتـار       

در . ه شـود سيستم سالم بررسي و سپس تاثير ساير عوامل مطالع

پاسخ فرکانسي سيستم سالم در غياب اصـطکاک بـه    )۱۳(شکل 

/ بعد ازاي ضرايب بي , f / , f /   1 00 06 0 5 0 رسـم شـده    8

اولـين  . توان سه پـرش را مشـاهده کـرد   در اين شکل مي. است

۴۵/۰ پرش در نزديکي فرکانس نسبي  ايـن  . رخ داده است

۴۲۵/۰ هـاي نسـبي   که بين فرکـانس دهد  شکل نشان مي   و

۴۵۰/۰    احتمال دو پاسخ پايدار براي سيستم وجـود دارد و

چرخه حدي . شرايط اوليه تعيين کننده پاسخ نهايي سيستم است

پايـداري خـود را از دسـت     ۷۷۵/۰سيستم در فرکانس نزديـک  

بالايي بـا يـک چرخـه حـدي ديگـر پـرش       دهد و به شاخه  مي

  هاي درگير است کـه در  اين امر ناشي از جدايش دندانه. کند مي
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سفتي درگيري يک جفت و دو جفت دندانه در حالت  - ١١شکل 

  سالم و معيوب
  

  
  )الف( 

  
  )ب(

 ،سفتي درگيري براي يک دور کامل چرخش پينيون -١٢شکل

  ١ mm  ترک به عمق با )ب( و ٠/mm 66  با ترک به عمق )الف(

  

  
  پاسخ فرکانسي سيستم سالم برحسب دامنه ارتعاش - ۱۳شکل 

شـونده نشـان داده و دامنـه تغييـرات      نتيجه آن، سيستم رفتار نرم

عبـارت ديگـر در ايـن نقطـه      بـه . يابـد  خطاي انتقال افزايش مـي 

  . افتد دوشاخگي، پديده پرش اتفاق مي

رکانس نسبي دياگرام دوشاخگي برحسب ف )۱۴(در شکل    

 بعـــدبـــراي سيســـتم ســـالم و بـــه ازاي پارامترهـــاي بـــي

f / , f / 1 00 5 0 /و  8  0 همـانطور  . رسم شـده اسـت   06

ــه  )۱۴(کــه از شــکل  ــار سيســتم ب ازاي  مشــخص اســت رفت

باشـد و در  از نوع آشوبناک مـي  ۲تا  ۶/۱بعد  هاي بيفرکانس

فرکانسي نيز چندين پرش وجـود  اين منطقه در نمودار پاسخ 

  .دارد

دياگرام دوشاخگي بـراي فرکـانس نسـبي     )۱۵(در شکل 

f بعـد ازاي پارامترهاي بي به / , f / 1 00 5 0 /و  8 0 01 

هـدف از رسـم ايـن نمـودار بررسـي رفتـار       . رسم شده است

ارتعاشي سيستم در حالتي است که ضخامت لايـه روغـن بـه    

بـارزترين اثـر کـاهش ضـريب     . رسـد حداقل مقدار خود مـي 

. باشـد هـاي آشـوبناک پاسـخ مـي    بعد، افزايش بـازه ميرايي بي

مشخص است کاهش  )۱۵(و  )۱۴(هاي همانطور که از شکل

بعد ميرايي باعث آشوبناک شدن پاسـخ سيسـتم در   ضريب بي

همچنـين آغـاز ناحيـه    . شده اسـت  ۴/۲حوالي فرکانس نسبي 

منتقـل شـده    ۲/۲بـه فرکـانس    ۲ز فرکانس نسـبي  آشوبناک ا

با کاهش ضـريب   ۳/۱پاسخ سيستم در حوالي فرکانس . است

توان مشاهده کرد کـه  شود و درنهايت ميميرايي آشوبناک مي

 ۷بـه   ۴هـاي کمتـر از واحـد، از    هـا در فرکـانس  تعداد پرش

  .افزايش يافته است

  

     ن اصطکاک گرفت درنظراي سالم با  دنده سيستم چرخ -۳-۲-۲

  خشک

پاسخ فرکانسي سيستم سالم يکبـار بـراي حالـت     )۱۶(در شکل 

گرفتن اصطکاک خشک بين  درنظربدون اصطکاک و بار ديگر با 

پارامترهاي سيستم  )الف-۱۶(در شکل . ها رسم شده استدندانه

f /0 0 8،f /1 0 / و 5 0 ــر 06 ــده اســت  درنظ ــه ش . گرفت

  گـرفتن اصـطکاک خشـک     درنظـر شود همانطور که مشاهده مي
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-دياگرام دوشاخگي سيستم سالم برحسب فرکانس بي - ۱۴شکل 

بعد  /0 06 =  

  

  
-دياگرام دوشاخگي سيستم سالم برحسب فرکانس بي - ۱۵شکل 

بعد /0 01=  

  

  
  )الف(

  

  
  )ب(

به ) الف(پاسخ فرکانسي سيستم سالم،  -۱۶شکل

ازاي /0 06=  به ازاي ) ب(و /0 01=  

شود تـا خطـاي انتقـال دينـاميکي در بعضـي نـواحي       موجب مي

ضـريب ميرايـي   ) ب  -۱۶(در شـکل  . کاهش جزيي داشته باشد

صـورت   اک خشـک بـه  کاهش يافته تا اثر اصطک ۰۱/۰بعد به بي

شود علاوه بـر اثـر    ملاحظه مي همانطور که. کامل مشخص گردد

کاهش خطاي انتقال ديناميکي، درنظر گرفتن اصـطکاک موجـب   

۶/۲پايدار شدن پاسخ در حوالي فرکانس   شود و عـلاوه   مي

۵۵/۰بر آن، از ايجاد پرش در فرکانس   کنـد  جلوگيري مي .

ازاي ضـرايب ميرايـي پـائين،      بنابراين تاثير اصطکاک خشـک بـه  

تـوان از تـاثير   بارزتر است و بـراي ضـرايب ميرايـي بـالاتر مـي     

  .نظر کرد اصطکاک خشک صرف

دياگرام دوشاخگي برحسب فرکـانس نسـبي    )۱۷(در شکل 

fبعـد براي پارامترهاي بـي  / , f / 1 00 5 0 /و 8 0 رسـم   1

همانطور که در قسمت قبل نيز بيان شد براي ضرايب . شده است

ميرايي بالا تنها اثر اصطکاک خشک، کاهش جزئي دامنه خطـاي  

و  )ب-۱۷(باشـد ولـي بـا توجـه بـه شـکل       انتقال ديناميکي مي

گـرفتن   درنظـر توان مشاهده کرد که  مي )۱۵(مقايسه آن با شکل 

 تا حـدودي از تبـديل   ۴/۲والي فرکانس اصطکاک خشک، در ح

حرکت سيستم به حرکت آشـوبناک جلـوگيري کـرده و شـروع     

همچنين، . کاهش داده است ۱/۲حرکت آشوبناک را به فرکانس 

 ۵هاي کمتـر از واحـد بـه    هاي سيستم براي فرکانستعداد پرش

  . کاهش يافته است

  

گـرفتن   درنظـر اي معيوب بـدون   دنده سيستم چرخ -۳-۳-۳

  طکاک خشکاص

 بعـد  منحني پاسخ فرکانسي به ازاي ضـرايب بـي   )۱۸(در شکل 

f /0 0 8،f /1 0 /و  5 0 ــالم و  06 ــراي دو حالـــت سـ بـ

گـرفتن اثـر    درنظـر متـر و بـدون    ميلـي  ۱معيوب با عمق تـرک  

ل طـور کـه از شـک    همـان . اصطکاک خشک رسـم شـده اسـت   

مشخص است در اکثر نـواحي فرکانسـي، دامنـه حرکـت بـراي      

اين امـر  . استطور جزئي بيشتر از حالت سالم  هدار ب حالت ترک

وجود تـرک  . ناشي از کاهش موضعي سفتي دندانه معيوب است

  موجـــب برخـــورد  ۸/۰ در نزديکـــي ناحيـــه فرکانســـي
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  )الف(

  

  
  )ب(

بعد با درنظر گرفتن  ام دوشاخگي بر حسب فرکانس بيدياگر - ۱۷شکل 

به ازاي) الف(اصطکاک خشک،  /0 06=  به ازاي ) ب(و

 /0 01=   

  
  پاسخ فرکانسي سيستم در دو حالت سالم و معيوب - ۱۸شکل 

  

ها شده است که ايـن امـر ناشـي از کـاهش سـفتي      پشت دندانه

. باشـد انه و در نتيجه افـزايش دامنـه نوسـانات مـي    درگيري دند

که هـر دو سيسـتم سـالم و     ۷/۱گرچه در حوالي فرکانس 

دهند ولي وجـود تـرک    معيوب رفتار آشوبناک از خود نشان مي

باعث افـزايش پراکنـدگي دامنـه ارتعـاش در محـدوده مـذکور       

فه به برخورد دوطرفه طر شود و رژيم حرکتي از برخورد يک مي

تـوان سـه   با توجه به خطاي انتقال دينـاميکي مـي  . يابد تغيير مي

 از قبل تا. ها تعريف کرددنده رژيم حرکتي براي ارتعاشات چرخ

 آن در و اسـت  ۷برخـورد  بـدون  حرکتي رژيم ها دندانه جدايش

ــاي ــال خط ــاميکي، انتق ــواره دين ــر هم ــد از بزرگت ــت،  واح اس

m inx    رژيـم  بـه  حرکتـي  رژيـم  هـا،  دندانه جدايش از پس .1

maxx آن در که دهد مي وضعيت تغيير ۸طرفه يک برخورد  و  1

minx  1 minxهـاي فرکانسـي   در بـازه  .باشـد مي 1  1 

maxxو   ۹تـي برخـورد دوطرفـه   ، رژيم حرکـت، رژيـم حرک  1

اين رژيم حرکتي ناشي از برخـورد پشـت دندانـه درگيـر     . است

براي توضيح بيشـتر ايـن نـواحي،    . صورت دندانه عقبي است به

پاسخ فرکانسي سيستم معيوب برحسب حداکثر و حداقل دامنـه  

 )ب -۱۹(و )الـف  -۱۹( هـاي  خطاي انتقال ديناميکي در شـکل 

مشـخص   )ب -۱۹(ل طـور کـه در شـک    همان. رسم شده است

است وجود ترک موجب برخورد دو طرفه دندانه در نزديکي دو 

  .شود مي ۶/۱ و ۷۵۵/۰ ناحيه فرکانسي

اي کـه داراي  دنـده دياگرام دوشاخگي براي يک جفت چرخ

سـت  هاي پينيـون ا متر در يکي از دندانه ترکي به عمق يک ميلي

براي مقايسه بهتر سيستم سـالم  . آورده شده است )۲۰(در شکل 

در رسم اين نمودار استفاده  )۱۴(و معيوب، از پارامترهاي شکل 

  . شده است

طور که از شـکل اخيـر مشـخص اسـت وجـود تـرک        همان

موجب شده است که حرکت آشوبناک سيسـتم کـه از فرکـانس    

. دامه داشته باشدا ۷/۰شود تا حوالي فرکانس شروع مي ۲نسبي 

نيز  ۷/۰تر از هاي پائينهمچنين نوسانات پاسخ به ازاي فرکانس

بنابراين وجود تـرک ريشـه دندانـه موجـب     . افزايش يافته است

  .شودافزايش احتمال آشوبناک شدن پاسخ سيستم مي

  

گـرفتن   درنظـر اي معيـوب بـا    دنـده  سيستم چـرخ  -۳-۳-۴

  اصطکاک خشک

بلي بيان شد به ازاي ضرائب ميرائي هاي ق طور که در بخش همان

بـراي بررسـي   . توان از اثر اصطکاک خشک صرفنظر کرد بالا مي

اثر اصطکاک خشک بر روي سيستم معيوب و براي فراهم شدن 

نمـودار پاسـخ فرکانسـي بـه ازاي     ) ۲۱(امکان مقايسه، در شکل 

f / , f / 1 00 5 0 /و 8 0   م معيوب يک بار با براي سيست 01
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  )الف( 

  
  )ب(

) الف(متر،  ميلي ۱پاسخ فرکانسي سيستم معيوب با عمق ترک  - ۱۹شکل 

  برحسب حداقل دامنه ارتعاش) ب(برحسب حداکثر دامنه ارتعاش و 

  

  
بعد براي دياگرام دوشاخگي بر حسب فرکانس بي - ۲۰شکل 

  سيستم معيوب 

  
دار با حضور يستم ترکنمودار پاسخ فرکانسي براي س - ۲۱شکل 

  اصطکاک خشک

درنظر گرفتن اصطکاک خشک و بار ديگر بدون درنظـر گـرفتن   

طور کـه از ايـن شـکل     همان. اصطکاک خشک رسم شده است

مشخص است وجود اصطکاک خشک تغيير محسوسي در رژيم 

کند و اثر عمده آن، کاهش جزئي دامنه خطاي  حرکتي ايجاد نمي

از مقايسـه ايـن   . اسـت هـا   از فرکانسانتقال ديناميکي در بعضي 

توان مشاهده کرد علاوه بـر مـوارد ذکـر    مي )۱۴(شکل با شکل 

در مورد تاثير ترک، وجـود تـرک ريشـه     ۳-۲-۳شده در بخش 

شـده   ۶/۲دندانه موجب ايجاد يـک پـرش در حـوالي فرکـانس     

در سيستم سالم، اصطکاک خشک موجـب از بـين رفـتن    . است

، شده است در حالي کـه در  ۶/۲ي پرش در حوالي فرکانس نسب

سيستم معيـوب، اصـطکاک خشـک قـادر بـه حـذف پـرش در        

  .محدوده مذکور نشده است

  

  گيري نتيجه -۴

در اين تحقيق از مـدلي بـراي ارتعاشـات پيچشـي يـک جفـت       

دار که اثرات لقـي، سـفتي متغيـر بـا زمـان      دنده ساده ترکچرخ

سـتفاده  ها و اصطکاک خشک در آن لحـاظ شـده اسـت ا   دندانه

: اي شـامل  دنـده  هاي چـرخ  هاي سيستم همچنين اثر خطا. گرديد

هـاي ناشـي از کـارکرد سيسـتم و      هاي توليد، نصـب، خطـا   خطا

صورت پـارامتر خطـاي انتقـال     خطاي ناشي از اصلاح دندانه به

براي مدل کردن ترک ريشه دندانـه،  . گرفته شد درنظراستاتيکي 

. ار اسـتفاده شـده اسـت   د با انجام اصلاحاتي از مـدل تيـر تـرک   

سيستم مورد نظر درنهايت بـه يـک سيسـتم يـک درجـه آزادي      

مزيت اصـلي مـدل مـورد اسـتفاده در ايـن تحقيـق،       . تبديل شد

باشـد کـه   سازي اصطکاک خشک و ترک ريشه دندانـه مـي   مدل

اثر اصـطکاک خشـک و   . تر شدن مدل شده استموجب واقعي

خ فرکانسـي و  ترک برروي پاسخ سيستم توسط نمودارهاي پاس ـ

هاي اين تحقيـق را   ترين يافته مهم. دوشاخگي بررسي شده است

  :توان در موارد زير خلاصه کرد مي

  .سفتي درگيري در نزديکي نقطه گام بيشترين مقدار را دارد -۱

دار در حـال درگيـري    کاهش سفتي، زماني که سر دندانه تـرک  - ۲

 .اشداست بيشتر از زماني است که انتهاي آن در حال درگيري ب
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هـاي  بعـد موجـب افـزايش بـازه    کاهش ضريب ميرايي بـي  -۳

 .شود آشوبناک پاسخ مي

تاثير اصطکاک خشک تنها بـه ازاي مقـادير پـائين ضـرايب      -۴

ميرايي قابل مشاهده است و براي ضرايب ميرايـي بـالا تنهـا    

اثر آن کاهش دامنـه خطـاي انتقـال دينـاميکي در بعضـي از      

 . از آن صرفنظر کرد توان هاي فرکانسي است که مي محدوده

وجود ترک در ريشه دندانه موجب افـزايش خطـاي انتقـال     -۵

 .شود ديناميکي مي

وجود ترک در ريشه دندانـه موجـب تغييـر رژيـم حرکتـي       -۶

  .دهد ها شده و احتمال برخورد دو طرفه را افزايش ميدندانه

وجود ترک ريشه دندانه موجب افزايش احتمـال آشـوبناک     -7

  . دشوشدن پاسخ سيستم مي
  

  

  نامه واژه

1. hertezian 
2. rim thickness 
3. line of action 
4. highest point of single tooth 

contact(HPSTC) 
5. lowest point of single tooth 

contact(LPSTC) 
6. meshing time 

7. no impact motion 
8. one side impact motion 
9. double side impact motion 
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