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. استحركت سيال داراي سطح آزاد در محيطهاي متخلخل از جمله مسائلي است كه داراي كاربردهاي فراواني در صنعت و كشاورزي        -چكيده  
گونه مـسائل بـا اسـتفاده از          حل اين . شوند  بندي مي    مسائل داراي دامنه متغير دسته     ودليل مجهول بودن سطح آزاد جريان، جز        گونه مسائل به    اين

در ايـن مقالـه از روش       . دليل تغيير شكل مرز در هر مرحله و نياز به اصلاح شبكه با مشكلاتي همراه اسـت                     محدود به  اجزايروشهايي مانند روش    
هاي غير منطبق بر مرز است براي حل مسائل نشت سـيال داراي سـطح                اس شبكه  محدود شبكه ثابت هموار شده كه يك روش جديد براس          اجزاي

شود كه حل مسائل داراي دامنه متغير با اين روش بـه سـادگي                عدم تطابق شبكه بر مرز باعث مي      . آزاد در محيطهاي متخلخل استفاده شده است      
در اين مقالـه    .  متقاطع با مرز استفاده شده است      اجزاي داخلي و    جزايابندي    در اين روش از تكنيك هموارسازي گراديان براي فرمول        . انجام شود 

  . روش، چند مثال عددي حل شده و نتايج حاصل با جوابهاي موجود در منابع مقايسه شده استكاراييبراي بررسي 
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Abstract: Free surface seepage flow problems in porous medias have many industrial and agricultural applications. In these 
problems, the geometric shape of the phreatic surface is unknown a priori and therefore the unconfined seepage problems are 
categorized as variable domain problems. Solving these problems using methods such as finite element method undergoes some 
difficulties because the domain boundary changes in each iteration and remeshing is inevitable. In the present paper, the 
smoothed fixed grid finite element method which is a new numerical approach based on non-boundary-fitted meshes is used to 
solve free surface seepage problems. The use of non-boundary-fitted meshes leads to simplification of solution of variable domain 
problems. In this method, gradient smoothing technique is used to formulate internal and boundary intersecting elements. To 
evaluate the applicability of the proposed method, some numerical examples are solved and the results are compared with those 
presented in the literature. 
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  همقدم -١

ــت     ــه   حرك ــل ك ــواد متخلخ ــطح آزاد در م ــيال داراي س س

اي است كه در      شود پديده   اصطلاحاً نشت نامحدود نيز ناميده مي     

عنـوان نمونـه بـه مـسائل            به. دهد  برخي مسائل مهندسي رخ مي    

شود كه در آنها تمام يا بخـشي   هاي آبي اشاره مي مربوط به سازه 

. شـود  ل سـاخته مـي   عنوان يك مـاده متخلخ ـ        از سازه از خاك به    

هاي آبي از آن جهـت اهميـت دارد           بررسي پديده نشت در سازه    

كه تعيين نواحي تر و خشك و همچنين تعيين نرخ جريان نشتي    

عنـوان      به. رود  اي در طراحي سازه به شمار مي        عامل تعيين كننده  

عنــوان يكــي از   بــر اثــر نــشت بــه  مثــال، پديــده شكــست ســد

شود، زيرا شسته شـدن       ناخته مي مكانيزمهاي مهم شكست سد ش    

سطح پايين دست سد براثر شدت جريان و ضعيف شـدن بدنـه             

دست و در نهايت ناپايداري  خاكي سد باعث افزايش شيب پايين   

 اسـت مسئله ديگري كه موضوع مقالـه حاضـر         ]. ١[شود    سد مي 

چنين مسائلي  . استبررسي پديده نشت در بستر كانالهاي روباز        

طـور      به]. ٢ [است آبياري بسيار مورد توجه      در طراحي كانالهاي  

دليل وجود شرايط مـرزي غيـر           كلي در مسائل نشت نامحدود به     

خطي روي سطح آزاد سـيال و همچنـين مجهـول بـودن شـكل               

هندسي دامنه مسئله، پيچيدگيهايي وجود دارد كه حل مـسئله را           

  .كند اي مي نيازمند تكنيكهاي ويژه

 ـ نامححل تحليلي مسائل نشت         جـز در مـوارد سـاده    ه  دود ب

و در بسياري از مسائل واقعـي مهندسـي         ] ٤،  ٣[پذير نبوده   امكان

دليل مجهـول       به. استفاده از روشهاي عددي اجتناب ناپذير است      

بودن دامنه مسئله و وجود شرايط مرزي غير خطي، حل عـددي            

بـه ايـن   . شـود  صورت تكراري انجام مـي     گونه مسئله غالباً به     اين

 حل با انتخاب يـك حـدس اوليـه بـراي مـرز              فرايند ترتيب كه 

مجهول شروع شده و سپس در هـر مرحلـه تكـرار شـكل مـرز                

تصحيح شده تا درنهايت شرايط مرزي غيـر خطـي روي سـطح             

دليل تغيير هندسـه مـسئله در           بنابراين به .  شوند ءآزاد سيال ارضا  

 مسائل داراي دامنه    وهر مرحله تكرار، مسائل نشت نامحدود جز      

روشهاي عددي متفاوتي تاكنون براي     . شوند  بندي مي   تغير دسته م

يكـي از   . گونه مسائل مورد اسـتفاده قـرار گرفتـه اسـت            حل اين 

 مــرزي اجـزاي ، روش يروشـهاي متـداول بـراي چنــين مـسائل    

اي،   دامنـه اجزايدليل عدم استفاده از        در اين روش، به   ]. ۵[ است

 ويژگـي روش   ايـن . گيـرد   تغييرات مرز به راحتـي صـورت مـي        

 مرزي آن را به يك روش جذاب در زمينه مسائل نـشت              اجزاي

 مـرزي  اجـزاي با وجود ايـن، روش     . نامحدود تبديل كرده است   

داراي محدوديتهايي است كه كاربرد آن را در برخي مـسائل بـا             
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تـوان بـه      از جمله اين محـدوديتها مـي      . كند  مشكلاتي روبرو مي  

همگن باشد اشاره   ناا  يروپيك  حالتهايي كه دامنه مسئله غيرآيزوت    

كارگرفتـه    از نمونه روشهاي ديگري كـه در ايـن زمينـه بـه            . كرد

، روش حجـم    ]۶[تـوان بـه روش تفاضـل محـدود            اند مـي    شده

گرچه اين . اشاره كرد] ۹، ۸[ محدود اجزايو روش  ] ۷[محدود  

 مـرزي را    اجـزاي روشها محدوديت ذكـر شـده درمـورد روش          

كه در هر سه اين روشها وجـود دارد  ندارند، اما مشكل مشتركي   

. هـاي محاسـباتي منطبـق بـر مـرز اسـت             وابستگي آنها به شبكه   

بنابراين در حل مسائل داراي دامنه متغير با اين روشها نياز است            

كنـد، شـبكه      كه در هر مرحله تكرار كـه شـكل مـرز تغييـر مـي              

. دشـو شده تا تطابق شبكه بـر مـرز حفـظ       محاسباتي نيز اصلاح    

گير   ي وقت فرايندن از آن جهت كه توليد يا اصلاح شبكه          بنابراي

است، استفاده از اين روشها هزينه زيادي را بـه مـسئله تحميـل              

بـراي غلبـه بـر ايـن مـشكل، روشـهايي تحـت عنـوان                . كند  مي

در ايـن روشـها، از      ]. ۱۰[انـد      پيشنهاد شـده   اجزاروشهاي بدون   

ئله يك شبكه محاسـباتي از پـيش تعيـين شـده بـراي حـل مـس                

كـه در دامنـه مـسئله         استفاده نشده و مسئله توسط تعدادي گـره       

 نيز براي حـل  اجزاروشهاي بدون . شود شوند، حل مي   توزيع مي 

و مـسائل جريـان پتانـسيل داراي        ] ۱۱[مسائل نـشت نامحـدود      

محـدوديت اصـلي    . اند  مورد استفاده قرار گرفته   ] ۱۲[سطح آزاد   

ي و مشكلاتي اسـت     ، حجم زياد محاسبات   اجزايروشهاي بدون   

. دهـد    شرايط مرزي در اين روشها رخ مـي        يكه در هنگام ارضا   

هـاي    پيشنهاد ديگري كه در زمينـه كـاهش وابـستگي بـه شـبكه             

هاي غير منطبـق بـر        محاسباتي ارائه شده است، استفاده از شبكه      

هـاي غيـر      ويژگي اصلي روشهايي كه براساس شـبكه      . استمرز  

دليـل      يـن اسـت كـه در آنهـا بـه          شوند ا   منطبق بر مرز تدوين مي    

توانـد    استقلال مرز دامنه و شبكه محاسباتي از يكديگر، مرز مـي          

بدون نياز به اصلاح شبكه، تغيير كـرده و بنـابراين حـل مـسائل               

از جملـه   . شـود   تر انجام مي    داراي دامنه متغير با اين روشها ساده      

 اجـزاي هاي غير منطبق بر مرز به روش          روشهاي مبتني بر شبكه   

شود كه بـراي اولـين بـار در حـل             محدود شبكه ثابت اشاره مي    

كـار گرفتـه شـد          سازي شكل به    مسائل الاستيسيته و مسائل بهينه    

روش ديگري كه بر اين اسـاس معرفـي شـده اسـت             ]. ۱۴،  ۱۳[

در ايـن   . اسـت شـده     محدود شبكه ثابـت همـوار      اجزايروش  

و در   به تعدادي سلول هموارسازي تقسيم شده        اجزايروش هر   

هر سلول، گراديان توابع شكل با استفاده از تكنيك هموارسازي          

شـود كـه      ايـن كـار باعـث مـي       . شـود   محاسبه مي ] ۱۵[گراديان  

گيري مستقيم از آنها و بلكـه از          گراديان توابع شكل بدون مشتق    

گيري خطي روي وجوه سلولهاي هموارسازي      طريق يك انتگرال  

تكنيك هموارسازي گراديان   در نهايت، استفاده از     . محاسبه شود 

 اجـزاي اين مزيت را بـه همـراه دارد كـه محاسـبه ماتريـسهاي               

متقاطع با مرز كه قسمتي از آنها خارج از دامنه مسئله قـرار دارد              

كاربرد اين روش تاكنون در حل مسائل       . شود   انجام مي  يسادگ  به

و مـسائل   ] ۱۸ - ۱۶[ هدايت   يگرمامعكوس هندسي در انتقال     

و ] ۱۹[ سـيال در بدنـه سـدهاي خـاكي همگـن             دوبعدي نشت 

بعدي نشت نامحدود در بدنه  طور مسائل سه  همين] ۲۰[همگن  نا

مورد بررسي قرار گرفتـه     ] ۲۱[همگن  ناهاي خاكي همگن و       سد

  .است

در تحقيق حاضـر، حـل مـسائل نـشت نامحـدود در بـستر                  

 محدود شـبكه    اجزايكانالهاي باز انتقال آب با استفاده از روش         

 اين روش در تعيين شكل      كاراييبت هموار شده انجام شده و       ثا

سطح آزاد آب و نرخ جريان نـشتي مـورد مطالعـه قـرار گرفتـه                

در مقاله حاضر، پـس از تعريـف رياضـي مـسائل نـشت              . است

بندي مسئله براساس روش پيشنهادي پرداخته        نامحدود به فرمول  

 مـرز   در ادامه پـس از بيـان نحـوه پـارامتري كـردن            . شده است 

 و كــاراييمجهــول و الگــوريتم اصــلاح ســطح، بــراي بررســي 

تواناييهاي روش پيشنهادي چند مثال عددي حل شـده و نتـايج            

نتايج نشان  . با جوابهاي موجود در ديگر منابع مقايسه شده است        

ي در حـل مـسائل   مـؤثر طور   توان به  دهد كه از اين روش مي       مي

  .اده كردنشت سيال در زير بستر كانالهاي آب استف

  

 تعريف رياضي مسئله -۲
 و  طرح شماتيكي از مقطع يـك كانـال رو بـاز          ) ١( شكلدر     

  مـرز  .  نشان داده شده اسـت     نواحي خشك و تر در زير بستر آن       
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 طرح شماتيكي از مقطع يك كانال روباز و نشت سيال -۱ شكل

  در بستر كانال و تشكيل نواحي تر و خشك و سطح آزاد آب

  

ك و تر، سـطح آزاد آب بـوده و هـدف از حـل              بين نواحي خش  

دست آوردن شكل و مكان اين سـطح و   مسئله نشت نامحدود به 

هد پيزومتريك در هر    . است از بستر كانال     ينيز نرخ جريان نشت   

  .شود صورت زير تعريف مي نقطه از دامنه مسئله به

)۱ (  ph y
g

= +
ρ

  

 به ترتيـب فـشار، چگـالي آب و شـتاب         g و   p، ρكه در آن    

عنوان بردار سرعت دارسـي سـيال         به vدرصورتي كه   . ندا  جاذبه

تـوان آن را برحـسب        در محيط متخلخل در نظر گرفته شود، مي       

  .صورت زير بيان كرد هد پيزومتريك به

)۲(  v k h= − ∇  

درصـورتي  .  ضريب هدايت هيدروليكي اسـت     k معادلهدر اين   

گـذاري   جرم جاي پيوستگي يا قانون بقامعادلهدر  ) ۲(معادله  كه  

شود، معادله حاكم زير كه تحت عنوان معادله لاپـلاس شـناخته            

  .شود به دست خواهد آمد مي

)۳    (           2h 0∇ =  

شرايط مرزي مورد نياز براي حل معادله ديفرانسيل فوق در ادامـه            

، توزيـع فـشار روي سـطوح        )۱(با توجه به شكل   . شود  تشريح مي 

، شـرايط   اسـت صورت فشار هيدرواسـتاتيك          به ABداخلي كانال   

  .شوند صورت زير بيان مي مرزي روي اين سطوح به

)۴    (   ch h on AB=  

بـر روي  .  حداكثر عمق سيال در كانال است     chكه در اين رابطه     

 كــه از طريــق آن ســيال وارد فيلتــر زهكــش CDمــرز زهكــش 

به عبارت ديگر   . شود  شود، شرايط مرزي اتمسفري اعمال مي       مي

صـورت      فشار روي اين سطح بايد صفر باشد و شرط مرزي بـه           

  .شود زير بيان مي

)۵    (  h y on CD=  

زمان بايد    طور  هم       دو شرط مرزي به    BCبر روي سطح آزاد آب      

 از شرط مـرزي فـشار صـفر و شـرط     اند اعمال شوند كه عبارت  

صـورت زيـر بيـان          اين شرايط مرزي نيز به    . مرزي نفوذ ناپذيري  

  .شوند مي

h   )   الف-۶( 0 on BC
n
∂

=
∂

  

h           ) ب-۶( y on BC=  

. اسـت  بردار يكـه عمـود بـر سـطح آزاد آب             n فوق   معادلهدر  

يــك معادلــه ) ٣(معادلــه گرچــه معادلــه حــاكم بيــان شــده در 

، اما مجهول بـودن شـكل هندسـي دامنـه           استديفرانسيل خطي   

  معادلـه  مسئله و غير خطـي بـودن شـرط مـرزي بيـان شـده در                 

 .شود موجب پيچيده شدن حل اين گونه مسائل مي، )ب-٦(

لازم به ذكر است درصورتي كـه در قـسمتي از مـسئله شـرط              

صورت شرط مرزي     مرزي تقارني وجود داشته باشد، اين شرط به       

پس از حل معادله حـاكم و شـرايط         . شود  نفوذ ناپذيري اعمال مي   

ل دسـت آمـدن شـك       و بـه  ) ۶ تا   ۳(هاي    معادلهمرزي بيان شده در     

تـوان    سطح آزاد آب و ميدان هد پيزومتريك در دامنه مـسئله، مـي            

 از هر سطح مورد نظر را با استفاده از سرعت           qنرخ جريان نشتي    

  .دست آورد صورت زير به به) ۲(معادلهدارسي بيان شده در 

)۷ (  = − ∇ Γ∫q k h d  

  

 ار شده محدود شبكه ثابت همواجزايروش  -۳
 محدود استاندارد، دامنه مسئله بـه تعـدادي         اجزايدر روش      

شود كه اصطلاحاً شـبكه محاسـباتي ناميـده           بندي مي    تقسيم ءجز

   اجـزا بندي بايد به نحوي انجام شـود كـه وجـوه              شبكه. شود  مي
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اي از يك شبكه متقاطع با مرز كه در آن مرز دامنه   نمونه-۲ شكل

   است عبور كردهاجزااز درون 

  

هـاي منطبـق بـر مـرز          ساخت شبكه . بر مرز دامنه منطبق باشد    

ويژه هنگامي كه مسئله در دست حل، يك مسئله داراي دامنه  به

زيرا در هر مرحلـه تكـرار       . ي پرهزينه است  فرايندمتغير باشد،   

كند، شبكه نيز بايد اصلاح شـده تـا           كه هندسه مسئله تغيير مي    

هاي پرهيز از اصلاح    ي از راه  يك.  هندسي را دنبال كند    تغييرات

در . هـاي غيـر منطبـق بـر مـرز اسـت             شبكه، استفاده از شـبكه    

توانـد مـستقل از       هاي غير منطبق بر مرز، مرز دامنـه مـي           شبكه

در . دشـو   نياز به اصلاح شبكه برطرف مـي       شبكه تغيير كرده و   

اي از يك شبكه غير منطبق بر مرز نـشان داده             نمونه) ٢( شكل

شود قـسمتي از      ور كه در اين شكل ديده مي      همانط. شده است 

 با توجه به    اجزا عبور كرده و در نتيجه       اجزامرز دامنه از درون     

 داخلي، خارجي و اجزايموقعيتشان نسبت به مرز به سه دسته 

در تحقيـق حاضـر، مجموعـه       . انـد   متقاطع با مرز تفكيك شده    

هاي   فعال و گره   اجزا داخلي و متقاطع با مرز اصطلاحاً        اجزاي

در . ده شـده اسـت    يهاي فعال نام     گره اجزاقرارگرفته روي اين    

 فعال و برحسب اجزاياين صورت، ميدان متغير وابسته توسط 

زده   صـورت زيـر تقريـب       هـاي فعـال بـه       اي در گره    مقادير گره 

  .شود مي

)۸   (            h Th (x) N H=  

 بـرداري   Hبـرداري شـامل توابـع شـكل و           N فوق   معادلهدر  

به اين ترتيب   . استهاي فعال     شامل مقادير گرهي مربوط به گره     

توان بـا    ميNپس از ساخته شدن توابع تقريب و تشكيل بردار          

 شـكل  ايجـاد    بـراي دار    هـاي وزن    مانـده   كار بردن روش بـاقي        به

 معادلات حاكم و سپس استفاده از روش گالركين بـراي           ضعيف

انتخاب توابع وزن، معادلات ديفرانسيل حاكم و شـرايط مـرزي           

  ].٢٢[صورت زير گسسته كرد  طبيعي را به

)۹   (  KH R=  

 ماتريس ضرايب اسـت  K بردار بارگذاري و R فوق   معادلهدر  

  .شود صورت زير برحسب مشتقات توابع شكل تعريف مي كه به

)۱۰       (                TK B Bd
Ω

= Ω∫  

 عبارت است از گراديان توابـع شـكل         B فوق ماتريس    معادلهدر  

  .شود صورت زير بيان مي كه به

)۱۱    (             
/ x

B N
/ y

∂ ∂⎡ ⎤
= ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

  

گيـري    نيازمند انتگـرال  ) ١٠(معادله  سبه ماتريس ضرايب در     محا

 محـدود اسـتاندارد،     اجـزاي در روش   . اسـت روي دامنه مـسئله     

دليل تطابق شبكه بر مرز، اين انتگرال به يـك سـري انتگـرال                  به

ها شكسته شده و با استفاده از نگاشـت مختـصات و            اجزايروي  

الـه حاضـر،    در مق . شـود   گيري گوس محاسبه مـي      روش انتگرال 

دليــل عــدم تطــابق شــبكه بــر مــرز، انتگــرال بيــان شــده در   بــه

 داخلـي و قـسمت داخلـي        اجـزاي به انتگرال روي    ) ١٠( معادله

بــه عبــارت ديگــر . شـود   متقــاطع بــا مـرز شكــسته مــي اجـزاي 

  .شود صورت زير بيان مي به) ١٠( معادله

)۱۲    (      

i i

T T

i IE i BIE
K B Bd B Bd

∈ ∈Ω ω

= Ω + Ω∑ ∑∫ ∫  

 اجـزاي  به ترتيب بيـانگر مجموعـه        BIE و   IE فوق   معادلهدر  

 بيـانگر   iΩ. هـستند  متقـاطع بـا مـرز        اجزايداخلي و مجموعه    

 ءجـز  نيز بيـانگر قـسمت داخلـي         iωام و   i داخلي   ءجزناحيه  

  .استام i با مرز متقاطع

گيـري    شـامل انتگـرال   ) ١٢(معادله  جمله اول از سمت راست         

 داخلي است و به سادگي با استفاده از نگاشـت           اجزايروي دامنه   

امـا  . گيري گوس قابـل محاسـبه اسـت         مختصات و روش انتگرال   

ــه دوم از ســمت راســت ايــن   ــهمحاســبه جمل  كــه شــامل معادل

   متقـاطع بـا مـرز اسـت        اجـزاي گيري روي قسمت داخلي      انتگرال
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   مسيرهاي محاسبه انتگرالهاي خطي)جزيه آن به سلولهاي هموارسازي، ب داخلي و تءجزاي از يك   نمونه) الف-۳شكل 

  

 متقاطع بـا    اجزايزيرا قسمت داخلي    . نياز به دقت بيشتري دارد    

ان تـو   مرز از الگـوي هندسـي مشخـصي پيـروي نكـرده و نمـي              

گيـري روي ايـن نـواحي         مستقيماً از نگاشت براي انجام انتگرال     

  .استفاده كرد

در مقالــه حاضــر، محاســبه مــشتقات توابــع شــكل در         

) ١٢(معادلـه   اي در     و محاسبه تمام انتگرالهاي دامنه    ) ١١( معادله

در ايـن   . براساس تكنيك هموارسازي گراديان انجام شده اسـت       

هموارسـازي تقـسيم شـده و        به تعـدادي سـلول       ءجزروش هر   

ــسته    ــا تعريــف يــك ه ســپس در هــر ســلول هموارســازي، ب

  .شود صورت زير نوشته مي هموارساز، گراديان توابع شكل به

)۱۳   (          
∫
Ω

Ω∇=∇
S

dNN Si
S
i φ~

  

 هـسته   Sϕام،  i تابع شكل مربوط بـه گـره         iN فوق   معادلهدر  

 دامنـه ايـن     SΩام و   Sهموارساز مربوط به سلول هموارسازي      

بندي آن بـه       داخلي و تقسيم   ءجزيك  ) ٣( شكلدر  . استسلول  

ه با استفاده از قـضي    . سلولهاي هموارسازي نشان داده شده است     

صـورت زيـر بيـان         فـوق بـه    ادلـه معگيري جزء به جزء،       انتگرال

  .شود مي

)۱۴    (      

S S

S
i i S i SN N d N n d

Ω Γ

∇ = − ∇ϕ Ω+ ϕ Γ∫ ∫  

 بردار يكه عمود بر مرز n مرز سلول هموارسازي و  SΓكه در آن    

ي صـورت مناسـب      بـه  Sϕدرصورتي كه تابع هموارسازي     . استآن  

تـري نيـز      نحو ساده   توان مشتقات توابع شكل را به       انتخاب شود مي  

صـورت     بـه  Sϕبنابراين براي اين منظور، تابع هموارساز       . بيان كرد 

  ].١٥[شود   در نظر گرفته مي۱تكه ثابت يك تابع تكه

)۱۵  (   S S
S

S

1 / A x
(x)

0 x
∈Ω⎧

ϕ = ⎨ ∉Ω⎩
  

چنـين  . اسـت  مساحت سلول هموارسـازي      SA فوق   معادلهدر  

شـود كـه جملـه         موجب مي  Sϕانتخابي براي تابع هموارسازي     

 معادلــهصــفر شــده و ايــن ) ١٤(معادلــه اول از ســمت راســت 

صورت زير برحـسب انتگـرال خطـي روي وجـوه سـلولهاي               به

  .هموارسازي تبديل شود

)۱۶    (      

S

S
i i

S

1N N n d
A

Γ

∇ = Γ∫  

به عبارت ديگر استفاده از تكنيك هموارسازي گراديان و انتخـاب           

مناسب تابع هموارسازي، موجب شد كـه گراديـان توابـع شـكل             

صـورت يـك      گيري مستقيم از توابع شكل، بـه        بدون نياز به مشتق   

) ١٦( معادلـه سـازي مطـابق       همـوار   انتگرال خطي روي مرز سلول    

بـراي محاسـبه    ) ١٦(معادلـه    اسـتفاده از     بنـابراين بـا   . دست آيد   به

 BSتوان ماتريس گراديان همـوار شـده          مشتقات توابع شكل، مي   

  .صورت زير در هر سلول هموارسازي تعريف كرد را به

)۱۷ (    

S

S
S

1B nN d
A

Γ

= Γ∫  

 و  )١٦( ياه  همعادللازم به ذكر است كه انتگرالهاي بيان شده در          

انتگرالهاي خطي بوده و بـه سـادگي بـا اسـتفاده از روش              ) ١٧(

براي اين منظور لازم اسـت      . اند  اي قابل محاسبه    گوس يك نقطه  

در ابتدا نقطه برخورد وجوه سلولهاي هموارسازي و مـرز دامنـه         

محاسبه شده و بخش داخلي وجـوه سـلولهاي هموارسـازي در            

  ختصات و آنگاه   سپس با تعريف يك نگاشت م     . نظر گرفته شود  



 

٨٧  ١٣٩١تابستان ، ١، شمارة ۳۱، سال روشهاي عددي در مهندسي

  
   مسيرهاي محاسبه انتگرالهاي خطي) متقاطع با مرز و تجزيه آن به سلولهاي هموارسازي، بجزءاي از يك   نمونه) الف-۴شكل 

  

گيري گوس، انتگرالهـاي بيـان شـده در           استفاده از روش انتگرال   

لازم بـه ذكـر اسـت       . انـد   قابل محاسـبه  ) ١٧( و   )١٦( هاي  معادله

بنـابراين  . ارائه شده است  ] ١٦[ع  رجاسبات در م  يات اين مح  يجز

 در  Bفوق به جاي ماتريس گراديـان       معادله   از   SBبا جاگذاري   

 بـه انتگـرال روي      جزءو شكستن انتگرال روي هر      ) ١٢(معادله  

  :سلولهاي هموارسازي، داريم

)۱۸(   

S S

T T
S S S S

i IE S i BIE S
K B B d B B d

∈ ∈Ω ω

= Ω + Ω∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫  

 SB شود كه ماتريس گراديان همـوار شـده          در اينجا بايد توجه   

بنـابراين  . در هر سلول هموارسازي يـك مـاتريس ثابـت اسـت           

 فوق عبارتهاي ثـابتي بـوده و از         معادلهعبارتهاي زير انتگرال در     

صـورت     بـه  Kشوند و ماتريس ضـرايب        زير انتگرال خارج مي   

  .دشو ميزير بيان 

)۱۹   (    T T
S S S S S S

i IE S i BIE S
K (B B A ) (B B A )

∈ ∈

= +∑ ∑ ∑ ∑  

به عبارت ديگر، در روش حاضر، محاسـبه مـاتريس ضـرايب           

اي و تنهـا از طريـق محاسـبه           گيري دامنـه    بدون انجام انتگرال  

انتگرالهاي خطي روي وجـوه سـلولهاي هموارسـازي انجـام           

مسيرهايي كه ايـن انتگرالهـاي خطـي روي      ) ٣( در شكل . شد

 داخلي نـشان داده شـده   جزءد محاسبه شود براي يك    آنها باي 

  .است

ويژگي قابل توجه روش حاضر هنگام محاسبه ماتريسهاي           

 شـكل  اجـزا در ايـن   . شـود    متقاطع با مـرز آشـكار مـي        اجزاي

ي از الگـوي هندسـي مشخـص      هندسي قسمتهاي داخلـي آنهـا       

پيروي نكـرده و بنـابراين اسـتفاده از روشـهاي مرسـوم بـراي               

اي روي اين نواحي با مشكلاتي همراه  محاسبه انتگرالهاي دامنه

انتگرالهـاي خطـي روي وجـوه       اين درحالي اسـت كـه       . است

اي قابل    تر از انتگرالهاي دامنه     سلولهاي هموارسازي بسيار ساده   

دليـل عـدم محاسـبه          بنابراين در روش حاضـر، بـه       .اند  محاسبه

اي، از مشكلات مربوط بـه آنهـا نيـز اجتنـاب              انتگرالهاي دامنه 

 متقاطع بـا مـرز و سـلولهاي         ءجزيك  ) ٤(شكلدر  . شده است 

هموارسازي و مرزهاي آن كه انتگرالهاي خطي بايد روي آنهـا           

از مزايـاي ديگـر روش      . محاسبه شوند، نشان داده شده اسـت      

 استفاده از نگاشت مختـصات      دليل عدم     حاضر اين است كه به    

اي، محدوديتي روي زوايـاي       گيريهاي دامنه   براي انجام انتگرال  

  ].١٥[ وجود ندارد اجزاداخلي 

  

   مرز مجهول و الگوريتم حلكردنپارامتري  -۴

هدف اين تحقيق حل مسائل نشت نامحدود و دستيابي بـه          

يكـي از   . استيك شكل تقريبي براي سطح آزاد جريان سيال         

هايي كه در ايـن مـورد وجـود دارد پـارامتري كـردن مـرز                راه

 پـارامتري بـا ابعـاد       يمجهول و سپس جـستجو در يـك فـضا         

براي اين منظور، در اين مقاله، تعداد محـدودي         . استمحدود  

نقاط كليدي روي سطح آزاد در نظر گرفته و از طريـق اتـصال    

. دشو مرز مجهول تشكيل مياين نقاط توسط تعدادي پاره خط    

طور  مناسبي       ر اين صورت اگر مختصات اين نقاط كليدي به        د

معين شوند، مرز مجهول توسط يك خط شكـسته تقريـب زده         

  پـارامتري كـردن مـرز در       طـرح شـماتيكي از نحـوه        . شـود   مي
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 پارامتري كردن مرز مجهول ازطريق تعريف تعدادي نقاط -۵ شكل

  كليدي روي مرز

  

ر كـه در شـكل ديـده        همـانطو . نشان داده شده اسـت    )٥(شكل

شود، مكان هر نقطه كليدي توسط يك نقطه پايه، يك بردار        مي

به عبارت ديگر . شوند جهت و فاصله آن تا نقطه پايه تعيين مي

صـورت زيـر نوشـته        مكان نقـاط كليـدي روي سـطح آزاد بـه          

  .شوند مي

)۲۰     (              i i i ix B r e= +  

 به ترتيـب مختـصات نقطـه پايـه،     ix و  iB  ،ie فوق   معادلهدر  

 نيـز بيـانگر     ir. اسـت ام  iبردار جهت و مختصات نقطه كليدي       

در تحقيـق حاضـر،     . اسـت فاصله نقطـه كليـدي تـا نقطـه پايـه            

ط پايه و بردارهاي جهت ثابت و تنها فاصله نقـاط           مختصات نقا 

عنـوان پارامترهـاي مجهـول در نظـر      ، بـه irكليدي تا نقاط پايه،    

 هـر نقطـه كليـدي تنهـا يـك           يبنابراين به ازا  . گرفته شده است  

 نقطـه   nدرصورتي كـه از     . پارامتر مجهول وجود خواهد داشت    

دي براي تقريب مرز استفاده شود، بردار پارامترهاي مجهـول          كلي

  .شود صورت زير مرتب مي به

)۲۱  (     
T

nrrr ],,,[ 21=P  

در اينجا لازم است توجه شود نقاط پايه و بردارهاي جهت بايد            

به نحوي انتخاب شوند كه سطح سـاخته شـده از طريـق نقـاط               

 ارائه شده است بتوانـد      )۲۰(معادله  كليدي كه مختصات آنها در      

بــه عبــارت ديگــر . بيــانگر تقريبــي از ســطح آزاد ســيال باشــد

صـورتي    درصورتي كه انتخاب نقاط پايه و بردارهاي جهـت بـه          

 نتوانند بيانگر نقـاط روي    ) ۲۰(معادله  باشند كه نقاط كليدي در      

  .پذير نخواهد بودسطح آزاد باشند، حل مسئله امكان

ددي مسائل نـشت نامحـدود در       همانطور كه بيان شد حل ع        

به اين صـورت كـه در ابتـدا         . شود   تكراري انجام مي   فراينديك  

 در نظـر    Pيك حدس اوليه بـراي بـردار پارامترهـاي مجهـول            

 تكراري، پارامترهاي شكل اصـلاح      فرايندگرفته و سپس در يك      

. شده تا شرايط مرزي غيـر خطـي روي سـطح آزاد ارضـا شـود             

و ) ب-۶(معادلـه   بنابراين با توجه به شرط مرزي بيان شـده در           

معرفي يك پارامتر پايدارسازي، پارامترهاي شـكل بايـد طـوري           

اصلاح شوند كه ارتفاع نقاط كليدي واقـع بـر روي سـطح آزاد              

  . زير پيروي كنندمعادلهآب از 

)۲۲   (           new old old
i i i iy y (h y )= + − α  

old فوق   معادلهدر  
iy   و new

iy     ارتفاع نقطه كليدي i   ام به ترتيب

ــل و بعــد   ــه تكــرار قب ــارت اســت از ih. هــستنددر مرحل    عب

 αام و   i هد پيزومتريك محاسبه شده در مكـان نقطـه كليـدي          

درصورتي كه مختصات نقاط كليـدي      . پارامتر پايدارسازي است  

تـوان بـه      گـذاري شـود، مـي     جا) ۲۲( معادلـه در  ) ۲۰(معادله  از  

 در مرحلـه تكـرار      irدستور زير براي اصـلاح پـارامتر مجهـول          

  .جديد دست يافت

)۲۳   (     ( )new old old
i i i yi yi i

yi

1r r (h B e r )
e

= + − −  

 تابعي غيرخطي از پارامترهاي مجهول      hغير ميدان   از آنجا كه مت   

P پارامتر پايدارسازي    است ،α   فوق بيـانگر نـوعي      معادله در 

پارامتر آزادسازي است كه باعث يكنواخت شدن نرخ همگرايي          

ترهـاي مجهـول در     و كاهش نوسـان و پـرش احتمـالي در پارام          

صـورت    انتخاب ايـن پـارامتر بـه      . شود  مراحل تكرار مختلف مي   

شود و بـا مـشاهده نوسـان و پـرش در مقـدار                تجربي انجام مي  

  . بايد كاهش يابدαپارامترهاي مجهول، پارامتر 

نكته ديگري كه بايد مـورد اشـاره قرارگيـرد معيـار خاتمـه                 

 تكرار زماني   فراينددر تحقيق حاضر،    . ق است  تكراري فو  فرايند

يابد كـه ميـزان تغييـر در پارامترهـاي مجهـول در دو                خاتمه مي 

به عبارت ديگر   . مرحله تكرار متوالي از حد معيني كوچكتر شود       

  .شود صورت زير نوشته مي  تكراري بهفرايندشرط خاتمه 
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  الگوريتم كلي حل مسئله نشت نامحدود -۶ شكل

  

  
   ابعاد مقطع كانال در مثال اول به همراه نحوه پارامتري كردن سطح آزاد آب و شبكه غير منطبق بر مرز مورد استفاده-۷ شكل

  

)۲۴  (   
n

new old
i i

i 1
r r

=

− ≤ ε∑  

 آستانه قابل قبول تغيير در دو مرحله تكرار متوالي          εدر اين رابطه    

با توجه به موارد بيان شده،      . ن شود طور تجربي معي      است و بايد به   

  .نشان داده شده است) ۶( شكلالگوريتم كلي حل مسئله در 

  

   عدديمثالهاي -٥

 روش پيـشنهادي، چنـد      كـارايي در اين تحقيق براي بررسي         

مثال عددي حل شده و در دو مورد براي اعتباربخشي به نتـايج،             

ئـه شـده    شكل سطح آزاد حاصل از روش پيشنهادي با نتايج ارا         

  .در ديگر منابع مورد مقايسه قرار گرفته است

  زهكش سطح كي يرو گرفته قرار كانال :اول مثال -١ -٥

يك كانـال    جريان نشتي در ناحيه بين زير بستر         در مثال اول     

متقارن با مقطع ذوزنقه و سطح زهكش افقـي در زيـر آن مـورد               

، ابعاد هندسـي كانـال، عمـق زهكـش        . بررسي قرار گرفته است   

عمق آب در كانال و نحوه انتخاب نقاط پايه و بردارهاي جهـت             

نـشان داده شـده     ) ٧( شكلبراي پارامتري كردن مرز مجهول در       

با توجه بـه تقـارن موجـود، تنهـا نيمـي از دامنـه مـسئله                 . است

شبكه غير منطبق بر مرز مورد استفاده نيـز  . سازي شده است    مدل

) ٧( طور كـه در شـكل   همـان . در اين شكل نشان داده شده است      

شود، انتخاب نقاط پايه و بردارهـاي جهـت بـه نحـوي              ديده مي 

ــول را     ــرز مجه ــازي م ــايي بازس ــه توان ــت ك ــده اس ــام ش   انج
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  ]۴ [مرجعدست آمده براي مثال اول و مقايسه آن با   شكل سطح آزاد به-۸ شكل

  

با انتخاب يك حدس اوليه براي شكل سطح آزاد و  . باشند داشته

ده از روش پيشنهادي، شكل سطح آزاد و نرخ جريان نشتي        استفا

حدس اوليه و شكل نهايي سطح آزاد     . دست آمد   از بستر كانال به   

. نشان داده شده است   ) ٨(شكلدست آمده براي اين مسئله در         به

نيز در اين   ] ٤[علاوه بر اين، شكل سطح آزاد ارائه شده در منبع           

شـود، نتـايج       ديـده مـي    همانطور كه . شكل نشان داده شده است    

نـرخ  . حاصل از هر دو روش از تطابق خوبي برخوردار هـستند          

جريان نـشتي از بـستر كانـال بـراي ايـن مـسئله بـا اسـتفاده از                   

2qبرابر  ) ٧( معادله 6.75 m /s=  طول واحد عمـود بـر       ي به ازا 

  .دست آمد ه براي يك نيم از مقطع كانال بهلدامنه مسئ

  

  زهكش سطح كي يرو گرفته قرار كانال: ومد مثال -٢ -٥

 كه در اين مقاله مورد بررسـي قـرار گرفتـه            يدر دومين مثال     

است نيز به جريان در زير بـستر يـك كانـال متقـارن بـا مقطـع                  

ابعـاد كانـال و عمـق زهكـش در          . ذوزنقه پرداخته شـده اسـت     

در اين شكل، نحوه انتخاب نقاط . نشان داده شده است) ٩(شكل

 بردارهاي جهت براي پارامتري كـردن مـرز مجهـول نيـز             پايه و 

با توجه به تقـارن موجـود، تنهـا نيمـي از            . نشان داده شده است   

سازي شده و شبكه غير منطبـق بـر مـرز مـورد               دامنه مسئله مدل  

در اين مثال براي    . استفاده نيز در اين شكل نشان داده شده است        

آزاد، چنـد  بررسي اثر انتخاب حدس اوليـه بـراي شـكل سـطح          

حدس اوليه متفاوت انتخـاب شـده و مـسئله بـراي هـر حالـت            

ارائـه شـده    ) ١٠(شـكل طور  جداگانه حل شـده و نتـايج در               به

در اين شكل، حدس اوليه، نحوه تغيير شـكل سـطح آزاد            . است

در چند مرحله تكرار و شكل نهايي حاصل از هر حالـت نـشان              

خـاب حـدس   شـود انت  همـانطور كـه ديـده مـي    . داده شده است 

هاي متفاوت تاثير قابل توجهي برروي شكل نهـايي سـطح             اوليه

آزاد نداشته و در هر حالت شكل سطح آزاد پس از چند مرحلـه          

بـراي اعتبارسـنجي نتـايج      . شود  تكرار به شكل نهايي همگرا مي     

ــده در     ــه ش ــايج ارائ ــا نت ــطح آزاد ب ــايي س ــكل نه ــله، ش حاص

 همـانطور كـه در      .مورد مقايسه قـرار گرفتـه اسـت       ] ٢٣[ مرجع

شود، نتايج حاصـل از روش پيـشنهادي بـا            ديده مي ) ١١( شكل

نرخ . از تطابق خوبي برخوردارند] ٢٣ [مرجعنتايج ارائه شده در 

  برابـر  ) ٧(معادلـه   جريان نشتي نيز براي اين مسئله با استفاده از          
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  ن سطح آزاد آب و شبكه غير منطبق بر مرز مورد استفاده ابعاد مقطع كانال در مثال دوم به همراه نحوه پارامتري كرد-۹ شكل

  

  
   انتخاب چند حدس اوليه متفاوت براي شكل سطح آزاد آب در مثال دوم- ۱۰ شكل
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  ]۲۳ [مرجعدست آمده براي مثال دوم و مقايسه آن با   شكل سطح آزاد به- ۱۱ شكل

  

  
  تري كردن سطح آزاد آب ابعاد مقطع كانال در مثال سوم به همراه نحوه پارام- ۱۲ شكل

  

2q 16.56 ft /sec=  طول واحد عمود بر دامنه مـسئله و         ي به ازا 

  .دست آمد براي يك نيم از مقطع كانال به

  

 نفوذ سطح كي ي رو گرفته قرار كانال: سوم مثال -٣ -٥

  يجانب زهكش با ريناپذ

در سومين مثال، جريان سيال نشتي در زير بستر يك كانـال               

اي قرار گرفته روي يك سـطح نفـوذ ناپـذير كـه                ذوزنقه متقارن

سطح زهكش در طرفين كانال قرار گرفته باشـد مـورد بررسـي             

ابعاد مقطـع كانـال و محـل قرارگيـري سـطح            . قرار گرفته است  

در ايـن شـكل،     . نـشان داده شـده اسـت      ) ١٢( شكلزهكش در   

 نـشان   dفاصله محور تقارن كانال و سطوح زهكش جـانبي بـا            

  ، ft ،30 ft ،40 ft 20داده شــده و مــسئله بــراي پــنج حالــت 
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   شكل سطح آزاد در مثال سوم براي حالتهاي متفاوت فاصله زهكش- ۱۳ شكل

  

  طول واحد عمود بر دامنه ينرخ جريان نشتي در زير بستر كانال در مثال سوم به ازا - ۱ جدول

  ۲۰  ۳۰  ۴۰  ۵۰  ۶۰  (ft)فاصله زهكش 

  secft2 ۶۰/۹  ۵۸/۶  ۹۴/۴  ۹۳/۳  ۲۴/۳/نرخ جريان نشتي 

  

  
   ابعاد مقطع كانال در مثال چهارم به همراه نحوه پارامتري كردن سطح آزاد آب- ۱۴ شكل

  

50 ft   60 و ft   همانند مثالهاي قبـل، در اينجـا       .  حل شده است

نيز از تقارن موجود استفاده شده و تنها يك نيم از دامنـه مـسئله               

سازي شده و نحوه انتخاب نقاط پايه و بردارهاي جهت نيز             مدل

پس از حل مـسئله، شـكل       . نشان داده شده است   ) ١٢( در شكل 

و در  دسـت آمـده       سطح آزاد جريان براي هريـك از حالتهـا بـه          

نرخ جريان عبوري نيز براي هريك      . رسم شده است  ) ١٣( شكل

  .ارائه شده است) ١( ولجداز حالتها در 

 ـيرد :چهارم مثال -٤ -٥  قـرار ي  مـواز هـاي   كانال ازي  ف

  زهكش سطح كي يرو گرفته

در آخرين مثال عددي، جريان نـشتي زيـر بـستر رديفـي از                 

دارند مـورد   كانالهاي موازي كه بر روي يك سطح زهكش قرار          

ابعـاد كانالهــا و عمـق زهكــش در   . بررسـي قــرار گرفتـه اســت  

همـانطور كـه در ايـن شـكل         . نشان داده شده است   ) ۱۴( شكل

  شود، مسئله داراي دو محور تقارن بوده و بنابراين ناحيه        ديده مي 
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   شكل سطح آزاد در مثال چهارم براي حالتهاي متفاوت فاصله كانالهاي موازي- ۱۵ شكل

  

   طول واحد عمود بر دامنهينرخ جريان نشتي در زير بستر كانال در مثال چهارم به ازا - ۲ لجدو

  ۱۳  ۱۴  ۱۵  (ft)فاصله بين محور تقارن 

  secft2 ۶۵/۱۵  ۴۱/۱۶  ۸۵/۱۶/نرخ جريان نشتي 

  

در ايـن شـكل     . سازي شـده اسـت      بين اين دو محور تقارن مدل     

 نشان داده شده و مـسئله بـراي         sا  فاصله بين دو محور تقارن ب     

sســه حالــت مختلــف  13 ft= ،s 14 ft= و s 15 ft= مــورد 

نحوه پارامتري كردن سطح آزاد جريان      . بررسي قرار گرفته است   

، پـس از حـل مـسئله      . نشان داده شده اسـت    ) ۱۴( نيز در شكل  

نشان ) ۱۵( شكلشكل سطح آزاد جريان براي هر سه حالت در          

بـراي هـر    ) ۲( ولجـد نرخ جريان نشتي نيز در      . داده شده است  

  .حالت ارائه شده است

  

  گيري نتيجه -٦

در اين مقاله، مسائل نشت سـيال داراي سـطح آزاد در زيـر                 

بستر كانالهاي باز مـورد بررسـي قـرار گرفـت و از يـك روش                

هاي غير منطبق بر مـرز بـراي حـل مـسئله       س شبكه جديد براسا 

هاي غير منطبق بر مرز باعث شـد          كارگيري شبكه   به. استفاده شد 

كند، به    كه در هر مرحله تكرار كه شكل هندسي مسئله تغيير مي          

اين ويژگي باعث شد كه حل مسائل       . اصلاح شبكه نيازي نباشد   

 آن، استفاده   علاوه بر . داراي ناحيه متغير به سادگي صورت گيرد      

 كـه انجـام كليـه       شـد از تكنيك هموارسـازي گراديـان موجـب         

، بـه   اجـزا  محاسـبه ماتريـسهاي      بـراي اي    گيريهاي دامنـه    انتگرال

تعدادي انتگرال خطي روي وجوه سلولهاي هموار سازي تقليـل          

 اجـزاي گيـري روي قـسمت داخلـي          بنابراين انتگـرال  . پيدا كند 

از الگوي مشخصي پيـروي     متقاطع با مرز كه شكل هندسي آنها        

تعيين شكل هندسي مرز مجهـول      . شدكند، به سادگي انجام       نمي

از طريق پارامتري كردن مرز و تعريف تعدادي پارامتر مجهول و           

سپس جستجو در فضاي پارامتري حاصل به نحوي كـه شـرايط            

. مرزي غير خطي روي سطح آزاد آب ارضا شـوند، انجـام شـد             
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نهادي چند مثال عددي حل شـد        روش پيش  كاراييبراي بررسي   

در اين تحقيـق    . شدو نتايج با جوابهاي موجود در منابع مقايسه         

طـور      هاي غير منطبق برمرز به      توان از شبكه    نشان داده شد كه مي    

مؤثري در حل مسائل نشت نامحدود در زير بستر كانالهاي بـاز            
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