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صفحه توسعه داده   نازک ناهمسان در ضخامت تحت نيروهاي درونيلي مستطهاي در اين مقاله، روش نوار محدود دقيق براي حل ارتعاش آزاد ورق -چكيده 
کلاسيک ورق استفاده  نظريه کم بر ورق نازک مبتني برجاي استفاده از تار مياني، از تار ديگري براي بسط معادلات ديفرانسيل حا بدين منظور در ابتدا به. شود مي
سپس روش نوار محدود دقيـق بـراي حـل معـادلات          . صورت غيردرگير باشند   هصفحه از هم مستقل شده و ب        صفحه و برون    اي که معادلات درون     شود؛ به گونه    مي

در اين روش هر ورق چنددهانه، به تعداد اندکي نوار محدود تقـسيم             . شود  ديفرانسيل غيردرگير در شرايطي که دو لبه موازي ورق مفصلي است، توسعه داده مي             
 و تابع شکل در جهت ديگر از حل تحليلي معادله ؛هاي مفصلي، به شکل سينوسي در نظر گرفته شده تابع شکل هر نوار محدود، در راستاي عمود بر لبه . شود  مي

 ماتريس سختي دقيق هـر نـوار محـدود، تـابعي ضـمني از          يها  هي درا بدين صورت . شود  ي استخراج م  ورق ناهمسان در ضخامت   ارتعاش آزاد   ديفرانسيل حاکم بر    
ه قادر به حل ارتعاش هاي استاندارد مقادير ويژ از آنجا که الگوريتم. شود يمشخصات هندسي و مصالح ورق حاصل مصفحه، و   درونيروهاي، نيعي طبيها فرکانس

دست آمده از اين  بهنتايج  .شود هاي دقيق ارتعاش آزاد ورق از دترمينان ماتريس سختي کل حاصل مي گوريتمي موثر، فرکانس الي ؛ با توسعهآزاد مسئله نيستند
ن  همچويير در پارامترهايين روش در حل مسائل متنوع با تغيت اي، قابلييها در ادامه با ارائه مثال .شود روش با ساير نتايج موجود، مقايسه و صحت آن بررسي مي

 يش سختيرود با افزا يگونه که انتظار م همان. شود ي مي بررسي و توان کسر حجم،صفحه، نسبت طول به عرض  درونيروهاي، نياني ميها گاه هي، تکيط مرزيشرا
هـاي ناهمـسان در     آزاد ورقهاي طبيعـي ارتعـاش   ر فرکانسيمقاد. ابدي يش مي ارتعاش آزاد افزايعيصفحه، فرکانس طب  دروني کششيرويش نيها و افزا    گاه  هيتک

 ـ اهاي عددي ارائه شده توسط ساير محقق ـ       عنوان مرجعي براي بررسي دقت نتايج حاصله از روش          توانند به   ضخامت حاصل از روش نوار محدود دقيق مي        کـار   هن ب
ش ضـخامت ورق، از دقـت   ي؛ لذا با افزااستازک معتبر  نيها  ورقين مطالعه مورد استفاده قرار گرفته است، برا يدر ا که  ک ورق   يکلاسنظريه  البته  . گرفته شوند 

 .شود ي کاسته ميرشکل برشييتغهاي  نظريهسه با يج در مقاينتا
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Abstract: In this article, an exact finite strip method is developed for free vibration of rectangular thin functionally graded 
plates subjected to in-plan forces. First, a reference surface, instead of mid-plane of the plate, is used to extract the equation of 
motion based on classical plate theory so that there is no coupling between in-plane and out-of-plane equations of functionally 
graded plates. Then, an exact finite strip method is developed for the uncoupled differential equation of motion by keeping two 
parallel edges of the plate as simply supported. In the method, the multi-span plate is divided into a small number of strips. The 
shape function of each strip is sinusoidal in the direction perpendicular to the simple edges; and in the other direction, the shape 
function is the analytical solution of the differential equation governing free vibration of the functionally graded plate. Thus, the 
elements of exact stiffness matrix for any finite strip are a function of natural frequencies, in-plane forces, and material and 
geometry properties of the plate. As the standard eigenvalue algorithms cannot solve the free vibration problem, an efficient 
algorithm is developed to extract the natural frequencies from determinant of the stiffness matrix. 

Comparison studies are performed to verify the validity of the present results. Also, some examples are presented in an 
attempt to illustrate the ability of the exact finite strip method to solve various problems with different parameters such as 
boundary conditions, internal supports, in-plane forces, aspect ratio, and power of volume fraction. As expected, the natural 
frequency increases when the stiffness of supports and in-plane forces increase. The exact vibration solutions obtained for such 
plates can serve as important benchmark solutions for checking the accuracy of numerical methods for the analysis of FG plates. 
But, the classical plate theory used in this study is valid for thin plates; thus in comparison to shear deformation plate theories, 
the accuracy of results decreases when the plate thickness increases. 
 
Keywords: Functionally Graded Material (FGM), Free Vibration, Exact Finite Strip, Classical Plate Theory (CPT), Thin FGM 
Plate, In-Plane Forces. 
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  مقدمه -١

امروزه مواد ناهمسان در ضـخامت بـه عنـوان مـوادي بـا              

. اند  افتهي پايين شهرت    گرماييهاي    مقاومت گرمايي بالا و تنش    

هـايي بـا      هايي که در معـرض محـيط        کاربرد اين مواد در سازه    

هـاي فـضايي،      گيرنـد، ماننـد سـازه        قرار مي  گرماييهاي    شوک

گرچه اين مواد در ابتـدا بـه منظـور اسـتفاده در             . ستمرسوم ا 

اي طراحي شـدند؛ ولـي    هاي فضاپيما و رآکتورهاي هسته  سازه

اند که از آن جملـه        کرده  هاي اخير کاربرد فراواني پيدا        در سال 

 موتورهاي انفجاري، وسايل مغناطيسي، ابزار      يتوان به اجزا    مي

اين . ]۱[ برد برش و پوشش محفظه احتراق پيشران موشک نام

شوند؛ اولين    بندي مي    مواد کامپوزيتي جديد دسته    ومواد که جز  

 ۱۹۸۴ در سـال     ]٣ -٢[بار توسط گروهي از دانشمندان ژاپنـي        

، از  ۱مـواد ناهمـسان در ضـخامت       معمـول    شـكل . توليد شـد  

سراميک توانايي مقاومـت  . است سراميک و فولاد تشکيل شده   

هايي با درجه گرماي      در مقابل بارهاي گرمايي شديد در محيط      

هـاي    بالا را دارد؛ در طرف مقابل فولاد توانـايي کـاهش تـنش            

شـدن سـراميک را     کششي ايجاد شده در مراحل اوليـه خنـک          

به دليل تغييرات تدريجي و پيوسته خـواص مـواد از           . ست  دارا

يــک ســطح بــه ســطح ديگــر،  مــواد ناهمــسان در ضــخامت، 

هـاي    ها و حفره     از جمله ترک   يا  هيهاي لا   مشکلات کامپوزيت 

اسـت و   كـرده   هـا برطـرف       ايجاد شده در مـرز مـشترک لايـه        

 هموار  صورت  رات تنش در ضخامت بدون شکستگي و به       ييتغ

  .افتد اتفاق مي

با توجه به کاربرد فراوان مواد ناهمسان در ضخامت، حـل           

اي  دقيــق معــادلات ديفرانــسيل حــاکم بــر آن، اهميــت ويــژه 

هـا،    کرده ولي حل دقيق اين معادلات به دليل پيچيدگي آن           پيدا

تنها در مـسائل خـاص از نظـر شـکل هندسـي ورق، شـرايط                

ارده و همـساني مـاده      صـفحه و    مرزي، توزيـع نيروهـاي درون     

هاي عـددي    و در اکثر مسائل، الزاماً بايد از روش  استموجود  

 يهاي رياضي، اجزا    ، سري ٣، گالرکين ٢هاي ريتز   همچون روش 

 قابـل   .كردهاي محدود استفاده      محدود، نوار محدود و تفاضل    

هاي عددي، اگـر بـه طـور مناسـبي مـورد              ذکر است که روش   

نند با دقت لازم به حل دقيق نزديک        توا   گيرند، مي   استفاده قرار 

اين دقت بستگي به تعـداد جمـلات حـل يـا درجـات              . شوند

، معمـولاً تعيـين     ي عـدد  يها  البته در روش  . داردئله  آزادي مس 

ک دسـتگاه معـادلات خطـي       ينتايج با دقت زياد، نيازمند حل       

در ميـان حـالات مختلـف ورق از نظـر شــکل     . اسـت بـزرگ  

براي ورق مستطيلي و دايروي     هندسي، حل دقيق ممکن است      

ترتيـب در     هـا بـه     يافت شود که معادلات حـاکم بـر رفتـار آن          

در همـين راسـتا،     . دستگاه متعامد و قطبـي قابـل ارائـه اسـت          

 اند  سازي معادلات ديفرانسيل    هاي ساده   حل  محققان به دنبال راه   

از جملـه  . هاي موجود در حد امکان کاسته شود  تا از پيچيدگي  

تـوان بـه      موجود در حل دقيق مسائل ورق، مـي       هاي    پيچيدگي

هـاي مختلـف و درگيـري         شرايط مـرزي پيچيـده، بارگـذاري      

بـراي  . کـرد  صـفحه اشـاره   صفحه و بـرون  هاي درون     تغييرمکان
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صــفحه و  هــاي درون مثــال، حــذف درگيــري تغييرمکــان   

هـا و افـزايش       اي مستقيم بـا کـاهش هزينـه         صفحه رابطه   برون

وه بــر آن، امکــان حــل دقيــق ســرعت محاســبات دارد و عــلا

  .دهد گيري افزايش مي صورت چشم معادلات ديفرانسيل را به

هاي حل دقيق، الاستيسيته سه بعـدي اسـت           يکي از روش  

که در عين رسيدن به حل دقيق، در اندکي از مـسائل حـل آن               

ــذير  ــو چونــگ و همکــارش  . اســتامکانپ ــي ي ، پاســخ ]٤[ل

گاهي ساده را بـا اسـتفاده از          ديناميکي ورق تحت شرايط تکيه    

سـپس سـرينيواز و     . الاستيسيته سه بعدي توسعه دادنـد     نظريه  

الاستيسيته سه بعدي خطي به     نظريه   با استفاده از     ]۵[همکاران  

هــاي مــستطيلي ضــخيم همگــن و   ارتعــاش آزاد ورقتحليــل

 بـا   ]۶[ايـشان   . گاهي ساده پرداختند    اي تحت شرايط تکيه     لايه

هـاي     خمش، ارتعاش و کمـانش ورق      نظريه،استفاده از همين    

گاهي ساده را مورد مطالعـه        ضخيم ارتوتروپيک با شرايط تکيه    

 ارتعاش آزاد ورق مستطيلي با شرايط       ]۷[لوينسون  . قرار دادند 

الاستيـسيته سـه بعـدي      نظريه   گاهي ساده را با استفاده از       تکيه

نظريه  با ]۸[ويتريک . كردبراي ورقي با ضخامت متغير تحليل    

تعــدادي از الاستيــسيته ســه بعــدي، کمــانش و ارتعــاش آزاد 

 بـه   ]۹[نـور و همکـاران      . ها را به روش دقيق حـل کـرد          ورق

 يا هيــت لايــ کامپوزيهــا  تــنش و ارتعــاش آزاد ورقيبررســ

 از روش دقيـق     ۵  و متعامـد   ۴ دار  هـاي زاويـه     با لايـه  نامتقارن  

با رشد روز افزون تکنولـوژي      . ي پرداختند  بعد الاستيسسته سه 

تر شدن خواص مواد مـورد اسـتفاده در ورق، امکـان       و پيچيده 

ها نيز به همـان نـسبت کـاهش           الاستيسيته آن نظريه  حل دقيق   

هاي دوبعدي   نظريهنشمندان با استفاده از در اين راستا دا. يافت

 برشـي مرتبـه اول و       نظريـه   کلاسـيک ورق،    نظريـه   از جمله   

ها تحت     برشي مرتبه بالا، به حل دقيق ارتعاش آزاد ورق         نظريه

 با استفاده   ]١٠[لين و کينگ    . گاهي ساده پرداختند    شرايط تکيه 

هـاي     کلاسـيک ورق بـه بررسـي ارتعـاش آزاد ورق           نظريه  از  

 و به روش دقيـق فرکـانس ارتعـاش          نداي پرداخت   نامتقارن لايه 

 ـ       اي زاويه   هاي نامتقارن لايه    قآزاد ور  دسـت   هدار و متعامـد را ب

، تحليــل دقيــق ارتعــاش آزاد صــفحات ]١١[گــورمن . دنــآور

هاي مختلط، از جملـه سـاده و گيـردار را             گاه  مستطيلي با تکيه  

هـاي   ، پايـداري و ارتعـاش ورق      ]١٢[ردي و فـان     . كـرد ارائه  

اي را بـا اسـتفاده از         هاي لايه   ايزوتروپيک، ارتوتروپيک و ورق   

اسـکيوا  . دنـد كر برشي مرتبه بالا به روش دقيق تحليل         نظريه  

ــا ]۱۳[ ــه  ب ــسيته ســه بعــدينظري ــه ،  الاستي  کلاســيک نظري

ــه  ورق ــاي لاي ــه (اي  ه ــهفنظري ــه و )  کيرش ــي نظري  برش

هـاي ارتوتروپيـک، بـا        ميندلين به حل دقيق ورق     -تيموشينکو

استفاده از سه ضـريب تـصحيح بـرش پرداخـت؛ و ارتعـاش،              

هاي مفصلي را بررسي      گاه  ها با تکيه    خمش و کمانش اين ورق    

هـاي متقـارن       ارتعـاش آزاد و کمـانش ورق       ]١٤[خـدير   . کرد

 کلاسـيک ورق بـه روش دقيـق         نظريه  اي را با استفاده از        لايه

نظريـه   بـه مقايـسه   ۱۹۸۹ در سـال  ]۱۵[خـدير  . كـرد تحليـل  

ف بـراي محاسـبه خمـش،        کيرشـه  نظريه  رشکل برشي و    ييتغ

اي   دار لايـه     زاويـه  ۶هاي پادتقـارن    کمانش و ارتعاش آزاد ورق    

 بـا   يروي ـهاي ضخيم دا    حل دقيق ارتعاش آزاد ورق    . پرداخت

 ۷ مينـدلين  نظريـه    از   ]١٦[هاي سـاده توسـط مکجـي          گاه  تکيه

 در مـورد  ]۱۷[چـن و همکـاران   . مورد بررسـي قـرار گرفـت      

اي ايزوتروپيک بـر روي       هاي استوانه   ورقارتعاش آزاد   تحليل  

گاه الاستيک مياني، تحقيق کردند و فرکانس ارتعاش ايـن            تکيه

ــا ]۱۸[بوســکولا و همکــارش . هــا را محاســبه کردنــد ورق  ب

ز روش ماتريس سختي ديناميکي به بررسي ارتعـاش         استفاده ا 

صفحه ورق پرداخته و صحت نتايج را با استفاده از نتايج       درون

افـزار    توسـط نـرم   (محـدود    يسازي عددي به روش اجزا      لمد

 حل دقيـق ارتعـاش آزاد   ]۱۹[سيانگ . مقايسه کردند ) آباکوس

محور حلقوي شکل     هاي هم   گاه  هاي دايروي بر روي تکيه      ورق

 حــل دقيــق ارتعــاش آزاد صــفحات ]۲۰[لــي . را ارائــه کــرد

صورت خطـي     ييرات جرم به  ايزوتروپيک مستطيلي با فرض تغ    

حاتمي و همکـاران    .  را ارائه کرد   ۸هاي فنري انتقالي    گاه  با تکيه 

ش  کلاسيک ورق بـه بررسـي ارتعـا        نظريه   با استفاده از     ]۲۱[

اي در حال حرکت با استفاده از نوار محدود          هاي لايه   آزاد ورق 

 يهـا    محدود پرداختـه و بـه محاسـبه فرکـانس          يدقيق و اجزا  

  هاي الاستيک  گاه هاي چنددهانه بر روي تکيه ارتعاش آزاد ورق
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  ]٣٥[  مواد ناهمسان در ضخامت-۱شکل 

  

 يق را بـرا   ي روش نوار محدود دق    ]۲۲[سپس ايشان   . ختندپردا

.  توسعه دادند  ي حرکت محور  يک دارا يسکوالاستي و يها  ورق

 بـه بررسـي ارتعـاش آزاد        ۲۰۰۹سيانگ و همکارش در سـال       

اهي گ ـ  هاي نازک مستطيلي ارتوتروپيک در شـرايط تکيـه          ورق

آنها به روش دقيـق ارتعـاش       . ق پرداختند يمختلف به روش دق   

صفحه صفحات مـستطيلي را نيـز حـساب کردنـد؛             آزاد درون 

سپس حل دقيق ارتعاش آزاد صفحات ارتوتروپيک مـستطيلي         

  .]٢٣[دادند   ميندلين را توسعهنظريه با استفاده از 

پيچيدگي مواد ناهمسان در ضـخامت، يکـي از مـشکلات           

 و بـه دليـل      ستها  تحليل دقيق فرکانس ارتعاش آزاد اين ورق      

جديد بودن اين مواد، مطالعات انجام شده براي تحليـل دقيـق            

هاي انجام شـده در ايـن زمينـه،           از پژوهش . استآنها محدود   

 و ا ضخيم دايروي  تهاي نسب   محاسبه فرکانس ارتعاش آزاد ورق    

حلقوي ساخته شـده از مـواد ناهمـسان در ضـخامت توسـط              

ــا اســتفاده از . اســت هاشــمي و همکــاران ينيحــس ــشان ب اي

 نسبت بـه    ]۲۵[ و مرتبه سوم     ]۲۴[هاي برشي مرتبه اول       نظريه

 مـستطيل  يهـا  حل دقيق اقدام کردند؛ سپس ارتعاش آزاد ورق    

- برشـي مينـدلين    نظريه  استفاده از   ناهمسان در ضخامت را با      

 برشي مرتبه سـوم ردي محاسـبه کردنـد          نظريه   و   ]٢٦[ريزنر  

 روش نوار محدود دقيق بـراي       ي  در اين مقاله، با توسعه    . ]٢٧[

 کلاسـيک ورق،    نظريـه   مواد ناهمسان در ضخامت، بر اساس       

صـفحه ورق مـستطيلي نـازک         هاي ارتعاش آزاد برون     فرکانس

بــراي کاســتن از . شــود ناهمــسان در ضــخامت محاســبه مــي

 معادلات ديفرانسيل حاکم، با استفاده از تعريف تـار           پيچيدگي

 يهــا رمکــانييديــد بــه جــاي تــار ميــاني ورق، درگيــري تغج

نتــايج . شــود صــفحه ورق، حــذف مــي صــفحه بــا بــرون درون

تواند به عنـوان مبنـايي        هاي ارائه شده در اين مقاله، مي        تحليل

 .براي تعيين صحت و دقت نتايج مطالعات عددي قرار گيرد
 

   مواد ناهمسان در ضخامت-۲

 FGMخامت که به اختصار     مواد با ساختار ناهمسان در ض     

اي هستند کـه بـه منظـور          شوند، مواد مرکب پيشرفته     ناميده مي 

 ،رونـد   کار مي   د در ضخامت کم به    ي شد گرماييان  يتحمل گراد 

اين مـواد کـه اکثـراً از ترکيـب سـراميک و فـولاد               . )۱(شکل  

. انـد    مواد مرکـب طراحـي شـده       يارتقابراي  شوند،    ساخته مي 

يکنواختي نـا سـاختار متـالوژيکي     مواد ناهمسان در ضـخامت      

گيرند؛ لـذا   همگن قرار مي  نابندي مواد     اين مواد در دسته   . دارند

ها ماننـد مـدول الاستيـسيته و يـا ضـريب              خواص فيزيکي آن  

با ايـن حـال سـاختار ايـن مـواد           .  متغير است  گرماييهدايت  

هـا در اکثـر       اي است که فـرض ايزوتروپيـک بـودن آن           گونه  به

  .استموارد معتبر 

بــه طــور کلــي بــراي تعريــف توابــع مــواد ناهمــسان در  

ضـخامت، دو رويکـرد متفـاوت بـراي مـدل کـردن تغييـرات        

  :خواص در اين مواد وجود دارد

  ماده۹فرض تابعي براي تغيير کسر حجمي -۱

 همگننانگرش ميکرومکانيکي در مطالعه يک محيط  -۲

 و سادگي آن، دو ويژگـي مهـم بـراي           ئلهتأثير واقعيت مس  

؛ مدلي که در ادامه به توضـيح آن         استدل پيشنهادي   انتخاب م 

شود، توجه بيشتري را از سوي مجـامع علمـي بـه              يپرداخته م 

ارائـه  ) ۱(ن مـدل، در معـادلات       ي ـا. خود معطوف کرده اسـت    

  :شود مي

)  )الف-۱( ) ( )t b c bT z = T -T V + T  

)  )ب-۱( ) ( )
p

c
z 1V = + , - h 2 z + h 2
h 2

⎛ ⎞ ≤ ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

)فوق،معادله در  )T z يک مشخصه ماده مانند مدول 

واص ـترتيب خ ، بهbTوtT است؛ ρ و يا چگاليEالاستيسيته
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 تغييرات کسر حجمي در ضخامت ورق براي مقادير -۲شکل 

p )ب- ۱( طبق معادله ،pمختلف  = 50  

 

 ضخامت کـل    hماده در وجوه بالايي و پاييني ورق هستند؛ و        

مـاده سـازنده ورق بـوده، کـه          ، کـسر حجمـي    cV؛استورق  

 در صــورت يــک تــابع تــواني، تغييــرات خــواص مــصالح بــه

  توزيـع تـواني نـشان داده شـده در          . کنـد   ضخامت را بيان مـي    

اي از دو ماده است که کـارايي          ، معرف ترکيب ساده   )۱(معادله  

، تـوان کـسر حجمـي،       pکنـد؛   مفيد و مورد نياز را ايجاد مـي       

چنانچه مثلاً . دهد چگونگي توزيع ماده در ضخامت را نشان مي       

ر با يک باشد، تغييرات خطـي اسـت؛ و چنانچـه صـفر              اين عدد براب  

اي همگن با مشخصات وجه فوقاني ورق وجـود خواهـد             باشد، ماده 

، مقدار ماده تشکيل دهنده وجه پـاييني افـزايش          pبا افزايش . داشت

 ي در ضخامت ورق را، بـرا      يرات کسر حجم  ييتغ) ۲(شکل  . يابد  مي

  .دهد ي نشان مpر مختلف يمقاد

مواد ناهمسان در ضخامت به طور عمـده در صـنايع هـوا             

دما هايي که تحت اثر تغييرات شديد درجه          فضا و نيز در سازه    

 ـ اند گرماييهاي   و شوک  کـار   ه، مانند ابزارهاي ترمـوالکتريکي ب

. گيرنـد   رفته در صنعت تبديل انرژي، مورد اسـتفاده قـرار مـي           

هاي فضاپيما    ين مواد در ابتدا به منظور استفاده در سازه        گرچه ا 

هـاي اخيـر      اي طراحي شدند؛ ولي در سال       و رآکتورهاي هسته  

توان بـه اتـصال    اند که از آن جمله مي     کاربرد فراواني پيدا کرده   

 موتورهـاي  يفلز به سراميک، پيوند زدن اعضا به انسان، اجـزا     

 حريق،  ي وسايل اطفا  انفجاري، وسايل مغناطيسي، ابزار برش،    

مواد مرکب پليمري با مقاومت بالا، پوشـش محفظـه احتـراق            

پيشران موشک، آستر محفظه پرتـاب راکـت، و سـاخت مـواد             

  .]١[پيزوالکتريک و فروالکتريک نام برد

  

  کلاسيک ورقنظريه  -۳

 شـكل هـاي ناهمـسان در ضـخامت،          ک ورق کلاسينظريه  

هـاي کامپوزيـت       بـراي ورق   ]۲۸[ کلاسـيک ورق     نظريـه يافته    تعميم

جايي مطابق بـا      ، ميدان جابه  ]٢٩[بر اساس فرضيات کيرشهف      .است

  : شود يان ميب) ۲(صورت معادله  ، به)۳(شکل 

)۲(  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0
0

0
0

0

w
u x, y, z, t = u x, y, t - z

x
w

v x, y, z, t = v x, y, t - z
y

w x, y, z, t = w x, y, t

∂
∂
∂
∂

  

ــه در آن ــه0w و0u،0vک ــان   جاب ــايي مي ــفحه ورق در  ج ص

( )z  دســــتگاه z وx،yب در راســــتاي يــــترت ، بـــه =0

 z ي راسـتا   مکـان  ريي تغ يل برابر يدل  در ادامه، به  . اند    مختصات

 ـ  ير صفحات مـواز   يصفحه با سا    انيم  w، از   0w يجـا  ه آن، ب

)صـفحه ورق در       جـايي ميـان     جابـه . شـود   ياستفاده م  )z 0= 

 يهـا   رمکـان ييهاي هر نقطه از ورق، بر حسب تغ         کرنش. است

  :ند ازا عبارت) ۳ (صفحه طبق معادلات انيم

)۳(  

2
0

xx 2

2
0

yy 2

2
0 0

xy

xz yz zz

u wε = - z ,
x x

v wε = - z ,
y y

u v wγ = + - 2z ,
x y x y

γ = 0, γ = 0,ε = 0

∂ ∂
∂ ∂

∂ ∂
∂ ∂

∂ ∂⎛ ⎞ ∂
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

  

) ۴( معادلـه    ، زير  ماتريسي شكلجايي به     جابه-و روابط کرنش  

  :قابل بازنويسي هستند

)۴(  

( )

( )

( )

( )

( )

( )

2
0

20 1
xx xxxx 2
0 1 0

yy yy yy 2
0 1xy 2xy xy 0 0

wu -
xxε εε

v wε = ε + z ε = + z -
y y

γ γ γ u v w+ -2y x x y

⎧ ⎫∂⎧ ⎫∂ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ∂⎪ ⎪∂⎪ ⎪⎧ ⎫ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪ ∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬∂ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪
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  ]٢٩[کلاسيک ورق نظريه  نحوه تغييرشکل مقطع ورق بر اساس - ۳شکل

  

    

  

  )ب(                                                                                                                             )الف(                  

  صفحه که به سه نوار محدود تقسيم شده است و نمايش نيروها بر روي يک جزء  ورق تحت بارهاي درون) الف -۴شکل 

  نروهاي خطوط گرهي آيها و ن يک نوار محدود با تغييرمکان) بينهايت کوچک از ورق ب

  

يافته، بردار تـنش      تعميمو قانون هوک    ) ۴(با استفاده از معادله     

  :ديآ يدست م هب) ۵(از معادله 

)۵(  ( ) ( )0 1σ= Qε= Qε + zQε  

)،  )۵(در معادله    )0ε     و ياني، ماتريس ستوني کرنش تار م ( )1ε ،

ــر ــاتريس ســتوني انحنا مــشتق دوم تغيي  Q؛ و ســتمکــان، م

ماتريس خواص سختي مصالح مورد استفاده در ورق بوده کـه            

هـاي    درايـه . اسـت  zدر مواد ناهمسان در ضخامت تـابعي از       

) ۶(معادلـه    بـراي مـواد ايزوتروپيـک از         Qغيرصفر ماتريس   

  :شوند يحاصل م

)۶(  

             

 

( )
( )( ) ( )

( )
( )( )

11 22 12 21 112

66

E z
Q Q = , Q Q = z Q ,

1- z

E z
Q =

2 +

=

z

=

1

ϑ
ϑ

ϑ

   

ترتيب مدول الاستيـسيته و ضـريب پواسـون و             به ϑ و   Eکه  

  .هستند z از يتابع

نهايت کوچک از ورق مطابق  ک جزء بييبا در نظر گرفتن   

 M و بردار لنگرهاي خمـشي ورق      N، بردار نيروها  )۴(شکل  

رو يانگر ن يب ب يترت  بوده که به  ) ۷(معادله   طبق   ييها  هي دار يدارا

  :هستند و لنگر در واحد عرض ورق 

)۷(                             
x x

y y

xy xy

N M
N N ,M M

N M

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

  

 نيرو و لنگـر بـر حـسب بـردار کـرنش             يدر ادامه بردارها  

) ۵( از معادله    يريگ رو با بهره  يدر مورد بردار ن   . آيند  دست مي  هب

، يصـفحه کشـش      درون يروي ـ ن يو با فرض علامت مثبت بـرا      

  :شود يحاصل م) ۸(معادله 

)۸(  ( ) ( )
+h 2 +h 2 +h 2

0 1

-h 2 -h 2 -h 2
N = σ = Qε + zQz dzεdz d∫ ∫ ∫ 

)با توجه به اينکه انحنا       )1ε    و کرنش ( )0ε   يـاني نـسبت     تـار م

) ۹(شـکل     تـوان بـه     يرا م ) ۸( ثابت هستند معادله     zبه محور 

  :كردخلاصه 

)۹(  ( ) ( )0 1N = A ε + Bε  



٤٠  ١٣٩٢ زمستان ،٢، شمارة ۳۲، سال روشهاي عددي در مهندسي

، ماتريس سـختي    B و ۱۰ي، ماتريس سختي کشش   Aکه به 

مشابه، بردار لنگرهاي خمشي    طور   هب. شود  درگيرکننده گفته مي  

صـورت    ميـاني بـه      انحنا و کرنش تار    يورق برحسب بردارها  

  :شود يتوسعه داده م) ۱۰(معادله 

)۱۰(  ( ) ( )
+h 2 +h 2 +h 2

0 1 2

-h 2 -h 2 -h 2
M = zσ = Qε z + Qεd dzzdz z∫ ∫ ∫  

  :ديآ يدست م به) ۱۱( آن، معادله يسيو با خلاصه نو

)۱۱(  ( ) ( )0 1M = Bε + Dε  

. گوينـد   ، ماتريس سـختي خمـشي مـي       Dبالا به معادله  که در   

 ماتريـسي معادلـه     شـكل بـه   ) ۱۱( و )۹(معادلات نيرو و لنگر     

  :شوند بازنويسي مي) ۱۲(

)۱۲(  
( )

( )

0

1

N A B ε
=

M B D ε

⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎪ ⎪
⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎪ ⎪⎩ ⎭

  

) ۱۳( کلـي معادلـه       شـكل   را بـه   ijD و   ijA  ،ijBتوان  که مي 

  :نوشت

)۱۳(  ( ) ( )
+h 2

2
ij ij ij ij

-h 2
A ,B ,D = Q 1,z,z dz∫  

 يها  هيقابل مشاهده است، درا   ) ۱۲(طور که از معادله       همان

)صفحه  ، نيروهاي درون  ijAس  يماتر )N  هاي تـار    را به کرنش  

)مياني )( )0ε  س  ياتر م يها  هي و دارijD ها    ، خمش( )M   را به 

)انحنا )( )1ε  س ي ماتريها هيسازد؛ ولي دار   مربوط ميB رابط ،

ها با    صفحه و انحنا و در طرف ديگر خمش         بين نيروهاي درون  

س يدر حالت خاصي که عناصـر مـاتر  . اند مياني هاي تار   کرنش

B   صـفحه   صـفحه و بـرون   ن رفتـار درون ير ب ي صفر شود، درگ

حذف شده؛ و فقط نيرو با کرنش، و در سمت ديگر، خمش با             

  .شوند مربوط مي انحنا

 کلاسيک ورق براي مواد ناهمسان در    نظريه ي  براي توسعه 

 راســتاي محورهــاي ضــخامت، بــه نوشــتن روابــط تعــادل در

هـا، معـادلات    سـازي آن   شود؛ و با سـاده      يمختصات پرداخته م  

بيـان  ) ۱۴(شکل معـادلات       ورق به  يکيناميديفرانسيل تعادل د  

  :]٣٠[شوند  يم

                    )الف-۱۴(
2

xy 0x
0 2

N uN
+ = I

x y t

∂ ∂∂
∂ ∂ ∂

 

                      )ب-۱۴(
2

y xy 0
0 2

N N v
+ = I

y x t

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

  

 

  )ج-۱۴(

2 22 2xy yx
x2 2 2

2 2

y xy2

2 2 2 2

0 22 2 2 2

M MM w- 2 + + N
x yx y x

w w+N + 2N
x yy

w w w= I - I +
t t x y

∂ ∂∂ ∂
∂ ∂∂ ∂ ∂

∂ ∂
∂ ∂∂

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

  

 کـه در معادلـه   انـد  ر اينرسـي ي، مقـاد iI ،)۱۴(که در معادلات 

  :شوند تعريف مي) ۱۵(
  

)۱۵(        ( )
+h 2

0
2

2 -h 2

1I
= ρ z dz

I z

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎪ ⎪
⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎩ ⎭

∫  

  

 ،xM ،yM ، xyMمتر مجهـول  شامل نُه پارا  ) ۱۴(معادلات  

xN،yN، xyN،0u، 0v وw که البتـه مجهـولات      است 

بـراي حـل    . انـد   نيرويي به مجهولات تغييرمکـاني وابـسته      

معادلات ديفرانسيل ورق، بديهي است که عـلاوه بـر سـه            

، شش رابطه مستقل جديـد بـا        )۱۴(معادلات  ،   فوق معادله

ن منظــور از معــادلات يبــد. همــين پارامترهــا لازم اســت

شود  ياند استفاده م ان شدهيب) ۱۲(معادله  که توسط ياساس

 بـا شـش     ي، دسـتگاه  )۱۶(معادلـه   صورت   و با بسط آن به    

  :شود يمعادله حاصل م

  

0

0

x 11 12 16 11 12 16
0 0y 12 22 26 12 22 26

xy 16 26 66 16 26 66 2
11 12 16 11 12 16x

12 22 26 12 22 26y

16 26 66 16 26 66xy

u
x

v
yN A A A B B B

v uN A A A B B B +
x yN A A A B B B

= wB B B D D DM -z
B B B D D DM
B B B D D DM

∂
∂
∂
∂⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎛ ⎞∂ ∂⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎪ ∂ ∂⎪ ⎪ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪

⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ∂⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ∂
⎪ ⎪ ⎪ ⎪

⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎩ ⎭

2

2

2

2

x
w-z

y

w-2z
x y

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪

∂⎪ ⎪
⎪ ⎪∂⎪ ⎪
⎪ ⎪∂⎪ ⎪
⎪ ⎪∂ ∂⎩ ⎭

  

)۱۶(  
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F

S
C S

  

  

  

( )0z′ =

δ  ( )0z =

z  

x
 

  

z) صفحه جديد-۵شکل  س ي که حول آن عناصر ماتر′(

ij(Bرکننده برابر صفر است يدرگ )′ = 0 

  

  

  

 يها  که معرف لبهCSSF يگاه قي با شرايط تکيه ور-۶شکل 

  باشد يم (F)و آزاد (s)، ساده (s)، ساده (C)ردار يگ

  

، )۱۴(لات و جايگــذاري در معــاد) ۱۶(بــا اســتفاده از معادلــه 

 يهـا   رمکانييل برحسب تغ  يفرانسيدست آوردن سه معادله د      به

، wصـفحه،      بـرون  يهـا   رمکـان يي، و تغ  0uو  0vصفحه    درون

ر شده؛ که براي محاسبه فرکـانس ارتعـاش آزاد ورق،           يامکانپذ

امـا  . لات ديفرانـسيل مـورد نيـاز اسـت    حل همزمان اين معـاد   

 از  يصفحه که ناش    صفحه و برون    هاي درون   مکان  درگيري تغيير 

، باعـث پيچيـدگي حـل معـادلات         اسـت  Bس  يحضور ماتر 

ق ارتعـاش آزاد    ي ـنوبه خـود حـل دق      شود؛ که به    ديفرانسيل مي 

ن در  ت رفتـار ورق ناهمـسا     ي ـامـا ماه  . كنـد   يورق را دشوار م   

ن درگيـري را    ي ـ است کـه امکـان حـذف ا        يا گونه ضخامت به 

کـردن    درگير  در ادامه به بررسي روشي براي غير      . كند   يفراهم م 

  .صفحه پرداخته شده است صفحه و برون هاي درون مکان تغيير

  

صـفحه و     هـاي درون    مکان  کردن تغيير   درگير  غير -۴

  صفحه برون

صـفحه و     ي درون هـا   مکان  در صفحات کامپوزيتي که تغيير    

کننـد؛ معـادلات حـاکم     صورت درگير عمل مـي    صفحه به   برون

 قابـل    w و 0u، 0vمکـاني   برحسب سه پارامتر مستقل تغييـر     

در ارتعـاش  . قابل مشاهده اسـت ) ۱۴( که در معادله   استحل  

 ايـن بـدان      ناهمـسان در ضـخامت،     يها خارج از صفحه ورق   

، معني است که به جاي حل دستگاه سه معادله و سه مجهـول            

رمکــان ييل برحــسب تغيفرانــسيک معادلــه ديــتنهــا بــه حــل 

گيـر   باعـث کـاهش چـشم   ئله ايـن مـس   . استاز  يصفحه ن   برون

بـا مـشخص شـدن      . شود  محاسبات در روند حل معادلات مي     

حـذف درگيـري    اهميت موضـوع بـه بررسـي روشـي، بـراي            

طـور کـه      همان. شود  ي پرداخته م   ناهمسان يها  ورقموجود در   

 رابط بين   ،Bس سختي درگيرکننده،  ي ماتر يها  هيدراگفته شد،   

 و در صـورت صـفر       هـستند صفحه و انحنـا       هاي درون   کرنش

شود؛ پـس بـا       ها حذف مي    بودن اين ماتريس، درگيري بين آن     

 .اسـت س مـدنظر    ين مـاتر  ي ـصفر کردن ا  وع،  علم به اين موض   

رکننده ي، امکانپذير بودن حذف عناصر ماتريس درگ      ]٣١[آبريت

 يو. براي مواد ناهمسان در ضخامت را بررسي و تاييـد کـرد           

zجاي استفاده از تار مياني     به  به عنوان صـفحه مرجـع، از        =0

 بـا   تار جديد .  كرد  از تار مياني، استفاده    δتار ديگري به فاصله   

zتيموقع 0′   کـه حـول آن،     شـود  يف م ـ ي ـتعر يا  گونـه   به،  =

  ]. ۳۱[س درگيرکننده برابر صفر شوند ي ماتريها هيدرا

ــکل  ــموقع) ۵(ش ــار جدي ــت ت  ــي ــشان م ــد و  يد را ن ده

ر جديد بـا پـرايم نـشان داده         پارامترهاي محاسبه شده حول تا    

 ورق حـول هـر تـار        يبراي محاسبه خـواص سـخت     . شوند  مي

ijجديد دلخواه  ij ij(A , B , D )′ ′ )، معادله تار جديـد    ′ )z z′= + δ 

 يصــورت، بــرا نيــدر ا. شــود يقــرار داده مــ) ۱۳(معادلــه در 

  :ميارد) ۱۷( طبق معادله ijAمحاسبه

)۱۷(  t t

b b

z
ij ij ij ij-z -z

zA = Q Qd z Ad= =z ′
′′ ′ ′∫ ∫  

کننده فاصله دورترين تار      ترتيب بيان   به ′bz  و ′tzدر معادله بالا  

. هـستند د  ي ـقرار گرفته در بالا و پايين ورق نسبت به تـار جد           

 ـ     ) ۱۷(طور که از معادله      همان ين قابل مشاهده است؛ تفـاوتي ب

ijA و  ijA′           ـوجود ندارد؛ چرا که هر دو، برابر بـا سـطح ز  ر ي

  . ضخامت ورق هستندي در راستاijQنمودار 

ادلـه  ، معijB در معادلـه   ′z به طور مـشابه بـا جايگـذاري       

  :شود يحاصل م) ١٨(
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)۱۸(  
( )

( )

t

b

t t

b b

+h 2

ij ij ij-
-h 2

ij ij

z
z

ij
z z
z z ij- -

B = Q Q × + δ

= Q × + δ× Q

zdz z dz

z dz d = B + δ×z A

′
′

′ ′
′ ′

′ ′=

′ ′ ′′ ′

∫ ∫

∫ ∫

  

 از معادلـه    ′ijB،  )۱۷( از معادلـه     يري ـگ  جه با بهـره   يودر نت 

  :قابل محاسبه است) ۱۹(

)۱۹(  ij ijB B A= -δ′  

، ijD يبـرا ) ۱۳ (معادلهبا قرار دادن معادله تار جديد در        

  :ديآ يدست م هب) ٢٠(معادله 

)۲۰(  

( )

( )
t

b

t

b

z 2
ij ij-

z 2 2
ij-

2
ij j ij

z

i

z

D = Q z + δ

      = Q + δ + 2 ×δ

     =

dz

z z dz

D + 2δ× + δ × AB

′

′

′

′

′

′ ′

′ ′

′

′

′

∫

∫  

 يس سـخت  ي، مـاتر  )۱۹(و  ) ۱۷(که با استفاده از معـادلات       

شـکل معادلـه     د دلخـواه بـه  ي ورق نسبت به هر تار جد    يخمش

  :شود يظاهر م) ۲۱(

)۲۱(  2
ij ij ij ijD = D - 2 B A′ δ δ+  

 اين بود که حـول ايـن تـار،          ′zف تار جديد  ياما هدف از تعر   

)ماتريس درگيرکننـده برابـر صـفر شـود           )ijB 0′ بـا صـفر    . =

، مقدار فاصله تار جديـد تـا تـار          )۱۹( در معادله    ′ijBگذاشتن

  :شود يمحاسبه م) ٢٢(طبق معادله ، δمياني،

)۲۲(  ij

ij

B
δ =

A
  

 در  يب پواسـون مقـدار ثـابت      ي کـه ضـر    ي حالت ي برا ،δمقدار  

 هــر ورق يست و بــرايــن j وi ضــخامت دارد، وابــسته بــه

 کــه اســت ثابــت يناهمــسان در ضــخامت مــشخص، مقــدار

 يالبته حت ـ . کند  يرا صفر م  ′Bس  ي ماتر يها  هيهمزمان تمام درا  

ــر  ــر ض ــخامت تغ ياگ ــون در ض ــب پواس ــدار يي ــد، مق  ر کن

11 11δ = B A     11، باعث صفر شدنB′ 22 وB′     12شـده، وB′ 

ب ي ـتوان با تقر    يجتاً م ي دارند؛ که نت   ير کوچک يهم مقاد  ′66Bو  

 از  δبـا قـرار دادن      . كـرد را صفر فـرض      ′Bس  ي ماتر يخوب

بـا   ′ijAي؛ و درنظر گـرفتن برابـر      )۲۰(در معادله   ) ۲۲(معادله  

ijA ،ijD′ سي کــه مــاتريحــول تــارB′ کنــد،  يرا صــفر مــ

  :شود يساده م) ۲۳(صورت معادله  به

)۲۳(  
2

ij2
ij ij ij ij

ij

B
D = D - A D

A
= −′ δ 

 يس سخت ي ماتر يها  هيدست آوردن درا   ه ب يروشن است که برا   

، بـه  )۲۳(، از معادلـه  ′ijDد،ي ـ ورق نسبت بـه تـار جد   يخمش

ijتار  اني ورق نسبت به م    ير سخت يمقاد ij ijA ,B ,D استاز  ي ن .

، بـراي   )۱۳(در معادلـه    ) ۶(معادله   از   ijQبا جايگذاري مقادير  

ب پواسـون   يمواد ناهمسان در ضخامت ايزوتروپيـک بـا ضـر         

) ۲۴(تار از معـادلات   انيم ورق نسبت به  يثابت، خواص سخت  

  :نديآ يدست م هب

  )الف-۲۴(

                 

( )
( )
( )( )

11 22 12 66

h 2
-h 2 2

A = A = A + 2A

E z
       = dz

1- zϑ
∫

 

                 )ب-۲۴(

( )
( )
( )( )

11 22 12 66

h 2
-h 2 2

B = B = B + 2B

E z
       = zdz

1- zϑ
∫

  

               )ج-۲۴(

( )
( )
( )( )

11 22 12 66

h 2 2
-h 2 2

D = D = D + 2D

E z
        = z dz

1- zϑ
∫

   

 اسـت   يکـاف ،  ′ijDر  يک از مقاد  يدست آوردن هر     ه ب يبرا

در ) ۲۴(ر متناظر از معادلات يمشخص، مقاد jو i هر  يازا هب

 و ′11D′، 22D′، 12Dبعـد از محاسـبه    . رديقرار گ ) ۲۳(معادله  

66D′شود که يجه مين نتين روش چني از ا  

)۲۵(  ( )11 22 12 66 0D D D 2D D′ ′ ′ ′ ′= = + =  

از .  در نوشتار استفاده شـده اسـت       ي سادگ ي برا ′0Dکه پارامتر 

 ′16Dيهـا  هي ـشـود کـه درا      ين روشـن م ـ   يهمچن) ۲۳(معادله  
 يهـا   سي متناظر از ماتر   يها  هي؛ چرا که درا   دهستنصفر  ،′26Dو

A وDصفر هستند.  

 و  ′ijDد،  ي ـ حول تار جد   ي خمش ي سخت ينيگزيحال با جا  

ــرار دادن ــفر ق ــه ′ijBص ــاد)۱۶(در معادل ــشتاورهاي، مق  ير گ

ن ي ـ بـا قـرار دادن ا      .نـد يآ  يدست م ـ  هد ب يتار جد  حول   يخمش

ل ارتعــاش آزاد يفرانــسي، معادلــه د)ج-۱۴(ر در معادلــه يمقــاد

ک معادلـه   يصورت    صفحه ورق ناهمسان در ضخامت، به       برون

  :شود يحاصل م) ۲۶(ر، مطابق معادله يردرگيغ
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براي مـواد ناهمـسان در ضـخامت        ) ۲۵( معادله   يريکارگ هبا ب 

 ـ ينرسينظر کردن از ا     ايزوتروپيک، و با صرف     معادلـه   ،ي دوران

  : شود يساده م) ۲۷(شکل معادله  به) ۲۶(

)۲۷(  

4 4 4 2

x4 4 2 2 2
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گونـه   ها، هـيچ      قابل ذکر است، براي حذف درگيري تغييرمکان      

)فرضي در مورد تغييـرات مـدول الاستيـسته       )E z
 
)و )zρ در 

کردن قابل  نظر گرفته نشده است؛ بنابراين اين روش غيردرگير

  .استبسط براي انواع مختلف توابع حجمي 

 
حل معادلات ورق ناهمـسان در ضـخامت بـه           -۵

  روش نوار محدود دقيق

 يروش نوار محدود که از لحاظ مباني مشابه روش اجـزا          

راي تحليل ارتعاش و پايداري اعـضاي جـدار         ، ب استمحدود  

در اين روش، عضو جدار     . نازک منشوري کاربرد وسيعي دارد    

تغييرشـکل هـر    . شـود   نازک به تعدادي نوار محدود تقسيم مي      

نوار از ضرب توابع پايه مربوط به راستاي طولي نوار در توابع            

آيد؛ و با استفاده از اين تـابع          دست مي  هشکل راستاي عرضي ب   

هـاي    تغييرشکل تقريبي، ماتريس سختي هر نوار که تغييرمکان       

کنـد،    خطوط گرهي را به نيروهاي خطوط گرهـي مـرتبط مـي           

امـا در روش نـوار محـدود دقيـق، تـابع            . قابل محاسبه اسـت   

تغييرمکان از حل معادله ديفرانسيل حاکم بر رفتار نوار محدود          

ختي  و لذا ماتريس سختي حاصله ماتريس س ـ       شود  محاسبه مي 

دست آمـده    هشود؛ چرا که از تغييرمکان دقيق ب        دقيق ناميده مي  

 يهــا  ورقي بــرا]٢١[ن ان روش کــه توســط مولفــيــا. اســت

ــکامپوز ــت لاي ــعه داديا هي ــرا  توس ــه ب ــد، در ادام  ورق يه ش

) الـف -۴(شـکل   . شـود   يکار گرفته م   هناهمسان در ضخامت ب   

 را نشان مي دهد که به       xهاي مفصلي در امتداد       ورقي با تکيه  

يـک نـوار محـدود بـا        . سه نوار محـدود تقـسيم شـده اسـت         

) ب-۴( خطـوط گرهـي آن در شـکل    يروهايها و ن   تغييرمکان

 ي مـواز  يهـا    در لبـه   شـرايط مـرزي مفـصلي     . شده است ارائه  

، و تقارن موجود در هندسـه و بارگـذاري نـسبت بـه              xمحور

yخط   L   کند که تغييرمکان عمود بر صـفحه        ، ايجاب مي  =2

د؛ لـذا    سينوسـي باش ـ   صورت به yنوار ورق در راستاي محور    

تعريـف  ) ٢٨(معادلـه    صـورت  بـه تابع تغييرمکـان نـوار ورق       

 :شود مي

)۲۸(  ( ) ( ) ( )n nik y -ik y iωt
nw x,y,t = W x × e - e × e  

ــالا  ــه ب nkدر معادل n L= πــديس ــشان دادن n، و ان ــراي ن  ب

 فرکـانس   ω؛  است yيراستا مختلف در    يرشکلييمودهاي تغ 

  .است اعداد حقيقي صورت بهارتعاش آزاد ورق است که 

، x تغييرمکان عمود بر صفحه ورق در راستاي محور        يبرا

) يعني )nW x مدنظر است که منطبـق بـر حـل معادلـه            ي، تابع 

 ـ چرا کـه در ا     ل ارتعاش آزاد ورق باشد؛    يفرانسيد ن صـورت،   ي

جا که پاسخ هر معادلـه        از آن . شود يق مسئله حاصل م   يحل دق 

ــ ــسيل خط ــهيديفران ــراm همگــن مرتب ــا ض ــت، از ي ب ب ثاب

د؛ لـذا   ي ـآ يدست م  هب مختلف ب  ي تابع نمايي با ضرا    mمجموع

) تابع تغييرمکان  ي کل شكل )nW x    توابـع   شكل، به   )۲۸( در معادله 

نمايي انتخاب شده؛ و با توجه به وجـود مـشتق مرتبـه چهـارم در                

ن تابع طبـق معادلـه      ي، ا )۲۷( معادله   ،ل ارتعاش آزاد  يفرانسيمعادله د 

 :شود ي حاصل ميياز مجموع چهار جمله نما) ۲۹(

)۲۹(  ( ) mn
4 r x

n mn
m=1

W x = A e∑ 

 mnrب ثابت توابـع نمـايي بـوده و        ي، ضرا mnAدر معادله بالا،  

ن توابع هستند؛ که هر دو بـه عنـوان مجهـول          ي ا يب توان يضرا

، با جايگذاري تـابع     mnrبراي محاسبه . شوند  يمسئله محسوب م  

)تغييرمکـــــان )w x,y,tديفرانـــــسيل ورق در معادلـــــه ،  

   ک معادله جبرييصورت  ؛ معادله مشخصه مسئله، به)۲۷( معادله 

  :ديآ يدست م هب) ۳۰(معادله ، طبق mnrدرجه چهار برحسب
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 ، چهـار مقـدار      n  هـر مقـدار    اياز  با حـل معادلـه جبـري فـوق، بـه          

، مـصالح و  يات هندس ـي برحسب خصوص  )4nr تا mmr) 1nrبراي

 هر نوار محدود    ياما برا . شود  يحاصل م صفحه ورق      درون يها  روين

ته وابـس ) ۲۹( در معادلـه     mnAر  ي، مقاد )ب-۴(از ورق مطابق شکل   

  يهــا  نــوار ورق در لبــهيــيروي و نيرمکــانيي تغيط مــرزيبــه شــرا

 x xو =0 a= هـا    رمکانيي تغ ي وابستگ يدر ادامه، چگونگ  . هستند

  .شود ي روشن مmnA با ي خطوط گرهيروهايو ن

در راستاي محور    L، ورقي به بعد       )الف-۴(مطابق شکل   

y عــدو ب b در راســتاي محــور x هــا کــه تحــت نيروهــاي

گاهي مفصلي در امتـداد       صفحه يکنواخت و شرايط تکيه      درون

ن ي ـشـود؛ و ا     ينظر گرفته م    قرار گرفته، در   xموازي با محور    

 از هـم جـدا      ي نوار محدود که با خطوط گره      يورق به تعداد  

ن ورق مطـابق    ي ـهر نوار محـدود از ا     . شود  يم م يشوند تقس   يم

  يهـا    که همـان لبـه      است ي دو خط گره   ي، دارا )ب-۴(شکل  

 دو درجـه    يخـط گره ـ  در هر   . هستند yنوار در امتداد محور   

رمکـان خـارج از     ييشـود کـه عبارتنـد از تغ         يف م ـ ي تعر يآزاد

) ي خط گره  ي صفحه )iw       و دوران حول محـور y    در خـط 

) يگره )iθ  س  ي؛ و اندi    خطـوط   يبرا) ب-۴(، مطابق شکل 

متنـاظر  . ا دو است  ي مقدار يک    ياي در دو طرف نوار دارا       گره

 تعريـف   ي خطوط گره  يروهاي، ن يرمکانيي تغ يبا درجات آزاد  

 ـنـد از ن   ا  ب عبـارت  ي ـترت  شـوند کـه بـه       يم  خـط   ي برش ـ يروي

ــ )يگره )iQ ــش ــشتاو خم ) آن ي و گ )iM .  ــط ــذا در خ ل

xيگره  و  هـا   رمکـان يي تغ يرا برا ) ۳۱ (معادلاتتوان    ي م =0

 :كرد ارائه ي خطوط گرهيروهاين

)۳۱(  x 1 1 x 1 1
wQ = Q , w = -w , M = - θ,M = -
x

∂
∂

  

xطور مشابه در هب a= شوند يارائه م) ۳۲ (معادلات: 

)۳۲(  x 2 2 x 2 2
wQ = -Q , w = -w , M = M , = -θ
x

∂
∂

  

 براسـاس معـادلات     xM ي و لنگـر خمـش     xQي برش ـ ينيرو

  :شوند يان مي بw، برحسب تغييرمکان عمود بر صفحه)۳۳(

)۳۳(                    xyx
x

MMQ = -
x y

∂∂
∂ ∂

  

)۳۴(          
2 2

o 2 2x
w wM = - +

x y
D

⎛ ⎞
ϑ⎜ ⎟⎜

∂

∂⎝

∂′
⎟∂ ⎠

  

xyM  ۳۵( و از معادلـه      اسـت  يچـش يلنگر پ ) ۳۳(ادله   در مع (

  :ديآ يدست م هب

)۳۵(             ( ) o

2

xy D wM = 1-
x y

ϑ
∂

′
∂

∂
  

و جايگــذاري در ) ۳۵(و ) ۳۴(گيــري از معــادلات  بــا مــشتق

 :شود ير توسعه داده ميشکل ز به) ۳۶(، معادله )۳۳(معادله 

)۳۶(  
3 3

x xy2ox 3
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 يازا   را به  ي خطوط گره  ي و نيروها  ها  مکانتوان تغيير   يحال م 

ارائه ) ۳۸(و  ) ۳۷(شکل معادلات    ، در قالب بردار، به    nهر مود 

 :كرد

)۳۷(          { } { }T
n 1n 1n 2n 2nd = θ , w ,θ , w  

)۳۸(       { } { }T
n 1n 1n 2n 2np = M ,Q ,M ,Q  

در ) ۲۸(له  از معاد  w با جايگذاري تابع تغييرمکاني عمود بر صفحه      

ــگ و بهــره) ۳۶(و ) ۳۴(معــادلات  ، )۳۲(و ) ۳۱ (معــادلات از يري

 :آيند دست مي هب) ۴۰(و ) ۳۹(شکل معادللات   فوق،  بهيبردارها

)۳۹(  { } { }( )n nik y -ik y iωt
n nd = d e - e e  

)۴۰(  { } { }( )n nik y -ik y iωt
n np = p e - e e  

}که   }nd و  { }npبهmnA      و ) ۴۱ (معادلات وابسته بوده و در

 :شوند يارائه م) ۴۲(
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ــردار ضــرايب  ــا حــذف ب }ب }nA ــادلات ، )۴۲(و ) ۴۱( از مع
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 ي گره ـ ياه ـ  رمکـان يي با بـردار تغ    ي گره يروهايارتباط بردار ن  

 :ديآ يدست م هب) ۴۳ (طبق معادله

)۴۳(  { } [ ]{ }n n np = S d  

]به طـوري کـه     ]nS            مـاتريس سـختي دينـاميکي دقيـق نـوار ،

  :شود يحاصل م) ۴۴(ام، از معادله n محدود ورق براي مود

)۴۴(  [ ] [ ] 1
n y nS n X −⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

[ ]nS          کـه داراي    اسـت  ماتريس سختي دقيق حـاکم بـر ورق 

هاي اين ماتريس توابعي صـحيح    درايه. هاي حقيقي است    درايه

، خواص ماده و ابعـاد      YNو xNصفحه  ، نيروهاي درون  ωاز  

با ترکيب ماتريس سختي هر نـوار، در يـک          . دهستننوار ورق   

ماتريس کلي، ماتريس سـختي دقيـق يـک ورق ناهمـسان در             

بررسـي ارتعـاش آزاد ورق بـا حـل          . آيد  دست مي  هضخامت ب 

  .شود  ممکن ميωو استخراج مقادير ويژه) ۴۵(معادله ويژه 

)۴۵(  ( )nDet S ω = 0⎡ ⎤⎣ ⎦  

 
  عددينتايج  -۶

  کليات-۶-۱

اي    مورد بحث، برنامه   نظريهبراي استخراج نتايج عددي از      

سـازي شـرايط مختلـف      تهيه شده، کـه قابليـت مـدل       اي  رايانه

هـاي ميـاني و نيروهـاي         گاه  ها از نظر شرايط مرزي، تکيه       ورق

. سـت توسـعه يافتـه، دارا    نظريـه   ي    صفحه را در محدوده     درون

ک مـسئله ارتعـاش آزاد      ي ـژه  ي و در بردارنده توابع  ) ۴۵(معادله  

يعنــي ئله، بــا حــل ايــن معــادلات، مقــادير ويــژه مــس. اســت

در حالـت   . آينـد   دسـت مـي    ههاي ارتعاش آزاد ورق ب      فرکانس

کلي، اين معـادلات توابـع ضـمني از مقـادير ويـژه بـا تعـداد                 

هـاي مـورد تحليـل،        افزايش تعداد دهانه  . هستندجملات زياد   

تر شـدن     ورق و در پي آن پيچيده     موجب افزايش تعداد نوارها     

، الگوريتمي مـؤثر بـراي      اي  رايانهدر برنامه   .  شود  توابع ويژه مي  

 ئلهاستخراج سريع و دقيـق مقـادير ويـژه از توابـع ويـژه مـس               

  .طراحي شده است

تاييد صحت و کارايي روش براي هايي  در اين بخش، مثال  

. ودش ـ  هـا ارائـه مـي       نوار محدود دقيق در تحليل ارتعاش ورق      

 نتـايج، بيـشتر نتـايج       كـردن سازي و قابل قيـاس        براي يکسان 

در عـين حـال، بـراي       . شـود   عد ارائه مـي   ب  يصورت ب  عددي به 

لاً مشخصات مـواد    يها، ذ   ن ورق ياطلاع از مشخصات مصالح ا    

 تشکيل دهنده ورق ناهمسان در ضخامت، مرکـب از دو           ينوع

 ينيي و پا  ييترتيب در سطح بالا    ماده زمينه سراميک و فلز که به      

  :]٢٦[شوند  ، ذکر مياند ورق قرار گرفته

  با مشخصات) ايرکونينا و زيآلوم(ها  سراميک

  ( )
( ) ( )

2 3
3

Alumina Al O

E = 380 Gpa , = 0.3,ρ= 3800 kg mϑ
  

 ( )
( ) ( )

2
3

Zirconia ZrO

E = 200 Gpa , = 0.3,ρ= 5700 kg mϑ
 

  با مشخصات) وم و فولادينيآلوم(و فلزها 

  

  

( )
( ) ( )3

Aluminum Al

E = 70 Gpa , = 0.3,ρ= 2702 kg mϑ
  

  
( )

( ) ( )3

Steel St

E = 200 Gpa , = 0.3,ρ= 7800 kg mϑ
 

معادلـه  متغيرهاي بدون بعد مورد اسـتفاده در ايـن بخـش، در             
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Lعــد ورق در جهــت محــور بy ، b بعــد ورق در جهــت 

، Ω.  ضـخامت ورق اسـت     hو  ) يگاه مفـصل    هيتک (xمحور

 ـ مقدار . اسـت ، ωشـده فرکـانس ارتعـاش آزاد ورق،    بعـد   ي ب

، که  است ورق   يي براي مواد قرار گرفته در سطح بالا       tانديس

 و xk. گيرند طبق قرارداد، مواد سراميکي در اين سطح قرار مي 

yk  هستند که علامت    صفحه  بعد نيروهاي درون    يز مقادير ب  ي ن 

 ـ ن يمعنـا    به ها آن يمثبت برا   ي، و علامـت منف ـ    ي کشـش  يروي

ــب ــانگر ني ــشاريروي ــت ي ف ــشي ورق  0D.اس ــختي خم  س

، که  است ايزوتروپيک همگن معادل از جنس ماده سطح بالايي       

  :شود حاصل مي) ۴۷(از معادله 
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هـاي سينوسـي در    موج  در نتايج، بيانگر تعداد نيم    nعدد طبيعي 

براي نمايش شـرايط    . است به هنگام ارتعاش     yراستاي محور 

هاي پيرامـوني ورق، از چهـار حـرف بـزرگ             گاهي در لبه    تکيه

طبق قـرارداد، حـرف     . شود  چهار لبه ورق استفاده مي    لاتين در   

به صورت پـاد    اول مربوط به لبه سمت چپ بوده و از اين لبه            

بـه عنـوان مثـال؛ علامـت        . شـود   گذاري انجام مي    نامساعتگرد  

CSGF    هـاي گيـردار       گـاه   هي ـ معرف ورقي با تک( )C   سـاده ،

( )Sساده ،( )S و آزاد ( )F ۶( است شکل.(  

در اين بخش، ابتدا فرکانس ارتعاش آزاد ورق چهار طرف          

شود و بـا نتـايج        ي م يک بررس يمفصل ايزوتروپيک و ارتوتروپ   

 کلاسيک ورق به حـل دقيـق ارتعـاش          نظريه که از    ]٢٩[ردي  

شـود؛ تـا صـحت     يسه م ـي ـها را انجـام داده، مقا  ن ورقيآزاد ا 

سـپس  . ت شود ن حالت ساده اثبا   يشده براي ا    الگوريتم نوشته 

تم حـل آن    يق و الگور  يد اعتبار روش نوار محدود دق     يي تأ يبرا

هاي ناهمسان در ضخامت نازک، فرکـانس ارتعـاش     براي ورق 

 ـن مقا ار محقق ـ يها با نتايج سا     ن ورق يآزاد  ا   در . شـود   يسه م ـ ي

ن روش دقيق در تحليل    ي چند مثال، قابليت ا    ي  رائهاز با   يادامه ن 

 مختلف و   يگاه  هيط تک ي با شرا  هاي ناهمسان در ضخامت     ورق

  .شود ي مي، بررسياني ميها گاه هيا با حضور تکي

  

 ورق ايزوتروپيک و ارتوتروپيـک چهـار طـرف       -۶-۲

  مفصل

براي بررسي صحت الگوريتم نوشته شـده بـه روش نـوار            

 يها  ن قسمت به بررسي ارتعاش آزاد ورق      يمحدود دقيق، در ا   

ــدول   ــسبت م ــا ن ــک ب ــک و ارتوتروپي ــسيتهايزوتروپي   الاستي

1 2E E  ي، نتايج برا  )۱(در جدول   . شود  ي، پرداخته م  =3,10

 αهاي مختلـف      با نسبت  SSSS چهار طرف مفصل   يها  ورق

0.02β يازا و بـه   کــه بـه حـل دقيــق   ]۲۹[، بـا نتـايج ردي  =

 کلاسـيک ورق    نظريـه   ها با اسـتفاده از        ن ورق يارتعاش آزاد ا  

ک يــزوتروپيخــواص مــصالح ا. شــود  مــيپرداخــت، مقايــسه

ــارت ــد ازا عب 3Eن 206.8GPa, 7800kg m= ρ ــق . = تطبي

کامل نتايج روش نوار محدود با نتايج ردي به دليـل آن اسـت             

که، در هر دو تحقيق، معادله ديفرانسيل حاکم بر ارتعـاش آزاد            

  .صورت دقيق حل شده است ورق نازک به

  

گـاهي    يط تکيه  با شرا    ورق ناهمسان در ضخامت    -۶-۳

 چهار طرف مفصل

در ايــن مثــال، ارتعــاش آزاد ورق ناهمــسان در ضــخامت 

گـاهي چهـار طـرف مفـصل           با شرايط تکيه   ي مربع ي دهانه  تک

مصالح ورق مرکب از ماده سـراميکي آلومينـا         . شود  ي م يبررس

( )2 3Al O        و ماده فلـزي آلومينيـوم ( )Al  کـه مـدول      اسـت؛ 

ف شـده در  ي تعريصورت تابع توان    ته آن، به  يته و دانس  يسيالاست

حـل ارتعـاش آزاد ايـن       . کند  ير م ييدر ضخامت تغ  ) ۱(معادله  

 ـ      انجـام  يورق تنها با يک نـوار ورق و دو درجـه آزادي دوران

در واقع در روش نوار محدود دقيق، براي رسيدن بـه           . شود  مي

هـا نيـست؛ چـرا کـه تـابع       جواب دقيق نيازي به افـزايش نوار      

تغييرمکان دقيق بوده و از حـل معادلـه ديفرانـسيل حـاکم بـر               

، مقادير بدون بعد    )۲(در جدول   . آيد  دست مي  هارتعاش ورق ب  

 شـامل   βهاي مختلـف    فرکانس ارتعاش آزاد ورق براي نسبت     

تغييـرات مـواد در ضـخامت       . شـود    ارائه مي  ۲/۰ و   ۱/۰،  ۰۵/۰

شود؛ توان حجمي بـر        بيان مي  cVوسط پارامتر توان حجمي     ت

هاي مختلفي را براي توزيـع مـواد           تابع pحسب تغيير پارامتر    

 pدر اين مثال براي مقادير مختلـف       . کند  در ضخامت پيدا مي   

ــامل  ــاش آزاد ورق  ∞و ۱۰، ۴، ۱، ۵/۰، ۰ش ــانس ارتع ، فرک

عد محاسبه شده از روش نوار      ي  فرکانس بي . محاسبه شده است  

مي و   هاش يني، حس ]۳۳[ ق، با نتايج ژائو و همکاران     يمحدود ق 

سه ي ـمقا) ۲(در جدول   ] ۳۶[ و ماتسوناگا    ]٢٦ و ۲۴[همکاران  

 برشـي مرتبـه اول را بـا         نظريه   ]۳۳[ ژائو و همکاران  . شود  يم

هاي ناهمسان در     براي تحليل ورق  جزء  ه از روش بدون     استفاد

 ]٢٦ و ۲۴[ هاشمي و همکـاران  ينيحس. کار بردند هضخامت ب

هـاي    ک روش حـل دقيـق، ارتعـاش آزاد ورق         ي ـبا استفاده از    
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)1عد ورق ب  بييفرکانس اصل - ١جدول  )Ωک و ارتوتروپيک با شرايطيزوتروپيعي همگن ا ورق مربي برا  

) و مدول الاستيسيته αهاي مختلف  گاهي چهار طرف مفصل و نسبت  تکيه 0.02)β = 

1 کيزوتروپيا 2E / E 3= 1 2E / E 10= b / Lα =  

[29]  حاضر مرجع [29]  حاضر مرجع[29] اضرح   مرجع

۵/۰ ٠٠٠٩٤٦١/٠ ٠٠٠٩٤٦١/٠ ٠٠٠٥٥٥٠/٠ ٠٠٠٥٥٥٠/٠ ٠٠٠٣٦١٨/٠ ٠٠٠٣٦١٨/٠ 

٠٠٠٢٦٥٧/٠ ٠٠٠٢٦٥٧/٠ ٠٠٠١٨٣٨/٠ ٠٠٠١٨٣٨/٠ ٠٠٠١٤٤٧/٠ ٠٠٠١٤٤٧/٠ ٠/١ 

٠٠٠١٤٦٢/٠ ٠٠٠١٤٦٢/٠ ٠٠٠١١٨٥/٠ ٠٠٠١١٨٥/٠ ٠٠٠١٠٤٥/٠ ٠٠٠١٠٤٥/٠ ٥/١ 

٠٠٠١٠٨٤/٠ ٠٠٠١٠٨٤/٠ ٠٠٠٠٩٧١/٠ ٠٠٠٠٩٧١/٠ ٠٠٠٠٩٠٥/٠ ٠٠٠٠٩٠٥/٠ ٠/٢ 

٠٠٠٠٩٣١/٠ ٠٠٠٠٩٣١/٠ ٠٠٠٠٨٧٧/٠ ٠٠٠٠٨٧٧/٠ ٠٠٠٠٩٠٤/٠ ٠٠٠٠٩٠٤/٠ ٥/٢ 

٠٠٠٠٨٥٥/٠ ٠٠٠٠٨٥٥/٠ ٠٠٠٠٨٢٨/٠ ٠٠٠٠٨٢٨/٠ ٠٠٠٠٨٠٣/٠ ٠٠٠٠٨٠٣/٠ ٠/٣ 

  

- مرتبـه اول ريزنـر     ي برش ـ نظريـه   ناهمسان در ضخامت را با      

 و ي عدديز به روش ين] ۳۶[ماتسوناگا  . كردند تحليل   ۱۱ميندلين

 ـ مرتبـه بـالاتر، ارتعـاش آزاد ا        ي برش ـ نظريه   با هـا را    ن ورق ي

  . استكرده يبررس

قابل مشاهده هـست، در ورق      ) ۲(طور که در جدول       همان

)نازک   )0.05β  با  يار خوب يق بس يق حاضر، تطب  يج تحق ي، نتا =

ق ين تحق يج ا يش ضخامت، نتا  يبا افزا . ن دارد ار محقق يج سا ينتا

 کلاسـيک ورق،    نظريـه ؛ چرا که    رديگ  ير مراجع فاصله م   يبا سا 

 نـوار محـدود     يسـاز    توسعه فرمـول   يکه در مقاله حاضر مبنا    

هـاي نـسبتاً       مناسبي براي تحليل ورق    نظريه  ق بوده است،    يدق

 مبتني بر فـرض      کلاسيک ورق  نظريه   .نيستم  يم و ضخ  يضخ

 اعتبار اين فرض    صفحه بوده و    عمود ماندن مقطع ورق بر ميان     

 β با زيـاد شـدن       لذا. يابد  ق کاهش مي  ربا افزايش ضخامت و   

 کلاسيک در محاسبه فرکانس ارتعاش آزاد ورق        نظريه  يي  اکار

هـاي ديگـري از جملـه     نظريـه  پايين آمده و بايد با استفاده از        

ست از   برشي مرتبه اول يا مراتب بالاتر به تحليل اين د          نظريه  

  .ها پرداخت ورق

ــاش آزاد   ــانس اول ارتع ــش فرک ــش ــسان ي ک ورق ناهم

دهانه چهار طرف مفصل، بـا مشخـصات          وم تک ينيآلوم-نايآلوم

L 0.5m=  ،1α =،0.05β p و   = نشان ) ۷(، در شکل    =4

)ن شــکل، تغييــراتيــدر ا. داده شــده اســت )nDet S ω⎡ ⎤⎣  در ⎦

 مقــادير مختلــف يازا  بــهiωمقيــاس لگــاريتمي بــر حــسب 

. دهـد   ن ورق نـشان مـي     ي ـ ا ي، را بـرا   nهاي سينوسي،   موج  نيم

ــه در آن  ــاطي کــ ) نقــ )( )( )nLog ABS Det S ω⎡ ⎤⎣ ــه  ⎦ بــ

هـاي ارتعـاش آزاد       کنـد، همـان فرکـانس       ميـل مـي   ∞−سمت

علت ترسيم دترمينـان مـاتريس سـختي در         . هستند،  iωورق،

صـورت    هاي دترمينان به    مقياس لگاريتمي، رؤيت حدود ريشه    

البته در الگوريتم نگاشـته شـده       . واضح و قابل تشخيص است    

هـا در     ، از مقـادير تقريبـي ريـشه       ها  براي استخراج دقيق ريشه   

نمودار لگاريتمي تنها بـه عنـوان حـدس اوليـه جـواب بـراي               

 .شود استخراج فرکانس دقيق استفاده مي

 y تعداد مـشخص نـيم مـوج سينوسـي در جهـت            يازا  به

( )n ارد شمار ريشه براي دترمينان ماتريس سختي وجود د         ، بي

هاي ارتعاش آزاد ورق در مودهـاي مختلـف    که همان فرکانس 

، در محـدوده فرکـانس از صـفر تـا           )۷(در شکل   . اند  ارتعاشي

نـان مـاتريس سـختي      يهـاي دترم    ه، ريـشه  يان بر ثان  ي راد ۲۵۰۰
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)1دعب  بيي فرکانس اصل- ٢جدول  )Ωچهار طرف مفصلدهانه مربعي  ، براي ورق ناهمسان در ضخامت تک  

( h / L)β = 
 p يتابع توان  روش

  ١٠ ٠/٤ ٠/١ ٥/٠  ٠/٠ ∞ 

 ٠٠٧٦/٠ ٠٠٩٥/٠ ٠٠٩٩/٠ ٠١٤٤/٠ ٠١٢٨/٠ ٠١٤٩/٠ حاضر ٠٥/٠

 [33]  − ٠٠٩٣/٠ ٠٠٩٧/٠ ٠١١٢/٠ ٠١٢٤/٠ ٠١٤٦/٠  .مرجع

 [24] . مرجع  ٠٠٩٦/٠ ٠١٠١/٠ ٠١١٥/٠ ٠١٢٨/٠ ٠١٤٨/٠ − 

 [26] . مرجع  ٠٠٩٤/٠ ٠٠٩٨/٠ ٠١١٣/٠ ٠١٢٥/٠ ٠١٤٨/٠ − 

        

 ٠٣٠٠/٠ ٠٣٨٠/٠ ٠٣٩٦/٠ ٠٤٥٥/٠ ٠٥٠٦/٠ ٠٥٩٧/٠ حاضر ١/٠

 [33] . مرجع  ٠٣٧٩/٠ ٠٣٥٩/٠ ٠٣٧٦/٠ ٠٤٣٥/٠ ٠٤٨٢/٠ ٠٤٨٢/٠ 

 [24] .مرجع  ٠٢٩٤/٠ ٠٣٦٣/٠ ٠٣٨٣/٠ ٠٤٥٥/٠ ٠٤٩٢/٠ ٠٥٧٧/٠ 

 [26] . مرجع  ٠٢٩٣/٠ ٠٣٦٦/٠ ٠٣٨٥/٠ ٠٤٤٢/٠ ٠٤٩٠/٠ ٠٥٧٧/٠ 

 [36] . مرجع  ٠٢٩٣/٠ ٠٣٦٤/٠ ٠٣٨١/٠ ٠٤٤٣/٠ ٠٤٩٢/٠ ٠٥٧٧/٠ 

        

 ١٢١٦/٠ ١٥٢٤/٠ ١٥٨٥/٠ ١٨٢٢/٠ ٢٠٢٢/٠ ٢٣٨٩/٠ حاضر ٢/٠
	

[33] . مرجع  ١٠٧٥/٠ ١٣٠٤/٠ ١٣٧١/٠ ١٦٥٠/٠ ١٧٥٧/٠ ٢٠٥٥/٠ 
	

[24] . مرجع  ١٠٧٥/٠ ١٣٠٤/٠ ١٣٧١/٠ ١٦٥٠/٠ ١٨٠٦/٠ ٢١١٢/٠ 
	

[26] . مرجع  ١٠٧٦/٠ ١٣٢٤/٠ ١٣٩٧/٠ ١٦٣١/٠ ١٨٠٥/٠ ٢١١٢/٠ 
	

[36] . مرجع  ١٠٧٧/٠ ١٣٠٦/٠ ١٣٨٣/٠ ١٦٤٠/٠ ١٨١٩/٠ ٢١٢١/٠ 

  

nيازا  به ترين ريشه،   کوچک.  قابل مشاهده است   =1,2,3

کــانس اول ارتعــاش آزاد بــوده و فرکــانس اصــلي يــا فر

  ترتيــب فرکــانس هــاي بعـدي از نظــر بزرگــي، بـه   ريـشه 

ــه بعــد  ــانس ارتعــاش آزاد . هــستندمودهــاي دوم ب فرک

nن شکل، بـا نمـاد       ي مختلف در ا   يمودها
iω    نـشان داده 

 بـوده   کننده شماره مود مورد نظـر       اني، ب iشده است؛ که    

 يبـرا . اسـت  y محور ي در راستا  ها  موج  مي ، تعداد ن   nو

2مثال  
3ω م مـوج در    ي دو ن  يدهنده مود سوم و دارا      ، نشان

در ايـن مثـال، ورق در مودهـاي         . است y محور يراستا

موج در راستاي    دوم و پنجم ارتعاش داراي يک نيم      اول،  

) yمحور  )n  دو ي، و در مودهاي سوم و چهارم دارا=1

)نيم موج  )n ن ورق در مود ششم، سه ي هستند؛ همچن  =2

)نيم موج  )n . کنـد    تجربه مـي   yر   را در راستاي محو    =3

مودهاي ارتعاشـي بعـدي نيـز بـه همـين صـورت قابـل               

  .اند حصول
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دهانه با شـرايط       تک   ورق ناهمسان در ضخامت    -۶-۴

   مختلف يگاه هيتک

هـاي ناهمـسان    هاي مختلف از ورق     در اين قسمت، حالت   

دهانـه، از لحـاظ شـرايط مـرزي، نيروهـاي            در ضخامت تـک   

  شـکل  . گيـرد   صفحه و ابعاد ورق مورد تحليل قـرار مـي          درون

در ) يمفـصل (هـاي سـاده       گاه  ورقي ناهمسان با تکيه   ) الف-۸(

در . دهـد    را نـشان مـي      صفحه   درون يروهاي، تحت ن  xراستاي

ط ين ورق بـا شـرا   ي ـبعـد ا     بـي  يهاي اصل   ، فرکانس )۳(جدول  

يک سـر گيـردار، و دو       -اده دو سر ساده، يک سر س      يگاه  هيتک

ــرا yســر گيــردار در امتــداد محــور  ر مختلــف ي مقــادي، و ب

فرکانس .  و ابعاد ورق ارائه شده است      يا  صفحه   درون يروهاين

تـرين فرکـانس محاسـبه شـده از        ارتعاش آزاد، کوچـک    ياصل

حداقل نوارهاي مورد نيـاز در ايـن روش،         . است) ۴۵(معادله  

عدادي است که درجات آزادي خطـوط گرهـي آنهـا بتوانـد             ت

. كنــد هوردا را بــرyگــاهي در راســتاي محــور  شــرايط تکيــه

گونه که پيشتر ذکـر شـد، در روش نـوار محـدود دقيـق                 همان

لـذا  . افزايش تعداد نوارها منجر به دقـت بيـشتر نخواهـد شـد         

، تنها به يک نوار ورق بـا دو درجـه آزادي            SSSSبراي حالت 

ــکل اســت،دورانــي در دو انتهــا، نيــاز    ؛ بــراي )ب-۸( ش

، يک نوار ورق و تنها يک درجه آزادي دوراني          SSCSشرايط

ــکل    ــت شـ ــاده، لازم اسـ ــاي سـ ــراي )ج-۸(در انتهـ ؛ و بـ

رجـه آزادي در امتـداد    بـا دو نـوار ورق و دو د     CSCSحالت

   شـکل  ،فصل مـشترک آنهـا يکـي دورانـي و ديگـري انتقـالي             

  .توان به نتايج دقيق دست يافت ، مي)د-۸(

ــدول   ــدرج در جـ ــايج منـ ــسبت  ) ۳(نتـ ــه نـ ــراي سـ بـ

0.3,1,3.333α ــه= 0.05β يازا  و ب ــده = ــبه ش ــد  محاس . ان

صفحه شامل، ورق     ن نيروهاي درو  يهمچنين، سه وضعيت برا   

)بــدون نيــرو  )x yk k 0.0= ، ورق بــا نيــروي کشــشي در =

) xامتداد  )x yk 4.0,k 0.0= هـاي   ، و ورق تحت نيـروي =

 ي و فـــــشاري در راســـــتا xکشـــــشي در امتـــــداد  

y( )x yk 4.0,k 1.5= = تـابع مـواد    . اند   مدنظر قرار گرفته   −

)در ضخامت برحسب توان حجمي       )p . کنـد   ، تغييـر مـي    =4

ش نيروهـاي محـوري     يرود بـا افـزا      طور کـه انتظـار مـي        همان

، فرکــانس ارتعــاش آزاد ورق ناهمــسان در ضــخامت يکشــش

د حاصـل از     ارتعـاش آزا   يهـا   ر فرکانس يمقاد. يابد  افزايش مي 

تواند مبنايي براي سـنجش دقـت         روش نوار محدود دقيق، مي    

هـاي    هاي عددي مورد استفاده بـراي ارتعـاش آزاد ورق           روش

  .نازک، قرار گيرد

  

  هاي مياني گاه  با تکيه  ورق ناهمسان در ضخامت-۶-۵

در اين بخش، ارتعاش آزاد ورق ناهمسان در ضخامت بـا           

هاي مختلـف توزيـع مـواد در          هاي مياني، براي نسبت     گاه  تکيه

هـاي    يـک ورق بـا لبـه      ) ۹(شـکل   . شـود   يضخامت مطالعه م  

، کـه   yگاه مياني موازي با محـور         پيراموني ساده و با سه تکيه     

. دهـد   اند را نشان مـي      م کرده ي تقس يورق را به چهار پانل مربع     

انـد؛ و بـدون      چين نمايش داده شـده      هاي مياني با خط     گاه  تکيه

 را يرمکـان جـانب  يي، تغكننـد  يريکـه از دوران ورق جلـوگ       نيا

حل ارتعاش آزاد اين ورق به روش دقيـق، تنهـا       . کنند  يصفر م 

هر نوار  . با چهار نوار ورق و پنج درجه آزادي امکانپذير است         

گاه قـرار دارد      ورق شامل بخشي از ورق است که بين دو تکيه         

با اين تعـداد نـوار      . اند   گرهي و درجات آزادي، دوران خطوط    

محدود و درجه آزادي، ورق پيوسته مـورد نظـر، آزادي عمـل             

هـاي پيرامـوني و       گـاه   لازم براي ارتعاش در شرايطي که تکيـه       

صورت ساده هستند را دارد و افزايش نوارها بـيش از             مياني به 

، )۴(جـدول   . اين تعداد، به افزايش دقت منجـر نخواهـد شـد          

 شـش فرکـانس اول ارتعـاش، بـراي ورق           عـد بمقادير بـدون    

گـاه ميـاني      فولاد بـا سـه تکيـه       -نايناهمسان در ضخامت آلوم   

ن جـدول، اعـداد درون پرانتـز،    ي ـدر ا. دهـد  موازي را ارائه مي 

 به هنگـام ارتعـاش      yهاي سينوسي در راستاي       موج  تعداد نيم 

 وضعيت نيروهـاي    ج براي سه  ي، نتا )۴-۶(مشابه بخش   . هستند

0.02β يازا صفحه و به درون   .اند  استخراج شده=

)ک  يزوتروپيبراي ورق همگن ا    )p =  و فاقد نيروهاي    ∞

ــشايي )غ )x yk k 0.0= ــايج   = ــا نت ــر ب ــايج روش حاض ، نت

   که از روش گالرکين براي تحليل ]۳۲[پور و همکاران  سعادت
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  تلف گاهي مخ ها و شرايط تکيهxگاهي مفصلي در امتداد موازي با محور  دهانه تحت شرايط تکيه ورق تک) الف- .۸شکل 

  گيردار- گيردار) گيردار د-مفصلي) مفصلي ج-مفصلي) ب: ترتيب بهدر راستاي ديگر 

  

  

  

  

  

  ]٣٤[هاي پيراموني ساده هاي مياني و لبه گاه  ورق با تکيه-۹شکل 

  

سه يهاي مياني استفاده کردند، مقا      گاه  با تکيه   ارتعاش آزاد ورق  

 ارتعاش آزاد   يها  ن صحت و دقت فرکانس    يشده است؛ همچن  

کلاسـيک ورق و بـه روش       نظريـه    که از    ]۳۴[ با نتايج حاتمي  

ــق، ا  ــدود دقي ــوار مح ــاش ورقن ــا   رتع ــک ب ــاي ايزوتروپي ه

در .  شـده اسـت    يابي ـ، ارز كردنـد ل  يهاي مياني را تحل     گاه  تکيه

)حالت ورق ناهمسان در ضخامت     )p ، مودهـاي اول تـا      =4

موج سينوسي را در راسـتاي        چهارم، در زمان ارتعاش، يک نيم     

موج در    مود پنجم و ششم، دو نيم     کنند؛ اما      تجربه مي  yمحور  

اولـين مـود ارتعاشـي ورق، ماننـد         . اين راستا خواهند داشـت    

اولين مود يک ورق مربعي چهار طرف مفصل بوده که در هـر             

  .کند موج سينوسي را تجربه مي دو راستا يک نيم

  

 گيري نتيجه-۷
کلاسيک ورق، تحليـل  نظريه در مقاله حاضر، با استفاده از  

هاي ناهمسان در ضـخامت نـازک بـه روش            ورقارتعاش آزاد   

بـراي تحليـل دقيـق ايـن      . نوار محدود دقيق انجام شده اسـت      

جـاي تـار     ها، در ابتدا با استفاده از تار مرجـع جديـد بـه              ورق

صـفحه در     صفحه و بـرون     هاي درون   مياني، درگيري تغييرمکان  

ل حـاکم بـر ارتعـاش ورق حـذف شـده؛ و          يفرانسيمعادلات د 
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)بعد شده  فرکانس اول بي شش- ٤جدول  )Ω 0براي ورق ناهمسان در ضخامت نازک / 05β ، که yگاه مياني موازي محور   با سه تکيه=

  )٩(مربوط به مثال شکل  ،کنند ورق را به چهار پانل مربعي تبديل مي

  شماره فرکانس

6th  5th  4th  3rd  2nd  1st 
yk  xk  p  

٠/٠ ٠/٠ ٠٠١٢١/٠ ٠٠١٢٧/٠ ٠٠١٤٣/٠ ٠٠١٦٦/٠ ٠٠٣٠١/٠ ٠٠٣٠٣/٠ ∞  
  مرجع [32]

 مرجع [34] ∞ ٠/٠ ٠/٠ ٠٠١٢١/٠ ٠٠١٢٨/٠ ٠٠١٤٥/٠ ٠٠١٦٦/٠ ٠٠٣٠٣/٠ ٠٠٣٠٣/٠

          

٠٠١٢١/٠ ٠٠١٢٨/٠ ٠٠١٤٥/٠ ٠٠١٦٦/٠ ٠٠٣٠٣/٠ ٠٠٣٠٣/٠ 

(n=2)  (n=1)  (n=1)  (n=1)  (n=1)  (n=1) 
٠/٠ ٠/٠ ∞ 

٠٠١٤٣/٠  ٠٠١٥٠/٠  ٠٠١٧١/٠  ٠٠١٨٠/٠  ٠٠٣٥٦/٠  ٠٠٣٦١/٠ 

(n=2)  (n=2)  (n=1)  (n=1)  (n=1)  (n=1) 
٠/٤  ٠/٠  ٠/٠ 

٠٠٢٢٧/٠  ٠٠٢٣٧/٠  ٠٠٢٤٦/٠  ٠٠٢٧٤/٠  ٠٠٣٩٨/٠  ٠٠٤٠٣/٠ 

(n=2)  (n=2)  (n=1)  (n=1)  (n=1)  (n=1) 
٠/٤ ٠/٤  ٠/٠ 

٠٠١٩٩/٠  ٠٠٢٠٧/٠  ٠٠٢٢٨/٠  ٠٠٢٥٢/٠  ٠٠٣٣٤/٠  ٠٠٣٤٠/٠ 

(n=2)  (n=2)  (n=1)  (n=1)  (n=1)  (n=1) 
٠/٤  ٠/٤  -٥/١ 

 حاضر

  

حه ورق ناهمـسان،    معادله حـاکم بـر ارتعـاش خـارج از صـف           

. صفحه، استخراج شده است     مستقل از معادلات ارتعاش درون    

 دو لبـه    يط مـرز  ي توسعه روش نوار محدود دقيـق، شـرا        يبرا

 فرض يصورت مفصل  به) xدر راستاي محور    ( از ورق    يمواز

؛ لـذا تـابع     اند   دلخواه يط مرز ي شرا يگر دارا ي د يها  شده و لبه  

.  اسـت  ينوس ـيشکل توابع س   ، به yمکان ورق در راستاي     رييتغ

 نوار محـدود، از مجمـوع توابـع    يم ورق به تعداد  يبعد از تقس  

، اسـتفاده   xرمکان در راستاي محـور      يي محاسبه تغ  ينمايي برا 

نتخـاب   ا يا  گونـه   ن توابع بـه   ي ا يها  ب و توان  يشود؛ و ضرا    يم

ق ي ـرمکان نوار محدود، منطبق بر حـل دق       ييشوند که تابع تغ     يم

رمکان يي از تابع تغ   يريگ  با بهره . ل ارتعاش باشد  يفرانسيمعادله د 

 يروهـا ي و بـردار ن    ي خطـوط گره ـ   يها  رمکانييق، بردار تغ  يدق

س ين دو بردار، ماتري محاسبه شده؛ و از ارتباط ا     يخطوط گره 

 به حل يابي دستيبرا. شود يق نوار محدود حاصل م   ي دق يسخت

 ـ ن ي نـوار محـدود و درجـه آزاد        يق، تنها به تعداد اندک    يدق از ي

 مسئله مدل شـوند؛ کـه     يط مرز ي که شرا  يزاني به م  يعنياست؛  

 ـا بــا . شـود   يت موجـب کـاهش حجــم محاسـبات م ـ   ي ـن مزي

 يس سـخت  ي محدود، ماتر  ي نوارها يس سخت يکردن ماتر   سرهم

 ـنان ا يدترم. ديآ  يدست م  هکل ب   از  ي ضـمن  يس، تـابع  ي مـاتر  ني

 يهــا تمي؛ لــذا الگــوراســت ارتعــاش آزاد ورق يهــا فرکــانس

 يهـا    اسـتخراج فرکـانس    يژه، بـرا  ي ـر و ياستاندارد حـل مقـاد    

ژه ي ـ و يتميجـه الگـور   يستند؛ در نت  يارتعاش آزاد قابل استفاده ن    

  . کار گرفته شد هها ب ن فرکانسي محاسبه ايبرا

 ـ   هاي اين روش، مي     از توانايي  کـردن شـرايط      ه مـدل  توان ب

ــه ــداد محــور   تکي ــ و نyگــاهي مختلــف در امت هــاي  ز ورقي

 يهاي مياني با اسـتفاده از تعـداد معـدود           گاه  چنددهانه با تکيه  

ن روش، فرکانس يج ايق نتاي تصديبرا. نوار محدود اشاره کرد 

ــاش آزاد ورق ــن و ورق  ارتع ــاي همگ ــا ه ــاهمگن در يه  ن

گاهي مختلف محاسبه شده و با نتـايج           شرايط تکيه  ضخامت با 

ن از  ار محقق ـ يدر مـواردي کـه سـا      . موجود مقايسه شده است   
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ک ورق براي محاسبه فرکـانس      يکلاسنظريه  تحليل دقيق و از     

. انـد   اند؛ نتايج کاملاً بـر هـم منطبـق          ارتعاش آزاد استفاده کرده   

نـوع،  ل مـسائل مت  يت روش نوار محدود در تحل     يان قابل ي ب يبرا

 ناهمسان در ضـخامت بـا چنـد    يها  از ارتعاش ورقييها  مثال

ــترک ــرامي ــواد س ــزيکيب از م ــا حــضور ني و فل ــاي، ب  يروه

 مختلف، ارائه   ياني و م  يراموني پ يط مرز يصفحه و با شرا    درون

  . شده است

ــان  ــ هم ــار م ــه انتظ ــه ک ــزا يگون ــا اف ــاي يرود، ب ش باره

مـسان در   صفحه کششي، فرکانس ارتعـاش آزاد ورق ناه         درون

، فرکانس ارتعاش آزاد ورق     ياز طرف . يابد  ضخامت افزايش مي  

که به   (y محور   ي مواز يها  در لبه ها    گاه  هي تک يش سخت يبا افزا 

ردار ي ـگ- سـاده  ،SSSS ساده-ساده: ند از ا   عبارت يب سخت يترت

SSCS ردار ي گ-رداري و گCSCS (از آنجـا کـه   . شـود  يشتر ميب

 توسـعه نـوار     يک ورق، بـرا   يکلاس ـنظريـه   ق از   ي ـن تحق يدر ا 

ج حاصــل از آن در يق اســتفاده شــده اســت؛ نتــايــمحــدود دق

ش ضـخامت   ي نازک معتبر اسـت؛ و بـا افـزا         يها  محدوده ورق 

ن مطالعه کاسـته    ي محاسبه شده در ا    يها  ورق، از دقت فرکانس   

  .شود يم

 
  نامه واژه

1. functionally graded material 
(FGM) 

2. Ritz 
3. Galerkin 
4. angle-ply 

5. cross-ply 
6. anti-symmetric 
7. Mindlin’s plate theory 
8. a line-translational spring support 
9. volume fraction 

10. extensional stiffness matrix 
11. Reissner–Mindlin plate theory 
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