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هـدف  . شـود دوبعدي ارائه مـي   كشسانهاي مرزي براي تحليل ارتعاش آزاد و اجباري محيطاجزايبندي جديد از روش فرمول يك مقاله، اين در -چكيده 
هـاي اساسـي    ، روش تقابـل دوگانـه بـا حـل         براي اين منظور  . ي شعاعي چندربعي معکوس است     توابع پايه   با استفاده از    اينرسي جملهتخمين  اصلي اين مطالعه،    

صورت صريح محاسـبه    جايي و ترکشن به    ههاي فرضي جاب  ي ديفرانسيل مربوط به هسته    حل خصوصي معادله  . شودميبندي  استاتيکي، برمبناي اين توابع فرمول    
ي ي چشمه و گـره    ز رفع تکينگي، حالت حديِ انطباق نقطه      پس ا . شودکار گرفته مي  براي رفع تکينگي از حل خصوصي، يک تکنيک رياضياتي ساده به          . شود  مي

دست آمده از ساير    نتايج حاصل با نتايج به    . شودبراي نشان دادن کارايي و دقت روش حاضر، چندين مثال عددي ارائه مي            . شودها محاسبه مي  مرزي براي هسته  
  .شوندهاي تحليلي مقايسه ميي شعاعي موجود و حلتوابع پايه

 
 مرزي، روش تقابل دوگانه، مسائل الاستوديناميک دوبعدي، تحليـل          اجزايهاي خصوصي، روش     معکوس، حل  دربعيي شعاعي چن  توابع پايه   :كليدي واژگان

  .ارتعاش آزاد و اجباري
  

  

  

 
 

Analysis of Free and Forced Vibrations Problems Using the Dual 
Reciprocity Boundary Element Method Based on  

Inverse Multiquadric Radial Basis Functions 
 

S. Hamzehei Javaran and N. Khaji 
 

Faculty of Civil and Environmental Engineering, Tarbiat Modares University, P.O. 
Box 14115-397, Tehran, Iran 

 
Abstract: This paper presents a new boundary element formulation for free and forced vibration analysis of 2D elastic 
domains. The main idea of the present formulation is to approximate the inertia terms using the inverse multiquadric radial basis 
functions (IMQ RBFs). The dual reciprocity method (DRM) with the static-type fundamental solution is reconsidered by using 
the proposed RBFs. The fictitious particular solution kernels of inverse multiquadric RBFs corresponding to displacement and 
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traction, a few terms of which are singular, are explicitly derived. Therefore, a simple mathematical trick is employed to resolve 
the singularity problem. In addition, the limiting values of the particular solution kernels are evaluated. Several examples are 
studied to demonstrate the validity and the accuracy of the proposed formulation. The results are compared to the obtained 
analytical and other RBFs available in the literature. 
 
Keywords: Keywords: Inverse multiquadric radial basis functions, Particular solutions, Boundary element method, Dual 
reciprocity method, 2D elastodynamics, Free and forced vibration analysis. 
 
 
 

 

  مقدمه -١

- به عنوان يک روش قدرتمنـد و چنـد         ۱ مرزي اجزايروش  

در . گيري داشـته اسـت    هاي اخير پيشرفت چشم   منظوره در دهه  

هـاي   محـيط  تحليـل کردن تمرکز تنش يـا      مواردي همچون مدل  

 از کارايي کـافي     ۲ محدود اجزاينامحدود که ممکن است روش      

ن يـک    مرزي به عنـوا    اجزايتوان از روش    برخوردار نباشد، مي  

شــروع اســتفاده از . ]۱[روش جــايگزين مناســب اســتفاده کــرد 

 مـرزي در مـسائل الاسـتوديناميک بـا          اجـزاي هـاي   بنديفرمول

 و  ]۳[، باناخ و گلداسـميت      ]۲[کارهايي همچون فريدمن و شاو      

ي تحقيقات علمي، در پيشينه.  بود۶۰ي  از دهه]۴[کروز و ريزو 

 مـرزي   اجزايک در روش    بندي اصلي از الاستودينامي   سه فرمول 

ي روش مبتنـي بـر دامنـه      : انـد از    گزارش شده است که عبـارت     

دو . گيري روي حوزه  هاي انتگرال زمان، تبديل لاپلاس و تکنيک    

بنــدي، هــاي موجــود در فرمــولروش اول بــه علــت پيچيــدگي

ــه ــان   حافظ ــرده، و در نتيجــه زم ــه اشــغال ک ــادي از رايان ي زي

گيـري  روش سوم نيز بـه انتگـرال      . دهندمحاسبات را افزايش مي   

ــاج دارد  ــراي حــل ايــن مــشکلات،  . ]۸-۵[روي حــوزه احتي ب

در .  را معرفي کردند۳ روش تقابل دوگانه]۱۱-۹[نارديني و بربيا   

کـه روي حـوزه     (هـاي اينرسـي      جملهاين روش، انتگرال شامل     

ي تقابل ديگر بـه انتگـرال       ، با استفاده از يک رابطه     )ماندباقي مي 

در اين روند، از يک دسـته توابـع کـه           . شود تبديل مي  روي مرز 

 بـراي   ]۱۲[گذاري شـدند     نام ۴ي شعاعي بعدها به اسم توابع پايه    

که انتخـاب   طوريشود، بههاي اينرسي استفاده مي جملهتقريب 

. مناسب اين توابع تأثير زيادي روي دقت نتايج خواهـد داشـت           

کلي و محلـي تقـسيم      ي  ي شعاعي به دو دسته    معمولاً توابع پايه  

تـوان توابـع    ي شعاعي کلـي مـي     ي توابع پايه  از جمله . شوندمي

 ۷ ، گوسـي   ]۱۸-۱۲[ ۶، اسپلاين صفحه نـازک    ]۱۲-۶[ ۵مخروطي

 ۱۰، فوريه]۲۳[ ۹، سينوسي] ۲۲-۱۲ و ۲۰ [ ۸، چندربعي]۱۹و۱۳[

ي توابـع  از دسـته  .  را نـام بـرد     ]۲۵،۲۶[ ۱۱، و بسل نوع اول    ]۲۴[

ــه ــيپاي ــعاعي محل ــيي ش ــز م ــه  ني ــع تکي ــه تواب ــوان ب ــاهت  گ

  . اشاره کرد] ۳۱-۲۷[۱۲فشرده

ي دانـان بـراي توابـع پايـه       از جمله توابع ديگري که رياضي     

 اشـاره   ۱۳توان به توابع چندربعي معکـوس     شعاعي ارائه دادند مي   

ي شعاعي کلـي  که جزو توابع پايه    توابع چندربعي معکوس  . کرد

سـط هـاردي معرفـي شـدند         تو ١٩٧١در سال   آيند،  به شمار مي  

در اين مقاله براي اولين بار، استفاده از اين توابع در حـل             . ]۳۲[

ارتعاش آزاد و اجباري مسائل الاسـتوديناميک دوبعـدي توسـعه           

بدين منظور، روش تقابل دوگانه بر مبنـاي ايـن          . داده شده است  

 اينرسـي،   جملـه به منظور تخمـين     . بندي شده است  توابع فرمول 

هـاي فرضـي    ي ديفرانسيل مربوط به هسته    عادلهحل خصوصي م  

بـراي  . صورت بسته محاسبه شـده اسـت      جايي و ترکشن به    هجاب

ي در حالـتِ حـديِ انطبـاق نقطـه     (جلوگيري از وقوع تکينگـي      

، نظر به اينکه حل خصوصي بـراي يـک          )ي مرزي چشمه و گره  

ي ديفرانسيل يکتا نيست، از حل همگن نيز استفاده شـده           معادله

 براي روش پيشنهادي سه مثال حل شـده اسـت و نتـايج              .است

ي شعاعي موجود دست آمده از ساير توابع پايهحاصل با نتايج به

هاي تحليلي مقايسه شده، تـا      ي تحقيقات علمي و حل    در پيشينه 

  .کارايي و دقت روش حاضر نشان داده شود

 
   فرمول بندي روش تقابل دوگانه-۲

د بين دو حالت الاستوديناميک و     توان مي ۱۴ي تقابل يک رابطه 

 از يـک   xي دلخـواه    براي هر نقطـه   . الاستواستاتيک نوشته شود  

 Ωي  ، با حوزه  )ايزوتروپ(جسم دوبعدي يک ماده همسانگرد      

 تعادل ديناميکي در غياب نيروهاي حجمـي بـه          ، معادله Γو مرز 
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 :]۵[ود شصورت زير نوشته مي

                            k, jj j, jk ku ( )u u 0µ + λ +µ −ρ =    )۱(  

kکــه در آن،  ku u ( )= xــ   λ و µجــايي،  ه بيــانگر ميــدان جاب

 مشتق نـسبت     جرم حجمي، کاما نشان دهنده     ρهاي لامه،   ثابت

. اسـت مختصات مکاني، و نقطه بيانگر مشتق نسبت به زمـان           به  

k(از جبر انديسي    ) ۱ (در رابطه  1, حل . استفاده شده است  )=2

pcبه صورت   ) ۱ (معادله
k k ku u u=  قابل بيـان اسـت کـه در         +

cآن
ku   و p

kuل همگـن و حـل خـصوصي        ترتيـب بيـانگر ح ـ    به

) ۱ ( براي معادله  ۱۵دارهاي وزن کارگيري روش مانده  با به . هستند

ي بـر حـوزه   ) ۱۶معروف به حل اساسي   (با يک تابع وزن پيوسته      

Ω ــتفاده از ــه و اس ــريننظري ــه۱۷ گ ــه ، معادل ــر ب ــت   زي   دس

  :]۱[آيد  مي

               

*
lk k lk k

* *
lk k lk k

c ( )u ( ) p u dΓ

u p dΓ u u dΩ
Γ

Γ Ω

ξ ξ + =

− ρ

∫

∫ ∫
     )۲(

lkکه در آن،     lkc ( )ξ = δ   اگرξ∈Ω  ،lkc ( ) 0ξ  ξ∉Ω اگـر    =

1و
lk lk2c ( )ξ = δ  اگــر ξ∈Γ  و مــرز در ξ  همــوار باشـــد .

ــه   ــراي نقط ــين ب ــشمههمچن ــهξ ۱۸ چ ــدان و نقط   ،x ۱۹ي مي

* *
lk lku u ( , x)= ξ   و * *

lk lkp p ( , x)= ξ هـاي  ترتيب بيانگر حل   به

 نـشان دهنـده     kpعـلاوه    به .]۱[ اند  جايي و ترکشن   هاساسي جاب 

  .است) تنش سطحي(ترکشن 

حوزه يک انتگرال روي    ) ۲(از آنجا که آخرين جمله معادله       

 مـرزي در ايـن مرحلـه        اجـزاي بندي روش   ، امکان فرمول  است

وجود ندارد، مگر اينکه انتگرال روي حوزه به طريقي به انتگرال           

 تقابـل   اين تبديل با استفاده از يک رابطـه       . روي مرز تبديل شود   

شود به صورت    ديگر که بين دو حالت الاستواستاتيک نوشته مي       

گذاري اين روش به نام      اساساً نام . قابل دستيابي است  ) ۳(رابطه  

دليل همين دوبار استفاده کـردن از رابطـه         روش تقابل دوگانه، به   

  .]۵[تقابل است 

        

 

p*
lk k lk k

p p* *
lk lkk k

u u dΩ c ( )u ( )

p u dΓ u p dΓ
Ω

Γ Γ

− ρ = ξ ξ

+ −

∫

∫ ∫
 )۳(  

pکه در آن،    
ku   و p

kp          ي  مربوط به حـل خـصوصي يـک حـوزه

 به صورت يک تابع معلـوم       kuρسي   اينر جملهاگر  . ندنامحدود

تـوان بـه صـورت      هـاي خـصوصي را مـي      گاه اين حل   باشد، آن 

اما در عمل، از آنجا که      . دست آورد   به) ۱ (تحليلي از حل معادله   

 به صورت يک تابع معين وجود نـدارد از يـک رونـد               جمله اين

 شـعاعي نقـش     شود که در آن، توابع پايه     حل تقريبي استفاده مي   

  .کننداساسي را ايفا مي

  

   پيشنهاد تابع پايه شعاعي چندربعي معکوس-۳

هاي خصوصي توضيح داده شده در بالا،  براي پيدا کردن حل   

k اينرسـي    جمله ku u ( )ρ = ρ x   ي   در حـوزهΩ      بـا اسـتفاده از 

mيک سري ضـرايب نـامعين        m
k k ( )α = α y   اي از   و مجموعـه

mتوابع معين    mf f (x, y )  شـعاعي  معروف به توابـع پايـه      (=(

mشود، که در آنهـا      تقريب زده مي   1, 2, ..., M=     بيـانگر تعـداد 

ترتيـب نقـاط چـشمه و ميـدان         بـه  my و xواعضاي مجموعه،   

  :توان نوشتابراين ميبن. ]۵[جديد هستند 

                                            
M m m

k k
m 1

u f
=

ρ = α∑.      )۴(  

آيد اين اسـت کـه      وجود مي يک سوال مهم که در اين مرحله به       

؟ در اين مقاله،    اند   شعاعي مناسب  چه نوع توابعي براي توابع پايه     

 ـ       روي يک نـوع از توابـع پايـه         ام چنـدربعي    شـعاعي کلـي بـه ن

  .شود، تمرکز شده استمعکوس که به صورت زير بيان مي

                                         
2

1f (r)
1 ( r)

=
+ ε

     )۵(  

 شعاعي م چندربعي معکوس      پارامتر شکل تابع پايه    εکه در آن    

- به صورت زيـر معرفـي مـي        mfبنابراين، توابع تقريبي    . است

  :شوند

            m
m 2

1f
1 ( r )

=
+ ε

,    m m
max0 r r≤ ≤     )۶(  

mکه در آن،  mr x - y=ي بين نقاط  فاصله xو my  است و 

m
maxr حداکثر mr  که امکـان دارد در حـوزه       استاي  Ω   وجـود 

 ـ ميدان. داشته باشد  جـايي و ترکـشن حـل خـصوصي          ههاي جاب
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هاي فرضي جديـد بـه صـورت زيـر     تواند با استفاده از هسته  مي

  : ]۱۰[تعريف شود

                                               
Mp m m

jl lj
m 1

u
=

= ψ α∑    )۷(  

  و همچنين

                                                  
Mp m m

jl lj
m 1

p
=

= η α∑ )۸(  

mدر معــادلات فــوق،  m
jl jl (x, y )ψ = ψ و m m

jl jl (x, y )η = η 

هـاي بعـدي     کـه در قـسمت     انـد     هاي فرضي مناسب  توابع هسته 

lهمچنـين   . شـوند محاسبه مي  1,  بيـانگر جهـت بـار وارده        =2

دسـت   زير به  رابطه) ۱(در معادله   ) ۴(با جاگذاري معادله    . است

  :آيدمي

                        
Mp p m m

kk, jj j, jk
m 1

 u ( )u f
=

µ + λ +µ = α∑    )۹(  

 فـوق از    حال اگر حل خصوصي موجود در سمت چپ معادلـه         

  :شودمي زير حاصل جايگزين شود، رابطه) ۷(معادله 

            m m m m m m
kl l ,ii il l ,ik k( ) ( )( ) fµ ψ α + λ +µ ψ α = α    )۱۰( 

  :شود زير منجر ميسازي به رابطهکه بعد از ساده

                       m m m
kl,ii il,ik kl( ) fµψ + λ +µ ψ = δ     )۱۱( 

 يک دستگاه معادلات ديفرانسيل درگيـر بـا         کنندهروابط بالا ارائه  

ستگاه استفاده از يک    اولين گام در حل اين د     . اند  ييمشتقات جز 

طوري که دستگاه از حالت درگير به         تغيير متغير مناسب است، به    

جـا از روش تفکيـک بردارهـاي         در ايـن  . غيردرگير تبديل شـود   

  .شودصورت زير استفاده مي به]۱[گالرکين 

                              m m m
kl kl, jj kj,ljg g

2
λ +µ

ψ = −
λ + µ

    )۱۲( 

  که در آن

                                          m m
kl klg g ( , )= x y     )۱۳(  

و با توجه به ايـن نکتـه        ) ۱۱(در معادله ) ۱۲(با جاگذاري معادله    

mکــه  m
kl klg g= δ ]۱[بــه صــورت معادلــه  ) ۱۱ ( ، معادلــه 

  :شودديفرانسيل اسکالر زير خلاصه مي

                                                   m m
, jjiig fµ =  )۱۴(  

 و يا

                                                      4 m1G f∇ =
µ

 
  
 )۱۵(  

ــه ــايدر معادل mG، )۱۵(هارمونيــک  ب g= ــانگر يــک حــل  بي

همچنـين،  . آيـد دست مي  به )۱-۳( بخشخصوصي است که در     

جايي و ترکشن فرضـي بـه صـورت زيـر قابـل              ههاي جاب ههست

  : ]۱[ اند محاسبه

  

m
kl kl

kl ,k ,l ,k ,l

G G
R

G ( R R ) G R R
2 R

′⎡ ⎤′′ψ = δ + −⎢ ⎥⎣ ⎦
′λ +µ ⎡ ⎤′′δ − +⎢ ⎥λ + µ ⎣ ⎦

   )۱۶( 

 و همچنين

{

{

m
kl l ,k kl ,n

2

k ,l 2

,k ,l ,n

2

(n R R ) G

G G( )
2 RR

G Gn R ( ) G
R 2R

2 ( )
R R R G

2

G G3( )
RR

′′′η = + δ µ

′ ′′ ⎫λ
+ − ⎬λ + µ ⎭

′ ′′⎧ ⎫λ ′′′+ µ − +⎨ ⎬λ + µ⎩ ⎭
µ λ +µ ′′′−
λ + µ

′ ′′ ⎫
+ − ⎬

⎭

 )۱۷( 

)mRها،   که در آن   r .  براي سادگي روابط انتخاب شده اسـت      =(

G ار نرمـال و   هـاي بـرد    بيانگر مولفه  lnهمچنين ′  ،G G و ′′ ′′′ 

  . هستندR نسبت به Gمعرف مشتقات 

  

  هارمونيک باي حل خصوصي معادله-۳-۱

نظر به اينکـه جـسم فرضـي داراي ابعـاد نامحـدود اسـت،               

اين هر نقطه از آن که انتخاب شود مرکز يک دايره به شعاع             بنابر

برای . اي وجود دارد  توان گفت تقارن دايره   نهايت است، و مي   بي

توان مسئله را در مختـصات قطبـي نيـز          يک ماده همسانگرد، می   

 θي دوران   اي، متغير زاويـه   بيان کرد که با توجه به تقارن دايره       

تر آن است کـه از عملگـر        بنابراين، راحت . نظر است بل صرف قا

 :هارمونيک زير استفاده شودباي
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4 2 2

2 2

2 2

4 3 2

4 3 2 2 3

1 1
R R R RR R

2 1 1
R RR R R R R

∇ = ∇ ∇ =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∂ ∂ ∂ ∂
+ − +

∂∂ ∂ ∂

 
   )۱۸(  

mبا توجه به اينکه در محاسبه     
klψ   و m

klη  از تابع ،G   اسـتفاده 

Gرا بـر حـسب      ) ۱۵(تـوان معادلـه ديفرانـسيل       ود، مي شنمي ′ 

Gمرتب کرد و مستقيماً      - ديفرانسيل زيـر بـه      را از حل معادله    ′

  :دست آورد

3 2

3 2 2

3 2

2 1(G ) (G ) (G )
R RR R R

1 1(G )
R 1 ( R)

∂ ∂ ∂′ ′ ′+ −
∂∂ ∂

′+ =
µ + ε

  )۱۹(  

  صورتبه) ۱۹( ديفرانسيل حل همگن معادله

                        c 2
1 3

C
G C R C R ln R

R
′ = + +    )۲۰(  

دسـت  صورت زيـر بـه    ) ۱۹( ديفرانسيل   و حل خصوصي معادله   

  :آيندمي

{p 2 2 2 2 2 2
4

2 2 2 2 2 2

1G 3 R 4 R 1 R
12 R

1 16 R ln 1 R 2 1 R
2 2

′ = − ε + ε + ε
µε

⎫⎛ ⎞− ε + + ε − + ε ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎭

    )۲۱(  

pGشـود، در حـل خـصوصي      طور که مشاهده مي    همان  ، يـک    ′

)1ي تکينگي از مرتبه )Rکـه  د؛ بنابراين وقتـي  وجود دارR = 0 

حدي ، مقادير   )ي مرزي ي چشمه و گره   يعني انطباق نقطه  (است  

 تکـين از حـل      جملهبراي رفع اين مشکل، بايستي      . وجود ندارد 

از آنجا که حـل خـصوصي بـراي يـک           . خصوصي حذف شوند  

اي ه ـiC ديفرانسيل يکتا نيست، قسمتي از حل همگن با          معادله

p(Gمناسب به حل خصوصي تکين قبلي        شـود تـا     اضافه مي  ′(

  :دست آيديک حل خصوصي ناتکين جديد به

                                          c pG G G′ ′ ′= +    )۲۲(  

  :اند ازکه در آن ضرايب ثابت مناسب براي رفع تکينگي عبارت

                   1C 0=,  2 4
1C

6
=

µε
,  3C 0=    )۲۳(  

Gبعد از ساده سازي،    :آيددست ميصورت زير به به′

               
{ 3 2

4

2

1G 4Z 3Z 6Z
12 R

Z 16(Z 1) ln 5
2

′ = − −
µε

⎫+⎛ ⎞− − + ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎭

    )۲۴(  

Gهمچنين G و ′′   :شوندصورت زير محاسبه مي به′′′

{ 2
2
1G 8Z Z

12 (Z 1)

Z 16(Z 1) ln 7
2

′′ = −
µε +

⎫+⎛ ⎞− + − ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎭

 )۲۵(  

2
R(4Z 5)

G
6 (Z 1)

+′′′ =
µ +

 )۲۶(  

2که در آنها  2Z 1 R= + ε است.  

انـد،  دسـت آمـده   حال که مشتقات حل خصوصي غيـرتکين بـه        

mهاي  توان هسته  مي
klψ   و m

klη  و ) ۱۶( را به آساني از معـادلات

  .دست آوردبه) ۱۷(

{ }

{

}

,k ,lm 2
kl 2

2kl
2

( )R R
2Z Z 1

6 ( 2 ) (Z 1)

4(2 5 )Z
12 ( 2 ) (Z 1)

Z 1( )Z 6( 3 )(Z 1) ln
2

(7 19 )

λ +µ
ψ = − − −

µ λ + µ ε +
δ

+ λ + µ
µ λ + µ ε +

+⎛ ⎞− λ +µ − λ + µ + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

− λ + µ

 

 

)۲۷(  

{
}

{
}

{ }

l ,k kl ,nm 2
kl 2

k ,l 2
2

,k ,l ,n 2
2

n R R
( 4 )Z

3( 2 ) R(Z 1)
( )Z (2 5 )

n R
( 2 )Z

3( 2 ) R(Z 1)
( )Z (2 )

2( )R R R
 Z 2Z 1

3( 2 ) R(Z 1)

+ δ
η = λ + µ

λ + µ ε +

+ λ +µ − λ + µ

+ λ − µ
λ + µ ε +

+ λ +µ − λ −µ

λ +µ
+ − +

λ + µ ε +

 )۲۸(  

ي مـرزي   چـشمه و گـره     درنهايت، حالت حـديِ انطبـاق نقطـه       

(R mهاي غيرتکين    براي هسته  →(0
klψ   و m

klη صورت زير   به

  :آيددست ميبه

m
kl

R 0
lim 0
→

ψ =   )۲۹(  

m
kl

R 0
lim 0
→

η =   )۳۰(  
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  سازي عدديگسسته -۴

   ارتعاش اجباري-۴-۱

 معادلاتکارگيري و به) ۲(در معادله ) ۳ (با جاگذاري معادله

  :آيددست مي زير بهمعادله) ۸(و ) ۷(

* *
lk k lk k lk k

M m * m * m m
lk kj lk kj lk kj j

m 1

c ( )u ( ) p u dΓ u p dΓ

 [c ( ) p dΓ u dΓ]

Γ Γ

= Γ Γ

ξ ξ + =

+ ξ ψ + ψ − η α

∫ ∫

∑ ∫ ∫
 

        
 )۳۱(  

تواند گيري روي حوزه ندارد، مي    اين معادله که نيازي به انتگرال     

بندي مرزي مورد استفاده قـرار      اجزا اصلي براي    به عنوان معادله  

lهاي دو معادله مربوط به جهت. گيرد 1, ) مسائل دو بعدي (=2

ــه  ــراي نقط ــشمه  ( iي ب ــه چ ــا) نقط ــارتزين  ب ــصات ک  مخت

1 2( , )ξ = ξ ξ۵[ ماتريسي زير نوشته شود شكلتواند به  مي[:  

      

i i * *

M i im * m * m m

m 1

c u p ud u pd

[c p d u d ]

Γ Γ

= Γ Γ

+ Γ = Γ

+ ψ + ψ Γ − η Γ α

∫ ∫

∑ ∫ ∫
    )۳۲(  

هاي متعـارف   بردارها و ماتريس   p*و ic  ،u  ،p،*uکه در آن،    

 ]۵[يـات بيـشتر در مرجـع    يجز( مرزي هـستند  اجزايدر روش  

 و  mψ بيانگر برداري با دو مولفه، و        mαهمچنين  ). آمده است 

mη  2هاي   معرف ماتريس -هـا بـه     آن n تون هستند كه س ـ   ×2

 ـ  ترتيب شامل مولفه   جـايي و تركـشن بـر اثـر ميـدان            ههـاي جاب

  . استn  وارد شده در جهتmfنيروهاي حجمي 

در .  مـرزي را انجـام داد      اجـزاي سازي  توان گسسته حال مي 

 ۲  درجــهاجــزايايــن تحقيــق، مــرز مــسئله بــا يــك ســري از 

شود و متغيرهـاي فيزيكـي و هندسـي مـسئله بـا             بندي مي   شبکه

بعـد از  . شـوند شان تعيـين مـي   مقادير گرهييابي به وسيله  درون

 معادلهبه صورت   ) ۳۲( معادله   ي   گسسته شكلبندي مذكور،   اجزا

  :آيددست ميبه) ۳۳(

j j

j j

NE NEi i * j * j

j 1 j 1

M NE NEi im * jm * jm m

m 1 j 1 j 1

c u ( p dΓ)u ( u dΓ)p

[c ( p dΓ) ( u dΓ) ]

= =Γ Γ

= = =Γ Γ

+ Φ = Φ +

ψ + Φ ψ − Φ η α

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑ ∑∫ ∫

 )۳۳(  

2 معـرف مـاتريس      Φ و   اجـزا  بيانگر تعداد    NE كه در آن   6× 

توان به صورت يك جمـع      را مي ) ۳۳ (معادله. توابع شكل است  

  : گره مرزي نوشتN روي

                   

N Nij j ij j

j 1 j 1
M N ij jm ij jm m

m 1 j 1

H u G p

(H G )

= =

= =

=

+ ψ − η α

∑ ∑

∑ ∑
    )۳۴(  

 مـرزي    چـشمه و گـره     ترتيب بيانگر نقطـه   ه ب  j و iكه در آن،    

  jجايي و تركشن در گـره   هترتيب بردار جاببه jp و ju. هستند

2 هــاي  معــرف مــاتريسijG و ijH. دهنــدرا نــشان مــي 2×  

 و jmψهمچنــين .   هــستندj و گــره i ي نقطــهنــدهارتبــاط ده

jmη2هاي  ي ماتريس دهندهنشان ترتيب شامل   هستند كه به   ×2

علـت ميـدان نيروهـاي        به  jجايي و تركشن در گره       همقادير جاب 

  . هستند mfحجمي

M 2)  بردار 1)mα  را كه مربوط به توابع نيروهاي حجمي        ×

mتوان در يك بردار     ، مي  هستند  mfمتمايز   (2M 1)α - دسته ×

muبندي كرد و با بردار شتاب        (2N كه شـامل شـتاب در       (×(1

را ) ۴ (نابراين، معادله ب. ، ارتباط داد  )شودهاي مرزي مي  همه گره 

  :صورت زير نوشتهاي مرزي بهي گرهتوان براي همهمي

                                                     u Fαρ =    )۳۵(  

اط  در نق ـ  mf مقـادير توابـع      Fهـاي مـاتريس     كه در آن، درايه   

 مستقل از هم باشند و تعدادشان طوري        mfاگر توابع   . اند  گرهي

M)ها برابـر باشـند      انتخاب شود كه با تعداد گره      N)= گـاه   ، آن

 بـه آسـاني از   α معكـوس پـذير اسـت و درنتيجـه           Fماتريس  

  :آيددست مي زير بههمعادل

                                                     Euα = ρ    )۳۶(  

1E-كه در آن،     = F را بـراي    )۳۴ (تـوان معادلـه   حـال مـي   .  است

هـاي كلـي در يـك دسـتگاه         صـورت مـاتريس     به  iي نقاط   همه

  :]۵[ت معادلات كامل به صورت زير نوش

                                           Mu + Hu = Gp    )۳۷(  

 كه طوريبه

                                    M = ρ(Gη - Hψ)E    )۳۸(  
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2Nهاي ماتريس G و Hها،  كه در آن   2N× متعارف در روش 

هـاي   بيـانگر مـاتريس    η و   ψهمچنـين   .  مرزي هـستند   اجزاي

2N 2N×  هـاي   ترتيـب از زيرمـاتريس     كه به   هستند ψ   و η 

  .شوندساخته مي

گاه معادلات تعادل دينـاميكي را نـشان        يك دست ) ۳۷(معادله

توان آن را همراه با شرايط مرزي و شـرايط اوليـه            دهد كه مي  مي

در ايـن   . گام زمـاني حـل كـرد      بههاي گام مسئله با يكي از روش    

كـار گرفتـه     براي حل اين دستگاه بـه      ]۳۳[مقاله، روش هوبولت    

ستي دسـت آوردن نتـايج قابـل اعتمـاد، باي ـ         براي بـه  . شده است 

tپارامتر گام زماني شرط      0.1T∆  T را ارضا کنـد کـه در آن،        ≥

بـرای ايـن منظـور در       . ]۳۶[زمان تنـاوب طبيعـي سـازه اسـت          

  .هاي ارائه شده، اين شرط در نظر گرفته شده است مثال

  

        ارتعاش آزاد-۴-۲

مروي موردنظر را بـه دو      براي حل ارتعاش آزاد، مرزهاي قل     

ها صفر بـوده   ترکشن1Γدر . کنيم تقسيم مي 2Γ و   1Γقسمت  

(p u) اند  ها مجهول جايي ه و جاب  =(0 u)= 2که در   ، درحاليΓ 

)هـا صـفر بـوده       جـايي   هجاب 0)=u   انـد  هـا مجهـول    و ترکـشن

(p p)− .را مطابق زير بازنويسي کرد) ۳۷ (توان معادلهحال مي:  

11 12 11 12 11 12

21 22 21 22 21 22

H H M M G Gu 0u+ =
H H M M G G0 p0

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
   

 )۳۹(  

 توسـط يـک تـابع       uارتعـاش آزاد، تغييـر مکـان        تحليـل   براي  

  :شودهارمونيک به شکل زير بيان مي

                                          u A cos( t )= ω + θ     )۴۰(  

 t فرکـانس طبيعـي سـازه،        ωي ارتعـاش،     دامنه Aکه در آن،    

تـوان از  زمـان تنـاوب سـازه را مـي    . اسـت  زاويه فاز  θزمان و   

  :دست آوردي مشهور  زير بهرابطه

                                                         2T π
=

ω
     )۴۱(  

نسبت به زمـان از معادلـه       توان با دو بار مشتقگيري      شتاب را مي  

 :دست آورد، به شکل زير به)۴۰(

2 2u A cos( t ) u= −ω ω + θ = −ω  )۴۲(  

  :ي زير نوشتو يا به شکل ساده 

u u= −λ  )۴۳(  

 ـ،  )۳۹(در معادلـه    ) ۴۳ (با جاگذاري معادله   ه زيـر حاصـل     معادل

  :شودمي

    
 11 12 11 12 11 12

21 22 21 22 21 22

H H M M G Gu u 0
- λ =

H H M M G G0 0 p
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
      )۴۴(  

  :توان به صورت دو معادله مستقل زير نوشتميرا که آن 

( )11 11 12H -λM u = G p  )۴۵(  

( )21 21 22H -λM u = G p  )۴۶(  

  :تواند به صورت زير بازنويسي شودمي) ۴۶ (معادله

( )-1
22 21 21p = G H - λM u  )۴۷(  

اصـل   زيـر ح   معادلـه ،  )۴۵ (در معادلـه  ) ۴۷(با جاگذاري معادله    

  :شودمي

( ) ( )-1
11 11 12 22 21 21H - λM u = G G H - λM u  )۴۸(  

  :ودتواند به صورت زير هم نوشته شمي) ۴۸(معادله 

Bu = λCu  )۴۹( 

  که در آن

-1
11 12 22 21B = H - G G H  )۵۰( 

-1
11 12 22 21C = M - G G M  )۵۱( 

  :شود  زير ميمعادلهمنجر به ) ۴۹ ( در طرفين معادله1C-ضرب 

-1C Bu = λu  )۵۲(  

  با درنظر گرفتن تساوي زير
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-1A = C B  )۵۳(  

  :آيددست مي صورت زير به ارتعاش آزاد بهدر نهايت معادله

Au = λu  )۵۴(  

ر ويژه بـا مقـادير      در واقع يک مسئله استاندارد مقدا     ) ۵۴ (معادله

  . استλ ي ويژه

  .است

  

   نقاط داخلي-۴-۳

تـوان عـلاوه     مرزي مي  اجزايبه منظور افزايش دقت روش      

 مرزي از يک سري نقاط داخلي اضـافي نيـز           اجزايهاي  بر گره 

بـراي نقـاط داخلـي      ) ۳۱ (معادلهدر اين حالت نيز     . استفاده کرد 

آنجا که نقاط داخلي به عنوان نقـاط چـشمه          صادق است، اما از     

بنـابراين همـواره    ) ξ∈Ω(شـوند   داخل حـوزه محـسوب مـي      

lk lkc ( ) =ξ δ با ترکيب کردن روابط حـاکم بـر مجمـوع          . است

و پيگيـري روشـي     ) اعم از نقاط مـرزي و داخلـي       (نقاط چشمه   

   :شود حاصل مي ماتريسي زيرمعادله، )۱-۴(مشابه با بخش 

[ ]BB B BB BD B BB
B

DB D DB DD D DB

H 0 u M M u G
+ = p

H I u M M u G
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 )۵۵(  

هـاي صـفر و واحـد       به ترتيب بيانگر ماتريس    I و   0که در آن    

دهنـده زيـر     بـه ترتيـب نـشان       D و   Bهـاي هستند، و انـديس   

همچنـين در   . اند  هاي مرزي و داخلي   هاي مربوط به گره   اتريسم

  :ورد استا زير قابل برمعادلهاين حالت ماتريس جرم از 

[ ]BB BD BB
BB DB

DB DD DB
-1

BB BB BD BB BD

DB DB DD DB DD

M M G
= ρ η η

M M G

H 0 ψ ψ F F
-

H I ψ ψ F F

⎧⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪
⎨⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩

⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪
⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎭

 )۵۶(  

  

  هاي عددي مثال-۵

براي نشان دادن كارايي و دقت روش حاضر، سـه مثـال در             

   اــنتايج عددي حاصل ب. ن قسمت در نظر گرفته شده استــاي

  

 )الف(

 

 )ب(

اين تير ) ب(هندسه و شرايط مرزيِ تير کنسول؛ ) الف (-١شکل 

  ي دو مدل شده است مرزي مرتبهجزء ۱۲ و ۶با 

  

ي تحقيقات علمـي و همچنـين بـا         ساير نتايج موجود در پيشينه    

  .مقايسه شده است) در صورت موجود بودن(حل تحليلي 

 
  ارتعاش آزاد يک تير کنسولي -۵-۱

ي  واحـد كـه لبـه      ۲۴ و طـول     ۶کنسولي به ارتفـاع     يك تير   

 به عنوان مثـال     ،)۱(شکل   ،سمت چپ آن داراي تكيه گاه است      

بندي ايـن تيـر از دو       اجزابراي  . ارتعاش آزاد انتخاب شده است    

. ي دو اسـتفاده شـده اسـت        مـرزي مرتبـه    جزء ۱۲ و   ۶شبکه با   

4E  خواص مـادي ايـن تيـر بـه صـورت      10ρ 0.2ν و = =  

دسـت آمـده از تـابع پايـه شـعاعي           نتـايج بـه   . انـد تعريف شـده  

,0.25 پيشنهادي براي سه حالت پارامتر شکل        0.5, 0.75=ε  با 

 ، در قالب زمان تناوب پنج مود اول در جـدول ]۳۴[نتايج مرجع  

ت آمـده از    دس ـبر طبق اين جدول، نتايج به     . اند مقايسه شده  )۱(

تابع چندربعي معکوس انطباق بيـشتري نـسبت بـه نتـايج تـابع              

 محدود دارند، که اين موضوع در حالت        اجزايمخروطي با حل    

0.25ε  ]۳۴[لازم به ذکر است که در مرجـع         .  مشهودتر است  =

دست آمده اسـت در      گره به  ۴۵۱ از    محدود با استفاده   ءاجزاحل  

   ۱۲ و ۶ترتيب براي به( گره ۲۴ و ۱۲هاي حاضر از که حل حالي

  



 

٥٩  ۱۳۹۲ تابستان، ١، شمارة ۳۲ سال روشهاي عددي در مهندسي،

  شعاعي چندربعي معکوس با نتايج دست آمده از تابع پايهي نتايج به مقايسه- ١جدول 

 ، در قالب زمان تناوب پنج مود اول]۳۴[مرجع 

 ۵ ۴ ۳ ۲ ۱ مود

([۳۴] مرجع( محدود اجزاي روش   ۲۰۲/۶ ۲۲۳/۱ ۹۶۴/۰ ۵۲۷/۰ ۳۱۵/۰ 

 ۳۰۷/۰ ۴۰۵/۰ ۹۶۰/۰ ۰۴۵/۱ ۷۱۸/۵ جزء ۶
([۳۴] مرجع ( شعاعي مخروطي پايه تابع   

 ۳۱۸/۰ ۵۰۷/۰ ۹۵۸/۰ ۲۱۲/۱ ۱۸۸/۶ جزء ۱۲

 ۳۱۰/۰ ۴۲۹/۰ ۹۴۶/۰ ۰۵۳/۱ ۹۷۱/۵ جزء ۶
۲۵/۰ε = 

 ۳۱۵/۰ ۵۱۲/۰ ۹۴۸/۰ ۲۰۰/۱ ۲۰۳/۶ جزء ۱۲

 ۲۸۵/۰ ۳۷۸/۰ ۹۱۳/۰ ۹۶۷/۰ ۹۷۰/۵ جزء ۶
۵/۰ε = 

 ۳۰۵/۰ ۴۸۶/۰ ۹۳۷/۰ ۱۶۸/۱ ۱۸۵/۶ جزء ۱۲

 ۲۶۲/۰ ۳۳۸/۰ ۸۶۸/۰ ۸۸۵/۰ ۵۱۴/۵ جزء ۶

  شعاعي پيشنهاديتابع پايه

۷۵/۰ε = 
 ۲۹۲/۰ ۴۵۶/۰ ۹۱۶/۰ ۱۲۱/۱ ۰۶۲/۶ جزء ۱۲

  

  

۲۵/۰εعي معکوس با  هاي مودي يک تير کنسول که به کمک تابع پايه شعاعي چندرب شکل-٢شکل  =   

  دست آمده است  بهجزء۱۲و استفاده از 



٦٠  ١٣٩٢تابستان ، ١، شمارة ۳۲  سالروشهاي عددي در مهندسي،

  

  

  

  

  

  

  

  

  )الف(

  

 )ب(

  چهارم اين ورق بايک) ب. (ورق با يک سوراخ تحت بار کششي از دو طرف) الف( -٣شکل 

   نقطه داخلي مدل شده است۱۷ي دو و  مرزي مرتبهجزء ۱۵ 

  

  

  در مثال دومA جايي قائم در نقطه هاب زماني ج تاريخچه-٤شکل 

  

  

A



 

٦١  ۱۳۹۲ تابستان، ١، شمارة ۳۲ سال روشهاي عددي در مهندسي،

 

 )الف(

 

 )ب(

  

  . مرزي درجه دو تحت بار جانبيجزء۱۲قاب پرتال مدل شده با ) الف (-۵شکل 

  ي زماني بار واردهتاريخچه) ب (

  

 مـرزي و    جـزء  ۱۲بـراي حالـت     . انـد دست آمده به)  مرزي جزء

0.25ε   .اند ترسيم شده)۲( هاي مودي در شکل، شکل=

  

  ورق با يک سوراخ تحت بار هويسايد-۵-۲

 ۳۶شـكل بـه طـول       به عنوان مثال دوم، يـك ورق مـستطيل        

 ۱۰متر کـه يـک سـوراخ بـه قطـر             سانتي ۲۰متر و عرض    سانتي

متر در وسط آن قرار دارد و از دو طرف تحت تحريک بار             سانتي

بـار  ).  الـف ۳(شکل ،ديناميكي قرار دارد درنظر گرفته شده است      

ــسايد    ــابع هوي ــاميكي از ت P(t)دين 7500 H(t 0)= ــت −  تبعي

از آنجا كه شرايط تقارن کامل بـر مـسئله حـاكم اسـت،              . كند مي

چهارم ورق براي مـدل كـردن در نظـر گرفتـه شـده اسـت                يک

 و  ۲ي  مـرزي درجـه   ء  جز ۱۵بندي آن از    طوري که براي مش     به

چنين پارامتر گـام زمـاني       داخلي استفاده شده است هم      نقطه ۱۷

51.3روش هوبولت    10−∆ = ×t     يـات  يجز.  انتخاب شـده اسـت

  خـواص مـصالح   .  نشان داده شده اسـت     )ب-۳(بيشتر در شكل    

ــارت 30.00785 :انـــــد ازايـــــن ورق عبـــ kg m=ρ ،

6 28.08 10 N cm= ×µ 7و 21.21 10 N cmλ =  نتـــــــايج .×

ايه شعاعي پيشنهادي با نتـايج حاصـل از         عددي حاصل از تابع پ    

) ]۱۳[ و تابع مخروطـي      ]۳۰[گاه فشرده   تابع تکيه (دو تابع ديگر    

 ـ   در قالب تاريخچـه      ، در   A جـايي قـائم در نقطـه       هي زمـاني جاب

دسـت  برطبق اين شكل، نتـايج بـه      . اند آورده شده  )۴( شكل

 بر   شعاعي چندربعي معکوس تقريباً منطبق     آمده از تابع پايه   

 است، با ايـن تفـاوت كـه نتـايج           ]۱۳[ و   ]۳۰[نتايج مراجع   

 مـرزي و    ءجـز  ۳۷موجود در مراجع ذکر شده با استفاده از         

که  داخلي حاصل شده است، درحالي       نقطه ۱۳۶منظور کردن   

 شعاعي پيشنهادي تنها با استفاده از      نتايج مربوط به تابع پايه    

يـد کـه ايـن      آدست مـي   نقطه داخلي به   ۱۷ مرزي و    جزء ۱۵

  .تفاوت قابل ملاحظه است
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   در مثال سومAجايي افقي در نقطه  ه زماني جابيتاريخچه -۶ شکل

  

  قاب پرتال تحت بار جانبي -۵-۳

هـاي  گاهآخرين مثال عبارت است از يك قاب پرتال با تكيه         

مرز مسئله با  . گيردار که تحت يك بار جانبي ديناميكي قرار دارد        

همچنين هيچ نقطه   .  دو گسسته شده است    جه مرزي در  جزء ۱۲

پـارامتر گـام    ). ۵(شكل   ،داخلي در محاسبات آورده نشده است     

ــت  ــاني روش هوبول 3tزم 2.7 10 −∆ = ــده اســت × .  انتخــاب ش

31.0خواص مصالح براي ايـن مثـال بـه صـورت      kg mρ =، 

4166.67 Paµ 2777.78و = Paλ ــايج موجــود در .  اســت= نت

ــه]۱۹[ و ]۱۰[مراجــع  ــه كــه ب ــع پاي ي شــعاعي ترتيــب از تواب

اند، براي مقايسه با كـار حاضـر        مخروطي و گوسي استفاده كرده    

 براي  A جايي افقي در نقطه    هي زماني جاب  تاريخچه. آورده شده است  

 نـشان داده شـده      )۶(كل شعاعي ذكـر شـده، در ش ـ       ي توابع پايه  همه

  .دهد شکل مزبور انطباق بسيار خوب نتايج را نشان مي. است

  

  گيري نتيجه-۶

 مــرزي بــراي تحليــل مــسائل اجــزايدر ايــن مقالــه، روش 

الاستوديناميک دوبعدي مورد استفاده قرار گرفت و با استفاده از          

.  شعاعي مناسب، سعي در بهبود حل اين مـسائل شـد           توابع پايه 

 هـاي   جملـه  حـوزه، شـامل      گيـري روي  براي اجتناب از انتگرال   

کار رفت تا انتگرال روي حوزه به     اينرسي، روش تقابل دوگانه به    

 اين کار با اسـتفاده از توابـع پايـه         . انتگرال روي مرز تبديل شود    

اين توابع تاکنون در حـل      . شعاعي چندربعي معکوس انجام شد    

مسائل الاستوديناميک به کمک روش تقابل دوگانه به کـار بـرده            

جـايي و ترکـشن بـراي        ههاي حل خصوصي جاب   هسته. اندنشده

دست آمدند و با يـک تکنيـک رياضـياتي سـاده، از             اين توابع به  

سه مثال عددي با استفاده از توابع پايه        . ها رفع تکينگي شد   هسته

نتايج حاصل از آنهـا در مقايـسه بـا          . شعاعي پيشنهادي حل شد   

ي تحقيقـات   شينه شـعاعي موجـود در پي ـ      نتايج ساير توابع پايـه    

تـر و   علمي، حـاکي از آن بـود کـه روش حاضـر، نتـايج دقيـق               

لازم به ذکر است که نتايج حاصل از        . دهدپايدارتري را ارائه مي   

-هاي کمتر بهتابع پايه شعاعي پيشنهادي اغلب از درجات آزادي

  .دست آمده است

 

  نامه واژه

1.boundary element method (BEM) 
2. finite element method (FEM) 
3. dual reciprocity method (DRM) 
4. radial basis functions (RBFs) 

5. conical 
6. thin plate spline (TPS) 
7. Gaussian 
8. multiquadric (MQ) 

9. sinusoidal 
10. Fourier 
11. first kind Bessel function (J-

Bessel) 
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12. compact support (CS) 
13. inverse multiquadric (IMQ) 
14. reciprocal relation 

15. weighted residual method       
 (WRM) 

16. fundamental solution 

17. Green’s theorem 
18. source point 
19. field point 
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