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در . اسـت یافتـه بهبـود  یگینگکریابییانبا کمک روش میندر روش بدون المان گالرکیازمورد نيعددگیريمقاله انتگرالیندر ا-چكيده 
با توجه . شودیمحاسبه مگیريانتگرالو سپس وزن نقاط شدهیگزینساده جایگینگشده توسط کریدتولده با رویهروش ارائه شده، تابع انتگرال

در کل گیريوزن نقاط انتگرالینبنابراگردد،یمیدشبکه تولبه یازبا کمک ابر نقاط و بدون نیگینگکریابییانشده توسط میدسطح تولینکهبه ا
شـبکه  دونبیابییانمیگردهايشده را با روشیانبیندفرآتوانیظاهر ماگر چه در. گرددیبه المان محاسبه میازمرحله و بدون نیکدامنه در 

خـاص روش  یژگـی ویلدلبهیگراز طرف د. خواهد بودترتر و عملیسادهیابییانمیناستفاده از ایگینگ،کرروش یسادگیلدلبهیانجام داد، ول
کـردن  وارد ،نیکرکرويشرط دلتاءارضایلدلهکه بشودیاستفاده میزتوابع شکل نانیبيبرایگینگکریابیانمقاله از توابع مینادر یگینگ،کر

روش نشـان داده شـده   ییکـارا استفاده شده و يدوبعدیکروش حاضر در مسائل الاستواستات. گیردیصورت میبه سادگيضروريمرزیطشرا
.است

.هاي بدون المانیابی کریگینگ، روشعددي، روش میانگیري ین، انتگرالروش بدون المان گالرک: كليديواژگان 

Improvement of Integration in Element Free Galerkin Method using
Kriging Interpolation
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Abstract: In this paper, the numerical integration needed in the element free Galerkin method is improved, using Kriging
interpolation. In the presented method, integrand is replaced by a surface which is produced by simple Kriging. Then the weights
of integration points are calculated. Since the surface produced by simple Kriging is obtained by cloud of points and without back
ground mesh, the weights of integration points are calculated in one step in the whole domain and without any element. Although
any mesh free interpolation approach can be used in this procedure, simple Kriging is easier and more applicable. On the other
hand, Kriging method is used for construction of shape functions. Hence, due to the satisfaction of Kroneker delta, essential BC
can be easily implemented. The present method is used in 2-D elasto-static problems and effectiveness is proven.
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مقدمه-١
عـددي حـل معـادلات    ترين روشکاربردروش اجزاء محدود پر

در ايـن  . اسـت اي در مسـائل مکانيـک جامـدات   ديفرانسيل پاره
روش المان نقش اساسي در بنا نهـادن توابـع شـکل و محاسـبه     

در روش منظور محاسبه انتگرالطورکلي بهبه. گيري داردانتگرال
هايي تقسيم شده و سپس هر له به المانأء محدود، حوزه مساجزا

اسـتاندارد نگاشـت   المانبه ١المان با استفاده از نگاشت همديس
در المــان اســتاندارد بــا اســتفاده از روش تربيــع . شــودداده مــي

بـا توجـه بـه وابسـتگي     . آيـد دست ميهمقدار انتگرال ب٢گاوس
ها مانند نيـاز بـه   تروش اجزاء محدود به شبکه، برخي محدودي

بـه خـاطر اعوجـاج    هاي بزرگدر تغييرشکل٣بندي مجددشبکه
هـاي گذشـته   از اين رو طي سال. وجود دارد٤بيش از حد المان

هاي بدون شبکه توسط محققين مختلـف بـراي غلبـه بـر     روش
.]١٤-١[مشکلات روش اجزاء محدود ارائه شده است

که تاکنون ارائـه شـده   هاي بدون المانطور کلي در بين روشبه
. داراي دقت بيشتري هسـتند هاي مبتني بر فرم ضعيفاست، روش
٥بندي فـرم ضـعيف گـالرکين   ها، فرمولترين اين روشيکي از مهم

. که در ايـن مقالـه مـورد توجـه قـرار گرفتـه اسـت       ] ١٩-١٥[است
عنـوان يـک تکنيـک    بندي پس زمينه بـه طورکلي استفاده از شبکهبه

آشـکار اسـت   . رودشمار ميگيري در اين روش بهنتگرالاستاندارد ا
گيـري، عمـلاً   منظـور انتگـرال  که در صورت اسـتفاده از شـبکه بـه   

وابستگي به شبکه از بين نخواهـد رفـت و همچنـان وابسـتگي بـه      
هـاي زيـادي   تـلاش . ها خواهـد شـد  شبکه باعث برخي محدوديت

ه انجـام  گيـري در ايـن روش بـدون شـبک    صورت گرفته تا انتگرال
هـاي  يکـي از راه حـل  ] ٢٢-٢٠[6ايگرهگيريتکنيک انتگرال. گيرد

در ايـن روش،  . استبندي پس زمينه مورد توجه براي حذف شبکه
اي حاصـل  روي دامنه مسأله از ارزيابي مقـادير گـره  گيري برانتگرال

نسبت سطح وابسـته بـه آن   ،ايشود که در آن وزن هر نقطه گرهمي
از ايـن تکنيـک در   ] ٢٠[بيسـل و بليچکـو   . اسـت گره به سطح کل 

روش بدون المان گالرکين استفاده کرده و سپس تکنيک خـود را بـا   
امـا در  . هاي پايدار کننده به فرم ضـعيف توسـعه دادنـد   افزودن ترم

کل دقـت ايـن روش کمتـر از روش اصـلي بـدون المـان گـارکين        
وفـق  ياگـره گيـري روش انتگرال] ٢٢و٢١[چن و همکاران . است

هـا براسـاس تکنيـک    را براي حذف نوسـانات پاسـخ  ٧کننده پايدار
دليـل اسـتفاده از ديـاگرام    بـه . اي معرفـي کردنـد  گـره گيريانتگرال
عنـوان روش  تـوان بـه  اي را نمـي گرهگيري، روش انتگرال٨ووروني

.شمار آوردبدون شبکه واقعي به
و توسـط روسـکا   ] ٢٣[٩گيري مونـت کـارلو  تکنيک انتگرال
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هـاي  تـوالي . گيري اسـتفاده شـد  براي انجام انتگرال]٢٤[١٠ليتاو
در اين روش توليد و با آزمـايش در  ١١مختلف شبه مونت کارلو

ــا تعــداد نقــاط . مســائل ســه بعــدي الاســتيک مقايســه شــد  ام
گيــري لازم در ايــن روش از تعــداد نقــاط لازم در     انتگــرال 

.هاي ديگر بيشتر استروش
ــان  ــرد و همتي ــروي ف ــرين ] ٢٥[خس ــه گ ــراي ١٢از نظري ب

هاي بدون شبکه اسـتفاده کردنـد و آن را   گيري در روشانتگرال
در ايــن روش بــا اســتفاده از . ناميدنــد١٣روش انتقــال کــارتزين

انتگرال ، شاملتئوري گرين، انتگرال دامنه به يک انتگرال دوگانه
آنهـا ايـن روش را در   . مرزي و انتگرال يک بعـدي تبـديل شـد   

ي و تغيير شکل بزرگ استفاده کرده و نشان دادند که مسائل خط
تواند در مقايسه با روش اين روش بدون شبکه واقعي بوده و مي

بدون المان گالرکين اصلي دقت را افـزايش داده و زمـان را نيـز    
دليـل لـزوم   با اين وجود در مسائل پلاستيسـيته بـه  . کاهش دهد

اط محاسـباتي،  هـا و متغيرهـاي حالـت در نق ـ   ذخيره شدن تنش
.استفاده از اين روش محدود خواهد بود

يـابي پيشرفتي کـه در ايـن مقالـه ارائـه شـده، اسـتفاده از ميـان       
در روش بـدون  ١٤گيريهاي نقاط انتگرالکريگينگ در محاسبه وزن

گيـري باعـث   روي انتگرالبهبود انجام گرفته بر. شبکه گالرکين است
گيـري، نيـاز بـه شـبکه     رالخواهد شد که بدون کاهش دقت در انتگ

ــه ــه ب در ايــن روش نقــاط . طــور کامــل حــذف شــودپشــت زمين
؛دنشـو گيري بدون نياز به نظم خاصي در دامنـه پخـش مـي   انتگرال

گيري با استفاده از روش پيشنهاد هاي نقاط انتگرالسپس مقدار وزن
دقيـق نتـايج، بايـد تعـداد و     به منظور محاسبة . شودشده محاسبه مي

از نظر کـاربرد  . گيري استفاده شوداسبي براي نقاط انتگرالچينش من
اي گيـري نقطـه  توان روش حاضر را شـبيه روش انتگـرال  عملي مي

دانست با اين تفاوت که در اين روش نيازي به افراز دامنه با کمـک  
گيري در اين روش کمتـر  تعداد نقاط انتگرال. دياگرام وروني نيست

اي تواند در حـد تعـداد نقـاط گـره    ميها بوده و حتياز ساير روش
گيـري  هاي مختلفي از توزيع نقاط انتگـرال دقت جواب نمونه. باشد

تـاکنون از روش  ذکر است کـه  لازم به.اندمقايسه شدهمثالچنددر
هـاي  در روشمنظور ساختن توابع شـکل يابي کريگينگ تنها بهميان

.بدون شبکه استفاده شده است
کـر در برخـي توابـع    ياي شرط دلتاي کرونخاطر عدم ارضبه
هاي بدون شبکه، وارد کـردن شـرايط مـرزي    ياب در روشميان

در اين . گيردضروري به سادگي روش اجزا محدود صورت نمي
کريگينگ بـراي بيـان توابـع شـکل نيـز      يابروش از توابع ميان

کريگينگ که شـرط  ياببا استفاده از توابع ميان. شوداستفاده مي
کننـد وارد کـردن شـرايط مـرزي     را ارضـا مـي  ١٥کرياي کروندلت

.پذير استضروري به سادگي امکان
گيـري  هاي عددي کاربردي بودن اين تکنيک انتگـرال جواب

ــول ــدي   را در فرم ــي در مســائل دو بع ــرم ضــعيف کل ــدي ف بن
.دهندالاستواستاتيک نشان مي

در بخـش دوم تئـوري   : ها به اين شـکل اسـت  ترتيب بخش
کريگينگ مطالعه شده و کريگينگ ساده و عـام توضـيح   يابيميان

 ـ   بخشدر . شودداده مي دسـت  هسوم تکنيک ارائـه شـده بـراي ب
گيري شرح داده شده و بـا مقـادير   هاي نقاط انتگرالآوردن وزن

چهـارم معـادلات حـاکم و    بخشدر .گاوس مقايسه شده است
ئـه شـده   سازي مسائل الاستواستاتيکي دو بعدي اراروش گسسته

هـاي عـددي ارائـه شـده و در آخـر      مثالپنجمبخشدر . است
.گيري در فصل ششم ذکر شده استنتيجه

کريگينگيابيميان-٢
توسط متـرون ارائـه   ١٩6٢يابي کريگينگ اولين بار در سال ميان

آمـار  هاي بعد اين روش در مسـائل زمـين  طي سال]. ٢6[گرديد 
از روش کريگينـگ وجـود   انـواع مختلفـي   . توسعه زيادي يافت

اشـاره  ١٧و عـام 16هاي کريگينگ سـاده توان به روشدارد که مي
0u(xيابي کريگينگ ساده متغير ميدان در ميان. نمود صورت به(

]:٢٧[شود زير تخمين زده مي
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ixدراي ها مقادير گـره iuدر اين رابطه (i 1,2, ,n) وi  هـا
اي اسـت کـه از رابطـه زيـر     مقادير توابـع شـکل در نقـاط گـره    
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تـوان بـا   را مـي cوaضـرايب . اسـت jوiفاصله بين نقـاط  
در ]. ٢٧[هاي منتشر شده آمـاري انتخـاب کـرد   استفاده از روش

:انداين مقاله ضرايب به شکل زير انتخاب شده
)٣  (infa r 1 3
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)٢(با اسـتفاده از رابطـه   . است١٨شعاع ناحيه اثرinfrکه در آن 
.شوندحاصل ميiضرايب 

آمار کاربرد وسيعي يابي کريگينگ ساده در زميناگر چه ميان
هـاي  دارد، با اين وجود معمولاً براي تعيين توابع شکل در روش

بنابراين براي مشخص کردن توابع شـکل  . عددي مناسب نيست
در ]. ٢٧[شـود  از روش ديگري به نام کريگينگ عام استفاده مـي 

و در حالت دو بعدي )٢(ها در رابطه iيابي کريگينگ عامميان
:شودصورت زير تخمين زده ميبه

k
11 12 1n 1 1 1 1 1 1

k
221 22 2n 2 2 2 2 2

k nn1 n2 nn n n n n n
1

1 2 n

1 2 n

1 1 2 2 n n

k k k p
1 2 n

C C C 1 x y x y y

C C C 1 x y x y y

C C C 1 x y x y y

1 1 1 0 0 0

x x x 0 0 0

y y y

x y x y x y

y y y 0 0 0

                               

       



  

  

01

02

0n

0

0

0 0

k
0

C

C

C

1

x

y

x y

y

 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 





)٤ (
.ها ضرايب لاگرانژ هستندiکه در آن

با توجه به اينکه کريگينگ عام نسبتاً پيچيده اسـت، اسـتفاده   
. گيــري مناســب نيســتهــاي انتگــرالاي محاســبه وزناز آن بـر 

يابي کريگينگ سـاده  بنابراين در اين مقاله براي اولين بار از ميان
در . گيـري اسـتفاده شـده اسـت    هاي انتگـرال براي محاسبه وزن

.گيري پرداخته خواهد شدبه بررسي روش انتگرال٣بخش 

ــرال -٣ ــاط انتگ ــادير وزن نق ــين مق ــري و تخم گي
گيري روي ناحيه اثرانتگرال

در اين مقاله براي تخمين انتگرال ميدان از روش کريگينگ ساده 
انتگـرال ميـدان   )٢(بنابراين با کمـک رابطـه   . استفاده شده است

:شودصورت زير تخمين زده ميبه
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که در آن T1 nCov(x , x) Cov(x , x)V  که از تعريف
:با توجه به رابطه زير. شوداستخراج مي)٢(رابطه 

)6  (T
i i

ˆu(x)d w u W U



  
:توان نوشتيم) ٥(و به کمک رابطه 

)٧  (1 dW A V



 
:صورت گستردهيا به

1

2

n

1
1 1 1 2 1 n

2 1 2 2 2 n

n 1 n 2 n n

1

2

n

w

w

w

Cov(x , x ) Cov(x , x ) Cov(x , x )

Cov(x , x ) Cov(x , x ) Cov(x , x )

Cov(x , x ) Cov(x , x ) Cov(x , x )

Cov(x , x)d

Cov(x , x)d

Cov(x , x)d









 
 
  
 
 
 

 
   
 
 

 

 
 
 
  
 
 
 
  
 









   



.گيري هستندها وزن نقاط انتگرالiwکه در آن 
وجـود دارد  )٨(ه انتگرالي که در طرف راست رابط ـعبارت

iCov(xصورت به , x)d


   بوده و بايد روي ناحيـه اثـر

)٨(
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هاي آندامنه محاسبه کوواريانس و زيردامنه-١شکل 
در تقاطع با مرزها

پاسخ اين انتگرال بـراي نقـاطي کـه داراي فاصـله     . محاسبه شود
وم است اما اگر ناحيـه اثـر   طور دقيق معلزيادي از مرز هستند به

له قطع شـود، محاسـبه ايـن    أگيري توسط دامنه مسنقطه انتگرال
گيـري  دو نقطه انتگـرال )١(در شکل . انتگرال ساده نخواهد بود

. شودکه توسط مرز قطع شده ديده ميفرضي و ناحيه اثر آن 
iCov(xدر اين مقاله بـراي محاسـبه انتگـرال     , x)d


 روي

اي شـکل  در حالت دوبعدي، شعاع ناحيه اثر دايـره دامنه اثر 
از شعاع حلقهدر هر قسمت يک . شودبه چند قسمت تقسيم مي

ir تاi 1r نشان داده شده است)١(گردد که در شکل توليد مي .
دسـت  هها بحلقههاي روي دگي از مجموع انتگرالانتگرال به سا

:شودآيد که در رابطه زير ديده ميمي

)٩(

2

2
i 1

i

r
( )
a

i 0

r
( )r
a

0
r

i

Cov(x , x)d c e rdrd

2 c e r dr




 



   



 

 
هــا مــرز مســأله را قطــع کنــد، نســبت حلقــهاگــر هــر کــدام از 
 2 2     ــان ــرال روي همــ ــهدر انتگــ ــي حلقــ يعنــ

2
i 1

i

r
( )r
a

0
r

2 c e r dr
 

تصحيح )٩(ه ضرب شده تا انتگرال رابط
از روي هندسـه مسـأله و بخـش قطـع شـده آن      مقدار . شود

گيرينقطه انتگرال١6المان مربعي با -٢شکل 

شـود  ديـده مـي  )١(کـه در شـکل   mrدر شعاع متوسـط  حلقه
.محاسبه خواهد شد

ي عـددي  هـا گيـري فـوق در روش  استفاده از روش انتگـرال 
هـاي  در ايـن روش ابتـدا وزن  . تقريباً مشـابه روش گـوس اسـت   

هـاي  سـپس از وزن . گرددگيري براي کل دامنه محاسبه ميانتگرال
بنابراين در اين روش . شوددست آمده در کل تحليل استفاده ميبه

دامنه حل افراز نخواهد شـد و انتگـرال روي کـل دامنـه در يـک      
گيـري  بـارت ديگـر در روش انتگـرال   عبه. شودمرحله محاسبه مي

.گرفته خواهد شددرنظر صورت يک المانارائه شده کل دامنه به
دسـت آمـده از روش ارائـه    هاي بهبراي بررسي کيفيت وزن

گيـري گـوس   هـاي روش انتگـرال  ها با وزنشده، ابتدا اين وزن
نقطه انتگرالي واقـع در مکـان   ١6در اين مثال . شوندمقايسه مي

قرار داده شـده  )٢(در يک المان مربع مطابق شکل وسينقاط گ
دست آمـده از روش ارائـه   وزن نقاط انتگرالي به١جدول . است

گيـري  نقطه انتگرال١6شده را با روش گوس براي يک المان با 
 ـ شود که وزنمشاهده مي. کندمقايسه مي دسـت آمـده از   ههـاي ب

.دهدميروش ارائه شده نتايجي مشابه روش گوس ارائه 
براساس آنچه بيان شد روش حاضر وابسته به دامنه نيست و 

يـک )٣(شـکل در . اي قابـل اسـتفاده اسـت   براي هر نوع دامنه
گيري انتگرالنقاط سه چيدمان مختلف از همراه اي بهناحيه دايره

.نشان داده شده است
صورت گيري بهنقطه انتگرال۸داد مختصات اين نقاط در تع

:گرفته شددرنظر زير
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)روش ارائه شده و روش گوس(نقطه گوسي ١6گيري قرار گرفته بر مقايسه وزن نقاط انتگرال-١جدول 

xموقعيت نقطه /
y /
 
 
0 339981
0 339981

x /
y /
 
 
0 339981
0 xو861136 /

y /
 
 
0 861136
0 339981

x /
y /
 
 
0 861136
0 861136

a= ٢طه با احتسابوزن نق

٣/0در رابطه  4253/0 2268/0 1210

0/)وزن گاوس(وزن دقيق  4253/0 2269/0 1210

ريگينقطه انتگرال٢٠گيرينقطه انتگرال١٢گيرينقطه انتگرال٨
مختلفدمان يچگيري آن با سه اي و نقاط انتگرالدامنه دايره-۳شکل

)١٠ (
2 2

1,2 3,4

5,6,7,8

: x y 1

P 0 , 0.8 , P 0.8 , 0

P 0.3 , 0.3

  
   

  

نقطــه ۸هــاي زيــر در تعــداد بــا کمــک روش ارائــه شــده وزن
:دست خواهد آمدگيري بهانتگرال

)١١  (1,2,3,4

5,6,7,8

w 0.5448

w 0.2406





صـورت  گيري بـه نقطه انتگرال۱۲مختصات اين نقاط در تعداد 
:گرفته شددرنظر زير

)١٢  (

2 2

1,2 3,4

5,6,7,8

9,10,11,12

: x y 1

P 0 , 0.9 , P 0.9 , 0

P 0.3 , 0.3

P 0.6 , 0.6

  
   

  

  

نقطـه  ۱۲هـاي زيـر در تعـداد    با کمـک روش ارائـه شـده وزن   
:دست خواهد آمدگيري بهانتگرال

)١٣  (
1,2,3,4

5,6,7,8

9,10,11,12

w 0.20162

w 0.35333

w 0.23044







صـورت  گيري بـه نقطه انتگرال۲۰مختصات اين نقاط در تعداد 

:گرفته شددرنظر زير

)١٤  (

2 2

1,2 3,4

5,6 7,8

9,10,11,12

13,14,15,16

17,18,19,20

: x y 1

P 0 , 0.92 , P 0.92 , 0

P 0 , 0.62 , P 0.62 , 0

P 0.35 , 0.35

P 0.25 , 0.25

P 0.6 , 0.6

  
   

   

  

  

  

نقطـه  ۲۰هـاي زيـر در تعـداد    با کمـک روش ارائـه شـده وزن   
:دست خواهد آمدگيري بهانتگرال

)١٥  (

1,2,3,4

5,6,7,8

9,10,11,12

13,14,15,16

17,18,19,20

w 0.14945

w 0.15935

w 0.09464

w 0.14184

w 0.24011











طبـق دست آمـده، انتگـرال توابـع مشخصـي    ههاي ببا استفاده از وزن
گيري بـر روي ناحيـه   محاسبه شد و سپس خطاي انتگرال) ۱۶(رابطه 
:دست آمدهسه حالت مشخص شده باي فوق برايدايره

)۱۶  (
int

2 2

n

i i i
i 1x y 1

f (x, y) dxdy w f (x , y )
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ايضريب تمرکز تنش صفحه سوراخدار در تحليل حاضر نسبت به تعداد نقاط گره-٣جدول 
ايگرهتعداد نقاط  تمرکز تنش در تحليل حاضر مقدار دقيق تمرکز تنش
١٧6 ٧٣/٢

٠٠/٣٢٤٧ ٨٧/٢
٤٠٨ ٩6٥/٢

اط صورت مثلثي و نقاي بهدامنه دايرهبندي شبکه-۴شکل 
هاگيري درون مثلثانتگرال

٨گيري آن در حالت اي و نقاط انتگرالدامنه دايره-٥شکل 
با تغيير موقعيت نقاط بيروني٣اي مشابه شکل نقطه

توابع مورد نظر و مقدار انتگـرال محاسـبه شـده بـا     ۲جدول در 
روش حاضر در سه حالـت و روش دقيـق بـا يکـديگر مقايسـه      

شود، نتايج بسيار اميدوار کننده که مشاهده ميطور همان. اندشده
گيـري  عنوان يک روش انتگـرال بنابراين روش حاضر به. هستند

.هاي عددي قابل استفاده خواهد بودقابل قبول براي روش
براي اينکه قابليت روش بهتر مشخص شود نتايج مربوط بـه  

اي دامنه دايـره )٤(شکل در . شودنيز ذکر ميگيري مثلثيانتگرال
هاي مثلثي افراز شده و انتگرال ميدان شکل با شعاع يک با المان

هـا و مقـدار تـابع در نقـاط ميانـه      با استفاده از مسـاحت مثلـث  
٢جدول گيري در نتيجه اين انتگرال. دست آمده استهها بمثلث

.ذکر شده است
د دقت روش ارائه شده بسيار بيشـتر  شوطور که ديده ميهمان

همچنـين بـا افـزايش    . گيري با شبکه مثلثي اسـت از روش انتگرال
.رودگيري دقت محاسبه انتگرال بالا ميتعداد نقاط انتگرال

شـکل  گيري مطابق نقطه انتگرال۸منظور بررسي بيشتر، تعداد به
. دگرفتـه ش ـ درنظر )۳(شکل نسبت بهبا چيدمان کمي متفاوت )٥(
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گيريبر خطاي انتگرالaثير شعاع ناحيه اثر و پارامتر أت-6شکل 

بعديدامنه و مرز در يک جسم الاستيک خطي دو-٧شکل 

0/خطاي محاسبه براي مساحت  نشان داده بر اساس توابعو % 035
ــده در  ــدول ش ــابع اول  ،۲ج ــراي ت 1/ب ــا 069% ــراي ت بع دوم ، ب

/0 1/و براي تابع سوم 273% ايـن مطلـب از   . دسـت آمـد  به43%
گيـري از توزيـع   بيني بود چـرا کـه نقـاط انتگـرال    قبل نيز قابل پيش

.اندمناسبي برخوردار نبوده
و همچنـين شـعاع   )۹(در معادله aاثر پارامتر)۶(در شکل 

در ايـن  . گيري نشـان داده شـده اسـت   احيه اثر بر دقت انتگرالن
در نظر گرفته شـده  واحد۲۰مثال، يک دامنه مربع شکل با ضلع 

واحـد  ۱صورت ماتريسي و با فاصله که در آن نقاط انتگرالي به
دقـت  .چيـده شـده اسـت   واحد از مرزها۱از يکديگر و فاصله 

. اسـت تخـاب شـده  عنوان معيـار ان روش در تخمين مساحت به
aپـارامتر انتخاب مقـدار توان دريافت که براساس اين شکل مي

البته مقـدار  . مقدار مطلوبي است،برابر فاصله بين نقاط۳حدود 
نيز جواب مناسبي در پي خواهد داشت ولـي افـزايش   ۳بيش از 

اين مقدار باعث ايجاد خطاي معکوس کردن ماتريس در معادلـه  

برابر مقدار ۳يا ۵/۲علاوه بر اين شعاع ناحيه اثر . خواهد شد۸
a درصد کافي است۲براي دستيابي به خطاي کمتر از.

گيري قابـل  عنوان يک روش انتگرالبنابراين روش حاضر به
در بخـش  . هاي عددي قابل استفاده خواهد بودقبول براي روش

ل مسـائل مکانيـک جامـدات اسـتفاده     از ايـن روش در ح ـ ،بعد
.خواهد شد

فرمولاسيون فرم ضعيف در روش گالرکين-٤
)٧(يک جسم الاستيک خطي در حالت دو بعدي مطـابق شـکل   

است کـه از  و مرز آن دامنه مسأله . شودگرفته ميدرنظر 
و شـرط مـرزي طبيعـي    اجتماع دو مرز با شرط مرزي ضروري

.شودحاصل مي
:شودصورت زير نوشته ميمعادله تعادل به

)١٧  (ij, j i ij jib 0 ,     

ibو iuييجاهدان جابيتانسور تنش وابسته به مijکه در آن 

:هستندريصورت زبهيط مرزيشرا. استيحجميروهاين

)١٨  (i i s

ij i j n

u u on

n t on

 

  

هاي سـطحي  جايي و تنشترتيب جابهبهitو iuدر اين روابط 
ود بـر  بـردار عم ـ inمرز ضروري و مرز طبيعي و nو sو 

با استفاده از اصل کار مجازي، معادله فـرم ضـعيف   . سطح است
:آيددست ميزير براي رابطه مومنتوم خطي به
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)١٩  (
t

T T T

Ω Ω Γ

δ dΩ- δ dΩ- δ dΓ=0  ε u b u tσ

:شودصورت زير نوشته ميفرم گسسته اين رابطه به
)٢٠ (Ku = F

اي و جايي نقاط گرهبردار جابهuماتريس سختي،Kکه در آن 
Fشوندمقادير به شکل زير محاسبه مي. بردار نيرو است:
)٢١  (T

IJ I Jd



 K B DB

)٢٢  (
t

T T
I I I I Id d

 

    F N t N b

:اي برابر است بادر حالت تنش صفحهDدر اين روابط تانسور 

)٢٣  (
2

1 0
E

1 0
1 1

0 0
2

 
 
 

  
    

 
 

D

. نســبت پواســون اســتمــدول الاستيســيته و Eکــه در آن 
:شونداز روابط زير حاصل ميINو IBماتريس 

)٢٤  (

I

I
I

I I

0
x

0
y

y x

 
 
 
 
   
  
 
  

B

)٢٥  (I
I

I

0

0

 
   

N

در ايـن  . يابي حاصل کردتوان با هر روش ميانرا ميIمقادير 
يـابي  کـر از ميـان  يخـاطر ارضـاي شـرط دلتـاي کرون    تحليل بـه 

Iيابي تـابع شـکل   در اين ميان. شودکريگينگ عام استفاده مي

.است)٤(در رابطه Iمعادل 
هـاي  در روش)٢٢(و )٢١(راي محاسـبه انتگـرال روابـط    ب

هاي بدون المان وجود شبکه الزامـي  اجزا محدود و برخي روش
،در اين مقاله براي محاسبه انتگرال ميـدان بـر روي دامنـه   . است

٣گيـري ارائـه شـده در بخـش     انتگـرال براي اولين بار از روش
.شوداستفاده مي

هاي عدديمثال-٥
قسمت بـراي ارزيـابي قابليـت روش ارائـه شـده، سـه       در اين 

سـر درگيـر تحـت بـار انتهـايي،      تير يک: شودمسأله بررسي مي
در . صفحه تخت تحت بار گسترده خطي و صـفحه سـوراخدار  

گيـري هاي مختلفي براي چينش نقـاط انتگـرال  مثال اول حالت
هـا در مـورد آنهـا    گرفته شده و مقايسه بين دقت پاسـخ درنظر 

در مثال دوم يعني صـفحه تخـت تحـت بـار     . شده استانجام
گيـري را منطبـق بـر نقـاط     گسترده خطي، ابتـدا نقـاط انتگـرال   

گرفته و سپس تعداد آنها را افزايش داده و دقـت  درنظر ايگره
ها بـا  در مثال سوم ميزان دقت پاسخ. جواب بررسي شده است

ــن روش انتگــرال ــري در صــفحه ســوراخدار اســتفاده از اي گي
دهـد کـه ايـن    شـود و نشـان مـي   نسبت به حل دقيق ديده مـي 

هـاي  توانـد پاسـخ  گيري کم نيز مـي روش با تعداد نقاط انتگرال
له همگرايـي پاسـخ نسـبت بـه     أدر اين مس. مناسبي را ارائه کند

.اي نيز بررسي شده استافزايش نقاط گره
يـابي  مـاتريس سـختي از ميـان   ةدر هر سه مثال براي محاسب

شعاع ناحيه . با توابع پايه مرتبه يک استفاده شده استکريگينگ
اي برابر کمترين فاصله نقاط گره٢٥/٣گيري اثر هر نقطه انتگرال

.گيري استدر نزديکي نقطه انتگرال

سر درگيرخمش تير يک-١-٥
سر درگيـر کـه مطـابق شـکل     در اولين مثال، خمش يک تير يک

ــرا    ) ٨( ــاي تيــر ق ــار در انته ــرض ب ــه بررســي در مع ر گرفت
صـورتقـادير بـارگـذاري و خصـوصيـات تيـر بهم. ودـشيـم

E 200Gpa, 0.3,L 30m,D 4m    9وP 10 Nــف تعريـ

.شودمي
برحسب متر بـه شـکل زيـر    yuجايي عمودي دقيق رابطه جابه

]:٢٨[است 
2

2 2
y

P D (L x)
u (3 y x (4 5 ) (2L x)(L x) )

6EI 4


        

)٢6  (
3 2

2D P D
I , ( y )

12 2I 4
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سر درگير در معرض بار در انتهاي تيرتير يک-٨شکل 

ايني روي مرز و بينابين نقاط گرهاي و نقاط بيروگيري دروني منطبق بر نقاط گرهگيري، نقاط انتگرالاي و انتگرالموقعيت نقاط گره- ٩شکل 

گيري بيروني روي مرزتگرالسر درگيرتحت بار انتهايي تير، نقاط انشکل نهايي تير يک- ١٠شکل 

گيـري بـا يکـديگر    در اين مثال چند نوع چيـنش نقـاط انتگـرال   
در ابتدا به دو دسته تقسـيم  گيرينقاط انتگرال. شوندمقايسه مي

نقـاط بيرونـي و   آنهايي که نزديک به مرز قرار دارنـد، : شوندمي
گـذاري  انـد نقـاط درونـي نـام    آنهايي که درون دامنه واقع شـده 

چينش نقاط انتگرالي در اولين مثـال بـه ايـن صـورت     . شوندمي
اي و نقـاط  شود که نقاط دروني منطبـق بـر نقـاط گـره    انجام مي

واقع )٩(اي مطابق شکل بيروني روي مرز و در بينابين نقاط گره
متـري از  ١صـورت مـنظم و بـا فاصـله     اي بـه نقاط گـره . شوند

.يکديگر قرار دارند
سـر درگيـر و پـس از    يي تيـر يـک  شکل نهـا ) ١٠(در شکل 

اين مثال حـداکثر خطـاي نسـبي در    در . شوداعمال بار ديده مي
درصد مشـاهده شـده   ٥جايي، در انتهاي تير به ميزان ميزان جابه

:شودميزان خطا از رابطه زير محاسبه مي. است

)٢٧  (exact numerical

exact

u u
error 100

u


 

اط نشـان داده روند کاهش خطا با افزايش تعداد نق)١١(در شکل 
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روند کاهش خطا در مسأله تير يک سر گيردار با افزايش تعداد نقاط- ١١شکل 

)متر٠٥/٠گيري بيروني از مرز فاصله نقاط انتگرال(سر درگير تحت بار انتهايي گيري در تير يکاي و انتگرالموقعيت نقاط گره- ١٢شکل 

)متر٠٥/٠گيري بيروني از مرز فاصله نقاط انتگرال(انتهايي تير شکل نهايي تير يک سر در گيرتحت بار- ١٣شکل 

گيـري و انتقـال نقـاط    با تغيير چينش نقاط انتگـرال . شده است
متر نتـايج بهتـري حاصـل    ٠٥/٠بيروني به داخل مرز به اندازه 

اي و نقـاط انتگرالـي را در ايـن    نقاط گـره )١٢(شکل . شودمي
ي تير پـس از جابجـايي مطـابق    شکل نهاي. دهدتوزيع نشان مي

در اين حالت خطـاي محاسـبات بـه حـدود     . است)١٣(شکل 
ــراي نقــاط  .رســددو درصــد مــي حــال در چيــنش ديگــري ب

مترافـزايش  ٢٥/٠گيري، فاصله نقاط بيروني از مـرز بـه   انتگرال
وگيـري اي و انتگرالچينش نقاط گره)١٤(شکل . شودداده مي
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)متر٢٥/٠گيري بيروني از مرز فاصله نقاط انتگرال(گيري در تير يکسر درگير تحت بار انتهايي اي و انتگرالموقعيت نقاط گره- ١٤شکل 

)متر٢٥/٠گيري بيروني از مرز فاصله نقاط انتگرال(شکل نهايي تير يکسر در گيرتحت بار انتهايي تير - ١٥شکل 

. دهـد ميشکل نهايي تير پس از اعمال بار را نمايش) ١٥(شکل 
دست آمـده و  هاي بهتري بهمشاهده شد که در اين حالت جواب

دهد کـه  اين مقايسه نشان مي. درصد رسيد٥٤/٠خطا به حدود 
محاســبه انتگــرال از نقــاط روي مــرز نقــاط داخــل مــرز بــراي 

.تر هستندمناسب
جـا شـده و   صورت تصـادفي جابـه  اي بهدر حالت بعد نقاط گره

اي و نقـاط  ونـي منطبـق بـر نقـاط گـره     گيـري در نقاط انتگـرال 
متر از ٢٥/٠اي و با فاصله گيري بيروني بينابين نقاط گرهانتگرال

در ايــن حالـت حــداکثر ميــزان  . شـوند گرفتـه مــي درنظــر مـرز 
درصـد  ٢٠صورت تصادفي بـه ميـزان   اي بهجايي نقاط گرهجابه

شـکل . گرفته شده استدرنظر متر٢/٠فاصله اوليه يعني مقدار 
گيـري در ايـن حالـت و    اي و انتگـرال موقعيت نقاط گـره )١6(

نيز شـکل نهـايي تيـر را پـس از اعمـال بـار نشـان        ) ١٧(شکل 

.درصد است١خطاي اين محاسبه . دهدمي

صفحه تخت تحت بار گسترده خطي-٢-٥
ــکل  ــيات    ) ١٨(ش ــا خصوص ــکل ب ــتطيل ش ــفحه مس ــک ص ي

L 20m, D 10m , 0.3, E 200 Gpa     ــخامت و ضـ
.دهدخطي را نشان ميواحد، تحت بار

اي گيري منطبق بـر نقـاط گـره   در اولين تحليل نقاط انتگرال
جايي نقاط پس از اعمال بار گسترده جابه. شونددرنظر گرفته مي

طـور کـه  همـان . خواهـد بـود  ) ١٩(خطي در انتها مطابق شـکل  
در ايـن پديـده   . ها دچار نوساناتي هستندشود، پاسخمشاهده مي

محاسبه انتگرال برخـي مودهـاي حرکتـي يـک     خاطر خطا دربه
يکي . شودها ميالمان ناديده گرفته شده و باعث ناپايداري پاسخ

هاي جلوگيري از ايـن پديـده در اجـزا محـدود، افـزايش      از راه
.گيري استتعداد نقاط انتگرال
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اييسر درگير تحت بار انتهگيري در تير يکاي و انتگرالموقعيت نقاط گره- ١6شکل 
)متر٢٥/٠گيري بيروني از مرز متر، فاصله نقاط انتگرال٢/٠صورت تصادفي با حداکثر اي بهجايي نقاط گرهجابه(

جاييصورت تصادفي با حداکثر جابهاي بهنقاط گره. سر درگيرتحت بار انتهايي تيرشکل نهايي تير يک- ١٧شکل 
متر٢٥/٠يري بيروني از مرز گجا شده و فاصله نقاط انتگرالهمتر جاب۰/٢

صفحه تخت تحت بار گسترده خطي و شرايط مرزي- ١٨شکل 

در صفحه تخت تحت بار گسترده خطي و ١٠٠٠جايي با ضريب شکل اوليه و شکل نهايي با جابه- ١٩شکل 
ايگيري منطبق بر نقاط گرهجايي، نقاط انتگرالنمايش نوسانات جابه
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گيريگيري با افزايش نقاط انتگرالاي و نقاط انتگرالع نقاط گرهنمونه توزي- ٢٠شکل 

گيـري اسـتفاده   در اين مثال از تکنيک افزايش نقاط انتگـرال 
اي قرار داده شده و تعداد اين نقاط افزايش يافته و بين نقاط گره

گيري مطـابق شـکل   اي و انتگرالنحوه چينش نقاط گره. اندشده
صـورت  گيري بهکه در آن نقاط انتگرالانتخاب شده است ) ٢٠(

نشـان داده  ) ٢١(نتايج در شـکل  . شوندمنظم در دامنه توزيع مي
نوسـانات  ) ٢١(شود، در شـکل  طور که ديده ميهمان. استشده
.جايي کاملاً از بين رفته استجابه

حاصل از ميـدان  xxکانتور مؤلفه تنش) الف-٢٢(در شکل 
ايي با استفاده از روش ارائه شـده در مقالـه محاسـبه شـده    ججابه
کانتور تنش حاصله بـا مقـادير مشـابه    ) ب-٢٢(در شکل . است

در اين مقايسه . شودخود از نتايج تحليل اجزا محدود مقايسه مي
المان تحليل شده و ٥٠٠٠مدل اجزا محدود با دقت بالا و تعداد 

بـا  ) الـف -٢٢(ل نتايج حاصله براي خط مشخص شده در شـک 
طور که مشخص است همان. اندنتايج تحليل حاضر مقايسه شده

جـايي در  هاي حاصل از ميدان جابـه ميزان خطاي نسبي در تنش
.درصد است٤اين روش کمتر از 

صفحه سوراخدار-٣-٥
شـود، صـفحه   آخرين مثالي کـه در ايـن قسـمت بررسـي مـي     

بـار گسـترده   نهايت با يک سوراخ در وسط است که تحـت  بي
ــي  ــرار م ــت ق ــرديکنواخ ــکل  . گي ــابق ش ــفحه)۲۳(مط اي ص

aشـود کـه سـوراخي بـه شـعاع      درنظرگرفته مي 1m در آن
ــور   ــت مح ــرار دارد و در جه ــت  xق ــنش يکنواخ ــت ت تح

7
xx 10 Mpa   خـاطر شـرايط تقـارن   بـه . قرار گرفتـه اسـت

گيـرد و  اين صـفحه مـورد بررسـي قـرار مـي     فقط يک چهارم 
بـراي مقايسـه  . شـود شرايط مـرزي تقـارن بـه آن اعمـال مـي     

نتايج حاصل از تحليل حاضر با حل دقيق صـفحه سـوراخدار،   
کمتـر باشـد و   a9حداقل طول و عرض صفحه نبايد از مقدار 

Lبه همين دليل  9.5حالت نقـاط  در اين . انتخاب شده است
.اندانتخاب شده) ۲۴(اي در شکل انتگرالي منطبق بر نقاط گره

براي تعيين صحت و مقايسه نتايج حاصل از روش ارائـه شـده،   
xدر امتداد خـط عمـودي   xxمنحني مقدار مؤلفه تنش  0  بـا

) ٢٥(آينـد، در شـکل   ت مـي دس ـمقادير دقيق آن که از رابطه زير به
:]٢٨[خطاي نسبي آن ارائه شده است ) ٢6(رسم شده و در شکل 

 
2 4

x 2 4

a 3 3a
x, y 1 cos 2 cos 4 cos 4

2r 2r

         
 

)٢٨ (
در اين رابطه  r,    مختصات قطبـي نقطـه مـورد نظـر و

گرد مثلثـاتي  هت راستدر جxگيري شده از محور زاويه اندازه
١٥/٠شود، حداکثر ميـزان خطـا   طور که ملاحظه ميهمان. است

ــه  ــايج ب ــوده و نت ــد ب ــتند  درص ــول هس ــل قب ــده قاب ــت آم .دس
در اين مثال که نسبت بين تنش در نقطه ضريب تمرکز تنش

،بالاي سوراخ و تنش يکنواخت وارد شده به صفحه اسـت 
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در صفحه تخت تحت بار گسترده خطي با نقاط١٠٠٠٠جايي با ضريب ابهشکل اوليه و شکل نهايي با ج- ٢١شکل 
گيري افزايش يافتهانتگرال

مقدار خطاي-بيگيرتعداد نقاط انتگرالافزايش صفحه تخت تحت بار گسترده خطي با xxلفه تنش ؤم-الف- ۲۲شکل 
جايي با مقدار حاصل از اجزا محدود دقيقحاصل از ميدان جابهxxنسبي در نتايج مؤلفه تنش 

و قطاع يک چهارم آنxصفحه سوراخدار تحت بار يکنواخت در راستاي محور- ٢٣شکل 
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اي براي تحليل نقطه گره٤٠٨توزيع - ٢٤شکل 
صفحه سوراخدار

xxنمؤدار مؤلفه تنش - ٢٥شکل  (Pa)اد خط عموديدر امتدx  0
اي و نمودار مقدار دقيق آننقطه گره٤٠٨حاصل از تحليل حاضر با 

و مقدار دقيق آناينقطه گره٤٠٨حاصل از تحليل حاضر با x=۰در امتداد خط عموديxxخطاي نسبي مؤلفة تنش - ٢6شکل 

د که بسيار نزديک به مقدار دقيقآيدست ميبه٩٧٥/٢مقدار 
.است٣آن يعني عدد 

به منظور نشان دادن همگرايي روش ارائه شده، در جدول 
اي بين ضريب تمرکز تـنش در نقطـه بـالاي سـوراخ     مقايسه٣

انجام شده که در آن با تعداد نقاط مختلف مسأله تحليل شـده  
بـا افـزايش   شودطور که ديده ميهمان. اندنتايج حاصل شدهو 

مقدار ضـريب تمرکـز تـنش بـه مقـدار دقيـق آن       ،تعداد نقاط
گر همگرايي حل ارائه شـده بـراي   تر شده است که بياننزديک

.له مذکور استأمس

گيرينتيجه-۶
گيـري جديـدي معرفـي شـد کـه بـا       در اين مقاله روش انتگرال

بدون شـبکه گـالرکين محاسـبه    انتگرال در روش،استفاده از آن
هاي ديگر، علاوه بر عدم نياز اين روش با روشتفاوت. شودمي

صـورت  بندي، محاسبه انتگرال فرم ضـعيف بـه  شبکهر نوعبه ه
صـورت  به عبارت ديگر در اين روش کـل دامنـه بـه   . کلي است
چينش نقاط در مثـال تيـر يـک    . شودگرفته ميدرنظر يک المان

هاي چينشدرنشان داده شد که اگر چه . سر گيردار بررسي شد
دسـت آورد ولـي در برخـي    توان نتايج قابل قبولي بهمختلف مي
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بـه کمـک ايـن روش    . آيددست ميتري بهها جواب دقيقچينش
مســائل دو بعــدي الاستواســتاتيک بررســي شــده و نتــايج زيــر  

:دست آمده استهب
توانـد در حـد   گيري در اين روش مـي تعداد نقاط انتگرال)١

.اي باشدنقاط گره
بحراني بررسي شده ةهمگرايي حل در يک مثال و در نقط)٢

. ييد رسيدأو به ت
تري حاصـل  هاي دقيقگيري، پاسخبا افزايش نقاط انتگرال)٣

. خواهد شد
گيري درون دامنه بهتـر  در اين روش انتخاب نقاط انتگرال)٤

.از انتخاب آنها در نزديکي مرز است

نامهواژه
1. conformal mapping
2. Gaussian quadrature
3. remeshing
4. element distortion
5. Galerkin weak formulation
6. nodal integration method
7. stabilized conforming nodal

integration

8. Voroni diagram
9. Monte Carlo integration
10. Rosca and Leitao
11. quasi Monte Carlo
12. Green’s theorem
13. Cartesian transformation

method
14. weights of integration points

15. Kronecker-delta property
16. simple Kriging
17. universal Kriging
18. radius of influence domain
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