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  مقدمه -١

ار يبس ـ يهـا اسي ـهـا در مق خواص مواد بـه انـدازه آن   يوابستگ

با کاهش اندازه و . ]١[استصورت تجربي اثبات شدهبه ،کوچک

 ،يکي از ابعاد جسم به محـدوده نـانومتري  نزديک شدن حداقل 

 ؤالسهمه، با اين. مايدن خواص بسيار متفاوتي از جسم بروز مي

ها در حد نـانومتر باشـد، آيـا    است که اگر يکي از اندازه بعد اين

، به بياني ديگر. گذاردهاي آن اثر ميها بر روي ويژگيبقيه اندازه

اگـر  ) گـرافين  مـثلاً ( ساختار با آلـوتروپ ثابـت  در يک نوع نانو

د، کن ـمانـده و سـاير ابعـاد تغييـر    ضخامت در حد تک لايه باقي

، تاکنون بر اساس مرور مراجع. پذيردثير ميأخواص آن چگونه ت

 سـؤال اثبات عملي آزمايشگاهي جامعي در مورد پاسخ بـه ايـن   

در اختيـار   سؤالاست و جواب واحدي براي اين  گزارش نشده

تواند ناشي از مشکلات ساخت نـانوذارات  له ميأاين مس. يستن

هاي کنتـرل شـده دقيـق باشـد، البتـه پيچيـدگي انجـام        با اندازه

تواند عامل ديگـري  هاي کوچک نيز ميآزمايشات در اين اندازه

 ـ      به. باشد ثير أطـور مثـال، اطلاعـات تجربـي انـدکي در مـورد ت
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هاي الاستيک روي ويژگيهاي طول و عرض نانوصفحه بر اندازه

دادنـد   وانگ و همکاران با آزمايش عملي نشـان . دارد ن وجودآ

که مقاومت پارگي لايه اکسيد گرافين با افزايش اندازه آن کاهش 

. ]٢[ يابد ولـي در مـورد مـدول الاسـتيک آن بحـث نکردنـد      مي

ملکـولي،  ملکـولي و مکانيـک  هاي ديناميـک سازيهمچنين، مدل

ييـد  أانـدازه در يـک آلـوتروپ ثابـت را ت     وابستگي خواص بـه 

دادنـد کـه بـا     عنوان مثال جعفـري و همکـاران نشـان   به. دکن مي

نيتريد، مدول الاسـتيک آن افـزايش   -هاي برافزايش قطر نانولوله

ــه يــک مقــدار حــدي ميــل مــي  ــيافتــه و ب د ولــي خــواص کن

 ـپيزوالکتريک تقريباً ثابت مـي  بـر اسـاس نتـايج روش    . ]۳[ دمان

اسـت  ملکولي که توسط ني و همکـاران گـزارش شـده   ديناميک

از . ]٤[ محسوسي به ابعاد آن نداردمدول يانگ گرافين وابستگي 

ــتفاده از روش    ــا اسـ ــاران بـ ــگ و همکـ ــر، وانـ ــوي ديگـ سـ

کنند که با افـزايش ابعـاد گـرافين،    بيني ميملکولي پيش ديناميک

ميـل   يافتـه و بـه يـک مقـدار حـدي      مدول الاستيک آن افزايش

است که بـا   ها در مواردي گزارش شدهدر کنار اين. ]۵[دنماي مي

متر، برخي ضرايب نانوافزايش اندازه عرض صفحه تا حدود دو 

الاستيک گرافين کاهش يافته و پس از آن شروع به افزايش کرده 

بـدين ترتيـب مشـاهده    . ]۶[ دکن ـو به مقداري حدي ميـل مـي  

هـا بـه ابعـاد     ه در اغلب مطالعات وابستگي ويژگـي شود ک مي

ييد شده است هر چند در رابطه با نـوع و شـدت وابسـتگي    أت

بر اساس نظر نويسندگان مقاله حاضر، . اتفاق نظر وجود ندارد

و شايد نوع وابستگي به اندازه براي همه مـواد يکسـان نبـوده    

هاي مختلـف نيـز تابعيـت متفـاوتي داشـته      حتي براي ويژگي

تواند ناشي از تفاوت نوع پيوندهاي اين عدم يکتايي مي. باشد

همچنـين  . بين اتمي در يک ماده نسبت به مـاده ديگـر باشـد   

  خواص به پيوندها از يک قاعـده پيـروي   معمولاً وابستگي همه

  .کندنمي

هاي مبتني بر مکانيک ريباشد از تئو رارقبا اين اوصاف اگر 

شود بايستي  سازي نانوساختارها استفادهي مدلمحيط پيوسته برا

در تئـوري  . ظاهر شودزه در معادلات ساختاري وابستگي به اندا

ها براي ندارد؛ لذا تلاش الاستيسيته کلاسيک چنين قابليتي وجود

هـاي اخيـر شـدت يافتـه و     توسعه معادلات ساختاري در سـال 

سـازي رفتـار   عنوان مثال در رابطه با مـدل به. دارد ادامههمچنان 

هـاي اخيـر تحقيقـات مختلفـي     کمانشي نانوصـفحات در سـال  

در ايــن زمينــه، فــرم کاهيــده تئــوري . اســت صــورت پذيرفتــه

غيرمحلي ديفرانسيلي ارينگن بيش از بقيه مورد توجه و اسـتفاده  

بر اساس اين تئوري، اثر انـدازه  . ]٩-٧[ استگرفتهمحققين قرار

ن پـارامتر غيرمحلـي در   از طريق يک ضريب اضافي تحت عنـوا 

دهـد  مرور مراجع نشان مي. کندمعادلات ساختاري نمود پيدا مي

ي خـارجي در  عنـوان ضـريبي از بارگـذار   که پارامتر مذکور بـه 

ختار معادلـه مشـابه تئـوري    شود و سـا  معادلات حاکم ظاهر مي

ترتيب با اعمال اين تئوري، اثـر   بدين. است ته کلاسيکيالاستيس

د بـر آن  هندسـه ثابـت بـه تـابع بارگـذاري وار      اندازه براي يک

رود در يـک نـوع بارگـذاري    که انتظار مياست در حالي وابسته

خمشي، اثر اندازه در هندسه و اندازه صفحه نمود  مثلاًمشخص، 

شود البته يادآوري مي. کند و مستقل از تابع بارگذاري باشد پيدا

بارگـذاري   که تفاوت رفتار يـک نانوسـاختار ثابـت در دو نـوع    

ثر از اثـر  أهـاي مت ـ تظار نيست و تئوريمتفاوت، چندان دور از ان

  .]١٠[ دکنبيني مياي را پيش سطح چنين نتيجه

  هــاي مختلــف ســاختاري بــراي در تحقيــق جــاري، تئــوري

ــه   ــرافين ب ــانش نانوصــفحه گ ــل کم ــده و تحلي ــه ش ــار گرفت   ک

هـا معـادلات حـاکم بـر کمـانش ورق      بر اساس هر کـدام از آن 

  بـدين ترتيـب امکـان مقايسـه نتـايج هـر      . شـود توسعه داده مي

لازم به ذکـر اسـت کـه در    . شودها فراهم ميکدام از اين تئوري

يزوتروپيک مـورد  بيشتر تحقيقات پيشين، گرافين با مشخصات ا

  الي کـه بـا توجـه بـه سـاختار     اسـت؛ در ح ـ  بررسي قرارگرفتـه 

  هـــا، ايـــن صـــفحات دارايگيـــري اتـــملعي قرارضـــشـــش

همچنين، در بسياري از تحقيقات . دهستنخواص غير ايزوتروپ 

  هــاي حــل تحليلــي نــاوير ولــوي کــه محــدودپيشــين از روش

ــرزي و هندســي خــاص   ــه شــرايط م   اســتفاده شــده هســتندب

که يکي از اهداف مقاله حاضر، کـاربرد  در حالي. ]١٤-١١[ است

  يک روش حل جـامع بـراي شـرايط مـرزي و هندسـي متنـوع      

 .است
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  معادلات ساختاري -۲

له و توسعه معادلات حاکم، علاوه بر معادلات أدر تحليل هر مس

مدل الاستيک خطي  .استبنيادي، به معادلات ساختاري نيز نياز 

 ـا .اسـت  ترين تئوري براي اين منظـور هوک قديمي  ،يورن تئ ـي

همـان نقطـه ارتبـاط     هـاي کـرنش  لفهؤتنش در هر نقطه را به م

هـاي  محـيط رسد اين تئوري رفتار نظر ميهمه، بهبا اين. دهد مي

نانوساختار و حتي ميکـرو انـدازه را بـا دقـت کـافي نماينـدگي       

هاي ساختاري ديگري توسط محققين مـورد  لذا تئوري. کند نمي

توان معادلـه سـاختاري کلـي را بـه     مي. استقرار گرفته يبررس

متغيرهايي از جمله مشـتقات مراتـب مختلـف تـنش و کـرنش      

 :شودبيان مي) ۱(رابطه مي مطابق ارتباط داد که در شکل عمو

)1(  2 2
ij ij ij ij ij ijf ( , , , , , ,...) 0          

و کـرنش  ترتيـب تانسـورهاي تـنش    به ij و ijσ در معادله فوق

به ترتيب نشانگر گراديـان   2 و اي همچنين، اپراتوره. هستند

و لاپلاسين يا به بياني ديگر به ترتيب تابعيت مشتقات مرتبه اول 

اســاس چگــونگي انتخــاب  بــر. هســتندرتبــه دوم و مشــتقات م

هاي موجود در اين معادلـه يـک معادلـه    ضرايب هر کدام از ترم

عنـوان مثـال بـر اسـاس تئـوري      بـه . شـود ساختاري حاصل مي

الاستيسيته محلي يا همان نظريه هوک، فقط ضرايب دو ترم اول 

صـورت زيـر در   معادله فوق غير صفر هستند و رابطـه فـوق بـه   

  :آيد مي

)2(  ij ijkl klC  

تانسـور کـرنش در   ijتانسـور تـنش محلـي،   ijدر معادله فوق،

تانسـور مرتبـه چهـار ضـرايب     ijklCهمان محل محاسبه تنش و

لفـه مسـتقل   ؤم ٢١ترين حالـت داراي  که در کلي استالاستيک 

ضـريب الاسـتيک مسـتقل     ٢حالت ايزوتروپيک، فقط در . است

  :آيد صورت زير در ميوجود خواهد داشت و معادله فوق به

)3(  ij kk ij ij kk ij ij kk ij
12G K 2G 3              
دلتـاي  ijمـدول بالـک و  Kضرايب لامـه، Gودر معادله بالا،

  .باشندکرونيکر مي

علاوه بر تئوري کلاسيک يا به بيـاني ديگـر    ،رمقاله حاض در

هـاي مختلـف غيـر    تئوري محلي هوک، چهـار نسـخه از مـدل   

سازي و توسـعه معـادلات حـاکم بـر کمـانش      کلاسيک در مدل

 .شودکار گرفته مينانوصفحات به

  

  محلي ديفرانسيليمدل الاستيسيته غير  -١-٢

بر خلاف نظريه الاستيک هـوک کـه در آن تـنش در هـر نقطـه      

هاي همان نقطه در ارتبـاط اسـت، بـر    صورت محلي با کرنش به

اساس نسخه اوليه تئوري غير محلـي انتگرالـي اريـنگن، مطـابق     

رابطه زير، تنش در هر نقطه از جسم بـه کـرنش در کـل حـوزه     

  :]١٥[ وابسته است

)4(  NL
ij ijkl klV

( ) ( )dV( )      X - X X X

NLدر معادله فوق، 
ij   ،تانسور تنش غير کلاسـيکijkl   کرنـل

بـردار موقعيـت    Xسفتي غير محلي،انتگرال و در واقع تانسور 

بردار موقعيـت نقطـه مـورد    Xهر نقطه درون حجم مورد نظر و

اگر فرض شود کـه اثـرات غيرمحلـي    . هستندهدف تعيين تنش 

صورت ايزوتروپيک و با يک ضريب اسکالر عمل کند آنگاه با به

درون معادلـه فـوق نتيجـه زيـر حاصـل      ) ٢(جايگذاري معادلـه  

  :شود مي

)5(  
NL
ij ijkl klV

ijV

( - )C ( )dV( )

( - ) ( )dV( )

     

    




X X X X

X X X X

)و) محلـي (تانسور تنش کلاسـيک  ijدر معادله بالا، ) X X 

کـه داراي   اسـت تابع کرنل يا به بياني ديگـر مـدول غيرمحلـي    

توان يک ويژگي  در واقع اين مدول را مي. است 3Lديمانسيون

نـام مقيـاس    از محيط مادي تلقي نمود که در برخي مراجـع بـه  

دهد کـه تـنش   معادله فوق نشان مي. شودطول از آن نام برده مي

هاي محلـي در همـه   غير محلي در يک نقطه برابر مجموع تنش

ا ايـن  ب. استنقاط جسم با ضريب وزني تابع کرنل زير انتگرال 

صـورت تجربـي بـراي يـک محـيط      همه، تعيين تابع مذکور بـه 

. شـد مشخص مشکل بوده و در اين رابطـه گزارشـي مشـاهده ن   

هـاي کـاربرد   رسد که اين موضوع يکي از محـدوديت نظر مي به

اين تئوري در مسائل واقعي باشد و البتـه اعتبـار سـنجي را نيـز     

انتگرالي فـوق بـه    با اعمال تبديل فوريه معادله. نمايدمشکل مي

  :]١٥[ آيدديفرانسيلي زير در مي شكل
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)6(  2 2 4 4 nl
1 2 ij ij(1 r r )      

هاي ماده يا به بياني ديگر مقياس طـول  ويژگي 2rو 1rهايثابت

که در واقع نقـش تـابع کرنـل را ايفـا      هستندبا ديمانسيون طول 

حال، در بيشتر مراجع از ترم سوم سـمت چـپ   با اين. نمايندمي

سـاده  کـه بـه فـرم     ]١٨-١٦, ٧[استشده نظر صرفمعادله فوق 

  :شودزير منجر ميشده 

)7(  2 2 NL
ij ij(1 )   

در معادله  1rمقياس طول بوده که در واقع همان در اين معادله

و بـر   اي استفادهنين فرم ساده شدهجا نيز از چدر اين .قبل است

دهـي آن   بـراي آدرس  TDNL همين اساس از علامت اختصاري

  .شوددر طي متن استفاده مي

گذاري معادلـه سـاختاري هـوک در سـمت راسـت      با جاي  

معادله فوق، روابـط زيـر بـه ترتيـب بـراي حالـت محـيط غيـر         

  :آينددست ميوتروپ و ايزوتروپ بهايز

2  )الف-8( 2 NL
ij ijkl kl(1 ) C    

2  )ب-8( 2 NL
ij kk ij ij(1 ) 2G       

 

  تئوري گراديان کرنشي مرتبه دو -۲-۲

هـاي اول، دوم و  بر اساس تئوري گراديان کرنشي مرتبه دو، ترم

گيري معادله حاکم نقـش  در شکل) ۱(پنجم از معادله ساختاري 

جـا مشـتقات مرتبـه دوم    کـه در ايـن  اينبا توجه به. دننک ايفا مي

بنـدي  اند بـه آن عنـوان فرمـول   شده بندي واردکرنش در فرمول

گراديان کرنشي مرتبـه دوم اختصـاص داده شـده و بـا علامـت      

  :شودنمايش داده مي 2ndSGاختصاري 

)9(  NL 2
ijkl kl ijkl klC C     

تانسـور سـفتي گراديـان دوم يـا ضـريب       ijklCدر معادله فوق، 

است که مشتق يـک  واقعيت اين. شودگراديان کرنشي ناميده مي

عبارت از جمله مشتق کرنش موجود در معادله فوق در ارتبـاط  

با اختلاف بين کرنش در نقطه هدف با کرنش در نقاط همسـايه  

توان اين معادله را نيز از خـانواده الاستيسـيته   رو مياز اين. است

براي ايجاد شباهت بين اين معادله با فـرم  . غيرمحلي قلمداد کرد

چنـين فـراهم    شده در تئوري ديفرانسـيلي اريـنگن و هـم   معرفي

جـا ضـريب مشـابهي بـراي     اي، در ايـن نمودن شـرايط مقايسـه  

در ايــن راســتا ضــريب . شــودمنظــور در نظــر گرفتــه مــي ايــن

2
ijkl ijklC C   در . شودتعريف و در معادله فوق جايگذاري مي

هوک، معادله فوق بـه فـرم   گذاري معادله کلاسيک ادامه با جاي

] ۱۹[ د که شبيه معادلـه ارائـه شـده در مرجـع    شو زير تبديل مي

  :است

)10(  NL 2 2
ij(1 )    

با توجه به اينکه تانسور کرنش قسمت متقارن تانسـور گراديـان   

توان گفـت کـه عبـارت   مرتبه اول تغيير شکل است، بنابراين مي

2
kl معادل تانسور گراديان مرتبه سوم تغيير شکل است . 

  

  تئوري گراديان ضمني مرتبه دو -۲-۳

شـود،  بندي بعدي که در ايـن تحقيـق از آن اسـتفاده مـي    فرمول

صـورت زيـر   ترکيبي از دو مدل قبل بوده و معادله رياضي آن به

هاي اول، دوم، پنجم است که در حقيقيت مبين اين است که ترم

  :اندانتخاب شده) ١(معادله کلي ر و ششم د

)11(  
2

2 2 NL 2 2
1 ij ij(1 ) (1 )         

هـاي  بندي گراديـان شود در اين فرمولگونه که مشاهده ميهمان

) يا کـرنش (مرتبه دوم تنش غيرمحلي و همچنين تنش کلاسيک 

لذا عنوان گراديان ضمني بـراي آن   ؛اندطور همزمان وارد شدهبه

نشـان داده   2ndIGشـده و بـا علامـت اختصـاري     در نظر گرفتـه 

بندي، دو ضريب اضافي نسبت به تئوري در اين فرمول. شود مي

اند و با صفر بودن هرکـدام  محلي در معادله ساختاري وارد شده

هاي گراديان کرنشـي مرتبـه دوم يـا غيـر     ها يکي از تئورياز آن

حفـظ   منظـور حال به در عين. شود محلي ديفرانسيلي حاصل مي

هايي که پيشتر هماهنگي و فراهم نمودن شرايط مقايسه با تئوري

 ـ       ه معرفي شـد، در تئـوري جـاري، هـر دو ضـريب يکسـان و ب

1صورت 2     شوددر نظر گرفته مي .  

  

  تئوري کوپل تنش تغيير يافته -۲-۴

شود کـه قـبلاً تئـوري گراديـان کـرنش مرتبـه دوم       يادآوري مي

با توجه به اينکـه بـا فـرض تغييـر شـکل کوچـک،       . شدمعرفي 
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تانسور کرنش معادل قسمت متقارن تانسور گراديـان مرتبـه اول   

توان گفـت کـه در تئـوري ذکـر شـده      تغيير شکل است پس مي

قسمت متقارن تانسور گراديـان مرتبـه سـوم تغييـر شـکل وارد      

در ايـن مرحلـه از گراديـان مرتبـه اول     . اسـت  شدهبندي فرمول

شود و در واقع بندي استفاده مينسور کرنش در توسعه فرمولتا

در توسـعه معـادلات   ) ۱(هـاي اول، دوم و سـوم از معادلـه    ترم

در نسـخه اوليـه تئـوري    . گيرنـد ساختاري مورد استفاده قرار مي

گرادياني کرنش، پنج ضريب اضافه علاوه بر ضـرايب الاسـتيک   

حـال در نسـخه تغييـر    با اين. ]۲۰[ شودبندي وارد ميدر فرمول

يافته از اين تئوري تعداد ضرايب اضـافه بـه سـه عـدد کـاهش      

در واقـع در ايـن تئـوري، قسـمت متقـارن تانسـور       . ]۲۱[يافت

و تانسور گراديان مرتبـه  ) کرنش(گراديان مرتبه اول تغيير شکل 

بنـدي   ه لزومـاً متقـارن نيسـت وارد فرمـول    دوم تغيير شـکل ک ـ 

فقط قسـمت متقـارن    در ويرايش ديگري از اين تئوري. شود مي

گيـرد کـه تحـت عنـوان تئـوري       ميتانسور مذکور مد نظر قرار 

و در متن حاضـر بـا    ]۲۲[اصلاح شده کوپل تنش شناخته شده 

  .شودنمايش داده مي MCSعلامت اختصاري 

صـورت  شود که تانسور گراديان تغيير شـکل بـه  يادآوري مي

نام تانسور کرنش شود که به دو قسمت متقارن بهزير تعريف مي

  :شودتانسور چرخش تجزيه مي نامبهو غير متقارن 

)12(  i, j i, j j,i i, j j,i
1 1

u (u u ) (u u )
2 2

   

هـاي اول و دوم  بردار تغييـر مکـان، و پرانتـز    iu در معادله فوق

بـا توجـه بـه    . هسـتند ترتيب تانسورهاي متقارن و پاد متقارن  به

 تـوان آن را بـا  لفه است ميؤاينکه تانسور پادمتقارن حاوي سه م

  :صورت زير تعريف نموددار چرخش بهنام بريک بردار به

)13(  i ipq q,p
1

e u
2

 

در . نـام دارد تانسور مرتبه سـوم جايگشـت   ipqeدر معادله فوق،

صـورت گراديـان مرتبـه اول تانسـور يـا       به ءاينجا تانسور انحنا

گونـه کـه در رابطـه زيـر     همـان . شودبردار چرخش تعريف مي

مرتبه دوم حاصل نيز به دو قسمت  است، اين تانسورآورده شده

  :متقارن و پاد متقارن قابل تجزيه است

)14(  i, j i, j j,i i, j j,i
1 1

( ) ( )
2 2

       

در تئوري زوج تـنش، در کنـار تانسـور کـرنش، فقـط قسـمت       

متقــارن تانســور انحنــا يــا همــان گراديــان چــرخش در انــرژي 

ijاست که با نماد الاستيک سهيم i, j j,i
1

( )
2

      نمايش داده

رنشـي بـا رابطـه زيـر تعيـين      صورت، انـرژي ک در اين. شودمي

 :شود مي

)15(  
ij ij ij ij

1
U ( )dV

2
       

گونه که در تئوري کلاسـيک، ضـريب تانسـور کـرنش در     همان

نام تانسور تـنش و مـزدوج يکـديگر هسـتند، در     معادله فوق به

ijزوج تنش، ضريب تانسـور گراديـان چـرخش يعنـي    تئوري 

طول است -شود که داراي ديمانسيون تنشمزدوج آن ناميده مي

بـا وجـودي کـه در    . شودلذا تانسور کوپل تنش به آن اطلاق مي

هاي تـنش و کـرنش در قالـب يـک     مؤلفههاي قبلي همه تئوري

هستند ولي در تئوري زوج تـنش،  معادله واحد با هم در ارتباط 

هاي محلي بر اسـاس رابطـه هـوک    هاي کلاسيک با کرنشتنش

با هم در ارتباط بـوده و تانسـور زوج   ) ۳(يا ) ۲(يعني معادلات 

 ءبا تانسور انحنـا صورت زير اي مجزا بهتنش نيز در قالب معادله

تعريف اين ارتباط به يک ضـريب اضـافه نيـاز     .در ارتباط است

ه در متن حاضر بـراي فـراهم نمـودن امکـان مقايسـه بـا       ک دارد

بـراي ايـن منظـور اسـتفاده      هاي قبلي از همان سـمبل تئوري

 :شود مي
 

)16(  2
ij ij2G     

 

معادل مشتقات مرتبه دوم تابع تغيير مکـان اسـت    ءتانسور انحنا

و همچنـين نقـاط    مـوردنظر ی بـه جابجـايي در نقطـه    نوع بهکه 

ن تئـوري زوج تـنش را نيـز    بنـابراي . شودهمسايه آن مربوط مي

  هاي غير محلي قلمداد نمود و پـارامتر توان در زمره تئوري مي

عنوان پارامتر غير محلي يا ضريب مقياس طول  توان بهرا نيز مي

   .در نظر گرفت

طور خلاصه در کنار تئوري الاستيسيته محلـي يـا   بنابراين به  

همان کلاسـيک هـوک، چهـار تئـوري ديگـر شـامل غيرمحلـي        

 يـديفرانسيلي ارينگن، گراديان کرنشي مرتبه دوم، گراديان ضمن
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  مدل پيوسته گرافين و دستگاه مختصات مورد استفاده -۱شکل 

  

واقــع غيــر از تئــوري در . شــدمرتبــه دوم و زوج تــنش مطــرح 

هـا عـلاوه بـر کـرنش در محـل مـورد       کلاسيک، در بقيه تئوري

گيـري  در همسـايگي آن نيـز در شـکل   هـا  محاسبه تنش، کرنش

لـذا در اينجـا از ادبيـات     کننـد معادلات ساختاري نقش ايفا مـي 

همچنين براي . شودها استفاده ميهاي غير محلي براي آنتئوري

هـا، پـارامتري واحـد    بنـدي  اين فرمولامکان مقايسه نتايج کمي 

کـه در ادامـه در   شـد  براي مطالعه اثر غير محلي در نظـر گرفتـه  

 .گيردن مورد استفاده قرار مييتحليل کمانش گراف

  

  معادلات حاکم بر کمانش نانوصفحات  -۳

است و با توجـه  نشان داده شده) ١(اي که در شکل براي صفحه

کـارگيري روش اصـل   شده، بـا بـه   به دستگاه مختصات انتخاب

رات يا با ترکيب معادلات تعادل نيرو و گشـتاور در جهـات   ييتغ

ايهـاي درون صـفحه  مختلف، معادله کمانش صفحه تحت بـار 

xN،yN وxyN   و عدم وجود نيروي عرضي، مطابق رابطه زيـر

 :]٢٣[آيددست ميبه

  
)17(  

2 22
xy yyxx

2 2

2 2 2

x y xy2 2

M MM
2
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ــوق ــه ف ــز عرضــي ورق، w،در معادل ــا گشــتاورMخي   هايه

  برحسـب  کـه  هسـتند داخلي خمشي وارد بـر هـر مقطـع ورق    

 مؤلفهشده در امتداد ضخامت صفحه که در راستاي  تنش توزيع

z قابـل بيـان   ) ١٨(طـابق رابطـه   مختصات قرار دارد، م دستگاه

  :هستند

  
)18(  
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متغيرهاي تنش در معـادلات فـوق بـر اسـاس نـوع معادلـه       

از طرفـي، بـا   . ها وابسته اسـت ساختاري مورد استفاده به کرنش

هاي کوچک، تانسور کـرنش بـه صـورت زيـر بـه      فرض کرنش

  :وابسته استگراديان تغيير شکل 

)19(  ij i, j j,i
1

(u u )
2

    

همچنين، با اعمال تئوري تغيير شکل سينماتيکي کرشـهف،  

شـده و   نظـر  صـرف هاي کرنش برشي خارج از صفحه مؤلفهاز 

 هاي نرمال و برشي درون صـفحه نيـز طبـق روابـط زيـر     کرنش

  :شوندخيز عرضي ورق بيان ميبرحسب 

)20(  

2 2
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هر يک از معادلات سـاختاري کـه در   در ادامه، با استفاده از 

جابجـايي   -کارگيري روابط کـرنش ه ، و بشدبخش قبل معرفي 

، معادلــه )٢٠(خيــز  -و جايگــذاري معــادلات کــرنش  ) ١٩(

شـده و در زيـر   ن توسعه داده يديفرانسيل حاکم بر کمانش گراف

 .گرددهاي پيش رو ارائه ميبخش

  

  ديفرانسيلي کاهيده ارينگنتئوري  -١-٣

با استفاده از مدل ديفرانسيلي کاهيده ارينگن که در بخـش قبـل   

معرفي شد معادلـه ديفرانسـيل حـاکم بـر کمـانش      ) ٧(در رابطه 

  :شود صورت زير حاصل مي به
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)21(    

مطابق روابط زير  هاي سفتي خمشي صفحهمؤلفهدر معادله فوق 

 :شود تعريف مي
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ــوق، ــط ف ــدول 2Eو 1Eدر رواب ــا م ــتاهاي ه ــگ در راس ي يان

2و12ارتوتروپي، 
21 12

1

E
E      ضرايب پواسـن بـزرگ و

لازم به ذکر . يستنمدول برشي ورق ارتوتروپ 12Gکوچک و 

منطبق بر راستاهاي  ٢ و ١است که در اينجا راستاهاي ارتوتروپي

 .شونددر نظر گرفته مي y و x مختصات

  

  تئوري گراديان کرنش مرتبه دو -٢-٣

بندي تئوري ساختاري گراديان کرنش استفاده از فرمولبر اساس 

، معادلـه ديفرانسـيل   شـد  ارائـه ) ١٠(در رابطه  مرتبه دو که قبلاً

  :شودصورت زير حاصل مي همانش ورق بحاکم بر ک
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)23(
 

  تئوري گراديان ضمني مرتبه دو -٣-٣

ضـمني مرتبـه دو کـه    بندي تئوري ساختاري گراديان اگر فرمول

شــود، معادلــه کــار گرفتــهشــد بــهمعرفــي) ١١(قــبلا در رابطــه 

  :شودصورت زير حاصل ميديفرانسيل حاکم بر کمانش ورق به

  
  
  
)24(  
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1لازم به ذکر است که در بررسي عددي قيد 2       لحـاظ

  .شود مي

 

  تغيير يافتهتئوري زوج تنش  -٤-٣

) ١٥(باکاربرد تئوري ساختاري زوج تنش تغييـر يافتـه، روابـط    

هـاي  گراديـان برحسب  توان انرژي الاستيک جسم را، مي)١٦(و

صورت با اجراي روش تغييرات در اين. جابجايي استخراج نمود

مطـابق  ن ييا کار مجازي معادله ديفرانسيل حاکم بر کمانش گراف

 :]۲۴[ ديآبه دست می) ۲۵(رابطه 

  
)25(  
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بـــا رابطـــه  ijDهـــاي خمشـــيســـفتيجـــا البتـــه در ايـــن

ij i
2

j GhD D  ي خمشي تعريف شـده قبلـي در   ها با سفتي

  .ارتباط هستند

دسـت آمـده در ايـن بخـش،     با مرور و مقايسه معادلات بـه 

بر اساس تئوري کاهيده اريـنگن و تئـوري   شود که مشخص مي

 دست آمـده زوج تنش تغيير يافته، معادله حاکم از مرتبه چهار به

است، در حالي که بر اساس اعمال تئوري گراديان کرنش مرتبـه  

دله ديفرانسـيل مرتبـه   دو و تئوري گراديان ضمني مرتبه دو، معا

هـم ديگـر ايـن معـادلات در     تفـاوت م . است شش حاصل شده

؛ اسـت ثير ضريب اندازه يا همان پارامتر غير محلـي  أونگي تچگ

اي که در تئوري ديفرانسيلي کاهيده ارينگن ايـن پـارامتر   گونهبه

صورت ضريب نيـروي خـارجي   فقط در سمت راست معادله به

صـورت ضـريب    هـا بـه  که در سـاير تئـوري  ظاهر شده در حالي

بـا  . اسـت  مشتقات تابع خيز در سمت چپ معادله ظـاهر شـده  

حال، با صفر قرار دادن مقدار ضريب اندازه در هـر کـدام از    اين

چهار حالت ذکر شده، معادله کمانش صفحه براي حالت اعمـال  

  .شود تئوري ساختاري محلي هوک حاصل مي

 

  شرايط مرزي -٥-٣

براي تعيين پاسخ نهايي هر معادله ديفرانسيل مقدار مـرزي، بـه تعـدادي    

جا دو نـوع شـرط   در اين. استشرط مرزي متناسب با مرتبه معادله نياز 
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اـه   همه مرزها تکيـه  - ملاً گيردار و بهمه مرزها کا - مرزي شامل الف گ

اـري گيرد که بهساده مورد مطالعه قرار مي  Sو  Cترتيب با علامت اختص

اـت  نظر صرف. شوند ميايش داده نم اـدلات    ،از بيان جزئي در نهايـت مع

  :استصورت زير قابل بيان به مربوط به شرايط معرفي شده
  

)26(  
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  ســازي روش تغييــرات کــه پيشــتر بــرايدر واقــع بــا پيــاده

اشاره شد، شـرايط مـرزي نيـز    استخراج معادله ديفرانسيل به آن 

  در نهايـت فـرم خلاصـه شـده روابـط     . ]۲۵[ آينـد  دست مـي  هب

  صـورت زيـر حاصـل   ر بالا بهشده دمربوطه براي شرايط معرفي

  :شودمي
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 حل معادلات -۴

دار هـاي وزن جا از روش تقريبي صفر بودن انتگرال ماندهدر اين

با رويکرد گلرکين براي حل معادلات  مسألهروي حوزه هندسه 

بـر اسـاس ايـن روش، مجهـول اصـلي      . شـود حاکم استفاده مي

kياب،از توابع تقريب درونصورت ترکيب خطي  به (x, y) با ،

  :شودمطابق رابطه زير انتخاب ميkضرايب ثابت

)28(  mn

k k
k 1

w(x, y) (x, y)


    
  

گردد کـه  مي نتخاباي اگونهذکر است که توابع تقريب بهلازم به

تر شدن جا براي سادهدر اين. له را ارضا نمايندأشرايط مرزي مس

x بيان شرايط مرزي، تبديل مختصات از دستگاه اوليـه  y   بـه

بعد دستگاه بي  شودمنطبق بر مرکز ورق انجام مي أبا مبد .

ذکر است که بـراي تغييـر متغيرهـا از دسـتگاه اوليـه بـه       لازم به

رود کار مينام ژاکوبين انتقال بهتبديل بهماتريس دستگاه جديد، 

که در اينجا با ماتريس J شودنمايش داده مي:  
  

  )الف-29(
1 1

(2x a)  ,   (2y b)
a b

0 x a  ,    0 y b  ,   1   ,   1

     

        
 

  )ب-29( 

x y

x y

  
   
  
   

J  

  

صورت حاصل ضـرب دو  در ادامه، هر تابع تقريب دو متغيره به

جا از توابع هارمونيک شود که در اينانتخاب ميتابع تک متغيره 

گـاهي سـاده و گيـردار اسـتفاده     ترتيب براي شرايط تکيـه زير به

  :اندمشخص شده Cو  S شود که با بالا نويس مي
  

S  )الف-30(
k

m n
sin sin

2 2

         
   

 

C  )ب-30( 2 2
k

m n
cos cos

2 2

         
   

 

  

در هـر  ) ٢٨(رابطـه   با قرار دادن پاسخ انتخابي ارائـه شـده در  

دسـت آمـده در بخـش قبـل و     کدام از معادلات ديفرانسيل بـه 

دار هـاي وزن سـازي روش صـفر نمـودن انتگـرال مانـده     پياده

گلرکين، معادلاتي جبري با شکل کلي ماتريسـي زيـر حاصـل    

تعـداد ايـن   . که در واقع يک معادله مقدار ويژه اسـت  شودمي

ت انتخـابي در تـابع   معادلات ماتريسي متناسب با تعداد جملا

 :استتقريب 

)31(        0 A B  
  

 ــ ــدونب ــبعــد در راســتای  ار ب ــژه ي ــدار وي ــر مق ک و براب

  .است) ٣١(های سفتی رابطه  ماتريس

دهنـده بـردار ضـرايب    معادله فوق، بردار ستوني نشاندر  

هـاي ثابت و جمـلات تـابع تقريـب و مـاتريس      ijAA و
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  ijBB شوند که متناسـب بـا   هاي سفتي ناميده ميماتريس

شـده داراي مقـادير   هاي سـاختاري معرفـي  هر کدام از تئوري

سازي روش حل بر روي معادلـه  پياده با. متفاوتي خواهند بود

دست آمده با کـاربرد تئـوري سـاختاري ديفرانسـيلي     حاکم به

صـورت زيـر   ها بـه ، اين ماتريس)٢١(کاهيده ارينگن، معادله 

ها بـالانويس خـاص   شدن آنآيد که براي مشخصدست ميبه

  :است کار رفتهبه آن
  

)32-
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ــوق،  ــادلات ف ــوبي Jدر مع ــاتريس ژاک ــان م ــديل  ندترمين تب

yهاي نرمـال  مختصات، نسبت بار

x

N
N  چنـين بـار   و هـم

xyNايصفحه 0  بـه ترتيبـي مشـابه، بـا     . اسـت لحاظ شـده

که ) ٢٥(و ) ٢٤(، )٢٣(روي معادلات سازي روش حل بر  پياده

هاي گراديـان کـرنش مرتبـه    به ترتيب مربوط به کاربرد تئوري

ــه،     ــر يافت ــنش تغيي ــه دو و زوج ت ــمني مرتب ــان ض دو، گرادي

دسـت  له مقدار ويژه بـه شـرح زيـر بـه    أتي مسهاي سف ماتريس

شـده  عرفـي هـاي م هـا از بـالانويس  اي نمـايش آن آيند که بر مي

  :استشدهمربوطه استفاده 
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  )الف-35(
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  نتايج عددي و بحث -۵

در نظـر   ١خواص صفحه گرافين مورد بررسـي مطـابق جـدول    

است که طي حل عددي، ضـخامت  لازم به ذکر. استگرفته شده

hنانوصفحه 0.34nmاست شده و ابعاد آن متغير  در نظر گرفته

aمقـدار  ،شـده و در مواقعي که ابعاد صفحه ذکـر ن  b 5nm  

 .مدنظر است
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 ]١٤[خواص الاستيک صفحه تک لايه گرافين- ١ جدول

  
1E (GPa)  2E (GPa)  12  21  

  3/0  3/0  1060  1060  ایزوتروپیک

  27/0  3/0  1588  1766  ارتوتروپیک

  

  گاهي ساده تحت فشار دومحوري گرافين ايزوتروپيک با شرايط تکيه مطالعه همگرايي بار کمانش ورق -۲ جدول

با لحاظ 0.4 اساس تئوري غيرمحلي کاهيدهبر  

  تعداد توابع تقریب

  پارامتر کمانش
گلرکین با استفاده از توابع 

  تقریب هارمونیک
  )تحقیق جاري(

گلرکین با استفاده از توابع 
  ]16[تقریب لاگرانژي

 مربعات دیفرانسیلی

]26[  
 حل تحلیلی ناویر

]26 ,16[  

  -  7619/4  7470/4  )3و3(

7470/4  
  -  7619/4  7470/4  )4و4(
  -  7470/4  7470/4  )5و5(
  -  7470/4  7470/4  )6و6(
  7470/4  7470/4  7470/4  )7و7(

  

  همگرايي و اعتبارسنجي نتايج -١-٥

سـنجي روش حـل،   منظور بررسي سرعت همگرايي و اعتبـار به

ر يشـده در سـا  ج گـزارش ياي بين نتايج حل حاضر و نتامقايسه

  شود ميمشاهده  ٢طور که در جدول همان. شودمراجع انجام مي

 ـبـر ا  افزون. استآمده برقرار دستتطابق خوبي بين نتايج به ن ي

سرعت همگرايي نتـايج در روش حـل حاضـر و بـا اسـتفاده از      

همچنين با انتخاب چهـار  . استعتر يک سريب هارمونيتوابع تقر

. شـود تابع درون ياب در راستاي مورد نظر، پاسـخ همگـرا مـي   

ياب در هـر راسـتا اسـتفاده    درونبنابراين در ادامه، از چهار تابع 

 .شودمي

 

  صفحه بر رفتار کمانشاثر ضريب اندازه و ابعاد نانو  -٢-٥

هاي وابسته به مقياس مـورد اسـتفاده در   تفاوت اصلي تئوري

تحقيق جـاري نسـبت بـه تئـوري کلاسـيک، در وارد شـدن       

صـورت  ه بـه اسـت ک ـ اين سؤالحال . استپارامتر اثر اندازه 

منظور پاسخ به به. ثيري بر نتايج داردأپارامتر چه تعددي اين 

ازاي مقادير مختلف از ايـن پـارامتر و همچنـين    ، بهسؤالاين 

هاي مختلف گرافين، بار بحراني کمانش و نسـبت  براي اندازه

منظور از اين نسـبت، نسـبت بـار    . شودمي بار کمانش تعيين

محلي بـه   هاي غيرکمانش محاسبه شده از هر کدام از تئوري

بار محاسبه شده از تئوري کلاسيک است که در واقع با صفر 

هاي غير محلي کردن ضريب غير محلي در هر کدام از تئوري

  .آيددست ميبه

 نسـبت بـار کمـانش   )٥(تـا   )٢( هايعنوان نمونه در شکلبه

ن مربعــي يبرحســب ضــريب انــدازه بــراي ابعــاد مختلــف گــراف

هـاي  گـاه يکنواخت و بـا تکيـه  ارتوتروپ تحت فشار دومحوري 

ساده بر اساس چهار تئوري غيـر محلـي مـورد بررسـي، ترسـيم      

شده، بار بحراني کمانش در هاي ارائهبا توجه به نمودار. استشده

شود که در مشاهده مي. هر چهار تئوري به اثر اندازه وابسته است

  تـر، نمـو تغييـرات    نمودارهاي مربوط به انـدازه صـفحه کوچـک   
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نسبت بار کمانش برحسب ضريب غير محلي براي صفحه  -٢ شکل

  با اعمال تئوري غيرمحلي کاهيده - هاي مختلفگرافين با اندازه

  

  
نسبت بار کمانش برحسب ضريب غير محلي براي صفحه  -٣شکل 

  با اعمال تئوري گراديان کرنش مرتبه دو - مختلفهاي با اندازه گرافين

  
نسبت بار کمانش برحسب ضريب غير محلي براي صفحه گرافين  -٤شکل 

  با اعمال تئوري گراديان کرنش ضمني مرتبه دو - مختلفهاي با اندازه

  

  
نسبت بار کمانش برحسب ضريب غير محلي براي صفحه  -٥شکل 

  با اعمال تئوري زوج تنش تغييريافته - مختلف يها گرافين با اندازه

  

ها با ضـريب انـدازه،   نمودارها يا به بياني ديگر شدت تغييرات آن

 .بسيار شديدتر از نمودارهاي مربـوط بـه صـفحه بزرگتـر اسـت     

 ـ   توان گفت که در انـدازه بنابراين، مي ثير أهـاي صـفحه کوچـک ت

 ـ    ضريب اندازه زياد است و بـا  ثير ايـن  أافـزايش ابعـاد صـفحه، ت

بنـدي  بدين ترتيـب هـر چهـار فرمـول    . گرددمي پارامتر تضعيف

 ـ    هدف اوليه توسعه تئور ا ي الاستيسـيته وابسـته بـه مقيـاس، ي

همـه،  با اين. دکناثر اندازه را برآورده ميكردن لحاظ  عبارتي به

، نتـايج تئـوري   شود که از منظر تاثير ضريب اندازهمشاهده مي

ديفرانسيلي کاهيده ارينگن از نظر نوع وابسـتگي در تضـاد بـا    

اي که، همواره نسـبت بـار بحرانـي کمتـر از     گونه به بقيه است

واحد و در مقابل در تئوري گراديان کرنش مرتبه دو، گراديـان  

ايـن  . تـر از واحـد اسـت   ضمني و زوج تنش اين مقدار بزرگ

ابعاد ثابـت، هـر    صفحه بانکته بدان معناست که براي يک نانو

چه ضريب اندازه افزايش يابد تئوري غيرمحلي کاهيده ارينگن 

نمايـد و در مقابـل   بينـي مـي  بار بحراني کمانش را کمتر پـيش 

هاي گراديان کرنش مرتبـه دو، گراديـان ضـمني و زوج    تئوري

مطرح  سؤالحال اين . کندبيني ميرا بيشتر پيشتنش مقدار آن

بهتـرين  . ها صحيح هستبينيين پيششود که کدام يک از امي

مقايسه نتايج حاصل بـا مقـادير    سؤالروش براي پاسخ به اين 

گونـه  است که همان واقعيت اين .استشده گيري زهواقعي اندا
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اي تجربي اندکي در مورد مطالعـه  هکه در مقدمه بيان شد، داده

 هاي آن گـزارش شـده  ها بر روي ويژگيصفحهثير اندازه نانوأت

ملکولي که توسـط نـي و   بر اساس نتايج روش ديناميک. است

اسـت در محـدوده ابعـاد صـفحه دو تـا      همکاران گزارش شده

 کنـد  حدود نه نانومتر، مدول يانگ گرافين چنـدان تغييـر نمـي   

ران بــا اســتفاده از روش از ســوي ديگــر وانــگ و همکــا. ]٤[

کنند که با افزايش ابعـاد گـرافين   بيني ميملکولي پيشديناميک

يافته و بـه يـک مقـدار حـدي ميـل      مدول الاستيک آن افزايش

گـزارش  گيانـاپولوس و همکـاران   هـا  در کنار اين. ]٥[ کند مي

اند که با افزايش اندازه عرض صفحه گرافين تا حدود دو کرده

يابد و پـس از آن  نانومتر برخي ضرايب الاستيک آن کاهش مي

. ]6[ کنـد شروع به افزايش کرده و به يک مقدار حدي ميل مي

نظر اخير در مورد نوع وابستگي خواص بـه انـدازه بـا عقيـده     

در ورق بــا  .ن تحقيــق جــاري تطـابق بيشــتري دارد نويسـندگا 

دهنده آن بسـيار  هاي تشکيلهاي بسيار کوچک تعداد اتماندازه

الاستيک کـل در محـدوده   رود که سفتي کم است و انتظار مي

از طرف ديگـر بـا   . هاي کربن باشدسفتي پيوند محکم بين اتم

هـا افـزايش يافتـه و برآينـد     افزايش اندازه صفحه، تعـداد اتـم  

ثير أدر راستاهاي مختلف در خواص کلي تهاي بين اتمي پيوند

توانـد باعـث کـاهش ضـريب     مـي  مسـأله گذارند کـه ايـن   مي

با افزايش بيشتر اندازه صفحه، تعداد  حالبا اين. الاستيک گردد

يافتـه و از  گيـري افـزايش  طـور چشـم  ها نيز بهو راستاي پيوند

ها به سمت پايداري به يک مقـدار حـدي   لحاظ آماري ويژگي

بنـدي ايـن توضـيحات، سـفتي صـفحه      با جمـع . رودپيش مي

طور پيوسـته شـکل کاهشـي يـا     تواند با کاهش ابعاد آن به نمي

شود در طي مسير تغيير بيني ميه باشد بلکه پيشافزايشي داشت

بـا توجـه بـه    . کند صورت مجانبي ميلخود به حد پايداري به

صفحه، تئوري غيـر محلـي کاهيـده    اينکه طي کاهش ابعاد نانو

ها، افزايش پيوسـته سـفتي   ارينگن کاهش مداوم و ساير تئوري

هـا  رسـد هـيچ يـک از آن   کننـد بـه نظـر مـي    بيني مـي را پيش

طـور  مختلـف را بـه  هاي توانند رفتار نانو صفحه در اندازه مين

بيني کرد که ترکيبي توان پيشرو مياز اين. ندک دقيق نمايندگي

تواند رفتـار وابسـتگي   هاي وابسته به مقياس، بهتر مياز تئوري

توان گفت که، بهتـر  در اين راستا مي. کند به اندازه را توصيف

هـاي  سيار کوچک، يکي از تئوريهاي صفحه باست در اندازه

گراديان کرنش مرتبـه دو، گراديـان ضـمني مرتبـه دو يـا زوج      

هـاي  تنش تغيير يافته استفاده شود و بـراي صـفحه بـا انـدازه    

نظـر  بزرگتر، تئوري ديفرانسيلي کاهيده اريـنگن سـازگارتر بـه   

رسد نوع تغييـرات نمودارهـاي مربوطـه بـه آن داراي فـرم      مي

هـا نويسـندگان تحقيـق حاضـر     رغم اينعلي .باشد ميمجانبي 

معتقدند که اين نـوع وابسـتگي بـه انـدازه، در مـواد مختلـف       

توانـد  هاي آن مـي يکسان نبوده و با توجه به نوع پيوند بين اتم

بـا  . صفحه سفتي آن افزايش يا کاهش يابـد با کاهش اندازه نانو

ئه شـده  ذکر است که بر اساس بيشتر نتايج ارااين همه، لازم به

ملکولي، مدول الاستيک گـرافين بـا افـزايش    با روش ديناميک

کنـد لـذا   ابعاد آن افزايش يافته و به مقدار حدي ثابتي ميل مـي 

توان گفت تئوري کاهيده اريـنگن تطـابق بيشـتري بـا ايـن      مي

محلـي  بر اسـاس آن بـا کـاهش ضـريب غير    .دسته نتايج دارد 

مقـدار حـدي واحـد ميـل     يافته و به نسبت بار بحراني افزايش

فزايش ابعاد به عبارت ديگر سفتي الاستيک گرافين با ا. کندمي

ولي براي پاسخ قطعي به نوع وابستگي  ،يابدصفحه افزايش مي

 ـ هـاي   گيـري  اطلاعـات جـامعي از انـدازه    دخواص به ابعاد باي

 .آزمايشگاهي براي مواد مختلف در اختيار باشد

  

  کمانش اثر شرايط مرزي بر رفتار -٣-٥

وابسـتگي بـار کمـانش بـدون بعـد بـه        )٩(تا ) ٦(هايدر شکل

ضريب اندازه براي صفحه گـرافين بـا مشخصـات ارتوتروپيـک     

گاه ساده و گيـردار ترسـيم شـده    تحت فشار دومحوري، با تکيه

شود که بر اساس هر چهار تئوري، بار کمانش مشاهده مي. است

ازاي شـرايط  کمـانش بـه  بدون بعد و اثر ضريب اندازه بر رفتار 

با دقـت  . گاهي ساده استگاهي گيردار بيش از شرايط تکيهتکيه

شود که نمو تغييرات نمودارهـاي  بيشتر در نمودارها مشاهده مي

 گاه گيردار در هر چهـار تئـوري بـيش از شـرايط    تکيهمربوط به 

  شـود کـه بـه ازاي    عـلاوه، مشـاهده مـي   به. تکيه گاه ساده است



  ١٣٩٣زمستان ، ٢، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش  110

  
بعد بر حسب ضريب غير محلي براي کمانش بدون بار -6شکل 

با اعمال  - گاهي ساده و گيردارازاي شرايط تکيهصفحه گرافين به

 تئوري غيرمحلي کاهيده

  

  
بعد بر حسب ضريب غير محلي براي بار کمانش بدون -٧شکل 

با اعمال  - گاهي ساده و گيردارازاي شرايط تکيهصفحه گرافين به

  مرتبه دو تئوري گراديان کرنش

  
بعد بر حسب ضريب غيرمحلي براي بار کمانش بدون -٨شکل 

با اعمال - گاهي ساده و گيردارازاي شرايط تکيهصفحه گرافين به

  ضمني مرتبه دوتئوري گراديان 

  

  
بعد بر حسب ضريب غيرمحلي براي بار کمانش بدون -٩شکل 

ا اعمال ب - گاهي ساده و گيردارازاي شرايط تکيهصفحه گرافين به

  تئوري زوج تنش تغيير يافته

  

دهنـد در  ها پاسخ يکسـاني مـي  ضريب اندازه صفر، همه تئوري

ها بيشـتر  هاي آنحالي که با افزايش ضريب مذکور تفاوت پاسخ

اريـنگن،  از طرفي، با اعمال تئوري ديفرانسيلي کاهيـده  . شودمي

شـود در  افزايش ضريب اندازه باعـث کـاهش بـار کمـانش مـي     

مقايسـه  . هـا وابسـتگي معکـوس اسـت    که در ساير تئوريحالي

 دهـد کـه ضـريب   دسـت آمـده نشـان مـي    عددي مقـادير بـه  

هـاي گراديـان   ثير مشابهي در تئوريأمحلي از نظر کيفي تغير

 کرنشي مرتبه دو، گراديان ضمني مرتبه دو و تـا حـدي زوج  

ثير کمي آن در هـر کـدام از آنهـا    أتنش تغيير يافته دارد ولي ت

گـردد کـه بـراي تعيـين     لذا مجدد يادآوري مي. متفاوت است

مقدار مناسب ضريب اندازه به نتايج تجربي بيشـتر بـا طيـف    

 .باشدتر نياز ميگسترده
 

  اثر خواص الاستيک بر رفتار کمانش -٤-٥

  منظور بررسي اثرات غير ايزوتروپ بودن گرافين، بار کمـانش  به
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  بعدبار کمانش بدوناثر خواص الاستيک بر  -١٠شکل 

  با اعمال -گاهي سادهازاي شرايط تکيه گرافين به

  تئوري غيرمحلي کاهيده

  

  
  بعد گرافينبار کمانش بدوناثر خواص الاستيک بر  -١١شکل 

  با اعمال تئوري گراديان -سادهگاهي ازاي شرايط تکيهبه

  کرنش مرتبه دو

  
  بعدبار کمانش بدوناثر خواص الاستيک بر  -١٢شکل 

  با اعمال -گاهي سادهازاي شرايط تکيه گرافين به

  گراديان ضمني مرتبه دو تئوري

  

  
بعد گرافين بار کمانش بدوناثر خواص الاستيک بر  -١٣شکل 

  اعمال تئوري زوجبا  -گاهي سادهازاي شرايط تکيه به

  تنش تغيير يافته
  

لايه گرافين ايزوتروپ و ارتوتروپ بر اساس بعد ورقه تکبدون

ازاي هر چهار تئوري برحسـب تغييـرات ضـريب غيرمحلـي بـه     

داده نشـان ) ١٣( تـا )١٠(هـاي  گاهي ساده، در شـکل شرايط تکيه

بينـي هـر چهـار    بر اسـاس پـيش   شود کهمشاهده مي. است شده

ازاي بعد ورقه گـرافين ارتوتروپيـک بـه   تئوري بار کمانش بدون

بعـد ورقـه   مقادير ضريب اندازه، بيش از بار کمانش بـدون تمام 

که مطـابق  با توجه به اين. استگرافين با مشخصات ايزوتروپ 

ارتـوتروپي بـيش از    ٢و  ١در راسـتاي   يانـگ   ، مـدول ١جدول 

تـر بـودن بـار    ضرايب نظير در حالت ايزوتروپ هستند، بـزرگ 

بحراني کمانش صفحه ارتوتروپ نسبت بـه صـفحه ايزوتـروپ    

 .رسدمنطقي به نظر مي

 

  گيري نتيجه -۶

سـازي  کـه مـدل   جه حاصل شـد کـه  يين نتا ،طي تحقيق جاري

طوري به؛ است يساختار نانوصفحه وابسته به معادله الاستيسيته

کــه مرتبــه معادلــه ديفرانســيل حــاکم متناســب بــا نــوع معادلــه 
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علاوه نشان داده شد که چگـونگي بـروز اثـر    به. است ساختاري

بـر  . ضريب اندازه صفحه به نوع معادله ساختاري وابسته اسـت 

دست آمده، با اعمـال تئـوري ديفرانسـيلي    اساس نتايج عددي به

افزايش پارامتر غيرمحلـي باعـث کـاهش بـار     غيرمحلي کاهيده، 

نـي تئـوري گراديـان    شود در حالي که طبـق پـيش بي  کمانش مي

، تئوري گراديان ضمني مرتبه دو و تئـوري زوج  کرنش مرتبه دو

مرور مراجع نشـان  . يابدتنش تغيير يافته، بار کمانش افزايش مي

دهد که يکتـايي در نتـايج گـزارش شـده وجـود نـدارد لـذا        مي

سازي نانوصفحات توان با قاطعيت تئوري مناسب براي مدل نمي

هـا  رسد هر کدام از تئورينظر ميبا اين وجود به. را پيشنهاد داد

صفجه سازگار است لذا ترکيبي از اي از اندازه نانوبراي محدوده

. سـازي نانوصـفحات مناسـب باشـد    توانـد بـراي مـدل   آنها مـي 

گاهي بـر  نوع شرايط تکيه همچنين اثرات غير ايزوتروپ بودن و

 اين نتيجـه حاصـل   روي بار کمانش مورد مطالعه قرار گرفت و

شد کـه ظرفيـت کمانشـي صـفحه ارتـوتروپ بـيش از صـفحه        

  .ايزوتروپ است
  

 
  مراجع

1. Chasiotis, I., and Knauss, W. G., "The Mechanical 
Strength of Polysilicon Films: Part 2. Size Effects 
Associated with Elliptical and Circular Perforations", 
Journal of the Mechanics and Physics of Solids, Vol. 
51, pp. 1551-1572, 2003. 

2. Wang, C., Frogley, M. D., Cinque, G., Liu, L. Q., 
and Barber, A. H., "Deformation and Failure 
Mechanisms in Graphene Oxide Paper Using in Situ 
Nanomechanical Tensile Testing", Carbon, Vol. 63, 
pp. 471-477, 2013. 

3. Jafari, A., Khatibi, A. A., and Mashhadi, M. M., 
“Evaluation of Mechanical and Piezoelectric 
Properties of Boron Nitride Nanotube: A Novel 
Electrostructural Analogy Approach”, Journal of 
Computational and Theoretical Nanoscience, Vol. 9, 
pp. 461-468, 2012. 

4. Ni, Z., Bu, H., Zou, M.,Yi, H., K. Bi, and Chen, Y., 
“An Isotropic Mechanical Properties of Graphene 
Sheets from Molecular Dynamics”, Physica B: 
Condensed Matter, Vol. 405, pp. 1301-1306, 2010. 

5. Wang, C. G., Lan, L., Liu, Y. P., and Tan, H. F., 
“Multiple Component Correlation Model for Elastic 
Modulus of Single Layer Graphene Sheets”, Physica 
E: Low-dimensional Systems and Nanostructures, 
Vol. 56, pp. 372-376, 2014. 

6. Giannopoulos, G. I., Liosatos, I. A., and Moukanidis, 
A. K., “Parametric Study of Elastic Mechanical 
Properties of Graphene Nanoribbons by a New 
Structural Mechanics Approach”, Physica E: Low-
dimensional Systems and Nanostructures, Vol. 44, 
pp. 124-134, 2011. 

7. Narendar, S., "Buckling Analysis of Micro-/Nano-
Scale Plates Based on Two-Variable Refined Plate 
Theory Incorporating Nonlocal Scale Effects", 
Composite Structures, Vol. 93, pp. 3093–3103, 2011. 

8. Akgöz, B., and Civalek, Ö., "Strain Gradient 
Elasticity and Modified Couple Stress Models for 
Buckling Analysis of Axially Loaded Micro-Scaled 
Beams", International Journal of Engineering 

Science, Vol. 49, pp. 1268-1280, 2011. 
9. Lim, C. W., “On the Truth of Nanoscale for 

Nanobeams Based on Nonlocal Elastic Stress Field 
Theory: Equilibrium, Governing Equation and Static 
Deflection”, Applied Mathematics and Mechanics, 
Vol. 31, pp. 37–54, 2010. 

10. Song, F., Huang, G. L., Park, H. S., and Liu, X. N., 
"A Continuum Model for the Mechanical Behavior 
of Nanowires Including Surface and Surface-Induced 
Initial Stresses", International Journal of Solids and 
Structures, Vol. 48, pp. 2154-2163, 2011. 

11. Pradhan, S. C., and Murmu, T., “Small Scale Effect 
on the Buckling of Single-Layered Graphene Sheets 
under Biaxial Compression via Nonlocal Continuum 
Mechanics”, Computational Materials Science, Vol. 
47, pp. 268–274, 2009. 

12. Murmu, T., Sienz, J., Adhikari, S., and Arnold, C., 
"Nonlocal Buckling of Double-Nanoplate-Systems 
under Biaxial Compression", Composites: Part B, 
Vol. 44, pp. 84–94, 2013. 

13. Ghorbanpour Arani, A., Kolahchi, R., and Vossough, 
H., "Buckling Analysis and Smart Control of SLGS 
Using Elastically Coupled PVDF Nanoplate Based 
on the Nonlocal Mindlin Plate Theory", Physica B: 
Condensed Matter, Vol. 407, pp. 4458-4465, 2012. 

14. Arani, A. G., Shiravand, A., Rahi, M., and Kolahchi, 
R., "Nonlocal Vibration of Coupled DLGS Systems 
Embedded on Visco-Pasternak Foundation", Physica 
B, Vol. 407, pp. 4123–4131, 2012. 

15. Eringen, A. C., Nonlocal Continuum Field Theories,  
NewYork: Springer-Verlag, 2002. 

16. Babaei, H., and Shahidi, A. R., "Small-Scale Effects 
on the Buckling of Quadrilateral Nanoplates Based 
on Nonlocal Elasticity Theory Using the Galerkin 
Method", Archive of Applied Mechanics, Vol. 81, pp. 
1051-1062, 2011. 

17. Aksencer, T., and Aydogdu, M., "Levy Type 
Solution Method for Vibration and Buckling of Nano 
Plates Using Non Local Elasticity Theory", Physica 



 

  113  ١٣٩٣زمستان ، ٢، شمارة ۳۳، سال مهندسيهاي عددي در  روش

E, Vol. 43, pp. 954–959, 2011. 
18. Narendar, S., and Gopalakrishnan, S., "Scale Effects 

on Buckling Analysis of Orthotropic Nanoplates 
Based on Nonlocal Two-Variable Refined Plate 
Theory", Acta Mechanica, Vol. 223, pp. 395-413, 
2012. 

19. Aifantis, E. C., “On Thegradient Approach – 
Relation to Eringen’s Nonlocal Theory”, 
International Journal of Engineering Science, Vol. 
49, pp. 1367–1377, 2011. 

20. Mindlin, R. D., and Eshel, N. N., “On First Strain-
Gradient Theories in Linear Elasticity”, International 
Journal of Solids and Structures, Vol. 4, pp. 109–
124, 1968. 

21. Lam, D. C. C., Yang, F., Chong, A. C. M., Wang, J., 
and Tong, P., "Experiments and Theory Strain 
Gradient Elasticity", Journal of the Mechanics and 
Physics of Solids, Vol. 51, pp. 1477–1508, 2003. 

22. Yang, F., Chong, A. C. M., Lam, D. C. C., and Tong, 
P., “Couple Stress Based Strain Gradient Theory for 

Elasticity”, International Journal of Solids and 
Structures, Vol. 39, pp. 2731-2743, 2002. 

23. Venstel, E., and Krauthammer, T., Thin Plates and 
Shells: Theory :Analysis, and Applications, 1st ed.: 
CRC Press, 2001. 

24. Tsiatas, G. C., "A New Kirchhoff Plate Model Based 
on a Modified Couple Stress Theory", International 
Journal of Solids and Structures, Vol. 46, pp. 2757-
2764, 2009. 

25. Papargyri-Beskou, S., Giannakopoulos, A. E.,and 
Beskos, D. E., “Variational Analysis of Gradient 
Elastic Flexural Plates Under Static Loading”, 
International Journal of Solids and Structures, Vol. 
47, pp. 2755-2766, 2010. 

26. Malekzadeh, P., Setoodeh, A. R., and Alibeygi Beni, 
A., "Small Scale Effect on the Thermal Buckling of 
Orthotropic Arbitrary Straight-Sided Quadrilateral 
Nanoplates Embedded in an Elastic Medium", 
Composite Structures, Vol. 93, pp. 2083-2089, 2011. 

 
 
 
 


