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و ارزيابي صورت تحليلي، مطالعه  روي آن، به نظر گرفتن تعداد دلخواه جرم متمرکز بر ارتعاشات عرضي يک تير کامپوزيت با در ر اين تحقيق،د - چكيده 
نگونه رفتار ارتعاشي عرضي اي باشند، ارتعاشات پيچشي بر يکديگر وابسته مي تيرهاي کامپوزيت ارتعاشات عرضي و پيچشي به که در يياز آنجا. شده است

و روابط حاصـل  شده توابع دلتاي ديراک مدل  ةوسيل بهکامپوزيتي با چيدمان متعامد، تير  در هاي متمرکز  وجود جرمدر اين تحقيق  .است ثرؤم تيرها بسيار
بـا اسـتفاده از روش    ناميک تيـر دي ةاين اساس معادل بر. روي تير کامپوزيت توسعه داده شده است اندازه جرم متمرکز بر موقعيت و نظر گرفتن تعداد، با در

مودها براي شرايط مرزي دو سر لـولا و  شکل  معادله فرکانسي وپس از آن . استيافته  توسعه جرم متمرکز حضور توسط توابع پايه در وشده حل توابع پايه 
 مطالعه شده اسـت  ها شيپ ها و مود روي فرکانس م برثير مقدار، موقعيت و تعداد جرأبراي شرايط مرزي مختلف تدر پايان . دست آمده است  يکسر گيردار به

    .محققان مقايسه و ارزيابي شده است اين تحقيق با نتايج ديگر نتايج حاصل ازو 
  .تابع دلتاي ديراک اويلر برنولي، حل دقيق، تير کامپوزيت، جرم متمرکز، تير ،ارتعاشات عرضي:  كليديواژگان 
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Abstract: Transverse vibration of a composite Euler-Bernoulli beam with any arbitrary concentrated masses is 
developed and analytically solved in this paper. First, dynamic governing equations of a cross-ply beam with 
taking into account of number, location and amount of concentrated masses as well as the effects of torsional 
behavior of composite layup (due to bending-twisting coupling) are derived. Concentrated masses are modeled by 
delta Dirac function. Then, the governing equations are solved for two different boundary conditions (simply-
supported, clamped-free) to obtain frequency response and mode shapes. The results of the developed model are 
validated by the available analytical results in the literature. Thus, the effects of number, location and amount of 
concentrated masses on the torsional-bending vibration of a composite beam can be investigated. 
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  فهرست علائم
iA هاي توابع پايه عمومي آرايه  q نيروي عرضي بر واحد طول تير  
b پهناي تير  ijQ هاي سفتي ماده ارتوتروپ آرايه  

D بعد عملگر ديفرانسيل بي  S نيروي برشي  
ijD تانسور سختي خمشي کامپوزيت  t زمان  

11E  مدول طولي ماده ارتوترپ  T  گشتاور پيچشي  
22E مدول عرضي ماده ارتوترپ  x  موقعيت  
EI سختي خمشي  y جايي عرضي هجاب  

ig توابع پايه مختصات هندسي  y′′  مشتق دوم جابجايي  
ig توابع پايه عمومي  W جايي جابه  

12G مدول برشي ماده ارتوترپ  W′ شيب  
GJ سختي پيچشي  , ,α β γ هاي معادله فرکانسي ريشه  

h ضخامت تير  αi  جرم تيربه جرم متمرکز نسبت  
iH توابع پايه مختصات فيزيکي  δ  تابع دلتاي ديراک  

Iα ممان جرمي  φ زاويه پيچش  
k سختي کوپل  ′φ مشتق اول زاويه پيچش  
L طول تير  η بعد  موقعيت بي  
m جرم تير  ρ چگالي تير  

im گسترش جرم متمرکز  
12υ  ضريب پواسون اصلي ماده ارتوترپ  

M گشتاور خمشي  ω فرکانس طبيعي  
N تعداد جرم متمرکز  iζ  تير طول بهموقعيت جرم نسبت  

  

  مقدمه -١
آلات صـنعتي،   و ماشـين ايع کي از مسائل بسـيار مهـم در صـن   ي

جمله ارتعاشات عرضـي   ايجاد ارتعاشات از عوامل ناخواسته در
ها  نصب دستگاه ساخت و وجود عواملي نظير ناميزاني در. است

وجــود . شــود ارتعاشــات عرضــي ناخواســته مــيســبب ايجــاد 
هاي فيزيکي همواره مسئله مورد توجه محققان علـم   ناپيوستگي

ترک  ايجاد هاي متمرکز برروي سازه، جرم. ارتعاشات بوده است
را  هـا  و ناخالصـي  روي يـک تيـر  پله بـر  وجود ها، ازهبرروي س

هـاي   بارزي از جـرم  ةنمون .حساب آورد بهاين دسته  ازتوان  مي

و از   چـرخ زنجيـر، کوپلينـگ    پولي، چرخدنده،طراحي  متمرکز
 وجـود . باشـد مـي برروي يک محور اين قبيل قطعات مکانيکي 

 ـموتور و ساير تجهيزاتي که بر مانندمتعلقاتي  ال هواپيمـا  روي ب
. سـازي اسـت   اي ديگر از کاربرد اين مدلنمونه ،شوندنصب مي

آن  جرم متمرکز واقع بر مسئله ارتعاشات عرضي تيرها با حضور
ز طـرف ديگـر در   ا .مورد توجـه محققـان زيـادي بـوده اسـت     

 مرکـب خصوص در علم هوافضا، کاربرد مـواد   کاربردهاي نو به
. اي يافته استايگاه ويژههاي خاص اين مواد، ج سبب ويژگي  به

در ملـخ و هـاب هليکـوپتر، بـال      راهـا   کامپوزيتکاربرد عملي 
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لـورا و همکـاران    .توان مشاهده نمود ها مي هواپيما و پره توربين
گيـر  در سـر  هـاي تيـر يـک    هاي طبيعي و مودشيپ فرکانس ]۱[

. همگن با يک جرم متمرکز در انتها را مورد مطالعه قـرار دادنـد  
هاي مختلف جرم متمرکز و با  هاي دقيقي براي نسبت وابآنها ج

بـه   ]۲[گـل  .دست آوردنـد  برنولي به -استفاده از مدل تير اويلر
مطالعه ارتعاشات تير با يک جرم متمرکز در مکان دلخـواه و بـا   

برنولي  -گاه مقاوم در برابر چرخش با استفاده از مدل اويلر تکيه
به تأثير نسبت جرم متمرکز وي . و تبديل لاپلاس پرداخته است

به جرم تير، سختي فنرهاي دو سر تير بـه سـختي تيـر و مکـان     
هاي طبيعي تير توجه  روي تير در تحليل فرکانسجرم متمرکز بر

بررسي ارتعاشـات يـک    به ]۳[پارنل و همکارانش . نموده است
برنولي يک سر درگير با يک جرم متمرکز در انتهـاي   -تير اويلر

تحليل آنها براي يک تيـر بـا سـطح مقطـع     . اند داختهديگر آن پر
ثابت اما بار گسترده شرايط مرزي و شـرايط اوليـه متغيـر بـوده     

بررسـي ارتعاشـات تيـر     بار ديگر به ]۴[لورا و همکارش . است
گاه الاستيک و سطح مقطع متغير که يـک   يک سر درگير با تکيه

اي حـل ايـن   روي آن قرار گرفته پرداختند و بـر جرم متمرکز بر
ليـو و  . اشميت استفاده نمودنـد  -مسئله از روش تقريبي رايلي 

دو جرم متمرکـز   باارتعاشات آزاد يک تير اويلر  ]۵[همکارش 
شرايط مرزي  ، تحتيکي در وسط تير و ديگري در انتهاي آزاد

با ] ۶[لاو . گاه الاستيک را بررسي نمودند تکيه بايک سر درگير 
برنـولي و روش تقريبـي رايلـي بـه      -يلـر استفاده از مدل تير او

هاي طبيعي تير و يک جـرم   مطالعه ارتعاشات عرضي و فرکانس
بـا اسـتفاده از روش المـان     ]۷[امـان  ي .متمرکز پرداختـه اسـت  

در  همراه يک جرم متمرکز گير بهدرسر محدود به تحليل تير يک
 -اويلـر  تيـر  اسـتفاده از نظريـه  . انتهاي آزاد تير پرداختـه اسـت  

روي آن و بـا  حل دقيق تير با اجرام متمرکز محدود بر وبرنولي 
وسـيله   هها تحقيقي است که ب نظر گرفتن اينرسي پيچشي جرمدر

بررسي ارتعاشات آزاد تير . انجام شده است ]۸[ همکاران مايز و
گـاه الاسـتيک و داراي يـک     مخروطي و يک سر درگير با تکيـه 

جمله مطالعاتي است کـه   از همراه دمپر ويسکوز جرم متمرکز به
 ]۱۰[ويشـار و فويسـت   . انـد  انجام داده ]۹[همکاران  و دروسا

معادله حاکم بر حرکت تير را با فرض وابسـته بـودن خمـش و    
طبيعي  يها به مطالعه فرکانس ]۱۱[ بنرجي .پيچش ارائه نمودند

 .اي پرداخـت درگيـر متقـارن لايـه    سـر  کيتير  یهاو شکل مود
ارتعاشـات عرضـي    ]۱۲[هـاي اخيـر    در سـال  گوتا و همکاران

محورهاي کامپوزيتي دو تکه با شرايط مرزي مختلف را مطالعـه  
تيرهـاي   اي ارتعاشـات آزاد تحقيقـي بـر  هـيچ  سفانه أمت .نمودند

وسط مؤلفين اين تحقيـق يافـت   کامپوزيت همراه جرم متمرکز ت
تيـر  يـک  در اين تحقيـق بـه مطالعـه ارتعاشـات عرضـي      . نشد

وجود جرم متمرکز پرداخته شده چيدمان متعامد و با کامپوزيت 
برنولي استفاده شـده   -سازي تير از مدل تير اويلر در مدل. است
ها براي شرايط مرزي دو سر  مودشيپ معادله فرکانسي وو  است

ثير مقدار جرم أتسپس . دست آمده است سر گيردار به لولا و يک
ها و شـکل مودهـا    روي فرکانسمتمرکز، موقعيت و تعداد آن بر

  .براي شرايط مرزي مختلف مطالعه گرديده است
  
  سازي رفتار ديناميکي تير مدل -۲

. شـکل يـک تيـر سـاده درنظـر بگيريـد        يک تير کامپوزيتي را به
جـايي   هاي پيچشي بـا جابـه  ارتباط بين گشتاور خمشي و ممان

 :]۱۰[شود  عرضي و زاويه پيچش تير با روابط زير بيان مي
''

'

M EI y
T GJ φ

 −   
 =   −       

k
k

 
2

12 1612
22 26

11 11

D DD
EI D -         ,        k 2(D )

D D
= = −  

h

hij ij
D

GJ (D - )        ,        D Q y dy
D −

= = ∫ 2
2

2 21666
11

4  )۱(  
توان به  برنولي رامي -روابط حاکم بر رفتار ديناميکي تير اويلرو 

  :]۱۱[شکل زير بيان نمود

)  )  الف-۲( )24 3

4 3 2
y x, t

EI k m 0
x t

y φ
x

∂∂ ∂
− + =

∂ ∂ ∂
  

  

  ) ب-۲( 
2 3 2

2 3 2
(x,t)GJ k I 0
t

φ y φ
x x

α
∂ ∂ ∂

− − =
∂ ∂ ∂

  
هـاي   هـاي کـامپوزيتي کـه از لايـه     نـد لايـه  اين معـادلات در چ 

يکديگر کوپـل   اند، به ارتوتروپيک با زواياي مختلف تشکيل شده
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که براي مواد همگن اين معادلات مسـتقل از   ، درحاليشده است
 اسـتفاده از  بـا . تـر اسـت   يکديگر بوده و تحليل آنها بسيار ساده

ان ارمونيک بودن تـابع زم ـ هپذيرش  و روش جداسازي متغيرها
نيـز حـل    خصوصيات فيزيکي ارتعاشات عرضـي تيـر و  دليل  هب

 )۳(روابـط   تـوان از  مي ،]۱۱[سنکرون براي ارتعاشات پيچشي 
  :استفاده نمود

)  )  الف-۳( ) i ty x, t Y(x)e ω=  
  

i  ) ب-۳(  t(x, t) (x)e ωφ = Φ  
  

 ،لات ديناميکي حـاکم بـر سيسـتم   ددرمعا )۳(گذاري روابط  جاي با
  :آيند دست مي به زيرمتغير نسبت به مکان  دلات ديفرانسيلمعا

  )  الف-۴(
4 3

2
4 3

d Y dEI - k - m Y 0
dx dx

Φ
ω =  

  

  )  ب-۴(
2 3

2
2 3

d d YGJ - k I 0
dx dx

α
Φ

+ ω Φ =  
  
معادله ديفرانسيل حاکم يک تير کامپوزيت بـدون  تحليل  -۳

  جرم متمرکز
براي تحليل معادلات ديفرانسـيل حـاکم بـا توجـه بـه تـأثير       

ــيپارامترهــاي فيز ــوع، م ــدون  يکــي متن ــات ب بايســت عملي
راسـاس  بعدسـازي ب  بـي . سازي بـرروي آن انجـام گيـرد    بعد 

گـذاري تـابع نمـايي عنـوان جـواب در       جايبا و  زيرروابط 
با حذف زاويه پـيچش بـين    .]۱۱[شود حاصل مي) ۴( همعادل

زيـر  مرتبـه ششـم   ديفرانسـيل  معادلـه  ) ۴(دو رابطة معادلـه  
 :آيد دست مي به

( )6 4 2D aD - bD - abc w 0+ =  
1 d x Y a bD    ,      ,   w    ,      ,   b
L d L L c c

a= ζ = = = =
ζ

 
2 4 2

2 2L L ka I    ,   b m    ,   c 1-
GJ EI EIGJα= ω = ω =  

)۵(  
 ۶را با روش معمـول و حـل دسـتگاه    ) ۵( ةديگر محققين معادل

اسـتفاده از   اما در اين تحقيق با .اند مجهول حل نموده ۶ ،معادله

هـاي فضـاي    پايـه  براساس ترکيب خطـي از و روش توابع پايه 
جــواب معادلــه حاصــل  ، تحليــل ارتعاشــات ولــهعادم بــرداري

ايـن روش هنگـام   علت استفاده از توابع پايـه توسـعه    .شود مي
سـازي روابـط    ساده روي تير کامپوزيت وجرم متمرکز بر وجود

حل دقيق ارتعاشـات   هنگامنهايي  ةدر حالت کلي رابط .باشد مي
 ـ     شـش   ةيک تير کامپوزيت مـدل اويلـر، يـک دترمينـان از مرتب

براي سهولت در اعمال شرايط مرزي استاندارد معمولاً . اشدب مي
ديگر مزايـاي اسـتفاده از توابـع     از. شود از توابع پايه استفاده مي

شـکل  ترسيم دترمينان نهايي به نصف بوده و ة کاهش مرتب پايه،
 پاسـخ . پـذير اسـت   راحتـي امکـان    به مودها نيز در اين وضعيت

 :]۱۱[نظر گرفت درزير  به شکلتوان  را مي) ۵(عادله م

  
1 2 3

4 5 6

W d cosh d sinh d cos
d sin d cos d sin

= αζ + αζ + βζ +

βζ + γζ + γζ
  

)۶(  
. باشـند  مـي ) ٥(هاي معادله فرکانسي  ريشه γو α ،β که درآن

، سـه  اسـت صـفر  ) ٥(ه از آنجا که ضرايب فرد معادله مشخص ـ
 Wفضـاي حـل   . ريشه ديگر معادله قرينه اين سه ريشه هسـتند 

)براساس توابع پايه  )ig ζ شود ميصورت زير بيان  به: 

  
( )1 coshg ζ αζ@          ( )2 sinhg ζ αζ@  

 
( )3 cosg ζ βζ@           ( )4 sing ζ βζ@  

 
( )5 cosg ζ γζ@            ( )6 sing ζ γζ@  

)۷(  
فضاي حل مسئله براي توابع  پايه،فضاي اين قسمت با تغيير  در

( )ig ζ سازي شرايط  سادهاي انتخاب اين مبنا بر .شود حاصل مي
 :بنابراين .شود دارد انجام ميمرزي استان

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6W e g e g e g e g e g e gζ = ζ + ζ + ζ + ζ + ζ + ζ

 )۸(  
]مـاتريس تبـديل   عادله مدقيق اين حل هنگام  ]A   انتقـال  بـراي
  :آيد دست مي به) ٩(، از رابطه مبناها
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iv v
1 1 1 1 1 1

iv v
2 2 2 2 2 2

iv v
3 3 3 3 3 3

iv v
4 4 4 4 4 4

iv v
5 5 5 5 5 5

6

g (0) g (0) g (0) g (0) g (0) g (0)

g (0) g (0) g (0) g (0) g (0) g (0)

g (0) g (0) g (0) g (0) g (0) g (0)

g (0) g (0) g (0) g (0) g (0) g (0)

g (0) g (0) g (0) g (0) g (0) g (0)

g (0)

′ ′′ ′′′

′ ′′ ′′′

′ ′′ ′′′

′ ′′ ′′′

′ ′′ ′′′
iv v

6 6 6 6 6g (0) g (0) g (0) g (0) g (0)

 
 
 
 
 

= 
 
 
 
 ′ ′′ ′′′ 

 

iv v
1 1 1 1 1 1

iv v
2 2 2 2 2 2

iv v
3 3 3 3 3 3

iv v
4 4 4 4 4 4

iv v
5 5 5 5 5 5

6

g (0) g (0) g (0) g (0) g (0) g (0)

g (0) g (0) g (0) g (0) g (0) g (0)

g (0) g (0) g (0) g (0) g (0) g (0)

g (0) g (0) g (0) g (0) g (0) g (0)

g (0) g (0) g (0) g (0) g (0) g (0)

g (0

′ ′′ ′′′

′ ′′ ′′′

′ ′′ ′′′

′ ′′ ′′′

′ ′′ ′′′

A

iv v
6 6 6 6 6) g (0) g (0) g (0) g (0) g (0)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ′ ′′ ′′′ 

 

)الف-۹(  

  

)g]  )  ب-۹( )] [A][g( )]ζ ζ=  
  

مبنـا براسـاس مـاتريس     دو توابع پايه در رابطه برداراکنون  و هم
  .دست آمده است هانتقال ب
فيزيکـي   توجه به شرايط متـداول در خـواص هندسـي و    با

) مرزهــا درهرکــدام از موجــود )g 0i  نتخــاب اي ا گونــه هبــهــا
معـادل  بـا مـاتريس همـاني     ه بالامعادلسمت چپ شوند که  مي

  :صورت اين در. گردد

)۱۰  (  
[ ]

2 4

3 5

2 4
1

3 5

2 4

3 5

1 0 0 0

0 0 0

1 0 0 0
A

0 0 0

1 0 0 0

0 0 0

−

 α α
 
 α α α
 
 −β β

=  
β −β β 

 
−γ γ 

 
γ −γ γ 

  

)پاسخ بنابراين  )W ξ بطـه  راوسـيلة   بـه توان  ميرا  )٦( درمعادله
  :جايگزين نمود )١١(

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ²
1 2 3W g W 0 g W 0 g W 0ζ ζ ζ ζ= + + 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )iv v
4 5 6g W 0 g W 0 g W 0ζ ζ ζ′′′+ + +         

)۱۱(   
مرزهاي تيرکه شامل  فيزيکي موجود در اينک خواص هندسي و

 پيچش وممان  ،يگشتاور خمش پيچش، زاويه شيب، جايي، هجاب
مشـتقات   بـا نمـودن   قابـل جـايگزين  باشند،  ميبرش نيروي نيز 

به اين منظـور روابـط    .هستند Wجايي  جابه هاي گوناگون مرتبه

  :شده استبيان زير معادلات  رشکل بدون بعد د هموجود ب

  ) الف-۱۲(
4 2

4 2
M 1 W W b W
EI a
L

a ζ ζ
∂ ∂

= + −
∂ ∂

  

  )ب-۱۲(
5 3

5 3
2

S 1 W W b W-
EI a a
L

∂ ∂ ∂
= +

∂ζ∂ζ ∂ζ
  

  )ج-۱۲(
4 2

4 2
T 1 W W b(c -1) - W

EI.GJ a
Lk

a
∂ ∂

= +
∂ζ ∂ζ

 

  ) د-۱۲(
5 3

5 3
2 2

1 W W b W(c -1) -
-EI.GJ a a

kI L .α

φ ∂ ∂ ∂
= +

∂ζ∂ζ ∂ζ
ω

  

  

 .شده اسـت لحاظ  ζبراساس متغير در روابط بالا، مشتقات که 
به هاي فيزيکي و هندسي  با استفاده از ثابت) ١١( ةبنابراين رابط

  :قابل بازنويسي است شکل زير
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 4

5 6

W H W 0 H 0 H M 0 H S 0

H 0 H T 0

'Wζ = ζ + ζ + ζ + ζ

+ ζ φ + ζ

 )۱۳(  
  :که در رابطه بالا

1 1 3 5 2 2 3 6   ,H g a g H g g   a= + = +  

3 1 3 1 5 4 1 4 1 6   ,H b g a g H b   g a g= + = +  

5 2 4 2 6 6 2 3 2 5   ,H b g a g H b   g a g= + = +  

1 2 3
a(c -1) -aa     ,    a     ,    a b
(c - 2) c - 2

= = =  

( )1 2
-1 1b     ,    b

c - 2 c - 2
= =  

)۱۴(  
اهميت توابع پايـه   ،دست آمده با نگاهي به شکل نهايي معادله به

خـوبي   اعمال شرايط مرزي استاندارد بـه  و سازي جديد در ساده
درتحليل و بررسي نتايج عددي براي تيـر   .نشان داده شده است

زيـر   لشـک   بـه در ابتدا و انتهـاي تيـر   دو سر لولا شرايط مرزي 
  :خواهد بود

)۱۵  (  ( ) ( ) ( )0 0   ,    W 0 0   ,    M 0 0φ = = =  
)۱۶  (  ( ) ( ) ( )1 0   ,    W 1 0   ,    M 1 0φ = = =  

 موقعيــت ابتــداي تيــر و  در) ١٥(رابطــه شــرايط مــرزي ي بــرا
ζ =   :شود ساده شده زير بيان مي شکل  به )١٣(معادله 0
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  ١٣٩٣تابستان ، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش ٥٤

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )'
2 4 6W W 0 H S 0 H T 0 Hζ = ζ + ζ + ζ  

)۱۷(  
1ζ نک با اعمال شرايط مرزي در نقطه انتهاي تيراي از رابطه  =
ــول ضـــرايب      ، )١٦( ــه مجهـ ــه برحســـب سـ ــه معادلـ سـ

( )iH 1          i  توجه بـه اينکـه جـواب    با. آيد دست مي هب =2,4,6

 ضـرايب مـذکور  باشـد، بنـابراين    مورد نظر مـي  غيربديهي صفر
اينرو دترمينال ضرايب دستگاه  از .بايست مخالف صفر باشند مي

ايـن حالـت    درکـه   صـفر باشـد  د باي سه مجهول مي سه معادله،
  .آيد دست مي بهمعادله فرکانسي 

براي تحليل ارتعاشات تير يک سـرگيردار شـرايط   چنين  هم  
) ١٩(و ) ١٨(صـورت روابـط    انتهـاي تيـر بـه    ابتـدا و  مرزي در

  :استآمده دست  هب
)۱۸  (  ( ) ( ) ( )'0 0   ,    W 0 0   ,    W 0 0φ = = =  
)۱۹  (  ( ) ( ) ( )T 1 0   ,    S 1 0   ,    M 1 0= = =  

  :شده قابل بيان خواهد بود سادهشکل  هب) ۱۴( ةدر نتيجه معادل
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 4 6W M 0 H S 0 H T 0 Hζ = ζ + ζ + ζ  

)۲۰(  
انتهـايي   ةهمانند تير دوسر لولا با اعمال شرايط مـرزي در نقط ـ 

شـده کـه بـا     ايجـاد  سـه مجهـول   و تير، يک دستگاه سه معادله
صفر قرار دادن دترمينان ضرايب آن، معادلـه فرکانسـي حاصـل    

 ،براي هر دو شرط مـرزي بـه ازاي هـر فرکـانس    آنگاه . دوش مي
 ـ   متناظر بمودشيب  تعيـين   دسـت آمـده،   ها توجـه بـه ضـرايب ب
  .خواهد شد

  
  مراه جرم متمرکزه ارتعاشات تير کامپوزيت به -۴

گرفتن هـر   نظرمپوزيت بدون دردر بخش قبل، ارتعاشات تير کا
ايـن تحقيـق    در. نوع ناپيوسـتگي، مـورد مطالعـه قـرار گرفـت     

 آن در روي تير و اثرحاصل از وجود جرم متمرکز بر ناپيوستگي
کامپوزيت مـورد ارزيـابي قرارگرفتـه     تيريک ارتعاشات عرضي 

هـا و  در واقع، وجود اجزاي مکانيکي از جمله چرخدنده. است
در اين  .شود ميصلب مدلسازي ورت جرم متمرکز ص ها به پولي

جرم متمرکز با تابع دلتـاي ديـراک    ناپيوستگي حاصل از تحقيق

رائـه شـده، بـه حـل معادلـه      اروش اسـتفاده از  و بـا  شده مدل 
بـراي سـهولت در اعمـال    . ديفرانسيل حاکم پرداخته شده است

 ـمعادآنگاه شود و  شرايط مرزي، از توابع پايه کمک گرفته مي  ةل
سر درگيـر   تير يک سر لولا و ها، براي تير دوپيفرکانسي و مودش

  .آيد ميدست  به
  
  ثير جرم متمرکز بر معادلات حاکمأت -۴-۱

متعـدد  هـاي متمرکـز    همـراه جـرم   کامپوزيت بـه  تير ۱ شکلدر 
  iM جـرم متمرکـز  هرگـاه  . برروي آن نشـان داده شـده اسـت   

از ابتـداي   xفاصـله   درو  dxصورت گسترده درطول المان هب
  :گرفته شود، خواهيم داشتدرنظر  imشکل   هبتير 

)۲۱  (  iiM xm d=  
 شود بيان مي dxه در فاصله تابع توزيعي آن براساس تابع پلکه 

. آيـد  دسـت مـي   بـه تابع دلتـاي ديـراک    با متمرکز نمودن آن،و 
  :بنابراين

)۲۲  (  ( ) ( )i ii im x u x - x - u(x - x -d )m x =    

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

i
i i i i i

dx dx

M
lim m x lim u x-x -u x-x -dx M x-x

dx→ →
 = = δ   

 )۲۳(  
روابـط حـاکم بـر     ،با اعمال قـوانين نيـوتن  و  ۲شکل مطابق با 
الـف   -٢٣ت عرضي تير مورد نظر بـه شـکل معـادلات    ارتعاشا

  :دست خواهد آمد جرم متمرکز به Nب براي  -٢٣و

( )
N4 3 2

i
i4 3 2

i 1

My φ yEI k ρA 1 δ x x 0
ρAx x t=

 ∂ ∂ ∂
− + + − = 

∂ ∂ ∂  
∑  

  )الف-۲۴(

  ) ب-۲۴(
2 3 2

α2 3 2
φ y φGJ k I 0

x x t
∂ ∂ ∂

− − =
∂ ∂ ∂

  
  

در براسـاس روش ارائـه شـده    ) ۲۳( معادلـه اکنون لازم اسـت   هم
توان  نيک تير، ميتوجه به ارتعاشات هارمو با. حل گرددبخش قبل 

اي را  معادله ديفرانسيل پاره ،جداسازي متغيرهاروش استفاده از  با
 گـرفتن توابـع   نظـر با در. به معادله ديفرانسيل معمولي تبديل نمود

 )۲۴(معـادلات   آن درنمـودن    جايگزين و) ۲(ارائه شده در رابطه 
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  المان خمشي تيرزء جسازي  مدل -۲ شكل  تير کامپوزيتيجرم متمرکز برروي سازي  مدل -۱ شكل

  
 :دست خواهد آمد هبزير  ديفرانسيل معموليت معادلا

 

( ) ( )
N4 3

2i
i4 3

i 1

Md Y d Φk ρA 1 δ x x ω Y(x) 0
ρAdx dx =

 
− + + − − = 

  
∑  

  )الف-۲۵(

  ) ب-۲۵(
2 3

2
2 3

d d YGJ - k - I (x) 0
dx dx

α
Φ

ω Φ =  
  

در بخش بعد به حل معادله ديفرانسيل معمولي حاکم برسيسـتم  
  .ه شده استپرداخت

  
معمـولي تيـر کامپوزيــت   معادلـه ديفرانســيل   يـل حلت -۴-۲

  همراه جرم متمرکز  به
در . با دو متغير بيان شده است) ۲۵(معادلات بيان شده در رابطه 

اين قسمت با ترکيب اين معادلات با يکديگر مرتبه معادله براي 
( )y x بعـد و   هاي بـي با انتخاب کميت. يابد دو مرتبه افزايش مي

)براي متغيـر بـدون بعـد    ) ۲۶(اعمال آن معادله  )w ζ   حاصـل
  :شود مي

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
6 4 2

6 4 2
w ζ w ζ w ζ

a b abc ζ B ζ
ζ ζ ζ

w
∂ ∂ ∂

+ − − =
∂ ∂ ∂

  

)۲۶(  

)که در آن  )B ζ   براساس تـابع( )w x    اک و وتـابع دلتـاي ديـر
  :شود مشتقات اول و دوم بيان مي

)۲۷  (  
( ) ( ) ( )

( ) ( )

' ''
i i i i

2

i i i i2

wB ζ 2b α δ ζ ζ bw α δ ζ ζ
ζ

wb α δ ζ ζ abcw α δ ζ ζ
ζ

∂
− + − +

∂

∂
− + −

∂

∑ ∑

∑ ∑

@

  

اسـت، بـا ايـن     مشابه حـل همگـن  ) ٢٦(حل معادله ديفرانسيل 
درنظر گرفتـه  صورت تابعي از موقعيت  تفاوت که ضرايب آن به

  :دنشو مي
( ) 1 2 3

4 5 6

W ζ A c o sh α ζ A sin h α ζ A co s β ζ
A sin β ζ A co s γ ζ A sin γ ζ

= + +

+ + +
  

 )۲۸(  
)۲۹  (  ( )i iA A ζ=  

را  دسـت آمـده   مشتق ضرايب بـه معادله بالا، جملات  حلبراي 
برابر صفر قرارداده و جمله آخر در معادله ديفرانسيل قـرار داده  

 :شکل ماتريسي پديد آيد  شود، تا رابطه بين ضرايب به مي

 
)۳۰(  

از حل دستگاه معادلات بالا، مقادير مشـتقات ضـرايب حاصـل    
   :شود مي
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'
1

B(ζ)sinhαζA
λ

−
=           ( )'

2
B ζ coshαζ

A
λ

=  

( )'
3

B ζ sinβζ
A

−
=

∆
          

( )'
4

B ζ cosβζ
A =

∆
 

( )'
5

B ζ sinγζ
A

−
=

δ
           ( )'

6
B ζ cos γζ

A =
δ

  
)۳۱(  

  :اند که در معادلات بالا ضرايب زير لحاظ شده
( )3 2 3 2 2 2 5λ α β α γ αγ β α= + + +  

( )5 3 2

5 3 2

λ β β γ

λ α α γ

−
∆ =

− −
       

5

5 5
λ γ

λ α λβ
∆

δ =
∆ − ∆ −

 )٣٢(  

مشتق ضرايب، هرکـدام از آنهـا برحسـب    گيري از  با انتگرال
بـا  . شـود  پارامترهاي فيزيکي و هندسي مسـئله حاصـل مـي   

)توجه به ماهيت تابع  )B ζ    برحسب توابع دلتـاي ديـراک و
هـاي جـرم متمرکـز ظـاهر      مشتقات آن، تابع پله در موقعيت

  :شود مي

( ) ( )
N 2

1 i i i i 1
i 1

bα abcA α  U ζ ζ sinhαζ  W ζ d
λ=

 − −
= − +  

 
∑  

( ) ( )
N 2

2 i i i i 2
i 1

bα abcA α  U ζ ζ coshαζ  W ζ d
λ=

  +
= − +      

∑  

( ) ( )
N 2

3 i i i i 3
i 1

bβ abcA α  U ζ ζ sinβζ  W ζ d
=

 −
= − +  

∆
∑  

( ) ( )
N 2

4 i i i i 4
i 1

abc bβA α  U ζ ζ cosβζ  W ζ d
= ∆

 −
= − +  

 
∑  

( ) ( )
N 2

5 i i i i 5
i 1

bγ abcA α  U ζ ζ sin γζ  W ζ d
=

 −
= − +  

δ
∑  

( ) ( )
N 2

6 i i i i 6
i 1

abc bγA α  U ζ ζ cos γζ  W ζ d
= δ

 −
= − +  

 
∑  

)۳۳(  
اکنـون تـابع هسـته    . باشـند  ثابـت مـي   idمقادير) ٣٣(در روابط 

  :شود شکل زير تعريف مي  محاسبات به

( )
( ) ( )

( )

2 2

i i

i 2

i

abc bα abc bβsinhα ζ ζ sinβ ζ ζ
λ

T ζ ζ
abc bγ sinγ ζ ζ

    + −
− + −           − =  

  −
+ −      

∆

δ

 

)۳۴(  

جـواب مسـئله   ) ٢٩(که با جايگزيني ضرايب حاصل شده در رابطـه  
)آيد که در آن  ست ميد شکل خلاصه زير به به )D ζ همـان ،( )W ζ 

  :باشد درحالت عدم وجود جرم متمرکز برروي تير کامپوزيت مي

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
N

i i i i
i 1

W ζ α  U ζ ζ  T ζ ζ W ζ  D ζ
=

= − − +∑  

)۳۵(  
)دست آمده براي تابع  رابطه به )W ζ   نقـاط  براساس يک تعـداد
باشد، بنابراين براي  هاي جرم متمرکز مي در موقعيت Wمحدود

ازخواص توابع دلتـاي   Wدست آوردن يک جواب صريح از  به
در اين وضعيت رابطـه زيـر بـراي ايـن     . شود ديراک استفاده مي
  :توابع برقرار است

)۳۶  (  ( ) ( ) ( )j jW ζ δ ζ ζ W ζ  dζ
+∞

−∞

= −∫  

  :خواهيم داشت) ٣٦(در رابطه ) ٣٥(و با جايگزيني رابطه 

)۳۷(   ( ) ( ) ( ) ( )
j 1

j i j i i j
i 1

W ζ α T ζ ζ W ζ D ζ
−

=

 = − + ∑  

)اينک با تعريف مختصات توابع پايه براي  )iW ζ داريم:  
( ) ii 1 2 3 4 5 6i ii i iW ζ d d d d d dµ η γ= + + + + +κ ψ ζ  

)۳۸(  
  :خواهيم داشت) ٣٧(رابطه  در) ٣٨(و با قرار دادن رابطه 

( )

( ) ( )

jj 1 2 3 4 5 6j j j j j

j 1
ii j i 1 2 3 4 5 6 ji i i i j

i 1

W ζ d d d d d d

α T ζ ζ (d d d d d d ) D ζ
−

=

µ η γ κ ψ ζ

µ η γ κ

= + + + + +

= − + + ψ ζ+ + + +∑

 )۳۹(  
ها، روابـط بازگشـتي   idضرايب از مساوي قرار دادن هرکدام از

  :آيند، که توابع بازگشتي را تشکيل خواهند داد دست مي به

)  ) الف-۴۰( )
j 1

i j i jj i
i 1
α T ζ ζ cosh αζ

−

=

 = − µ + µ ∑  

)  ) ب-۴۰( )
j 1

i j i jj i
i 1
α T ζ ζ sinh αζ

−

=

 = − η + η ∑  

)  )ج-۴۰( )
j 1

i j i jj i
i 1
α T ζ ζ cosβζ

−

=

 = − γ + γ ∑  

)  ) د-۴۰( )
j 1

j ii j i j
i 1
α T ζ ζ sinβζ

−

=

 = − κ + κ ∑  
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)  ) هـ-۴۰( )
j 1

i j i jj i
i 1
α T ζ ζ cos γζ

−

=

 = − ψ + ψ ∑  

)  ) و-۴۰( )
j 1

i j i jj i
i 1
α T ζ ζ sin γζ

−

=

 = − ζ + ζ ∑  

دست آمده، تابع صريح  با قرار گرفتن توابع بازگشتي در جواب بهو 
( )ζW صورت زير است شکل جواب نهايي به. آيد دست مي به:  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

N

1 i i i ii
i 1
N

2 i i i ii
i 1
N

3 i i i ii
i 1
N

i4 i i i i
i 1
N

5 i i i
i 1

ζ  d α T ζ ζ u ζ ζ cosh αζ   +

  d α T ζ ζ u ζ ζ sinh αζ

  d α T ζ ζ u ζ ζ cosβζ

  d α T ζ ζ u ζ ζ sinβζ

  d α T ζ ζ u ζ ζ

W
=

=

=

=

=

 
 = − µ − +    

 
 − η − + +    

 
 − γ − + +    

 
 − κ − + +    

− ψ −

∑

∑

∑

∑

∑ ( )

( ) ( )

i i

N

6 i i i ii
i 1

cos γζ

  d α T ζ ζ u ζ ζ sin γζ
=

 
  + +    

 
 − ζ − + +    

∑

  

)۴۱(  
له بـه  ئجـواب مس ـ  ،حال براي سهولت در اعمال شرايط مـرزي 

مطابق بـا آنچـه در قسـمت     .شود کمک توابع پايه بازنويسي مي
 .دوش ـ بيـان مـي  ) ١٣(براساس رابطـه  ) ٤١(، رابطه قبل بيان شد

  :داريم jζهاي  بنابراين در موقعيت

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

j 1
'

j i j i j i i 1 j 2 j
i 1

3 j 4 j 5 j 6 j

W ζ αT ζ ζ U ζ ζ W ζ  (H (ζ )W 0 H (ζ )W 0

H ζ M 0 H ζ S 0 H (ζ )φ 0 H (ζ )T 0  )

−

=

 = − − + + 

+ + + +

∑ 

)۴۲(  
)و اگر  )jW ζ ف شودشکل زير تعري  به:  

)۴۳  (  ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

'
i i i i

i i     

W ζ W 0 W 0 M 0

S 0 φ 0 T 0

= µ + + γ

+ κ + ψ+ ζ

η  

  :داريم

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

'j 1
i j i j i i i

j
i 1 ii i

α T ζ ζ U ζ ζ (W 0 W 0
W ζ

M 0 S 0 φ 0 T 0 )

−

=

 − − µ +
 = +
 + γ + κ + ψ + ζ 

η
∑

  

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

'
1 j 2 j 3 j

4 j 5 j 6 j

(H (ζ )W 0 H (ζ )W 0 H (ζ )M 0

H (ζ )S 0 H (ζ )φ 0 H (ζ )T 0  )

+ + +

+ +
)۴۴   (  

  هـاي فيزيکـي بـه    وابع بازگشتي جديد براساس پايـه تدر نتيجه 
  :ند آمدخواهشکل رابطه زير در 

)  ) الف-۴۵( )
j 1

i j i 1 jj i
i 1
α T ζ ζ H (ζ )

−

=

 = − + µ µ∑  

)  ) ب-۴۵( )
j 1

i j i 2 jj i
i 1
α T ζ ζ H (ζ )

−

=

 η = − η + ∑  

)  )ج-۴۵( )
j 1

i j i 3 jj i
i 1
α T ζ ζ H (ζ ) 

−

=

 = − + γ γ∑  

)  ) د-۴۵( )
j 1

j ii j i 4 j
i 1

 α T ζ ζ H (ζ )
−

=

 κ = − κ + ∑  

)  ) هـ-۴۵( )
j 1

i j i 5 jj i
i 1

 α T ζ ζ H (ζ )
−

=

 ψ = − ψ + ∑  

)  ) و-۴۵( )
j 1

i j i 6 jj i
i 1
α T ζ ζ H (ζ )

−

=

 = − ζ + ζ ∑  
  

)و سرانجام تابع  )iW ζ  براساس توابع پايه جديد که متناسب با
 :شود اشد، حاصل ميب هاي مرسوم مي پايه

  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

N

i i i 1i
i 1
N

'
i j i i 2i

i 1
N

i j i i 3i
i 1
N

ii j i i 4
i 1
N

i j i i 5i
i 1

W ζ W 0 α T ζ ζ u ζ ζ H (ζ) 

W 0 α T ζ ζ u ζ ζ H (ζ)

  M 0 α T ζ ζ u ζ ζ H (ζ)

S 0 α T ζ ζ u ζ ζ H (ζ)

φ 0 α T ζ ζ u ζ ζ H (

=

=

=

=

=

 
 = − µ − + +    

 
 − η − + +    

 
 − γ − + +    

 
 − κ − + +    

 − ψ − + 

∑

∑

∑

∑

∑ ζ)
 

+ 
  

 

     ( ) ( ) ( )
N

i j i i 6i
i 1

 T 0 α T ζ ζ u ζ ζ H (ζ)
=

 
 − ζ − +    

∑  

)۴۶(  
و ) ١٦(و ) ١٥(در روابـط  ر لـولا  شرايط مرزي براي تير دو س ـ

. بيان شده است) ١٨(و ) ١٧(در روابط  براي تير يک سر گيردار
براي تيـر يـک سـر    و ) ٤٧(شکل رابطه   براي تير ساده معادله به

  :آيد در مي) ٤٨(شکل رابطه   به گيردار
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

N
'

i j i i 2i
i 1

N
ii j i i 4

i 1
N

i j i i 6i
i 1

W ζ W 0 α T ζ ζ u ζ ζ H (ζ)

S 0 α T ζ ζ  u ζ ζ H (ζ)

 T 0 α T ζ ζ u ζ ζ H (ζ)

=

=

=

 
 = − η − + +    

 
 − κ − + +    

 
 − ζ − +    

∑

∑

∑

  
)۴۷(  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

N

i j i i 3i
i 1
N

ii j i i 4
i 1
N

i j i i 6i
i 1

W ζ M 0 α T ζ ζ u ζ ζ H (ζ)

S 0 α T ζ ζ u ζ ζ H (ζ)  +

T 0 α T ζ ζ u ζ ζ H (ζ)

=

=

=

 
 = − γ − + +    

 
 − κ − +    

 
 − ζ − +    

∑

∑

∑

  

)۴۸(  
يـک دسـتگاه سـه    تيـر    ابتدا و انتهايشرايط مرزي در با اعمال 

کـه بـا مسـاوي صـفر     د آمـد  خواهدست  بهسه مجهول  ،معادله
بـه ازاي هـر   و معادله فرکانسـي   ،قراردادن دترمينان ضرايب آن
  .آيد ميدست  فرکانس مودشيپ مربوطه به

  
  مقايسه و ارزيابي نتايج -٥
  مقايسه با نتايج ديگران -١-٥

ه و سـپس  صحت انجام محاسبات بررسـي شـد  بتدا در اين بخش ا
مسـئله  براي ايـن منظـور   . نتايج عددي مطالعه و تحليل خواهند شد

  .براي دو حالت مشخص با نتايج موجود مقايسه و ارزيابي شده است
در حالت اول براي تحليل و مقايسه نتايج، مقدار جرم : الف  

يک  کامپوزيتمتمرکز را مساوي صفر قرار داده و ارتعاشات تير 
اپوکسي با مقطع مستطيلي و چيدمان  -از جنس کربن سرگيردار
o o

S
45 / 0 

  ــ  ــايج بنرج ــا نت ــده  ]١١[ي ب ــه ش ــتمقايس . اس
و  ١مشخصات هندسي و فيزيکي تير مطالعـه شـده در جـدول    

همراه محاسبه  چهار فرکانس اول تير و مقايسه با نتايج ديگران به
که  دهد مقايسه نتايج نشان مي. ده استبيان ش ٢خطا در جدول 

و تنهـا در  بـوده   ها کاملاً منطبـق بـرهم  در سه فرکانس اول داده

بر اثر خطاهاي محاسباتي ناچيزي بسيار فرکانس چهارم اختلاف 
دهد، که با افزايش فرکـانس مرتبـه خطـا نيـز افـزايش       روي مي

 ـ ٣در جدول . يابد مي ر چهار فرکانس اول براي شرايط مرزي تي
بيان شده است، که در تحقيق بنرجي بيان نشده ) PP(دوسر لولا 

هاي تير دوسر لولا  دهد که فرکانس نشان مي ٣نتايج جدول . بود
  .است يک سرگيردارهاي متناظر تير  بيش از فرکانس

در حالت دوم تأثير يک جرم متمرکز در انتهـاي تيـر   : ب  
 - نس کـربن با چيدمان متعامد از ج کامپوزيتي يک سرگيردار

مدل فلـزي مقايسـه گرديـده     اپوکسي مطالعه شده و با نتايج
اپوکسي در  - الاستيک ماده ارتوتروپيک کربن هایثابت. است

در انتهاي جرم متمرکز مقدار نسبت . بيان شده است ٤جدول 
. تغيير داده شده است ١٠و  ٥، ١هاي  با نسبت جرم تيرتير به 

تير براي تير کامپوزيتي با هاي چهار فرکانس اول  آنگاه نسبت
اگر چه جنس . مقايسه شده است ٥در جدول  ]١[تير فلزي 

دو تير، يکي ايزوتروپيک و ديگـري ارتوترپيـک بـوده و بـا     
يکـديگر نزديـک    يکديگر متفاوت است، اما نتايج بسـيار بـه  

براي هر دو تير، جرم متمرکز سبب کـاهش نسـبت   . باشد مي
رم متمرکز، اثرات آن افزايش شود و با افزايش ج فرکانسي مي

  .يابد يافته و نسبت فرکانس بيشتر کاهش مي
، مقدار جرم متمرکز چون تعداد هم ييثير پارامترهاأتدر ادامه   

هـا   هـا و مودشـيپ   و مکان جرم متمرکز بر مقادير فرکانسجرم 
 .قرار گرفته استمطالعه مورد 

  

ون بـد  طبيعي يک تير کامپوزيـت  هاي فرکانسمطالعه  -۵-۲
  متمرکز جرم

بـا  ) ٤جـدول  (اپوکسـي   -از جـنس کـربن  کامپوزيـت   تيريک 
]چيــدمان متعامــد  ]2 S0 / 90 / 0 / فيزيکــي و مشخصــات و  90

نتـايج  . شـده اسـت  گرفته  نظردر ١ذکر شده در جدول هندسي 
براي شرايط مرزي تير دوسـر لـولا و   چهار فرکانس اول تحليل 

 ω0iده اسـت، کـه   بيـان ش ـ  ٦ جـدول  درسـر گيـردار    تير يـک 

نتـايج   .اسـت  متمرکـز  در حالت بدون جرم فرکانس ةدهند نشان
دهد کـه در هـر شـماره فرکـانس، فرکـانس       نشان مي ٦ جدول

سر گيردار بيشتر طبيعي تير دوسر لولا از فرکانس طبيعي تير يک
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   ]١١[مشخصات فيزيکي و هندسي يک تير کامپوزيت يک سرگيردار  -١جدول 
 k (N.m2) GJ (N.m2) EI (N.m2) h (m)  b (m) L (m) m (kg/m)  ها چيدمان لايه

[ ]S0/45  ٠٢٣٨/٠  ٥٦/٠  ٠٣/٠  ٠٠٠٥٤/٠  ٠١٤٣/٠  ٠١٩٥/٠  ٠٠٦٣٢/٠  
  

   ]١١[با ديگران  يک سرگيردارتير  چهار فرکانسمقايسه نتايج  -٢جدول 
ω4 ω3 ω2 ω1   
  اين تحقيق  ٠٤/٨ ٣٩/٥٠ ٠٠/١٤١  ٩٠/٢٧٥
  ]١١[مرجع  ٠٤/٨ ٣٩/٥٠ ٠٠/١٤١  ٠٠/٢٧٦

  درصد اختلاف  ٠  ٠  ٠  ٠٤/٠
  

  )pp(دو سر لولا  چهار فرکانس اول براي شرط مرزي -٣ جدول
ω4 ω3 ω2 ω1   
٠١٧/٢٤ ١٩٤/٩٠ ٤٠٦/٢٠٤ ٦٠٦/٣٥٨ PP 

  
  ثوابت الاستيک ماده ارتوتروپيک  -٤ جدول

G (GPa)12  υ12  E (GPa)22  E (GPa)11  
٨/١٥٥  ٣٦/١٠   ٢٨/٠  ٦٧/٦  

  
  (ζ=1)همراه با يک جرم متمرکز در انتهاي آزاد  ]١[تير يک سرگيردار کامپوزيتي و تير فلزي نسبت فرکانسي  مقايسه -٥ جدول

α =١٠ α =٥ α =١ 
CF  درصد

 خطا 
مرجع 

]١٣[  

تحقيق 
 حاضر

درصد 
 خطا 

مرجع 
]١٣[   

تحقيق 
 حاضر

درصد 
ا خط  

مرجع 
]١٣[  

تحقيق 
 حاضر

٠٨/٠  ٣٩٢٤/٠  ٣٩٢٧/٠  ٠٤/٠  ٤٦٤١/٠  ٤٦٤٣/٠  ٠٦/٠  ٦٦٥٥/٠  ٦٦٥٩/٠  ω1/ω01 
١١/٠  ٨٣٩٠/٠  ٨٣٩٩/٠  ٠٩/٠  ٨٤١٥/٠  ٨٤٢٣/٠  ٠٩/٠  ٨٥٨٨/٠  ٨٥٩٦/٠  ω2/ω01 
١٠/٠  ٩٠٠٨/٠  ٩٠١٧/٠  ١٠/٠  ٩٠١٧/٠  ٩٠٢٦/٠  ٠٩/٠  ٩٠٨٣/٠  ٩٠٩١/٠  ω3/ω01 
١٠/٠  ٩٢٩٩/٠ ٩٢٩٠  ١٠/٠  ٩٢٩٥/٠  ٩٣٠٤/٠  ١٠/٠  ٩٣٢٨/٠  ٩٣٣٧/٠  ω4/ω01 

 
  

  يک تير کامپوزيتي با چيدمان متعامد چهار فرکانس اول براي شرايط مرزي مختلف -٦ جدول
ω4 ω3 ω2 ω1   
٧٦/٥٧  ٦٨/٨١  ٠٤/١٠٠  ٥٢/١١٥  PP 

٦٢/٤٤  ٦٠/٧٠  ٣٣/٩١  ٠٦/١٠٨  CF 
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  )زي دوسر لولاشرط مر(جرم متمرکز  مختلف يها نسبت فرکانسي براي مقادير و موقعيت -٧ جدول

PP 
ζ= ٢٥/٠  ζ= ٥/٠  ζ= ٧٥/٠  

α= ١/٠  α=١ α=١٠ α= ١/٠  α=١ α=١٠ α= ١/٠  α=١ α=١٠ 

ω1/ω01 ٧٣١/٠  ٩١٣/٠  ٩٨٨/٠  ٦٨٢/٠  ٨٧١/٠  ٩٧٧/٠  ٧٣١/٠  ٩١٣/٠  ٩٨٨/٠  
ω2/ω02 ٨٨٤/٠  ٩١٧/٠  ٩٧٩/٠  ١  ١  ١  ٨٨٤/٠  ٩١٧/٠  ٩٧٩/٠  

ω3/ω03 ٩٦٩/٠  ٩٧٥/٠  ٩٩١/٠  ٩١٦/٠  ٩٣٥/٠  ٩٨٠/٠  ٩٦٩/٠  ٩٧٥/٠  ٩٩١/٠  

ω4/ω04 ٩٩٩/٠  ١  ١  ٩٩٩/٠  ٩٩٩/٠  ١  ٩٩٩/٠  ١  ١  
  

  )گيردار سر يکشرط مرزي (جرم متمرکز  مختلف يها نسبت فرکانسي براي مقادير و موقعيت -٨ جدول

CF 
ζ= ٢٥/٠  ζ= ٥/٠  ζ= ٧٥/٠  

α= ١/٠  α=١ α=١٠ α= ١/٠  α=١ α=١٠ α= ١/٠  α=١ α=١٠ 

ω1/ω01 ٦٩٥/٠  ٨٨٢/٠  ٩٨٠/٠  ٧٩٨/٠  ٩٥٢/٠  ٩٩٤/٠  ٩٥٣/٠  ٩٩٥/٠  ٩٩٩/٠  
ω2/ω02 ٩٩٥/٠  ٩٩٦/٠  ٩٩٩/٠  ٨٣١/٠  ٨٩٦/٠  ٩٧٨/٠  ٧٧٤/٠  ٩٢٧/٠  ٩٩١/٠  
ω3/ω03 ٩٢٧/٠  ٩٤٦/٠  ٩٨٦/٠  ٩٩٩/٠  ٩٩٩/٠  ٩٩٩/٠  ٨٧٢/٠  ٩٠٥/٠  ٩٧٧/٠  
ω4/ω04 ٩٥٧/٠  ٩٦٤/٠  ٩٨٦/٠  ٩٢٨/٠  ٩٤٢/٠  ٩٨١/٠  ٩٥٢/٠  ٩٥٩/٠  ٩٨٤/٠  

  

ليکن اختلاف بين فرکانس طبيعي تير دوسـر لـولا و تيـر    . است
بوده و اين اخـتلاف   هاي پايين بيشتر ر گيردار در فرکانسس يک

چنين مقدار اين اختلاف  هم. يابد هاي بالا کاهش مي در فرکانس
ها بستگي دارد، و در چيدمان متعامد مذکور کمتر  به چيدمان لايه

از چيدمان 
S

45 / 0 
 

o o است.  
  
روي بـر متمرکـز  ثير مقدار و موقعيـت جـرم   أت مطالعه -۵-۳

  طبيعي فرکانس
و مکان آن، سـه مقـدار و    ثير مقدار جرم متمرکزأبراي بررسي ت

نظر گرفته شده است و نتـايج بـراي   سه مکان براي يک جرم در
 ايطبـراي شـر  و  ٧ در جـدول ) PP(مرزي دوسـر لـولا    ايطشر

در اين . بيان شده است ٨ در جدول) CP(مرزي يک سر درگير 
جرم کـل  به مقدار جرم متمرکز  نسبت ةدهند نشان αiدو جدول 

نتـايج   .باشد تير مي طول بهموقعيت جرم بيانگر نسبت  iζ تير و
ي هـا  فرکانسسبب کاهش  متمرکز وجود جرم دهد که نشان مي

 ٨و  ٧در جـداول   فرکـانس ي هـا  نسبت شود، و تمام بعد مي بي 

شـرط تقـارن در    چنين هم. هستندتر از يک  کوچکمساوي و يا 
براي موقعيـت  ها  فرکانس خوبي نمايان بوده و بهدو سر لولا تير 
نکته قابـل  . چهارم طول تير برهم منطبق هستند چهارم و سه يک

توجه ديگر براي تيـر دو سـر لـولا آن اسـت کـه هرگـاه جـرم        
متمرکز در نقطه گره شکل مود قرار گيرد، تقريبـاً هـيچ تـأثيري    

ــر ــداردب ــابراين در جــدول  .روي فرکــانس ن هرگــاه جــرم  ٧بن
برابر يـک  وسط تير قرار گيرد، نسبت فرکانسي دوم  متمرکز در

چهـارم طـول    چهارم و سه بوده و هرگاه جرم متمرکز در يک
تير واقع شود، فرکانس چهارم تير برابر فرکـانس تيـر بـدون    

دوسر لولا هر چه جرم  در تيرعلاوه  به. شود جرم متمرکز مي
بيشـتر کـاهش    بعد ي بيها فرکانس ،نزديک شودتير به مرکز 

سر گيردار با نزديک شدن  اين واقعيت براي تير يک. دنياب مي
جرم متمرکز به انتهاي آزاد تير رخ داده و بـا نزديـک شـدن    

هـاي   جرم متمرکز به انتهاي آزاد تير، کاهش بيشتر فرکـانس 
نشـان   ٨و جـدول   ٧نتـايج جـدول   . شود طبيعي مشاهده مي

  هاي پايين بسـيار   فرکانس د که اثرات جرم متمرکز دردهن مي
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  بر نسبت فرکانس براي تير دوسر لولاجرم متمرکز اثر افزايش تعداد  -٣ شکل

  

  
  سر گيرداريکبر نسبت فرکانس براي تير جرم متمرکز اثر افزايش تعداد  -٤ شکل

  
براي مثـال هنگـامي کـه    . باشد مي هاي بالا بيشتر از فرکانس
قرار دارد سر گيردار   چهارم طول تير يک سه جرم متمرکز در

و مقدار جرم برابر جرم تير باشد، نسبت کاهش فرکانس اول 
باشـد، در   مـي  ١١٨/٠به فرکانس اول تير بدون جرم متمرکز 

که اين نسبت کاهش براي فرکانس چهارم تنها برابـر   صورتي
  .است ٠٣٦/٠

  طبيعي روي فرکانسبر متمرکز جرمتعداد ثير أت مطالعه -۵-۴
بررسي اثر تعداد جـرم متمرکـز پرداختـه شـده      بهبخش در اين 

 ١٠و  ٧، ٥، ٣، ٢، ١جـرم   تعداد مختلف منظوراين راي ب. است
 ةمعادلدر موقعيت متقارن از طول تير مورد مطالعه قرار گرفته و 

 ٤و  ٣  ر شــکلد αiبعــد  بــيفرکانســي برحســب مقــدار جــرم 
سـر درگيـر    يـک و دوسـر لـولا   تير مرزي  ايطبراي شرترتيب  به

، جـرم  نظـر از تعـداد   صـرف در هر دو شکل  .ترسيم شده است
 شـده اسـت و  کاهش نسبت فرکانسي  متمرکز سببوجود جرم 

 ايـن دليـل افـزايش جـرم کـل سيسـتم،       با افزايش تعداد جرم به
توان  مي ٤و  ٣اي ه چنين از مقايسه شکل هم. بيشتر استکاهش 

نسـبت فرکـانس   ي سـر آزاد، نمودارهـا   که در تير يـک دريافت 
 ـ  و  فاصله بيشتري نسبت به هم دارند ثير أافزايش تعـداد جـرم ت
ليکن در هـر دو شـکل   . دارد يبيشتري در کاهش نسبت فرکانس

شود کـه فاصـله خطـوط از يکـديگر بـا       به وضوح مشاهده مي
 همـواره اثـر يـک جـرم    يابـد و   افزايش تعداد جرم کاهش مـي 

متمرکز برروي فرکانس نسبت به تيـر بـدون جـرم شـديدتر از     
نسبت فرکانس تير با دو جرم متمرکز به تير با يک جرم متمرکز 

جرم متمرکز با  Nهمين صورت اختلاف بين اثرات  باشد و به مي
N+1  جرم متمرکز با افزايشN يابد کاهش مي.  

  
شکل مودهـاي  روي بر رکزمتم جرممقدار ثير أت مطالعه -۵-۵

  ارتعاشي
  بـر مـود  متمرکز مقدار جرم  اتبررسي اثر تغيير در اين بخش به

 ، مود اول ارتعاشي تير دو٥در شکل  .شود اول پرداخته ميکل ش
بـراي   سر گيردار يکمود اول ارتعاشي تير  ٦و در شکل لولا سر

  در هـر دو  . شده اسـت نشان داده  αبعد  جرم بيمقادير مختلف 
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  براي تير دو سر لولا اول کل ش بر مودمتمرکز مقدار جرم اثر افزايش  -٥شکل 

  

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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CF

α=0
α=0.1
α=1
α=10

  
  سر گيردار  براي تير يکاول کل ش بر مودمتمرکز مقدار جرم اثر افزايش  -٦ شکل

  
 ـ شکل  ارتعاشـي حرکـت کـاهش     ةبا افزايش مقدار جـرم، دامن

 اهش نسبتتواند به مقدار اندکي برسد، اما اين ک ، و مييابد مي

به نرخ افزايش مقدار جرم، نرخ کمتري دارد و با افزايش مقدار 
  .شود جرم متمرکز سرعت کاهش دامنه فرکانسي کمتر مي

  
 ـ مطالعه -۵-۶ شـکل  روي بـر  متمرکـز  جـرم موقعيـت  ثير أت

  مودهاي ارتعاشي
) α=1(متمرکز به اندازه جرم تير جرم يک اثر تغيير موقعيت 

سـر گيـردار    يـک تير و دو سر لولا ط مرزي ايشربا تير  براي
با توجـه  . نشان داده شده است ٨و  ٧هاي  ترتيب در شکل به
هرگاه جرم متمرکز از مرکز تير دوسر لولا دورتـر   ٧شکل   به

 با نزديک شدنباشد، تأثير آن بر دامنه فرکانسي کمتر است و 
. بيشتر اسـت ارتعاشي  ةبه مرکز تير کاهش دامن جرم متمرکز
سـر   بـراي تيـر يـک    ٨نشان داده شده در شـکل   نمودارهاي

گيردار نيز بيانگر آن است که هرگاه جرم متمرکز به انتهـاي  
آزاد تير نزديک شود، تأثير آن بر کاهش دامنه فرکانسي بيشتر 

تير اثرات آن بـر   بوده و با نزديک شدن جرم به انتهاي ثابت
  .شود کاهش دامنه فرکانسي کمتر مي

  
  گيري نتيجه -۶

مقـدار، موقعيـت و تعـداد جـرم متمرکـز       اتاثـر اين تحقيق در 
و  ارتعاشات تيرهاي کامپوزيتي مورد مطالعه قرار گرفـت  برروي

  : نتايج زير را به دنبال داشت
سـر   فرکانس طبيعي تير دوسر لولا از فرکانس طبيعي تير يک •

 . گيردار بيشتر است

بسـتگي   هـا  مقدار فرکانس طبيعي تير کامپوزيتي به چيدمان لايه •
گاهي  اختلاف بين فرکانس طبيعي تير با شرايط تکيه. زيادي دارد

ــانس  ــف در فرک ــانس   مختل ــيش از فرک ــايين ب ــاي پ ــاي  ه  ه
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  )α=١( براي تير دو سر لولااول کل ش بر مودمتمرکز  جرم تغيير موقعيت اثر -٧ شکل

  

  
  )α=١(سر گيردار  براي تير يکاول کل ش بر مودمتمرکز  جرم تغيير موقعيت اثر -٨ شکل

 
 .بالا است

 .شود يم کمتر فرکانس ،شود شتريبمتمرکز  جرم مقدار هرچه •
 هـاي پـايين نسـبت بـه     اثـرات جـرم متمرکـز در فرکـانس    

 . هاي بالا بيشتر است فرکانس

اگر جرم متمرکز در نقطه گره شکل مود واقـع شـود، اثـري     •
 . ردبرروي فرکانس ندا

 ـت طـرف  دو در فرکـانس  کاهش متقارن يمرز طيشرا در •  ري
 .است کساني

 که است يحالت به مربوط فرکانس نيکمتر متقارن يرهايت در •
  .دارد قرار مرکز در جرم

بيشترين  ريت آزاد يانتها در جرم وجود رداريگ سر کي ريت در •
دنبـال   بـه  را فرکـانس  نيکمتـر کاهش فرکانس و در نتيجـه  

   .داشت خواهد

، اما اين شود يم کمتر فرکانس ،شود شتريب جرم تعداد هرچه •
 . کاهش خطي نيست

ارتباط بين کاهش دامنه و افزايش تعداد جرم متمرکز خطـي   •
نبوده و نرخ کاهش فرکانس بـا نـرخ افـزايش تعـداد جـرم      

 .يکسان نيست

 ـ  افزايش تعداد جرم در تير يـک  • ثير بيشـتري در  أسـر آزاد، ت
  .ت به تير دو سر لولا داردنسب يکاهش نسبت فرکانس

  
  قدرداني -۷

نويسندگان مقاله مراتب تشکر و قـدرداني خـود را از معاونـت    
محترم پژوهشي دانشگاه کاشان بابت حمايت از نويسندگان اين 

  .دارند اعلام مي ٢٥٥٩٨٠/ ٠٣مقاله با ابلاغ پژوهانه 
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