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هاي دو بعدي، بر پايـه اسـتفاده از خاصـيت فـوق     مسئله اولين روش برآورد خطا مبتني بر بازيافت تنش در تحليل ايزوژئومتريک -يده چك
سه بعدي و  هايمسئلهدر اين مقاله به توسعه اين روش در تحليل ايزوژئومتريک . گوسي، توسط حسني و همکاران معرفي شد يي در نقاطهمگرا

منظور بررسي کارايي اين نقاط بهينه تنش در  به .تفاده از اين نقاط نمونه جهت بهبود حل و برآورد خطاي آن پرداخته شده استبررسي تأثير اس
دست آمده از اين پژوهش، کارايي  نتايج به. دو مثال نمونه داراي حل تحليلي پرداخته شده است سازي مدلهاي سه بعدي به برآورد خطاي مسئله

    .دهد روش ايزوژئومتريک نشان مي ها بهط بهينه تنش را در بهبود حل و برآورد خطاي تحليل سه بعدي مسئلهمناسب اين نقا
  .هاي سه بعدي، برآورد خطا، بازيافت تنشتحليل ايزوژئومتريک، مسئله:  كليديواژگان 
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Abstract: An isogeometrical approach, based on using the superconvergent property of the Gauss integration points, for error 
estimation and stress recovery of two-dimensional problems was introduced by Hassani et. al. In this paper, the method is further 
developed to deal with the isogeometrical analysis of three-dimensional problems. To investigate the performance of the approach 
in using the optimal stress points, two 3D examples with available analytical solutions are taken into consideration. The obtained 
results are indicative of the good performance of the method in improvement of stress and error estimation of 3D problems in the 
isogeometric analysis method. 
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  مقدمه -١
گيري روش اجزاي محـدود و بـين    پس از شکل تقريباً يک دهه

هـاي   ها، پيشـرفت  دليل توسعه رايانه به، ۱۹۸۰تا  ۱۹۷۰هاي  سال
شـکل   ۱رايانـه  کمـک  بـه هندسه  سازي مدلچشمگيري در علم 

واضح است که تحليل مسائل مهندسي بر مبناي هندسـه  . گرفت
ه تواند کمک شاياني ب ها مي استوار است و استفاده از اين پيشرفت

دليل عـدم هـم    به تحليل مهندسي در رفع نقايص خود نمايد، اما
 کمک بههاي طراحي  زماني پيدايش روش اجزاي محدود و روش

رايانـه   کمـک  بهرايانه، اين اتصال بين تحليل مهندسي و طراحي 
 کمک بههاي طراحي  براي اولين بار، ورود تکنيک. وجود نيامد به

صورت هوليگ  توسط کيگان و ٢٠٠٤ تا ١٩٩٨ هاي سال دررايانه 
 در مورد استفاده شكل توابع يجا بهکه در آن  ]۳و ۲، ۱[ پذيرفت

 سـال  در. اسپلاين استفاده شده بود پايه توابع محدود، از اجزاي

هاي نسبي  اسپلاين -بي (نربز  توابع از استفاده با اين ايده ٢٠٠٥
آينـد،   مـي دسـت   بـه  اسـپلاين  توابع توسعه از كه ٢)يکنواختغير

 تحليــل روش و يافــت توســط هيــوز و همکــارانش تكامــل
در ايـن روش ضـمن اسـتفاده از     .]۴[ گرفت نام ايزوژئومتريك
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ها، سطوح و  خواص توابع پايه اسپلاين و نربز در تعريف منحني
احجام، همانند توابع شـکل در روش اجـزاي محـدود، از آنهـا     

طـور   بـه  .ودش ـ سازي هم اسـتفاده مـي   جهت درونيابي و تقريب
خلاصه از مزايـاي روش ايزوژئومتريـک در مقايسـه بـا ديگـر      

 سـازي  مـدل توان به مواردي چون، امکـان   هاي عددي مي روش
يط مرزي، عدم نيـاز بـه   اتر، دقت قابل ملاحظه در اقناع شر دقيق
بندي مجدد در مسائلي که مدل هندسي در حين حل دچار  شبکه

نـدازه دسـتگاه معـادلات،    شود، کاهش قابـل ملاحظـه ا   تغيير مي
پذيري و سادگي در مسائل بهبود شبکه و قابليت استفاده  انعطاف

از اين روش در حل معادلات ديفرانسيلي که ضرائب آنها خـود  
در چند سال اخيـر، روش   ].٥[ باشند اشاره کرد تابعي متغيير مي
هاي مختلفي همچون ديناميک  در زمينه سرعت بهايزوژئومتريک 

ها و يا الکترومغناطيس توسعه داده شـده   مکانيک سازهسيالات، 
در اين زمينه يک کتاب به چاپ رسيده است که  چنين هم. است

  .]۶[ توان به آن مراجعه کرد براي مطالعه بيشتر مي
رود و  مـي  شـمار  بـه هـاي عـددي    خطا بخش جدانشدني تحليل

. ستهمواره باعث نگراني محققين در قابليت اعتماد نتايج بوده ا
هـاي   هاي برآورد خطـا در دو دسـتة روش   در حالت کلي روش

 .]۷[ گيرند اي قرار مي هاي باقيمانده و روش) گراديان(بازيافت تنش 
بالا بردن دقت، و پيوسته و هموار  منظور بهبازيافت تنش روشي 

دسـت آمـده از تحليـل عـددي مسـائل       نمودن ميـدان تـنش بـه   
تنش، يک جواب نزديک به حـل  با استفاده از بازيافت . باشد مي

دقيق محاسبه شده که دقت بالاتري نسبت به حل اوليـه خواهـد   
هاي بازيافت تنش در اجزاي  ترين روش از جمله ابتدايي. داشت

که توسط اودن و براچلي در  2Lتصوير روش به توان  محدود مي
ينتن و کمپبل گيري که توسط ه و روش ميانگين ]۸[ ١٩٧١سال 

در سـال  . کار برده شده اسـت اشـاره کـرد    به ]۹[ ١٩٧٤در سال 
 ٣ SPRهمگـرا روش بازيافت تنش بر مبناي نقـاط فـوق    ١٩٩٢

اساس اين روش برمبناي . ]١٠[ توسط زينکويچ و زو ابداع شد
نقاطي به نام نقاط فوق همگرا است که در آنها تـنش   استفاده از

نسـبت بـه سـاير نقـاط از دقـت       دست آمده از تحليل تقريبي به
تابـارا، بليکــر و   ١٩٩٤در سـال  . باشـد  بيشـتري برخـوردار مـي   

اي، بازيابي تنش را با استفاده از درونيابي  بلچکو، طي ارائه مقاله
حداقل مربعات متحرک براي آن دسته از مسائل اجزاي محـدود  

 ١٩٩٤در سـال  . ]١١[ بودنـد، پيشـنهاد کردنـد    C-1که از درجـه 
اي سـعي نمودنـد بـا     عبدالوهاب و زيوکاس طي مقالـه ويبرگ، 

، روش مـذکور را بهبـود   SPR روش بـه  اضـافه کـردن شـرايطي    
برومند و زينکويچ روش قدرتمنـد   ۱۹۹۷سال در  .]۱۲[ بخشند

هاي قبلـي   روش به ديگري در برآورد خطا ارائه کردند که نسبت 
فاده در اين روش قابل است. ]۱۴و۱۳[ داراي هيچ محدوديتي نبود

ويژه مسائل پلاستيک است که ايـن ويژگـي يـک     اکثر مسائل به
هـاي بسـيار    بعـد از آن نيـز تکنيـک   . آيد مي شمار بهمزيت مهم 

ي به بهبود نوع بهديگري توسط محققين ابداع شد که در هر يک 
تـوان   عنـوان نمونـه مـي    شود که بـه  هاي قبلي پرداخته مي روش

ــه  ــاي  روش بـ ــه  و ]۱۶[ SPR-Cو  ]LP ]۱۵هـ ــا روش ارائـ   يـ
  .اشاره کرد ]۱۷[شده در مرجع 

ژئومتريـک  واستفاده از روش بازيافـت تـنش در تحليـل ايز     
 اولين بار توسط حسني و همکاران مورد اسـتفاده قـرار گرفـت   

برگرفتـه از دقـت بيشـتر تـنش در نقـاط       آنهااساس روش . ]۵[
در ايـن روش بـا اسـتفاده از نقـاط      .گيري گوسي اسـت  انتگرال

نمونه گوسي براي هر مؤلفه تنش در حالـت دو بعـدي تـنش و    
شود که جهـت   کرنش مسطح، يک سطح بهبود يافته تشکيل مي
  ].۵[ گيرد برآورد خطاي ايزوژئومتريک مورد استفاده قرار مي

اي در با توجه به اينکه تحليل مسائل سه بعدي، کاربرد ويژه  
يـک راهکـار   طراحي مهندسي و حل مسائل واقعي دارد، ارائـه  

مؤثر جهت برآورد خطا و افزايش قابليت اعتماد نتايج حاصل از 
در . باشدتحليل سه بعدي مسائل، از اهميت بالايي برخوردار مي

تحقيق حاضر به توسعه روش ارائـه شـده در مسـائل دوبعـدي،     
جهت بازيافت تنش و برآورد خطـاي روش ايزوژئومتريـک در   

بـدين منظـور بـه    . ه اسـت تحليل مسائل سه بعدي پرداخته شد
و تحليل دو مثال نمونه داراي حل تحليلـي پرداختـه    سازي مدل

تير طره با مقطع دايره و مربع دو مثال حل شـده در  . شده است
با توجـه بـه تشـابه توزيـع نـرم خطـاي       . باشنداين پژوهش مي

هـاي تـنش   تقريبي به نرم خطـاي دقيـق و دقـت بيشـتر مؤلفـه     
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زوژئومتريک براي دو مثال حل شده در بازيافتي نسبت به حل اي
اين پژوهش، مي توان بيان نمود که نقاط نمونه گوسي در بهبود 
حل و برآورد خطاي تحليل ايزوژئومتريک مسائل سه بعدي نيز 

  .باشند مؤثر بوده و قابل استفاده مي
در بخش دوم به چگونگي توليد هندسه سه بعدي با استفاده   

. ايزوژئومتريـک پرداختـه شـده اسـت    از تکنيک نربز در تحليل 
تحليل سه بعدي مسـائل بـا اسـتفاده از     بندي فرمولبخش سوم 

در بخـش چهـارم نحـوه    . كنـد  مـي روش ايزوژئومتريک را بيان 
تشکيل تنش بهبود يافته در تحليـل ايزوژئومتريـک مسـائل سـه     

شود و در بخش پـنجم بـه تعريـف نـرم خطـا و      بعدي بيان مي
بخـش ششـم و هفـتم نتـايج     . شده استشاخص تأثير پرداخته 

و تحليـل دو مثـال نمونـه در روش     سـازي  مدلدست آمده از  به
و در نهايـت در   كند ميايزوژئومتريک و برآورد خطاي آنرا بيان 

  .گيري پرداخته شده است بخش هشتم به بيان نتيجه
  
  معرفي تکنيک نربز در توليد هندسه -۲

ها در يک  اسپلاين -بي. شوند ها ساخته مي اسپلاين -نربزها از بي
دامنة  ،نواحي مذکور. شوند تعريف مي ۴)ناحيه(فضاي پارامتري 

يک بردار . کنند شده را به چندين زير دامنه تقسيم مي سازي مدل
در فضاي پارامتري يک بعدي از يک سـري مختصـات    ۵گرهي
  :]۱۸[ شود صورت زير تشکيل مي به

)۱  (  { }, ,...,1 2 n p 1
i 1, 2,..., n p 1i 1 i

Ξ = ξ ξ ξ + +

ξ ≥ ξ = + ++
  

تعداد توابـع   nاي و  مرتبه چند جمله pامين گره،  iξ iدر آن که
انواع مختلفـي  . رود مي شمار بهاسپلاين  -دهنده بي شکل تشکيل

اي وجود دارد ولي در اين بحـث فقـط از نـوع     از بردارهاي گره
يا ( ۶اي نامتناوب نام بردارهاي گرهه اي ب خاصي از بردارهاي گره

اين نوع بردارها به شکل زيـر نشـان داده   . کنيم استفاده مي ۷)ازب
  :شوند مي
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p 1 p 1
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 pاسـپلاين از درجـه   -با استفاده از تعـاريف بـالا، منحنـي بـي    
  ]:۱۸[ شود صورت زير تعريف مي هب

)۴  (  ( ) ( )
n

i,p i
i 0

C N P a b
=

ξ = ξ ≤ ξ ≤∑  

( )C ξ است که در آن  ۸اي اي قطعه يک منحني چند جمله{ }iP 
)نقاط کنترلي و ){ }i,pN ξ اسپلاين هستند کـه   -اي بي توابع پايه
aبـا فـرض  ، )٢( صـورت  اي نامتنـاوبي بـه   روي بردار گره 0=   

  

bو n درجه توابع پايه، pاگر. شوند تعريف مي =1 تعـداد   +1
mنقاط کنترلي و  تـوان رابطـه    ها باشند، آنگاه مي تعداد گره +1
m n p 1= +   .را براي آنها نوشت +

صورت زير تعريـف   اسپلاين به -به طرز مشابهي سطوح بي  
  ]:۱۸[ دنشو مي

)۵  (  ( ) ( ) ( )
n m

i,p j,q i, j
i 0 j 0

S , N N P
= =

ξ η = ξ η∑ ∑  

  :که در آن

)۶  (  
{ {

{ {

p 1 r p 1
p 1 p 1

q 1 s q 1
q 1 q 1

0,...,0 , ,..., ,1,...,1

0,...,0 , ,..., ,1,...,1

+ − −
+ +

+ − −
+ +

  Ξ = ξ ξ 
  

  = η η 
  

H

  

rداراي Ξاي  که بردار گره طوري هب sداراي  Hگره و +1 1+ 
صـورت   بـه  pيک منحني نربز از درجـه  چنين هم .باشد گره مي

  ]:۱۸[ شود زير تعريف مي
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  ٦٩ ١٣٩٣تابستان ، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش

  
  شبکه نقاط کنترلي و حجم نربز مربوط به آن -۱ شکل

  

 )۷  (  ( )
( )

( )

n

i,p i i
i 0

n

i,p i
i 0

N w P
C a b

N w

=

=

ξ

ξ = ≤ ξ ≤

ξ

∑

∑
  

}که در آن }iP ،نقاط کنترلي{ }iw هـا و  وزن( ){ }i,pN ξ ـ  ع تواب
اي  بردار گره بررويکه  هستند، pاسپلاين از درجه -پايه اي بي

  .اند تعريف شده) ٢(صورت  به
 η، و در جهت pاز درجه ξيک سطح نربز که در جهت   

  ]:۱۸[ شود صورت زير تعريف مي باشد، به qاز درجه

( )
( ) ( )

( ) ( )

n m

i,p j,q i, j i, j
i 0 j 0

n m

i,p j,q i, j
i 0 j 0

N N w P

S , 0 , 1
N N w

= =

= =

ξ η

ξ η = ≤ ξ η ≤

ξ η

∑∑

∑ ∑
  

)۸(  
}در عبارت فوق }i, jP   باشـد کـه در دو    شبکه نقاط کنترلـي مـي

}چنين هم جهت تعريف شده است؛ }i, jw ها و  وزن( ){ }i,pN ξ 
)و  ){ }j,qN η بـرروي اسـپلاين هسـتند کـه     -اي بي توابع پايه 
اي  اگر توابع پايه .اند تعريف شده )٦(صورت  اي به هاي گره بردار

  :صورت زير تعريف کنيم به) ٨(اي را در  نسبي قطعه

)۹  (  ( )
( ) ( )

( ) ( )

i,p j,q i, j
i, j n m

k,p l,q k,l
k l

N N w
R ,

N N w
= =

ξ η
ξ η =

ξ η∑∑
0 0

  

  :خواهيم داشت

)۱۰  (  ( ) ( )
n m

i, j i, j
i j

S , R , P
= =

ξ η = ξ η∑∑
0 0

  

ها و سطوح، بـراي احجـام نربـز نيـز      به منحنيو در نهايت مشا
  ]:۱۸[توان نوشت  مي

( )
( )n m l i,p j,q

n m l
i 0 j 0 k 0

i,p
i 0 j 0 k 0

N N
V , ,

N= = =

= = =

ξ
ξ η ζ = ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
 

)١١   (
( ) ( )

( ) ( ) ( )
k,r i, j,k

i, j,k
j,q k,r i, j,k

n m l

i, j,k i, j,k
i 0 j 0 k 0

N w
P

N N w

R P 0 , , 1
= = =

η ζ
×

ξ η ζ

= ≤ ξ η ζ ≤∑ ∑ ∑
  

صـورت   بـه  ζو ) ٦(مطابق  ηو  ξدر اين رابطه بردار گرهي 
  :شودف ميزير تعري

)۱۲  (  { {r 1 z r 1
r 1 r 1

0,...,0 , ,..., ,1,...,1+ − −
+ +

  ζ = ζ ζ 
  

  

,i.باشدگره مي z+1که داراي  j,kP       نقـاط کنترلـي کـه بـه تعـداد
(n 1) (m 1) (l 1)+ × + × ,i.باشندمي + j,kw هاي متنـاظر بـا    وزن

ــي ــاط کنترلــ ,iنقــ j,kP و ،( )i,pN ξ ،( )j,qN η  و( )k,rN ζ 
  .باشندمي rو  p ،qدرجه   از اسپلاين -بيترتيب توابع پايه  به

  شــبکه نقــاط کنترلــي و حجــم ١شــکل طــور مثــال در  بــه  
  شده از آن بـا اسـتفاده از تکنيـک نربـز نشـان داده شـده      توليد  

  .است
  
  ايزوژئومتريک در مسائل سه بعديبندي تحليل  فرمول - ۳
کـه   هستندها، مسائل سه بعدي ترين مسائل در تحليل سازه کلي

در اين مسائل هزينه سـاخت  . در صنعت نيز کاربرد فراون دارند
دليل پيچيـده   شبکه اجزاي محدود نسبت به مسائل دو بعدي، به

رسـد حـل    نظر مي بنابراين به. بودن هندسه آن بسيار بيشتر است
کمـک روش ايزوژئومتريـک از اهميـت بيشـتري      ين مسائل بـه ا

  .برخوردار باشد
هاي سـه بعـدي در هـر    هاي پيوسته، سازه در مکانيک محيط  

در اين مسـائل  . استنقطه، داراي سه درجه آزادي تغيير مکاني 
ماتريس کرنش را در مسائل سـه  . شش مؤلفه کرنش وجود دارد

  :صورت زير نوشت توان بهبعدي مي
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  ١٣٩٣تابستان ، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش ٧٠

    
  شبکه نقاط کنترلي) ب  ها شبکه المان) الف

  شده با چهار وصله و توابع شکل نربز درجه سه سازي مدلدو بعدي ثير هر المان از دامنه أنقاط کنترلي مورد ت -۲ شکل
  

 )۱۳  (  

x x

y y

z z

xy x y

yz y z

zx z x

u / x
u / y

u / z
u / y u / x

u / z u / y

u / x u / z

ε ∂ ∂   
   ε ∂ ∂   
   ε ∂ ∂   = = =   γ ∂ ∂ + ∂ ∂   
   γ ∂ ∂ + ∂ ∂
   
   γ ∂ ∂ + ∂ ∂   

Luε  

  :که در اين رابطه

)۱۴  (  

/ x 0 0
0 / y 0
0 0 / z
/ y / x 0
0 / z / y
/ z 0 / x

∂ ∂ 
 ∂ ∂ 
 ∂ ∂

=  
∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂
 
∂ ∂ ∂ ∂  

L  

)۱۵  (  
u
v
w

 
 =  
 
 

u  

  
 wو  u ،vبنابراين در مسائل سه بعدي سه مؤلفـه تغييـر مکـاني    

در روش ايزوژئومتريـک ايـن کـار بـا     . تقريـب زده شـوند   دباي
  :گيردصورت زير انجام مي استفاده از توابع پايه نربز به

)۱۶  (  
n l m

pp
i, j,k i, j,k

i 0 j 0 k 0
( , , ) R ( , , )

= = =
≈ ξ η ζ = ξ η ζ∑ ∑ ∑u u P  

,iکه در اين رابطه j,kR ( , , )ξ η ζ توابـع پايـه نربـز     )١١(، مطابق
pباشد ومي

i, j,kP      متغييرهاي کنترلـي مربـوط بـه زيردامنـهp  در
  .هستندمسئله 

کند براي  ثير توابع نربز که بيان ميأخاصيت بازه ت با توجه به  
فقط تعداد محدودي از ايـن توابـع غيـر صـفر      ζو  ξ، ηهر 

توان براي کاهش هزينـه محاسـبات، معادلـه     ، مي]۱۰[ باشند مي
بـدين  . خواهد شد، تغييـر داد  بيانکه در ادامه  صورتيرا به) ١٦(

هـاي   ترتيـب در دهانـه   بـه  ζو  ξ، ηمنظور اگر فرض کنـيم  
ــره ــد   kو  اُم j ،اُم iاي  گ ــرار دارن ــي (اُم ق ]يعن )i i 1, +ξ ∈ ξ ξ، 

)j j 1, +η∈ η η و)k k, +ζ ∈ ζ ζ اي در توابع پايـه ة درج و ،)1
و  H ،qاي  جهت بـردار گـره   در ،Ξ ،pاي جهت بردار گره

ــي   ــردار گره ــداکثر   ζ ،rدر جهــت ب ــط ح ــاه فق ــند، آنگ باش
( ) ( )p 1 q 1 (r 1)+ + . اي غير صفر وجود خواهد داشتتابع پايه +

ي از نقـاط  در اين صورت هر المان نربز تنها بر تعـداد مشخص ـ 
 ٢شـکل   طـور مثـال در   به. ثيرگذار استأکنترلي پيرامون خود ت

شـده بـا چهـار     سـازي  مـدل ها و نقاط کنترلي دامنه  شبکه المان
براي يک مسئله دوبعدي  وصله توسط توابع پايه نربز درجه سه

شـود هـر المـان    طور که مشاهده مي همان. نشان داده شده است
))۳+۱)(۳+۱(  =۱۶ يثير خود داراأنربز در بازه ت )( )p q+ + =1 1 
  .استنقطه کنترلي 

را ) ١٦(تـوان  ثير توابع نربـز مـي  أخاصيت بازه ت هبا توجه ب  
توابـع   محلـي  مـاتريس  Rکه در آن . بيان نمود) ١٧(صورت  به
ات نقـاط کنترلـي   مختص ـ بـردار محلـي   Pاي نسبي نربـز و پايه
  :شوندبيان مي) ١٩(و  )١٨( صورت به
  

( )
( )

i, j,k

i, j,k i, j,k

i, j,k

u x, y,z

v x, y, z

w (x, y,z)

 
  = = 
 
  

u
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e,f ,g

e,f ,g

e,f ,g

ji k

e,f ,g u
e i p f j q g k r

ji k

e,f ,g v
e i p f j q g k r

ji k

e,f ,g w
e i p f j q g k r

R ( , , ) P

R ( , , ) P

R ( , , )P

= − = − = −

= − = − = −

= − = − = −

 
 ξ η ζ
 
 
  ξ η ζ = 
 
 
 

ξ η ζ 
  

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

RP  

)۱۷(  

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

i p,j q,k r

i p,j q,k r

i p,j q,k r

i p, j q,k

i p,j q,k

i p,j q,k

i p,j,k

i p, j,k

i p, j,k

i, j,k

i, j,k

i,j,k

R , , 0 0

0 R , , 0

0 0 R , ,

R , , 0 0

0 R , , 0

0 0 R , ,

R , , 0 0

0 R , , 0

0 0 R , ,

R , , 0 0

0 R , , 0

0 0 R ,

− − −

− − −

− − −

− −

− −

− −

−

−

−

=

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ η ζ

ξ

R

M M M

M M M

M M M

( )

T

,

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 η ζ  )18(  

  

)١٩  (  

u i p, j q,k r

v i p, j q,k r

w i p, j q,k r

u i p, j q,k

v i p, j q,k

w i p, j q,k

u i p, j,k

v i p, j,k

w i p, j,k

u i, j,k

v i, j,k

w i, j,k

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

P

− − −

− − −

− − −

− −

− −

− −

−

−

−

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

P

M

M

M

  

  شود که تنها پارامتر مجهول براي مشاهده مي) ١٧(با توجه به 

  
  شرايط مرزي يک مسئله الاستيسيته -۳ شکل

  
ــان در جهــت   ــر مک ــين تغيي ــردار zو  x، yتعي ــي Pب ــدم . باش

مختصـات نقـاط کنترلـي     چهارمهاي لفهؤمحدوديتي که بردار م
کنـد، ارضـاي    مشـخص مـي   لفه تغيير مکـان ؤبراي هر م نربز را

  .ليل ايزوژئومتريک استتح دامنهمعادله ديفرانسيل تعادل در 
 ـ   جـايي   همعادله ديفرانسيل تعادل و شرايط مرزي نيرو و جاب

) ۲۰(صـورت   تـوان بـه  حاکم بر يک مسـئله الاستيسـيته را مـي   
  :تعريف نمود

)۲۰  (  
T

ij j i t

i i u

0 in
on

ˆ on

+ = Ω
= Γ

= Γ

L b
n t

u u

σ
σ  

 .شـود  تعريف مي) ١٤(صورت  و بهاست عملگر مشتق  Lکه در آن 
u  وb جايي و نيروهاي حجمي هترتيب بردارهاي جاب به ،σ   مشـابه

مـاتريس مربعـي    ijσهـاي تـنش و  ، بردار ستوني مؤلفه)۲۸(رابطه 
مـرز   برروينيروهاي سطحي از پيش تعيين شده  it.باشندمي تنش
 مرز ضروري رويبرجايي از پيش تعيين شده  هجاب iûو tΓطبيعي

uΓ وjn سـمت  بـه يکه عمود بر هر نقطه از مـرز طبيعـي و    بردار 
  ).را ببينيد ٣شکل ( باشد خارج سطح مي

و بـا اسـتفاده از روش تغييــر   ) ۲۰(در ) ١٧(بـا جايگـذاري     
  صـورت ن مجازي و يا روش مينـيمم کـردن تـابع پتانسـيل     مکا

  

  :آيددست مي صورت زير به به) ٢٠(ضعيف معادله 
)۲۱  (  

t

T T T( )d d d 0
Ω Ω Γ

Ω − Ω− Γ =∫ ∫ ∫B DBP R b R t  
ماتريس خـواص   D، )١٩(و ) ١٨(مطابق با  Pو Rکه در آن 
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و ) ٢٢(صورت  ماتريس مشتقات توابع شکل نربز به Bو مصالح 
  :شود تعريف مي) ٢٣(

)۲۲  (  

E
(1 )(1 2 )

1 0 0 0 0
1 0 0 0

1 0 0 0
(1 2 ) 0 02

(1 2 )sym. 02
(1 2 )

2

=
+ ν − υ

− ν ν 
 − ν ν 
 − ν
 

− ν 
 
 − ν
 
 − ν  

D

  

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

i p, j q,k r

i p, j q,k r

i p, j q,k r

i p, j q,k r i p, j q,k r

i p, j q,k r i p, j q,k r

i p, j q,k r i p, j q,k r

R , ,
0 0

x
R , ,

0 0
y

R , ,
0 0

z
R , , R , ,

0
y x

R , , R , ,
0

z y
R , , R , ,

0
z x

− − −

− − −

− − −

− − − − − −

− − − − − −

− − − − − −

= =

∂ ξ η ζ

∂
∂ ξ η ζ

∂

∂ ξ η ζ

∂
∂ ξ η ζ ∂ ξ η ζ

∂ ∂

∂ ξ η ζ ∂ ξ η ζ

∂ ∂

∂ ξ η ζ ∂ ξ η ζ

∂ ∂

B LR

L

L

L

L

L

L

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 )٢٣(  
  :صورت زير بيان نمود را به) ٢١(توان مي چنين هم

)۲۴  (  =KP F  
ــه در آن ــر  Kک ــاتريس ض ــئله   P،ايبم ــولات مس  Fو مجه

حال با گسسته سـازي  . باشند دامنه مينيروهاي خارجي وارد بر 
ترتيب از گـردآوري مـاتريس سـختي و بـردار      به Fو Kدامنه،

سـاخته  ) ۲۵(پـارامتري، مطـابق بـا    نيروي هر المـان از فضـاي   
  :شوند مي

)۲۵  (  e

e te

T
e

T T
e

( )d

d d

Ω

Ω Γ

= Ω

= Ω + Γ

∫
∫ ∫

K B DB

F R b R t
  

تـوان   مـي  Pو مشـخص شـدن بـردار   ) ٢٤(و در نهايت با حل 
  :دست آورد صورت زير به هاي کرنش و تنش را بهلفهؤم
)۲۶  (  ,= =BP Dε σ ε  

ايزوژئومتريک نيز از توابع مشابه روش اجزاي محدود در روش 
. شودپايه يکسان جهت تقريب تابع مجهول و هندسه استفاده مي

شوند که  طوري انتخاب ميدر اين روش مختصات نقاط کنترلي 

هاي اول، دوم و سوم مختصات اين نقاط هندسه مسئله را  مؤلفه
صـورت مؤلفـة چهـارم     در اين. در حالت سه بعدي برآورد کنند

کنترلـي بـراي هـر مؤلفـة تغييـر مکـان طـوري        مختصات نقاط 
شود که در هر نقطه از فضاي سه بعدي مسئله مقدار    محاسبه مي

بنابراين در يک مسئله سـه بعـدي هندسـه     .آن تقريب زده شود
  :شود صورت زير تقريب زده مي مسئله به

( )
( )

i, j,k

i, j,k

i, j,k

n m l

i, j,k x
i 0 j 0 k 0
n m l

i, j,k y
i 0 j 0 k 0
n m l

i, j,k z
i 0 j 0 k 0

R ( , , )P

X x, y, z
Y x, y, z R ( , , )P
Z(x, y, z)

R ( , , )P

= = =

= = =

= = =

 
 ξ η ζ
 
  
  = = ξ η ζ   

   
   

 ξ η ζ 
 

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

V  

)۲۷(  
ــز    ــه نرب ــع پاي ــوق تواب ــط ف ,iدر رواب j,kR ( , , )ξ η ζ  ــب برحس

انـد کـه هماننـد روش اجـزاي      نوشته شده ζو ξ،ηمختصات 
. محدود لزوم نياز به نگاشت در محاسبات را ايجاب خواهد کرد

جهت اطلاع از نحوه انجام اين نگاشت و آشـنايي بـا فضـاهاي    
] ۶[تـوان بـه   ختلف محاسـباتي در روش ايزوژئومتريـک مـي   م

  .مراجعه کرد
  نحوه محاسبه تنش بهبود يافته -۴

در اين روش، ميدان تنش بهبود يافته براي هر مؤلفـة تـنش در هـر    
صورت يک حجم نربز با مؤلفه چهارم مجهول نقاط کنترلي  ناحيه به
اين حجم از سه مؤلفه اول نقـاط کنترلـي کـه    . شود گرفته مي درنظر

صورت مؤلفة  ايندر . آيد دست مي کنند، به هندسه مسئله را توليد مي
شود که بـا اسـتفاده از توابـع    چهارم نقاط کنترلي طوري محاسبه مي
صورت بهبود يافتـه تقريـب زده    شکل نربز، مقدار هر مؤلفة تنش به

صات مؤلفة چهارم نقاط کنترلي براي هـر  اساس محاسبه مخت. شود
دست آوردن تنش بهبود يافتـه برگرفتـه از    مؤلفة تنش و در نتيجه به

دست آمده از تحليل تقريبي  خاصيت نقاطي است که در آنها تنش به
در اين نقاط  .باشد نسبت به ساير نقاط از دقت بيشتري برخوردار مي

ه از مقداري که از تقريب مرتبه همگرايي گراديان يک تابع، يک مرتب
 همين به. رود، بالاتر است تابع شکل مربوط به حل تقريبي انتظار مي

شود که اولين بار توسط  گفته مي دليل به اين نقاط، نقاط فوق همگرا
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در تحليل ايزوژئومتريـک مسـائل سـه     .]۱۹[بارلو مطرح شده است
 ـ  ک چنـد  بعدي نيز با توجه به اينکه حجم نربز در نهايت تشـکيل ي

توان نتيجه گرفـت کـه نقـاط گوسـي در ايـن       دهد، مي اي مي جمله
روش نيز داراي خاصـيتي مشـابه نقـاط نمونـه گوسـي در اجـزاي       

مختصات مؤلفة چهارم نقاط کنترلي تنش بهبوديافتـه،  . استمحدود 
با مينيمم کردن فاصله بين مقدار ايـن تـنش فرضـي بهبـود يافتـه و      

ايزوژئومتريـک در نقـاط گـوس     دست آمـده از حـل   مقدار تنش به
هاي هر ناحيه، با اسـتفاده از روش حـداقل مجمـوع مربعـات      المان

  .شود محاسبه مي
توان تنش بهبود يافتـه هـر يـک از     در مسائل سه بعدي، مي  
 صـورت زيـر    هاي تنش را با توجه به توابع شکل نربـز بـه  مؤلفه

  :گرفت نظردر

)۲۸  (  

* T
x xx

* T
y yy

* T
z zz*

* T
xy xy

* T
yz yz

* T
zx zx

   
   
   
   
      = =   
   
   
   
   
      

R P

R P

R P

R P

R P

R P

σ

σ

σ
σ

τ

τ

τ

  

  :شوندتعريف مي) ٣٠(و ) ۲۹(مطابق  αPو  Rدر آن که 
T

1,1,1 1,1,2 1,1,l 1,2,1 1,2,2 1,2,l n,m,lR , R ,..., R ,R , R ,..., R , ..., R =  R

)۲۹(  
T

1,1,1 1,1,2 1,1,n 1,2,1 1,2,2 1,2,n n,m,lP ,P ,..., P ,P ,P ,..., P ,..., P

xx,yy,zz,xy,yz,zx

α  =  

=α

P  

)۳۰(  
، سه مؤلفه اول بردار نقاط کنترلي هر مؤلفه تنش، )۳۰(در رابطه 

و  بـوده  زنـد کـه معلـوم   هندسه مسئله سه بعدي را تقريب مـي 
که مجهول است، مقدار تنش بهبود يافته را در هـر   مؤلفه چهارم

براي تعيين اين مقادير مجهـول، مجمـوع   . کندنقطه درونيابي مي
دسـت آمـده از تحليـل     مربعات اخـتلاف تـنش بـين مقـدار بـه     

ايزوژئومتريک و تنش بهبـود يافتـه را در نقـاط گـوس مينـيمم      
)Fبراي اين منظور تابع . کنيم مي )αP  براي هر مؤلفـه تـنش   را
  :کنيم صورت زير تعريف مي به

  
  ]۲۰[تير طره با مقطع مستطيلي  -۴ شکل

  

 )۳۱  (  
K

T 2
l

l 1
xx, yy, zz, xy, yz, zxF( ) ( - )α α α

=
= σ α =∑P R P %  

دست آمده از تحليل ايزوژئومتريک  مؤلفه تنش به %ασکه در آن 
نهايـت بـا   در .استدر هر ناحيه تعداد نقاط گوس موجود  Kو 

)Fگيري از تابع مشتق )αP مجهول بردارهاي  نسبت به مؤلفهαP 
 و مساوي صفر قرار دادن آن مختصات چهارم نقاط کنترلي تنش

  :آيد دست مي ها مطابق زير به بهبود يافتة هر يک از مؤلفه
)۳۲  (  1

i, j

F( )
0

P
−α

α α α α
∂

= ⇒ = ⇒ =
∂

P
AP B P A B  

  :که در آن
K K

T xx, yy, zz, xy, yz, zxi i i
i i

, α α
= =

α == = σ∑ ∑A R R B R %
1 1  

)۳۳(  
با داشتن مختصات چهارم نقاط کنترلي هر مؤلفـة تـنش، مقـدار    

دسـت   مربوط به آن نيز در هر نقطه از دامنه سه بعدي مسئله بـه 
گونه که در ادامه خواهيم ديـد، ايـن ميـدان مؤلفـه      همان. آيد مي

روش ايزوژئومتريـک   دسـت آمـده از   تنش نسبت بـه تـنش بـه   
  کننـده   عنوان يک تخمـين  تواند به رو مي باشد و از اين تر مي دقيق

  

روش کار اين . کار رود بالقوه خطا براي تحليل ايزوژئومتريک به
گـرفتن   درنظـر کننده خطا بـدين صـورت اسـت کـه بـا       تخمين

دسـت آمـده از تحليـل     اختلاف بين تنش بهبوديافته و تـنش بـه  
صـورت   بـه  توانمی اي نقاط مختلف هر المان،ايزوژئومتريک بر

تقريبي به يک معياري جهت تعيين ميزان خطاي موجـود در آن  
  .المان دست پيدا کرد

کننده خطا، به  در ادامه جهت بررسي سنجش کارايي تخمين  
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تقريبي و دقيق و مقايسـه   L2مقايسه شاخص تأثير و نرم خطاي 
بـا  ) بازيـافتي (ود يافته هاي تنش ايزوژئومتريک و تنش بهبمؤلفه

حل دقيق، براي دو مسئله سه بعدي الاستيسـيته کـه داراي حـل    
  .باشند، پرداخته شده استتحليلي مي

  
  معيارهاي بيان خطا -۵

استفاده از معيارهاي مختلفي براي تعيـين ميـزان خطـا متـداول     
ترين معيارهاي بيان خطـا، معيـار خطـاي     يکي از معروف. است

تعريف، نرم خطاي انرژي دقيـق تـنش بـراي    طبق . انرژي است
  ]:۷[شود صورت زير بيان مي يک المان به

)۳۴  (  
1
2T 1e ( ) ( ) d−

Ω

 
 = − − Ω
  
∫ Dσ σ σ σ  

دسـت آمـده    تنش به σمقدار دقيق بردار تنش،  σدر اين رابطه
. باشد دامنه المان مي Ωماتريس الاستيسيته و  Dاز حل تقريبي، 

با توجه به اينکه در حالت کلي، جز در مواردي خاص که حـل  
باشـد، حـل دقيـق     تئوري بعضي از مسائل الاستيسيته موجود مي

ي استفاده از ميـزان دقيـق   جا بهباشد، لذا  مسئله در دسترس نمي
ژي تنش از ميزان بهبود يافته آن جهت محاسبه نـرم خطـاي انـر   

صـورت نـرم خطـاي انـرژي تقريبـي       در ايـن . شـود  استفاده مي
  :شود صورت زير تعريف مي به

)۳۵  (  
1
2* T 1 *e ( ) ( ) d−

Ω

 
 = − − Ω
  
∫ Dσ σ σ σ  

دست آمده از تحليل  تنش به σتنش بازيافتي و  σ*که در اينجا
م خطـاي انـرژي   در نهايت مجمـوع نـر  . باشد ايزوژئومتريک مي

 چنين هم. دهد ها، نرم خطاي انرژي کل دامنه را تشکيل مي المان
يک کميت خـاص باشـد از    بررويي که نياز به تمرکز درصورت

بـراي خطـاي تـنش     L2نـرم  . شـود اسـتفاده مـي   L2نرم خطاي 
  :شود صورت زير تعريف مي به

)۳۶  (  
2

1
2T

h hLe ( ) ( )dσ
Ω

 
 = σ − σ σ − σ Ω
  
∫  

تـوان معيـار خطـاي     اص که مـي براي بعضي مسائل خ چنين هم

 θدست آورد معيار ديگري بـه نـام شـاخص تـأثير،      دقيق را به
، نسـبت معيـار   )۳۷(شاخص تأثير مطابق رابطه . شود تعريف مي

خطاي انرژي تقريبي کل دامنه مسئله بـه معيـار خطـاي انـرژي     
 ـدقيق است، که بيانگر نزديک شدن حل بهبـود يافتـه     سـمت  هب
گـر خطـا   حل واقعي است و معياري براي بيـان دقـت محاسـبه   

  .باشد مي

)۳۷  (  e

e
θ =  

گر خطا داراي کـارايي مناسـب اسـت کـه     هنگامي يک محاسبه
  .شاخص تأثير به عدد يک نزديک باشد

  
  تير طره مکعب مستطيلي -۶

 ـ سـازي  مدلدر اين قسمت به بيان نتايج گرفته شده از  ک تيـر  ي
الاستيک خطي ايزوتروپيک در حالت سه بعدي توسـط تحليـل   

 ٤شکل (شود  هاي آن پرداخته مي ايزوژئومتريک و بازيابي تنش
و آناليز اين  سازي مدلکار برده شده در  پارامترهاي به). را ببينيد
   :باشد صورت زير مي تير به

a 1, b 1, L 10, P 300, E 1500, 0.25= = = = = ν =  
هاي  وجه به حل تحليلي آن براي تنشهاي دقيق اين مسئله با ت تنش

 نظـر گرفتـه شـده در   غير صفر، و با توجه به دستگاه مختصـات در 
  ]:۲۰[ارائه شده است ) ٤٠(تا ) ٣٨(صورت روابط  ، به٤شکل 

)۳۸  (  
2 n

xz 2 2
n 1x

n x n ysin sinh2 a P ( 1) a a
n b(1 ) I n cosh

a

∞

=

π π
ν −

τ =
π+ ν π

∑  

2 2
yz

x x

2 n
2 2

2 2
n 1

P P(b y )
2I 6(1 )I

n x n ycos cosh12a ( 1) a a3x a
n bn cosh

a

∞

=

ν
τ = − + ×

+ ν

π π 
 −

− − ππ 
 

∑
 

)۳۹(  

)۴۰  (  z
x

P y(l z)
2I

σ = −  
  .است xن اينرسي مقطع حول محور مما Ixکه در آن 
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  توزيع تنش حاصل از حل بهبود يافته) ب  شبکه نقاط کنترلي و توزيع تنش حاصل از حل ايزوژئومتريک) الف
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  توزيع تنش حاصل از حل دقيق) ج
  تير طره مکعب مستطيلي xσتوزيع تنش -۵ شکل

  
ايزوژئومتريـک از   روش بـه  مسئله  و تحليل اين سازي مدلبراي   

در هـر   چنـين  هـم . نقطه کنترلي استفاده شده است ٨١يک ناحيه و 
استفاده شـده  از توابع شکل نربز درجه يک  ζو  ξ ،ηسه جهت 

گيري عددي و  الاست و از بيست و هفت نقطه گوسي جهت انتگر
بردارهاي گرهي در . نقاط بهينه تنش در هر المان استفاده شده است

  :گرفته شده است درنظرصورت زير  به ζو  ξ ،η جهات

{ }0,0,0.125,0.25,0.375,0.5,0.625,0.75,0.875,1,1 ξ =  
{ } { }0,0,0.5,1,1 , 0,0,0.5,1,1η = ζ =  

مستطيلي ، نحوه آرايش نقاط کنترلي تير طره مکعب ٥کل ش در
و کانتور تنش حاصل از حل ايزوژئومتريک، حل بهبود يافتـه و  

طور  همان. نشان داده شده است xσحل دقيق براي مؤلفه تنش 

شود نحوه تغييرات تنش بهبـود يافتـه نسـبت بـه      که مشاهده مي
  .ابه بيشتري با حل دقيق داردحل ايزوژئومتريک، تش

0.81θشاخص تأثير نرم خطاي انرژي بـراي ايـن مثـال       = 
ترتيب نحوه توزيع  به ٨و  ٧، ٦های  شکل در. محاسبه شده است

 zxτو  xσ ،xyτهـاي  دقيق و تقريبي براي تنش  L2نرم خطاي
شود تشابه نرم طور که مشاهده مي همان. نمايش داده شده است

در ايـن مثـال، نشـانه کـارايي مناسـب       خطاي تقريبـي و دقيـق  
گر خطاي پيشنهادي بـراي بـرآورد خطـاي مسـائل سـه       محاسبه

ذکـر  لازم بـه  .باشـد  بعدي با استفاده از روش ايزوژئومتريک مي
باشـد   ه تغييرات کانتور نرم خطا مـي است که اين تشابه، در نحو

  ؛)اگـــــر چـــــه محـــــدوده آنهـــــا متفـــــاوت اســـــت (
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  نرم خطاي تقريبي) ب  نرم خطاي دقيق) الف

  xσتنش L2نحوه توزيع نرم خطاي  -۶ شکل
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  نرم خطاي تقريبي) ب  نرم خطاي دقيق) الف

  xyτتنش L2نحوه توزيع نرم خطاي  -۷ شکل
  

هايي که نرم خطاي دقيق مقدار زيـادي را   که در قسمت طوري به
دهد، نرم خطاي تقريبي نيز نسبت به ساير نقاط مقـدار   نشان مي

خطاي تقريبي نسبت اين تشابه نرم . بيشتري را نشان داده است
دهـد کـه درصـورت اتصـال      به نرم خطاي دقيق، نشـان مـي  

خطا به يک زير برنامه بهبـود شـبکه،    کننده الگوريتم تخمين
طور صحيح در  برآورد کننده خطا زير برنامه بهبود شبکه را به

هايي که خطا نسـبت بـه سـاير     بهبود محلي شبکه در قسمت

  .نقاط دامنه بيشتر است، راهنمايي خواهد کرد
چنين جهت مقايسه نحوه تغييرات تنش حاصل از تحليل  هم  

، ٩شـکل   د يافته آن با حل دقيـق، در ايزوژئومتريک و تنش بهبو
هـاي مختلــف تـنش در بعضــي از    ، بـه ترسـيم مؤلفــه  ١١ و ١٠

طـور کـه مشـاهده     همـان . مسيرهاي نمونه پرداخته شـده اسـت  
شــود در تمــام آنهــا تــنش بهبــود يافتــه نســبت بــه تــنش   مــي

  .تر است ايزوژئومتريک دقيق
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  ٧٧ ١٣٩٣تابستان ، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش
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  نرم خطاي تقريبي) ب  نرم خطاي دقيق) الف

  zxτتنش L2نحوه توزيع نرم خطاي  -۸ شکل
  

  ايتير طره استوانه -۷
کننـده خطـاي    مثال ديگري که جهـت بررسـي کـارايي تخمـين    

 سازي مدلپيشنهادي در اين بخش مورد توجه قرار گرفته است، 
  ).را ببينيد ١٢شکل ( باشد و تحليل تير طره با مقطع دايره مي

 و آنـاليز ايـن تيـر     سازي مدلار برده شده در ک پارامترهاي به 

  :باشد صورت زير مي به
a 4 , L 30 , P 800 , E 1500 , 0.25= = = = ν =  

هاي دقيق اين مسئله بـا توجـه بـه حـل تحليلـي آن بـراي        تنش
گرفته  نظردرهاي غير صفر و با توجه به دستگاه مختصات  تنش

ارائـه شـده   ) ٤٣(تـا  ) ٤١(صورت روابـط   ، به١٢شکل  شده در
  :]۲۰[است

)۴۱  (  xz
x

P 1 2 xy
4I 1

+ ν
τ = −

+ υ
  

)۴۲  (  2 2 2
yz

x

P 3 2 1 2a y x
I 8(1 ) 3 2

+ υ − υ τ = − − + υ + υ 
  

)۴۳  (  z
x

P y(l z)
I

σ = − −  
  .باشدمي xممان اينرسي مقطع حول محور  Ixکه در آن 

ايزوژئومتريـک از   روش بـه  و تحليل اين مسئله  سازي مدلبراي   
در  چنـين  هـم . نقطه کنترلي اسـتفاده شـده اسـت    ٣٦٤يک ناحيه و 

باشـد از توابـع شـکل درجـه     ، که در راستاي طولي تير ميξجهت

اسـتفاده شـده   از توابع شکل نربز درجه دو  ζو ηيک و در جهت
گيري عددي و  است و از بيست و هفت نقطه گوسي جهت انتگرال

بردارهاي گرهي در . تنش در هر المان استفاده شده است نقاط بهينه
ζو ξ،ηجهات   :گرفته شده است نظردرصورت زير  به  

  

{ }0,0,0.166667,0.33333,0.5,0.66667,0.83333,1,1ξ =  
{

}
0,0,0,0.125,0.25,0.25,0.375,0.5,0.5,0.625,

0.75,0.75,0.875,1,1,1

η =

 

{ }0,0,0,0.5,1,1,1ζ =  
اي و ، نحوه آرايش نقاط کنترلي تيـر طـره اسـتوانه   ١٣شکل  در

کانتور تنش حاصل از حل ايزوژئومتريک، حـل بهبـود يافتـه و    
طـور   همان. نشان داده شده است xσحل دقيق براي مؤلفه تنش

شود در اين مثال نيز نحوه تغييرات تـنش بهبـود    که مشاهده مي
ايزوژئومتريک، تشابه بيشتري با حـل دقيـق   يافته نسبت به حل 

  .دارد
0.57θشاخص تأثير نرم خطاي انرژي براي اين مثال نيز    = 

رسد که علت کاهش شاخص تأثير  مي نظر به. محاسبه شده است
و درنتيجه کاهش کارايي برآورد کننده خطا در اين مثال نسـبت  

کل بـا درجـه بـالاتر از يـک     به مثال قبـل اسـتفاده از توابـع ش ـ   
اي ـه ـ دهند که معمـولاً در روش نتايج عددي نشان مي. باشد مي

  وابعـه تـا افزايش درجـافت تنش بـطا مبتني بر بازيـبرآورد خ
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  ١٣٩٣تابستان ، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش ٧٨
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  zxτمؤلفه تنش ) ج

هاي تنش دقيق، ايزوژئومتريک و نحوه تغييرات مؤلفه -۹ شکل
  x=1, y=0)(بهبود يافته تير طره مکعبي در مسير 
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  xσمؤلفه تنش ) الف
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  yzτ مؤلفه تنش) ب  
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  zxτ مؤلفه تنش) ج

هاي تنش دقيق، ايزوژئومتريک و ات مولفهنحوه تغيير -۱۰ شکل
  z=1, y=0)(بهبود يافته تير طره مکعبي در مسير 
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  ٧٩ ١٣٩٣تابستان ، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش
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  yzτ مؤلفه تنش) ج

ژئومتريک و هاي تنش دقيق، ايزونحوه تغييرات مؤلفه -۱۱ شکل
  z=0, y=1)(بهبود يافته تير طره مکعبي در مسير 

  
  ]۲۰[تير طره با مقطع دايره  -۱۲ شکل

  
 در]. ۲۱[آيـد   شکل از يک، کارايي برآورد کننده خطا پايين مـي 

  L2ترتيب نحوه توزيـع نـرم خطـاي    به ۱۶ و ۱۵، ۱۴های  شکل
تيــر طــره  zxτو  xσ، xyτهــاي دقيــق و تقريبــي بــراي تــنش

طـور کــه مشــاهده   همــان. نمــايش داده شـده اســت  اياسـتوانه 
در اين مثال نيز وجـود   شود تشابه نرم خطاي تقريبي و دقيق مي

گر خطاي پيشـنهادي بـراي    نشانه کارايي مناسب محاسبه دارد و
دي مسـائل بـا اسـتفاده از    برآورد خطاي نتـايج تحليـل سـه بع ـ   

 ١٨، ١٧هـای   شـکل در  چنين هم .باشد روش ايزوژئومتريک مي
هاي مختلف تنش در بعضي از مسـيرهاي   به ترسيم مؤلفه ١٩و 

  طــور کــه مشــاهده    همــان. شــده اســت  پرداختــه  نمونــه
  

ها، نحـوه تغييـرات تـنش     شود در اين مثال نيز در تمام شکل مي
تر  ژئومتريک به تنش دقيق نزديکبهبود يافته نسبت به تنش ايزو

  .است
  
  گيري نتيجه -۸

جهـت  ] ۵[در اين مقاله به توسعه روش ارائـه شـده در مرجـع    
برآورد خطاي تحليل ايزوژئومتريک مسائل سـه بعـدي و تـأثير    

گيري در تشـکيل مؤلفـة تـنش بهبـود يافتـه       نقاط نمونه انتگرال
ريبـي و نـرم   با توجه به تشابه توزيع نرم خطاي تق. پرداخته شد

چنـين   خطاي دقيق در مسائل حل شده در ايـن پـژوهش و هـم   
به حل دقيق، نسـبت   xσتنش بهبود يافته   نزديکي توزيع مولفه

تنش ايزوژئومتريک در اين مسائل، و مقدار قابل قبولي   به مؤلفه
  اطتوان بيان نمود کـه نقدست آمده، مي که براي شاخص تأثير به
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  ١٣٩٣تابستان ، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش ٨٠
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  توزيع تنش حاصل از حل دقيق) ج
  ايتير طره استوانه xσتوزيع تنش -۱۳ شکل
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  نرم خطاي دقيق) الف
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  نرم خطاي تقريبي) ب

  xσتنش L2ع نرم خطاي نحوه توزي -۱۴ شکل
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  ٨١ ١٣٩٣تابستان ، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش
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  نرم خطاي تقريبي) ب  نرم خطاي دقيق) الف

  xyτتنش L2نحوه توزيع نرم خطاي  -۱۵ شکل
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  نرم خطاي تقريبي) ب  نرم خطاي دقيق) الف  
  zxτتنش L2نحوه توزيع نرم خطاي  -۱۶ شکل
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  yσمؤلفه تنش) ب  xσ مؤلفه تنش) الف  
  z=0.065, y=0)(اي در مسير حاصل از حل دقيق، ايزوژئومتريک و بهبود يافته تير طره دايره yσو xσهاي تنش قائم نحوه تغييرات مؤلفه - ۱۷ شکل
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  ١٣٩٣تابستان ، ١، شمارة ۳۳، سال هاي عددي در مهندسي روش ٨٢

X

Sx
y

0 5 10 15 20 25
-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

Exact
Isogeometric
Recovery

  X

Sy
z

0 5 10 15 20 25

-10

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100
Exact
Isogeometric
Recovery

  
  yzτ مؤلفه تنش) ب  xyτ مؤلفه تنش) الف

ي در مسير احاصل از حل دقيق، ايزوژئومتريک و بهبود يافته تير طره دايره yzτو xyτهاي تنش برشي نحوه تغييرات مؤلفه -۱۸ شکل
)(z=0.065, y=0  
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  yzτ مؤلفه تنش) ب  xσ مؤلفه تنش) الف

  اي در مسيردايره حاصل از حل دقيق، ايزوژئومتريک و بهبود يافته تير طره yzτو  xσهاي تنش نحوه تغييرات مؤلفه -۱۹ شکل
)(z=1, y=0.065  

  
گيري در تحليل ايزوژئومتريک مسائل سـه بعـدي    نمونه انتگرال

عنـوان   توان از آنها به و مي استنيز از کارايي مناسبي برخوردار 
راه حلي ساده و مهندسي جهت برآورد خطا و بهبود ميدان تنش 

متريـک  ايزوژئو روش به دست آمده از تحليل مسائل سه بعدي  به
  .نام برد

  

  
  واژه نامه

1. computer aided design 
2. non-uniform rational B-splines 

(NURBS) 
3. superconvergent patch recovery 

4. patch 
5. knot Vector 
6. nonperiodic knot vector 
7. open 

8. piecewise polynomial curve 
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