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ده در مسائل ين پديا. دشو يم يعدد يها روش ييگرا همب يو ش ها موجب كاهش دقت مرز يوا بررين درون دامنه حل و يوجود نقاط تك-چكيده
 نيتك ق حل مسائلين تحقيدر ا. وندديپ يدر شكل دامنه به وقوع م ير ناگهانييا تغيو  يط مرزيدر شرا يوستگيل وجود ناپيدل عمدتاً به يمهندس

از توابع  يب خطيك تركيصورت  ن روش توابع مجهول بهيدر ا. رديگ يمورد توجه قرار م نمايي پايهورق با استفاده از روش بدون شبكه توابع 
در  ييگرا همب يدقت حل و شبهبود  يبرا. دشو يمحاسبه م يط مرزيشرا يبيتقر ب ثابت آن با برآورده شدنيو ضرا شدهدرنظر گرفته  نمايي پايه

 محل مناسب در يوستگيناپ يدارا ن توابعيا .شود يضافه ماروش  يينما هيبه توابع پا يينما ن شبهيتوابع تك يك سري ن،ينقاط تك يمسائل دارا
ج حاصل از حل سه نمونه از مسائل ورق ينتا. كنند يرا برآورده م همگن ليفرانسيمعادله د يينما هير توابع پايمانند سان بوده و يط تكانق

نه يدر هز ياديش زيبدون افزا نمايي پايهنسبت به روش توابع  يشنهاديوش پر ييگرا همب يو شدقت  ريگ ش چشميافزا انگريخورده ب  ترك
 .است يمحاسبات

  
  .ك، ورقيهارمون يبا، معادلات يينما هين، توابع پايبدون شبكه، مسائل تك يها روش: كليديواژگان 
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Abstract: Existence of singular points inside the solution domain or on its boundary deteriorates the accuracy and 

convergence rate of numerical methods. This phenomenon usually happens due to discontinuities in the boundary conditions or 
abrupt changes in the domain shape. This study has focused on the solution of singular plate problems using the exponential 
basis functions method. In this method, unknown functions are considered as a linear combination of exponential basis functions 
and the coefficients are calculated by approximate satisfaction of the boundary conditions. To increase the accuracy and 
convergence rate in problems with singular points, a series of singular, quasi-exponential functions are added to the method’s 
exponential basis functions. These functions have proper discontinuity in location of the singular points and satisfy the 
homogenous differential equation. The results obtained from the solution of three cracked plate problems show considerable 
increase in the accuracy and convergence rate of the proposed method compared with the exponential basis functions method 
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without any noticeable increase in the computational cost. 
 
Keywords: Meshless methods, singular problems, exponential basis functions, bi-harmonic equation, plate. 
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  مقدمه -١

رباز مـورد توجـه دانشـمندان    ياز د يعيطب يها دهيدرک رفتار پد

 ـن پدياز ا ياريمنظور کشف و شناخت بس به. بوده است هـا،   دهي

از معادلات  يا دستگاهيک و يبه  آنهال يو تبد يساز از به مدلين

از توابــع  يا ن معــادلات شــامل مجموعــهيــا. اســتل يفرانســيد

 يبـرا  يمتنوع يها تاکنون روش. هستند آنهامجهول و مشتقات 

دقـت و سـرعت حـل    . ل ارائه شده استيفرانسيحل معادلات د

ک روش حل مناسب يانتخاب معادلات از جمله عوامل مهم در 

حل معادلات، با ارائه حل  يليتحل يها ان روشين ميدر ا. است

از مسائل مورد استفاده قـرار   يل در برخيفرانسيق معادلات ديدق

موارد دشوار و  شتريها در ب ن روشيا يريکارگ هاما ب ،گرفته است

 ـ ل و يفرانســيمعـادلات د  يهــا يدگي ـچيپ .اسـت ر ممکــن ي ـا غي

 ـدر دامنـه حـل و    آنهـا وط به بـرآورده نمـودن   مشکلات مرب ا ي

 يهـا  ت در اسـتفاده از روش يهـا موجـب محـدود    مـرز  يرو بر

از معـادلات حاصـل از    ياريگر بس ـيد ياز سو. دشو يم يليتحل

 يا ل پـاره يفرانس ـياز نوع معـادلات د  يمسائل مهندس يساز مدل

از  آنهـا خـاص در رونـد حـل     يهـا  يدگيچيهستند که وجود پ

  .است يعدد يها ا روشي يبيتقر يها ش روشيدايعوامل پ

از  يک ـير به عنـوان  ياخ يها در طول دهه ١روش اجزا محدود

ک شناخته شده و ينه حل مسائل مکانيها در زم ن روشيتر قدرتمند

 ـو پا ينه علوم مهندسيدر زم يريگ چشم يها شرفتيپ  ـي وجـود   هه ب

مسـائل   ين روش در برخورد بـا برخ ـ ين وجود ايا اب. آورده است

عنـوان مثـال روش اجـزا     به .دهد ينشان م يمتعدد يها تيمحدود

ن بـا  يجاد شـده در مسـائل تک ـ  يا يوستگيناپ يساز هيمحدود در شب

 ـتـرک بـا اسـتفاده از ا    رشـد  يساز مدل. مواجه است يمشکلات ن ي

 ـ ها المانن يرا مرز بيروش دشوار است، ز  ـيک مس ـي فـرض   شير پ

مجدد  يبند المانند يوه فراعلا به. شود يرشد ترک محسوب م يبرا

شود،  يگرفته م کار بهن معضل يرفع ا يبرا يکارهعنوان را ز که بهين

از موارد  ياريش حجم و زمان محاسبات شده و در بسيموجب افزا

د شـبکه  ياز به تولين يطور کل به. ستيبرخوردار ن يمناسب يياز کارا

حاسبات ش زمان ميبه شبکه موجب افزا يمتک يها در روش المان

 يبـا شـکل هندس ـ   يا در مسائليو  يبعد خصوص در مسائل سه به

 ـف معـادلات و ن يفـرم ضـع   يريگکـار  بـه . دشـو  يده ميچيپ از بـه  ي

 ـا يهـا  تيگر محدوديحل مسئله از د يبرا يعدد يريگ انتگرال ن ي

 ـاخ يهـا  نرو در سـال ياز ا. شود يها محسوب م روش منظـور   ر بـه ي

بدون شـبکه مـورد توجـه     يها ن نوع، روشياز ا يکاهش مشکلات

  .محققان قرار گرفته است

 ـتـوان از جد  يبدون شـبکه را م ـ  يها روش  يهـا  ن روشيتـر  دي

، يعلم ـ يهـا  نهيدر زم يعيدانست که بستر مناسب و وس يعدد

. ن معادلات فراهم کرده اسـت يحل ا يبرا يو مهندس يقاتيتحق
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دامنـه حـل مسـئله بـا      يسـاز  هـا، گسسـته   ن روشيا يده اصليا

در . است  الماند شبکه ياز به توليو عدم ن يا ده از نقاط گرهاستفا

اسـت   يا از نقاط گـره  يا بر شبکه يحل مسئله مبتن ها ن روشيا

 ـاز مزا. انـد  ع دلخواه در سطح دامنه پراکنده شـده يکه با توز  ياي

د نقـاط  يتر بودن تول توان به ساده يبدون شبکه م يها بارز روش

 ـو ، بـه المـان شبکه  ديسه با توليدر مقا يا گره بـا   يژه در مسـائل ي

تـر و   امکـان حـل سـاده    يژگين ويا. ده اشاره نموديچيهندسه پ

 يعلاوه اصلاح شـکل هندس ـ  به. کند يتر مسائل را فراهم م عيسر

 يا از نقـاط گـره   يا اضافه نمودن تعـداد يدامنه حل با حذف و 

  .ر استيپذ امکان يراحت به

گـردد؛   يبـازم  ١٩٧٧بدون شبکه به سـال   يها ش روشيدايپ

 ـرا بـر پا  يلاگرانژ يو موناگان روش ينگلد، لوسيکه گ يزمان ه ي

 ـل پديتحل يب کرنل برايا تقري يش انتگرالينما بـدون   يهـا  دهي

 ـا ،]٢ و ١[ابـداع کردنـد    يمرز نجـوم  ک يناميدرودي ـن روش هي

در  ٣نيگـالرک  المـان روش بـدون  . نام گرفت ٢هموار شده ذرات

 ـرائه گردچکو ايتوسط بل ١٩٩٤سال   ـا]. ٣[د ي ازمنـد  ين روش ني

. اسـت  يعـدد  يري ـگ منظـور انتگـرال   نه بـه يزم  المانک شبکه ي

پتـرو   يو همکـاران بـا ارائـه روش بـدون شـبکه محل ـ      يآتلور

ف شـده، امکـان   يضـع  يفـرم محل ـ  يريگکـار  بـه با  و ٤نيگالرک

را فراهم نمودنـد   يا نهيزم الماناز به شبکه يبدون ن يريگ انتگرال

تحت عنـوان روش بـدون    يگرير روش دياخ يها الدر س]. ٤[

بـدون شـبکه افـزوده     يها به گروه روش ٥نمايي پايهشبکه توابع 

و  توسط برومنـد  ٢٠١٠ن بار در سال ين روش اوليا. ه استشد

ته يس ـيالاست يکينـام يو د يکيمنظور حل مسائل استات همکاران به

 يمهندس يها از کاربرد ياريو پس از آن در بس] ٥[افت يتوسعه 

  ]٢١-6[مورد توجه قرار گرفت 

 ياسـت، دارا  يک روش بـدون شـبکه مـرز   ين روش که يا

از بـه  ي ـ، عـدم ن ييسهولت اسـتفاده از توابـع نمـا    مانند يمحاسن

م بـه انـواع معـادلات    يتعم ـ يدامنـه حـل، سـادگ    يساز گسسته

از آنجا که توابـع  . است يا انهيرا يساز ادهيپ يل و سادگيفرانسيد

 ـه شده در اگرفت کار به  ٦نير و بـدون نقـاط تک ـ  ي ـن روش، فراگي

همـراه   يبـا مشـکلات   ين نقاطيچن يکياست، حل مسائل در نزد

 ييها شده تا با ارائه راهکار يق سعين تحقين رو در اياز ا ،است

  .ن مشکلات برطرف شوديژه ايو

ر مورد توجه ياخ يها ن در ساليمباحث مربوط به مسائل تک

گونه مسـائل عمـدتاً در    نيا. گرفته استاز محققان قرار  ياريبس

ط يدر شـرا  يوسـتگ يل وجود ناپيدل به يمسائل مهندس يساز مدل

در شکل دامنه، مصالح مورد استفاده، منابع  ير ناگهانيي، تغيمرز

وقـوع   مـذکور بـه   يهـا  از حالـت  يبيا ترکيگذار و  ريتأث يخارج

 يعـدد  يهـا  ج حاصل از روشينتا ييگراهمدقت و . وندديپ يم

شـدت   ن در دامنه مسـئله بـه  يواسطه وجود نقاط تک استاندارد به

در مقابله با  يعدد يها راهکار روش يطور کل به .ابدي يکاهش م

 ـو يداتي ـتمه يريکارگ هن، بيمسائل تک نقـاط   يگيژه در همسـا ي

گرفته شده در روش اجزا  کار به يها از راه حل يکي. استن يتک

در اطـراف   ها المانز کردن يرن مشکل، يمقابله با ا يمحدود برا

 ينـه محاسـبات  يش زمان و هزين عمل با افزايا. استن ينقاط تک

از کـاربر را  ي ـاز موارد دقت مورد ن ياريهمراه بوده و البته در بس

ن مناسـب در  يگر استفاده از توابع تک ـيراه حل د. کند يفراهم نم

 دي ـمنظـور بازتول  ن روش بهيدر ا. استن يه اطراف نقاط تکيناح

اجـزا محـدود    ياز توابع مکمل به توابع عاد يا ن، دستهيحل تک

گـر  يد يهـا  از روش ياريده در بس ـين ايا]. ٢٢[شود  يافزوده م

 ـ ] ٢٣[روش تفاضـلات محـدود    مانند  يو روش معادلـه انتگرال

  .اعمال شده است ]٢٤[ ٧يمرز

ن يتـر  هـا، مسـئله انتشـار تـرک از مهـم      از سـازه  ياريدر بس

ک يــازمنــد يشــود کــه ن يمحســوب مــ شکســت يهــا زميمکــان

 ـ  ق بهيدق يعدد يساز مدل از . اسـت شکسـت   ين ـيب شيمنظـور پ

 توان بـه روش اجـزا   ينه مين زميها در ا ن روشيتر جمله مشهور

ز شکسـت  يآنـال  يبـرا  يا طـور گسـترده   محدود اشاره کرد که به

با وجـود سـودمند بـودن    . ها مورد استفاده واقع شده است ترک

ک ي ـمسـائل مکان  يات انجام شـده، حـل برخ ـ  قياز تحق ياريبس

مواجـه   يجـد  يها تين روش بامحدوديجامدات با استفاده از ا

اد بودن دفعـات  يتوان به ز يآن م يها تياز جمله محدود. است

ده تـرک  ي ـچير دلخواه و پيش مسيمنظور نما به الماند شبکه يتول

 يساز به شبکه در مدل يمتک يها روش يطور کل به. اشاره نمود
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نقـاط   ي، داراالمـان ر منطبق با شکل شبکه ير غيبا مس ييها ترک

 ـبرطرف نمـودن ا  يتنها راه حل مناسب برا. باشند يضعف م ن ي

ر تکامل مدل يمجدد در هر مرحله مجزا از س يبند مشکل، شبکه

ر يبـا مس ـ  المانز خطوط شبکه يکه در طول آنال يا گونه است؛ به

محاسبات را دشوار نموده ن عمل، يترک تطابق داشته باشد، که ا

 يوتريکـامپ  يهـا  برنامـه  يدگيچيو موجب کاهش دقت حل و پ

 ].٢6[د شو يم

مرتبـه   يا ل پـاره يفرانس ـين با معادله دياز مسائل تک ياريبس

مسـئله مـوتز را   . شوند يان ميب يمرز يها يوستگيدوم شامل ناپ

حسـاب   ن لاپلاس بـه  ين مسائل تکيتر توان از جمله معروف يم

ــآورد  ــه اول ــال  يک ــوتز در س ــط م ــار توس ــه روش  ١٩٤٧ن ب ب

 ـا .]٢6[قرار گرفت  يمورد بررس ٨يساز آزاد ن مسـئله تـاکنون   ي

 کار به يعدد يها از روش ياريبس يسه دقت و کارآمديمقا يبرا

با اسـتفاده از روش   ١٩٩٦مسئله موتز در سال . گرفته شده است

 ـا تعرکه در آن ب] ٢٧[قرار گرفت  يمورد بررس يمرز المان ف ي

ن محاسـبه  يب بسط در نقاط تک ـي، ضرايمرز يمعادلات انتگرال

  .شوند يم

، ٩يشعاع هيتوابع پا  ز روشيبدون شبکه ن يها از گروه روش

شـبکه   و روش بـدون  ١١، روش ترفتـز ١٠ياساس ـ يها روش حل

در . انـد  ک پرداختـه ين هارمونيبه حل مسائل تک نمايي پايهتوابع 

ه ين به توابع پايضافه کردن توابع تکبا ا يه شعاعيروش توابع پا

 ـن تقرينقاط تک يکي، رفتار تابع در نزديشعاع شـود   يب زده م ـي

ن، يحل مسائل تک ـ يبرا ياساس يها ه روش حليده اوليا]. ٢٨[

 ـن بوده است کـه در آن بـا تعر  ينظر کردن از نقطه تک صرف ف ي

ن يمسـئله نقطـه تک ـ   يک ـيزيخارج از دامنـه ف  يک مرز ساختگي

پـس از آن بـا ارائـه روش    . شـود  يم ـ يگـذار يمرز جا رون ازيب

 ين بر روينظر گرفتن نقطه تک با در ياساس يها شده حل اصلاح 

ن ينقـاط تک ــ يگيدر همسـا  يج بهتـر يمسـئله، نتـا   يمـرز واقع ـ 

ن لاپـلاس بـا   يمسـائل تک ـ  چنـين هم]. ٢٩[استخراج شده است 

ار قـر  يمورد بررس نمايي پايهاستفاده از روش بدون شبکه توابع 

، يين بـه توابـع نمـا   يگرفته است که در آن با افزودن توابـع تک ـ 

ق حاضـر  ي ـدر تحق]. ٣٠[شـود   يب توابع مجهول حاصل ميتقر

، حل مسائل ]٣٠[قات انجام شده در مرجع يل تحقيمنظور تکم به

 نمـايي  پايـه شبکه توابع  کمک روش بدون ک بهيهارمون ين بايتک

  .استنظر  مورد

 ن مـورد ير مسائل تکيک کمتر از سايهارمون ين بايمسائل تک

 ـتوجه قرار گرفته و تعداد مراجع مرتبط با ا ن دسـته از مسـائل   ي

 ـاز ا. اسـت ن کمتـر  يتک  يتـوان مسـائل ورق دارا   ين گـروه م ـ ي

سه مدل ترک  يو همکاران با بررس يل. را نام برد يانيگاه م هيتک

ب حل يترفتز، ضرا يب مرزيروش تقر نازک کشسان به در ورق

ن مســائل يــا همچنــين]. ٣١[انــد  ارائــه داده ييا دقــت بــالارا بــ

قـرار   يبررس ـ مورد ١٢نيتابع تک ياستفاده از روش انتگرال مرز با

 ين براين و توابع تکيگالرک ين روش از تئوريدر ا. گرفته است

. ک اسـتفاده شـده اسـت   يهارمون يل بايفرانسيمعادله د يده وزن

ورژانس، يه ديکمک قض به يمرز يها انتگرال يريگکار بهسپس با 

. ن محاسبه شـده اسـت  يب تابع تکيا ضرايد تنش يب تشديضرا

ب لاگرانـژ  ين ضـرا يـي ن روش بـا تع يدر ا يط مرزيشرا يارضا

  ].٣٢[ شود يانجام م

  

  مسئله ورق يبند فرمول -٢

ک يکلاس ـ يکمک تئور ق بهين تحقيمسئله ورق در ا يبند فرمول

 ـيم. شود يورق انجام م  ـورق در ا  ييجـا  هدان جاب در  ين تئـور ي

 :شود ينشان داده م uو u1 ،u2با  zو x ،yجهات 

)١(  

   

   

   

,

,

u
u x, y, z, t u x, y, t - z

x
u

u x, y, z, t u x, y, t - z
y

u x, y, z, t u x, y, t












0
1 10

0
2 2 0

0

  

ر مکـان در  يي ـتغ يهـا  ب مؤلفهيترت به u0و  u10،,u20,که در آن 

ک نقطــه از يــدســتگاه مختصــات، در   zو x ،y يراســتا

صفحه  انيم z 0 است.  

هـا تحـت اثـر     ر مکـان ورق يي ـل حاکم بر تغيفرانسيمعادله د

  :استر يصورت ز به يخارج يگذار بار

)٢(  
 zp x, yu u u

u
Dx x y y

  
    

   

4 4 44
4 2 2 42  

 يبارگـذار  zpعمود بر ورق،  ييجا هتابع جاب uفوق  رابطهدر 
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از  کـه ورق اسـت   يخمش ـ يانگر سـخت ي ـب Dو ثابت  يخارج

  :ديآ يم دست بهر يرابطه ز

)٣(  
 
Eh

D 


3

212 1
  

E ــدول الاست ــيم ــاده ورق، يس ــون و   ته م ــبت پواس  hنس

ن سه پارامتر ثابـت  ير ايمقاد قيتحقن يدر ا. ضخامت ورق است

) ٢(رابطـه   يبعد استفاده از عملگر لاپلاس دو  با. شود يفرض م

  :ف نمودير تعريصورت ز توان به يرا م

)٤(     zD u x, y p x, y  2 2  

ناهمگن مرتبه چهـارم بـا    يا ل پارهيفرانسين رابطه معادله ديا

ز ي ـن همگـن  ري ـک غيهارمون يکه معادله با استب ثابت يضرا

ن رابطه با برآورده کردن معادلـه  يق ايپاسخ دق. شود يده مينام

 دسـت  بـه مربوط بـه مسـئله ورق    يط مرزيل و شرايفرانسيد

 ـ) ٤(از آنجا که رابطه . ديآ يم ل مرتبـه  يفرانس ـيک معادلـه د ي

شـرط   سـه از بـه وجـود   ي ـچهارم است، در هر نقطه از مرز ن

  .است يمرز

تـوان   يق در هر گره را م ـور ييجا هدان جابيتوابع مجهول م

 xب در جهـت  يقائم، ش ير مکان در راستاييشامل سه عضو تغ

ن حل مسئله ورق بـا  يبنابرا. در نظر گرفت yب در جهت يو ش

در هر گره  ين روش با فرض وجود سه درجه آزادياستفاده از ا

  :شود يانجام م

)٥(  
T

x yu u u   u  

  .استyو  xنسبت به  uب مشتق يترت به yuو  xuکه در آن 

  

  نمايي پايهروش بدون شبکه توابع  يبند فرمول -٣

معادلـه در   يل عـلاوه بـر ارضـا   يفرانسيادله دک مسئله معيحل 

. استآن مسئله  يط مرزيازمند برآورده ساختن شرايدامنه حل، ن

ر در يصورت ز توان به يل را ميفرانسيمسئله معادله د يطور کل به

  :نظر گرفت

)6(  D N
D D D

D N
N N N

in

on ,

on

 
           

Lu f

L u f

L u f

  

 NLو  DLل و يانس ـفريمعادلـه د  يعملگـر اصـل   Lکه در آن 

 يو شـرط مـرز   يضـرور  يط مـرز يشـرا  يهـا  ب عملگريترت به

ب نشـان دهنـده   ي ـترت به Nو   ،D چنين هم. است يعيطب

  .است يعيمرز طب و يمرز مسئله، مرز ضرور

 يصـورت مجمـوع دو حـل همگـن و خصوص ـ     حل معادله بـه 

  :شود ينوشته م

)٧(  h p u u u  

  :شود ير حاصل ميج زينتا) ٧(با استفاده از رابطه 

)٨(  

h

p

h p DD D D

h p
N N N N

in

in

on

on

  
  
  


  

Lu 0

Lu f

L u f L u

L u f L u

  

 ـع پااز تواب يب خطيصورت ترک توان به يرا م uتابع مجهول  ه ي

  :نظر گرفت ر دريصورت ز به

)٩(  k k
k

u c V





1

  

در . هسـتند ب ثابـت  يضرا kcه و ي، توابع پاkVدر رابطه فوق 

بـه فـرم    ييصـورت توابـع نمـا    ه بهيروش مورد استفاده توابع پا

exp( x y)  شود که در آن  يفته منظر گر در  و ر يمقاد

از جملات  ينظر گرفتن تعداد محدود با در. ثابت مختلط هستند

 ـصـورت ز  توان به ي، بخش همگن تابع مجهول را م)٩(رابطه  ر ي

 :ش دادينما

)١٠(  

hm
h h h h

k k k
k

u c exp( x y)


  
1

  

منظـور   بـه . اسـت حل همگن  يها هيتعداد پا hmدر رابطه فوق 

. شود ينظر گرفته م مربوطه در يط مرزيب ثابت، شراين ضراييتع

  :ف کردير تعريصورت ز توان به ين رابطه را ميا يفرم بردار

)١١( h h hu V c  

 ـع پابس توايماتر hVو  يرزـلوم مـر معيمقاد huکه در آن  ه ي

ن بـردار  يبنـابرا . اسـت  يمختصـات نقـاط مـرز    يهمگن به ازا

  :دشو ين ميير تعيب از رابطه زيضرا

)١٢(  
 h h h

   c V u
1
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سيبالانو 1 افته مور ي ميدهنده وارون تعم در رابطه فوق نشان

 يس مورد نظـر مربع ـ يکه ماتر ين وارون در حالتيا. استپنروز 

 ـ يو برا رديگ ينباشد، مورد استفاده قرار م  يس مربع ـيک مـاتر ي

رابطـه   يگـذار يبـا جا  .کسان استيآن  ين با وارون عاديرتکيغ

 ـک، عبـارت ز ي ـهارمون يل همگن بايفرانسيدر معادله د) ١٠( ر ي

  :شود يحاصل م

)١٣(     h h
k k

 
    

 

22 2
0  

  :توان نوشت ين ميرابناب

)١٤(  
h h
k k

h h
k k

i (folded roots)

i (folded roots)

   

   

  

 ـد شده با اسـتفاده از رابطـه فـوق همـان پا    يتول يها هيپا  يهـا  هي

 ـبـا ا . ل لاپـلاس اسـت  يفرانس ـيمعادلـه د  يآمده برا دست به ن ي

ن يبنـابرا . اسـت  يتکرار يها شهير يدارا) ١٣(تفاوت که رابطه 

ل ي ـمنظور تکم به .استجواب گمشده  يتعداد ين معادله دارايا

axصورت  به يخط يا جمله  ک چنديجواب،  يسر by c   در

 ـب اير ضـرا يبـا انتخـاب مقـاد   . شود يضرب م يقبل يها هيپا ن ي

  :ن استييگمشده قابل تع يها ر جوابيرابطه به شکل ز

)١٥(  a b , c  1 0  

 ـجد يط ـب مسـتقل خ ي ـذکر است افزودن هـر ترک  لازم به د از ي

 ـساخت پا يبرا cو  a ،bب يضرا تنهـا بـه     حـل، نـه   يهـا  هي

نخواهد کرد، بلکـه موجـب    يش دقت حل محاسبات کمکيافزا

ن يبنـابرا ]. ٣٣[د شـو  يمحاسـبات م ـ  يها نهيش حجم و هزيافزا

 ـصـورت ز  ک بـه ي ـهارمون يل بايفرانسيد حل معادله يها هيپا ر ي

 :است

)١6(   
 
 
 

k k

k k

k k

k k

k k

k k

k k

k k

u c exp( x i y)

c exp( x i y)

c exp(i x y)

c exp( i x y)

c x y exp( x i y)

c x y exp( x i y)

c x y exp(i x y)

c x y exp( i x y)

    
   
   

    

    

    

    

    

1
2
3
4
5

6

7

8



  

س توابـع  يدر هر گـره، مـاتر   يبا توجه به وجود سه درجه آزاد

گر است کـه همـان مشـتقات    يه حل همگن شامل دو عضو ديپا

س توابـع  ين ابعاد ماتريابرابن. استyو  xرابطه فوق نسبت به 

س توابـع  يمـاتر  يهـا  مؤلفه. است hm3ه در هر گره برابر يپا

  :ر قابل توسعه استيصورت ز ه حل همگن در هر گره بهيپا

T

k k k k k k

T

k k k k k k

T

k k k k k k

exp( x i y) exp( x i y) exp( x i y)
x y

exp( x i y) exp( x i y) exp( x i y)
x y

exp(i x y) exp(i x y) exp(i x y)
x y

  
            

  
            

  
            

f

f

f

1

2

3



)١٧(  

ر يصورت ز ه حل همگن در هر گره بهيس توابع پاين ماتريبنابرا

  :شود يف ميتعر

)١٨(   h
k V f f f f1 2 3 8  

  

روش بـدون شـبکه توابـع     حل مسـئله ورق بـه   -٤

  نمايي پايه

در حل مسائل هموار  نمايي پايهدقت روش توابع  يجهت بررس

گرفته نظر  درک يبه طول دو و عرض  يليک ورق مستطيورق، 

مرز دامنه انجام  يرو صورت منظم بر به يساز گسسته. ه استشد

hنقــاط بــا فاصــله شــده کــه در آن  / 0 گر قــرار يکــدياز  05

 ـا يق در نظر گرفته شـده بـرا  يتابع حل دق. اند گرفته ن مسـئله  ي

  :استر يصورت رابطه ز به

)١٩( u x y xy y  3 3 2  

ق بـردار  ي ـب تـابع حـل دق  ي ـترت بـه  )٢(و  )١( هـای  در شکل

آمـده نشـان    دست به يبيبا حل تقر آنهااختلاف  و جايي جابه

 ـ هـر  يآمـده بـرا   دسـت  به ينرم خطا. داده شده است ک از ي

/ريب برابـر مقـاد  ي ـترت بـه  yuو u ،xuر يمقاد  142 78 10 ،

/  148 75 /و 10  131 72 ب يشــ ـ )٣(شـــکل  . اســـت  10

روش بـدون شـبکه    حاصل از حل مسـئله ورق بـه   ييهمگرا

ب يقابل ذکـر اسـت کـه ش ـ   . دهد يرا نشان م نمايي پايهتوابع 

نظر  درب يعنوان ش ن خط برازش شده به نقاط نمودار بهيبهتر

  .شکل نشان داده شده است يگرفته شده و رو
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 )پ( )ب( )الف(

yu) پ(و  xu) ب( ،u) الف( ،رقق مسئله ويحل دق -۱شکل 
  

    
 )پ( )ب( )الف(

  yu) پ( و xu) ب( ،u) الف( ،دست آمده هب يبيق مسئله ورق با حل تقرياختلاف حل دق -۲شکل 

  

 يبـرا  نمايي پايهتوسعه روش بدون شبکه توابع  -٥

  نيحل مسائل تک

ل همـوار بـودن   يدل  ان شد بهيقبل ب يها گونه که در بخش همان

 ـه در روش مورد استفاده، عملکرد ايتوابع پا ن روش در حـل  ي

وجـود نقـاط   . ستيبرخوردار ن يمناسب يين از کارايمسائل تک

د دقـت حـل و   يدامنه حل مسائل موجب کاهش شد ن دريتک

 ـا ييهمگراب يش نـرو لازم اسـت بـا    ياز ا. دشـو  يروش م ـ ني

 ـا يبند ژه، فرموليو يداتيتمه يريگکار به  يا گونـه  ن روش بـه ي

 يـي گرا هـم ب ين با دقـت و ش ـ يابد که حل مسائل تکيتوسعه 

ه ضـاف ق، اين تحقيدر ا يشنهاديراهکار پ. حاصل شود يمطلوب

 ـا. اسـت ط مسـئله  ين متناسب بـا شـرا  يه تکيپا بعکردن توا ن ي

ن بـوده و معادلـه   يمناسب در نقطه تک يوستگيناپ يها دارا هيپا

شـکل   ن کـار بـه  يا ].٣٤[کنند  يل مربوطه را برآورده ميفرانسيد

  :شود ير انجام ميز

)٢٠(  
h s,h

p s,p

hs ps

hs h h
anal sing

m n
h h s,h s,h h h s,h s,h
k k k k

k k

p pps
anal sing

m n
p p s,p s,p p p s,p s,p
k k k k

k k

ˆ

c c

c

 

 

 

 

   

 

   

 

 

u u u

u u u

V V V c V c

u u u

V c V V c V c

1 1

1 1

  

hب تابع، يتقر ûکه در آن منظور از 
analu يل ـيحل همگن تحل ،

p
analu يليتحل يحل خصوص ،h

singu ن،يحل همگن تک ـp
singu 

hن، يتک يحل خصوص
kV همگن روش مورد اسـتفاده،   يها هيپا

s,h
kV ن، يهمگن تک يها هيپاs,hn ن، يهمگن تک ـ يها هيتعداد پا

s,p
kV ن و يتک يخصوص يها هيپاs,pn يخصوص يها هيتعداد پا 

  .استن يتک

شـود   ين مشاهده م ـيک مسئله تکي يکل ينما )٤(در شکل 

عمود بر  يبردار نرمال خارج nن، ينقطه تک Oکه در آن نقطه 
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شيب همگرايي حاصل از حل مسئله ورق به روش بدون  -۳شکل 

  شبکه توابع پايه نمايي

  

r

x
O

u = B

n





  
  دار هيزاو يه محليرناحيش زينما -۴شکل 

  

,r) چنينهم. است ينگيه تکيزاو مرز و  ) يمختصات قطب ـ 

که با استفاده از رابطـه  ن استينسبت به نقطه تکنقاط داخل دامنه 

  :ن استيل به فرم کارتزير قابل تبديز

)٢١(  
   

    
s s

-
s s

r x - x y - y

tan y - y x - x

 

 

2 2

1
  

در رابطه بالا s sx , y در  .ن اسـت ينقطه تک نيکارتز مختصات

 1زان ي ـبه م يچرخش ينه مورد نظر مسئله، داراکه دام يصورت

ست بـه  يبا يز مين مورد استفاده نيتک يها ، مود))٥(شکل (باشد 

*ل ين حالـت تبـد  يدر ا. همان اندازه چرخانده شوند  1 

توان اعمال نمود که در آن  يرا م   10   .است2

  

  ن مسئله ورقيتک يها هين پاييتع -6

تـوان   يک همگـن را م ـ ي ـهارمون يل بايفرانسيمعادله د يفرم قطب

  :ن نموديير تعيصورت ز به



O

u = B



  
  دار هيزاو يه محليناح ريچرخش ز -۵شکل 

  

)٢٢(  

 u u

u
r r r rr r r r

    

       
              

4 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 0
  

ل فـوق را بـرآورده   يفرانس ـير معادله دينشان داد توابع زتوان  يم

در  يوسـتگ يناپ يدارا ح ير صـح ي ـغر يمقاد يبه ازاکنند و  يم

r 0  ٣٤[هستند[ :  

)٢٣(  
   

u c r cos c r sin

c r cos c r sin

 

 

    

      

1 2

3 42 2
  

ک، هـر  ي ـهارمون يل بايفرانسيبودن عملگر معادله د يل خطيدل  به

 ـاز توابع فـوق ا  يب خطيترک . نـد ينما ين معادلـه را برقـرار م ـ  ي

  :استر يصورت ز ن بخش بهيدر ا يشنهاديب پيرکت

)٢٤(  

 
 

    
    

u c r cos i sin

c r cos i sin

c r cos i sin

c r cos i sin









    

   

      

      

1

2

3

4

2 2
2 2

  

  :ديآ يم دست بهر يصورت ز بات فوق بهيترک يينما فرم شبه

)٢٥(  
 

    
r cos i sin r exp( i )

r cos i sin r exp( i( ) )

 

 

    

          2 2 2
  

 ـن و زاوياطراف نقطـه تک ـ  يط مرزيبه شرا يدر حالت کل ه ي

 يا فرديب زوج يدارد و در هر صورت ضر يبستگ  ينگيتک

از  4ق در دسترس باشد، ياز حل دق يچنانچه اطلاعات. است

را انتخـاب نمـود؛ در    يينمـا  شبه يها هيتوان با توجه به آن پا يم

ش يبا افزا. نظر گرفت توان هر دو دسته را در ين صورت مير ايغ

بـه آنهـا وجـود     يازي ـکه ن ييب مودهاي، ضراياط مرزتعداد نق
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توان آنهـا را حـذف    يل خواهد نمود و ميندارد به سمت صفر م

  .کرد

ورق در  جـايي  جابـه دان ين که توابع مجهول ميبا توجه به ا

ب در يقـائم، ش ـ  ير مکان در راسـتا ييهر گره شامل سه عضو تغ

 ـشود، توابع پا ينظر گرفته م در yب در جهت يو ش xجهت  ه ي

 ـن مورد استفاده در حل ايتک ب ي ـن ترتيز بـه هم ـ ي ـن مسـائل ن ي

س يمـاتر  ياعضـا . شـود  يگرفته م ـ کار به يا صورت سه مؤلفه به

 :ر قابل توسعه استيصورت ز ن در هر گره بهيه تکيتوابع پا

 

 
 

 

 

 

k k

k

k k

k

k k

k

k

s * *
k k

T
*

k

s * *
k k

T
*

k

s * *
k k

T
*

k

s *
k

r exp(i ) r exp(i )
x

r exp(i )
y

r exp( i ) r exp(i )
x

r exp(i )
y

r exp(i( ) ) r exp(i( ) )
x

r exp(i( ) )
y
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f

f

f

f

1

2

3

4

2 2

2

2  

 

k

k

*
k

T
*

k

) r exp( i( ) )
x

r exp( i( ) )
y





     


     

2

2

 )٢6(  

صـورت   ن در هـر گـره بـه   يهمگن تک يها هيس پاين ماتريبنابرا

  :شود يف مير تعريرابطه ز

)٢٧(  s,h s s s s
k

   V f f f f1 2 3 4  

  

  يج عددينتا -٧

اسـت،   يترک داخل يک نازک که دارايالاست يليک ورق مستطي

ن يمحاسـبه تـنش در نـوک تـرک در چن ـ    . شود ينظر گرفته م در

ن مسئله يا. استت ک شکسياز جمله مسائل مهم در مکان يورق

ک ي ـهارمون يبـا  يا ل پـاره يفرانس ـيتـوان توسـط معادلـه د    يرا م

 ـن بخش ضمن حل ايدر ا. نمود يساز مدل   يين مسـائل، توانـا  ي

ک مـورد  ي ـهارمون ين بـا يدر حـل مسـائل تک ـ   يشنهاديروش پ

  .رديگ يقرار م يبررس

سه مدل ترک در ورق پرداختـه   يدر مطالعات خود به بررس يل

. قـرار خواهنـد گرفـت    ين قسمت مورد بررسيدر ا که] ٣١[است 

. شـود  يآن در نظـر گرفتـه م ـ   ييمه بالايها فقط ن ل تقارن ورقيدل  به

ک يـــبـــه طـــول دو و عـــرض    يليدامنـــه مســـئله مســـتط  

        1 1 0 دهنده  نشان ODدر هر سه مدل، ضلع . است1

n(u يرداريط گيتحت شرا يانيگاه م هيتک u ) 0    و نقطـه مبـدأ

 ـن نقطـه  يدر ا). ١6و  ١١، 6اشکال (ن است ينقطه تک ک دسـتگاه  ي

ن مسـئله در  يق ايتابع حل دق. شود ينظر گرفته م در يمختصات قطب

  :ف شده استير تعريصورت رابطه ز به] ٣١[مرجع 

)٢٨(  

    

      

     

n

k k k k
k

k
k

k
k

u d f r, c g r,

f r, r cos k cos k

k
g r, r cos k cos k

k






   

      

 
       

 


1

1

1 2

1 1
3 23 2 1 21 2

  

پاسـخ،   يل ـيبخـش تحل  kfن پاسـخ،  يبخش تک ـ kgکه در آن 

(r, ) و يمختصات قطبkc وkd هستندب ثابت يضرا. 

بـه   ،دشو يصورت منظم انجام م مرز به يرو بر يساز گسسته

hگر برابر يکدينقاط از  که فاصله يا گونه / 0 بهبود . است 05

 دسـت  بـه ن يه تک ـيتوابع پا يريگکار بهن مسائل، با يدر ا ينگيتک

 ـس توابـع پا يابعـاد مـاتر  . دريپـذ  يآمده در بخش قبل انجام م ه ي

sn3ن در هر گـره برابـر   يتک در رابطـه   kب يضـر . اسـت 4

kبرابر ) ٢6( 1 ک از مسائل حل شده ي در هر. شود ين مييتع 2

در هـر  . اسـت  ١٠نظر گرفته شده برابـر   ن دريتک يها هيتعداد پا

سـه  يمقا] ٣١[ق ارائـه شـده در مرجـع    يدق  ج با حليسه مدل نتا

صـورت رابطـه    زان خطا، نرم خطا بـه يم يابيمنظور ارز شده و به

  :شود يف مير تعريز

)٢٩(  

 

j j

j

N

j

N

j

ˆ




  
 







x x

x

u u

e

u

2

1
2

1

  

 دسـت  بـه  يب ـيبـردار حـل تقر   ûق، يبردار حل دق uکه در آن 
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A

BC

D
(0, 0)

un = 0

u = 0, un = 0

u = 1

(-1, 0) (1, 0)

(-1, 1) (1, 1)

O

un = 0, unnn = 0

un = 0

un = 0, unnn = 0

unnn = 0



r

x

y








u = 0

  
  يانيگاه م هيش مدل اول ورق با تکينما -۶شکل 

  

      
 )پ( )ب( )الف(

  yu) پ( وxu) ب( ،u) لفا( ،ق مدل اول مسئله ورقيحل دق -۷شکل 

  

  :استترتيب موقعيت و تعداد نقاط دامنه  به Nو  jxآمده، و نيز 

)٣٠(  
T

x yˆ ˆ ˆ ˆu u u   u  

مقايسه دقت و نرخ همگرايـي روش پيشـنهادي    منظور ارزيابي و به

افـزار   هاي اول و دوم ورق تکين در نـرم  با روش اجزا محدود، مدل

  .سازي شده که نتايج حاصل از آن ارائه خواهد شد انسيس مدل

  

  يانيگاه م هيمدل اول ورق با تک -٨

 ـدر ا يط مرزيو شرا يشکل هندس ) 6(ن مـدل مطـابق شـکل    ي

 .است

)٣١(   

 

n x y

nn n

nnn nn

u
u n n

n x y

u u
n

u u
n

  
  
  









  

 :ل مدل اول ورق عبارت است ازيفرانسيدستگاه معادله د

)٣٢(  
i

u u in

u
u , on

y

u u
, on

y y
,u

u , on
x

u u
, on

y y

u u
, on

x x

   


    

 

  
 

    
   

 
  

 

     

2 4

1

3
23

3

3
43

3
53

0

0 0

0 0

1 0

0 0

0 0

  

نـرم  . نشان داده شده اسـت  جايي جابهق بردار يحل دق )٧(در شکل 

ب يترت به yuو  u ،xuر يک از مقادي هر يآمده برا دست به يخطا

/ر يبرابر مقاد  44 68 10 ،/  31 58 /و  10  35 94   .است 10

 ج حاصل شده بـا روش اجـزا محـدود،   يسه نتايمنظور مقا به

در ايـن  . سازي شده است افزار انسيس مدل اين مسئله توسط نرم

استفاده شـده کـه يـک المـان چهـار       SHELL63مدل از المان 

 صورت يکنواخت و تعداد نقاط بندي به شبکه المان. استاي  گره
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1

X

Y

Z

                                                                                

JUL  8 2014
14:39:42

ELEMENTS

MAT  NUM

U
ROT
TEMP
NFOR
NMOM
RFOR
RMOM

  
  سيافزار انس ن در نرميمدل اول ورق تکش ينما -۸شکل 

1

MN

MX
X

Y

Z

                                                                                
-.025972

.088025
.202022

.316019
.430016

.544013
.658009

.772006
.886003

1

JUL  8 2014
15:45:47

NODAL SOLUTION

STEP=1
SUB =1
TIME=1
UZ       (AVG)
RSYS=0
DMX =1
SMN =-.025972
SMX =1

  

ن با استفاده از يحل مدل اول ورق تکجه حاصل از ينت -۹شکل 

  سيافزار انس نرم

    
 )ب( )الف(

  
  )پ(

  yu )پ(و xu)ب(، u)الف(، يانيگاه م هيروش مورد استفاده با حل مدل اول ورق با تک ييب همگرايش - ۱۰شکل 

مصالح مـورد  ). )٨(شکل (درنظر گرفته شده است  ٨6١اي برابر  گره

يزوتروپ است و مدول الاستيسيته برابـر  استفاده خطي، الاستيک و ا

بــودن معادلــه  دليــل همگــن  بــه. در نظــر گرفتــه شــده اســت ١٠٠٠

تـوان   اين مسئله، مي و شرايط مرزي خاصهارمونيک  ديفرانسيل باي

نشان داد ضريب پواسون درنظر گرفته شده تأثيري بر پاسـخ معادلـه   

 فـرض  دسـت آمـده در ايـن قسـمت بـا      نتـايج بـه  . ديفرانسيل ندارد

/  0 دست آمـده از   نرم خطاي به). )٩(شکل (ارائه شده است  3

  )١٠(در شـکل  . شـده اسـت  محاسـبه   ٠١٣/٠مسئله برابـر   حل اين
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A

BC

D
(0, 0)

un = 0

u = 0, un = 0

u = 1

(-1, 0) (1, 0)

(-1, 1) (1, 1)

O

un = 0, unnn = 0

unn = 0

un = 0, unnn = 0

unnn = 0



r

x

y








u = 0

  
  يانيگاه م هيش مدل دوم ورق با تکينما - ۱۱شکل 

  

     
 )پ( )ب( )الف(

  yu) پ( ،xu) ب( ،u) الف( ،ق مدل دوم مسئله ورقيحل دق - ۱۲شکل 

  

هاي تکين  گرايي روش مورد استفاده، با اضافه کردن پايه شيب هم

ايـن شـکل    .شـود  هـا مشـاهده مـي    و بدون اضافه کردن اين پايه

 نمايي شيب دهد افزودن تنها چند تابع پايه شبه روشني نشان مي به

0/همگرايي را از  3/به 99 اين در حالي است . رسانده است 81

 ـمحـدود در ا که شـيب همگرايـي روش اجـزاء     ن مسـاله برابـر   ي

/0  uمشتقات  ييهمگراب ين روند در شيمشابه هم. است 228

 .ه استقابل مشاهد

  

  يانيگاه م هيمدل دوم ورق با تک -٩

 )١١(ن مدل مطابق شکل يدر ا يط مرزيو شرا يشکل هندس

روابط حاکم بر دامنه و مرز در مـدل دوم مشـابه مـدل     .است

صورت  در مدل دوم به ABن تفاوت که ضلع ياول است، با ا

ن ضـلع در  يکه ا يدرنظر گرفته شده، در حال يگاه مفصل هيتک

. شـده اسـت   يسـاز  ردار مـدل يگاه گ هيصورت تک مدل اول به

صـورت   ن لبه در مدل دوم بهيا يروبر يط مرزين شرايبنابرا

  :استر يرابطه ز

)٣٣(  
u

u , on
x


  



2
321 0  

نـرم  . آورده شده است جايي جابهق بردار يحل دق )١٢(در شکل 

 ـ هـر  يآمـده بـرا   دست به يخطا  yuو  u ،xuر يک از مقـاد ي

ــه ــترت بــ ــاد يــ ــر مقــ /ر يب برابــ  43 14 10 ،/  47 81 10 

/و  37 39   .است 10
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1

X

Y

Z

                                                                                

JUL  8 2014
22:12:00

ELEMENTS

MAT  NUM

U
ROT
TEMP
NFOR
NMOM
RFOR
RMOM

  
  سيافزار انس ن در نرميمدل دوم ورق تکش ينما - ۱۳شکل 

1

MN

MX
X

Y

Z

                                                                                
-.049129

.067441
.184011

.30058
.41715

.53372
.65029

.76686
.88343

1

JUL  8 2014
16:19:45

NODAL SOLUTION

STEP=1
SUB =1
TIME=1
UZ       (AVG)
RSYS=0
DMX =1
SMN =-.049129
SMX =1

  
ن با استفاده از يحل مدل دوم ورق تکجه حاصل از ينت - ۱۴شکل 

  سيافزار انس نرم

  
  

 )ب( )الف(

 

  
  )پ(

xu(yu)بu)الف يانيگاه م هيروش مورد استفاده با حل مدل دوم ورق با تک ييب همگرايش - ۱۵شکل 
  

  

افزار انسيس در  تايج حاصل از حل اين مسئله با استفاده از نرمن

اي برابـر   تعداد نقاط گـره . شود مشاهده مي )١٤(و  )١٣( های شکل

 )١٥(در شـکل  . است ٠٠٤/٠دست آمده برابر  و نرم خطاي به ٨٦١

هـاي تکـين و    شيب همگرايي روش پيشنهادي، با اضافه کردن پايـه 
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O

u = 0

A

BC

D (0, 0)
(-1, 0) (1, 0)



(-1, 1) (1, 1)

u = 0 u = 2
un = 2un = 0

u = 0, un = 0 un = 0, unnn = 0

un = 0, u = x2/2 + x +1/2









  
  يانيگاه م هيرق با تکش مدل سوم وينما - ۱۶شکل 

  
  

  

  
    )ب(  )الف(

  )پ(

yu) پ(، xu) ب(، u) الف( ،ق مدل سوم مسئله ورقيحل دق - ۱۷شکل 
  

  
  

 همانند مثال قبـل در  .شود ها مشاهده مي بدون اضافه کردن اين پايه

نمايي اثر قابل توجهي بر شيب همگرايي  زودن توابع شبهاينجا نيز اف

صـورت   برجا گذاشته است، بـدون آن کـه حجـم محاسـبات را بـه     

  .محسوسي افزايش دهد

  

  گاه مياني مدل سوم ورق با تکيه -١٠

 ١6شکل هندسي و شرايط مـرزي در ايـن مـدل مطـابق شـکل      

صورت  توان به دستگاه معادله ديفرانسيل مسئله فوق را مي. است

 )١6(شکل هندسي و شرايط مرزي در اين مـدل مطـابق شـکل    

صورت  توان به دستگاه معادله ديفرانسيل مسئله فوق را مي. است

 :نويسي نمود رابطه زير باز
  

  

 

i

u u in

u
u , on

y

u u
, on

y y
,

u
u , on

x
u

u x , on
y

u
u , on

x

   


    

 

  
 

      
 
 
    


    



2 4

1

3
23

3

2
4

5

0

0 0

0 0

2 2

1 1 02

0 0

  

)٣٤( 

. آورده شده است جايي جابهق بردار يحل دق )١٧(در شکل      

 yuو  u ،xuر يک از مقادي هر يآمده برا دست به ينرم خطا

/ر يب برابــــر مقــــاديــــترت بـــه   43 33 10 ،/  31 01 و  10

/  33 79 روش مـورد اسـتفاده بـا     يـي همگراب يش .است 10
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  )الف(

 
  )ب(

  
  )پ(

  yu)پ(، xu )ب(،u )الف(گاه مياني  شيب همگرايي روش مورد استفاده با حل مدل سوم ورق با تکيه - ۱۸شکل 

  

  
هاي تکين بر دقت حل در  تأثير افزايش تعداد پايه - ۱۹شکل 

  تکين هاي اول تا سوم ورق مدل

  

 ـن پاين و بدون اضافه کردن ايتک يها هيکردن پا اضافه هـا در   هي

ر قابـل توجـه   يتـأث  )١٩(شـکل  . شـود  يمشـاهده م ـ  )١٨(شکل 

ب يش ـ .دهـد  يم ـش دقت حـل نشـان   يدر افزا را نيتک يها هيپا

برابـر حالـت    ٤ش از يب يينما با اضافه شدن توابع شبه ييگراهم

 ـا يبـالا  ييقبل است که نشان از کارا ن روش در حـل مسـائل   ي

ز قابـل  ي ـن uمشتقات  ييگرا همن روند در يه هميشب. ن دارديتک

  .مشاهده است

  

 يريگ جهيو نت يبند جمع -١١

 نمـايي  پايـه روش بدون شبکه توابـع   يبند ق فرمولين تحقيدر ا

توابـع  . داده شـد ک گسترش يهارمون ين بايحل مسائل تک يبرا

از توابـع   يخط ـ يب ـيصـورت ترک  به يشنهاديوش پمجهول در ر

. شـوند  ينظـر گرفتـه م ـ  آمـده در  دسـت  بـه ن يو توابع تک يينما

محاسـبه   يمشـابه روش اصـل   يا وهيب ثابت موجود به ش ـيضرا

ن روش، تنها يمطلوب در ا ييگراهمب يدقت حل و ش. شود يم

در . ديآ يم دست بهن يه تکياز توابع پا يبا افزودن تعداد محدود

ج ينتـا . قـرار گرفـت   ين ورق مورد بررس ـين مقاله مسائل تکيا

و  يگونه مسائل، نشـان دهنـده کارآمـد    نيآمده از حل ا دست به

بـدون   نيدر حـل مسـائل تک ـ   يشـنهاد يمناسب روش پ ييتوانا

 .است ش محسوس حجم محاسباتيافزا
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  واژه نامه

1. finite element method 
2. smoothed particle 

hydrodynamics 

3. element free Galerkin method 

4. meshless local Petrov-Galerkin 
method 

5. exponential basis functions 

6. singular points 

7. boundary integral equation 
method 

8. relaxation method 

9. radial basis functions method 

10.  method of fundamental 
solutions 

11. Trefttz method 

12. singular function boundary 
integral method 
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