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هـاي كربنـي در راسـتاي    هاي گوناگون توزيع تـابعي نانولولـه  شده با چيدماندر اين مقاله، رفتار كمانش صفحات كامپوزيتي تقويت  -چكيده 
ي هـا صورت نموي و براساس تئـوري برشـي مرتبـه اول صـفحات و كـرنش     ضخامت صفحه مورد بررسي قرار گرفته است. كليه معادلات حاكم به

گردد و دستگاه معادلات صورت نموي به صفحه اعمال ميمنظور تعيين بار بحراني كمانش، بار محوري بهدست آمده است. بهكارمن بهغيرخطي فون
شود. مطالعـه پـارامتري بـرروي اثـرات كسـر حجمـي       دست آوردن بار بحراني كمانش حل ميروش آزادسازي ديناميكي براي به تعادل به كمك

هاي ابعادي صفحه نانوكامپوزيتي انجام شده است. نتايج بيانگر اين اسـت كـه   ها، نسبت عرض به ضخامت و نسبتها، نوع چيدمان نانولولهلهنانولو
  شود.ي باعث افزايش بار بحراني كمانش ميتوجهطور قابلاز توزيع تابعي بهاستفاده 

  
  .اي كربني، روش آزادسازي ديناميكيهكمانش، صفحات نانوكامپوزيتي، نانولوله ی:كليدواژگان 
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Abstract: In this paper, buckling behavior of functionally graded carbon nanotube-reinforced composite (FG-CNTRC) plates 
is studied in line with the plates thikness. All  governing equations are presented incrementally, based on a First-order Shear 
Deformation Theory (FSDT) of plates and von Karman strain field. In order to find the critical buckling load, the axial load is 
applied to the plate incrementally and the equilibrium equations are solved by Dynamic Relaxation (DR) method. Parametric 
study of the effects of volume fraction of Carbon Nanotubes (CNTs), CNTs distribution, plate width-to-thickness ratio and aspect 
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ratio of nano composite plates is done in detail. The results show that functionally graded distribution of CNTs causes a 
significant increase of critical buckling load. 
 

Keywords: Buckling, nano composite plates, carbon nanotubes, dynamic relaxation method. 
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  مقدمه -١

دليـل نسـبت بـالاي    هـا بـه  کننـده کامپوزيـت   فايبرهاي تقويـت 

مـواد   استحکام به چگالي و سختي به چگالي در مقايسه با ساير

خصوص صنايع هـوايي،  در ساليان گذشته در صنايع مختلف، به

فضا همچنين صنايع خودرو و ورزشي، بسيار مـورد   نظامي، هوا

تـرين  اند. در اين ميان بررسي يکي از حساساستفاده قرار گرفته

نام کمـانش از اهميـت بـالايي برخـوردار     رفتارهاي مکانيکي به

هاي ذاتي ماده مانند ار به ويژگي. از آنجا که ماهيت اين رفتاست
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شـود، بهبـود و ارتقـاء ايـن     استحکام، سفتي و ... مربـوط مـي  

هاي مورد استفاده در صنايع حساس يکي از ها در سازهويژگي

شود. مـواد  هاي تحقيق و توسعه را شامل ميترين زمينهاساسي

هـاي  کامپوزيتي نوعي از مواد هستند که امکان ارتقـاء ويژگـي  

 .کننـد کننده فراهم ميماده را از طريق افزودن فاز تقويت ذاتي 

هايي که بيشـترين بهبـود را در   کننده بنابراين استفاده از تقويت

هـاي  تـرين زمينـه  شوند يکي از اساسيها سبب مياين ويژگي

تحقيق مواد کامپوزيتي است تا با حصول خـواص بهتـر بـراي    

رهاي مکانيکي آنها فراهم مواد کامپوزيتي زمينه براي بهبود رفتا

در  ۱۹۸۰هاي کربني از اواسط دهه گردد. در اين راستا نانولوله

ــد [  ــرار گرفتن ]. بيشــترين ٢و  ١مســير شناســايي و توســعه ق

هـا  کننده کامپوزيـت  هاي کربني تقويتمطالعات روي نانولوله

ايـن تحقيقـات از    .روي خواص مواد آنها متمرکز شـده اسـت  

ناميـک مولکـولي و يـا مطالعـات تجربـي      سازي ديطريق شبيه

هـايي از جملـه ضـريب الاسـتيک،     انجام شده است و ويژگـي 

ها را مورد بررسي قرار خواص بالستيک و سفتي نانوکامپوزيت

طــور هــا بــه]. خــواص مکــانيکي کامپوزيــت۳-۵داده اســت [

مستقيم به رفتار مکانيکي الياف تعبيه شده در آن بسـتگي دارد.  

توانـد خـواص   هاي کربني ميالياف با نانولولهجايگزين کردن 

کامپوزيتي از جمله ضريب الاستيسيته و اسـتحکام کششـي را   

کـه در نتـايج تئـوري و آزمايشـگاهي از     طوريبهبود بخشد. به

هـاي کربنـي   بـراي نانولولـه   TPa۱ضريب الاستيسيته بيشتر از 

 TPa۲/۱(اين در حالي است کـه ضـريب الاستيسـيته المـاس     

ــدوداســت)  ــتحکامي در ح ــتر از  ۱۰-۱۰۰ و اس ــه بيش مرتب

قويترين فولاد در يک کسر جرمي سخن به ميـان آمـده اسـت    

و الکترونيکـي   ، حرارتـي با توجـه بـه خـواص مکـانيکي    ]. ۶[

بسـيار   ضريب الاستيک، مانند هاي کربنينانولولهفرد بهمنحصر

 بالا، استحکام کششي، چگالي کم ومقاومت در برابـر شکسـت  

عنوان هاي کربني را بهفراوري نه چندان پيچيده، نانولوله بالا و

هايي ماننـد اليـاف کـربن،    کنندهجايگزين مناسبي براي تقويت

عرفي کرده اسـت  م ١الياف گرافيت، الياف شيشه و الياف کولار

منظور کـاهش هزينـه محصـول و وزن    تا با اصلاح پليمرها، به

فضا، خـودرو،   هوا سازه و همچنين افزايش کارايي، در صنايع

مـورد اسـتفاده قـرار گيرنـد.      نفت، ورزشي ، الکترونيـک و ... 

هاي تقويت بنابراين از دهه گذشته تحقيقات برروي کامپوزيت

اي برخـوردار شـده   هاي کربني از جايگاه ويـژه شده با نانولوله

هاي کربنـي  شده با نانولولههاي تقويت است. بيشتر کامپوزيت

]. ۶و  ۴ها را دارا هسـتند [ پاييني از نانولولهکسر حجمي بسيار 

تحقيقات آزمايشگاهي و تئوري گوناگون نشان داده اسـت کـه   

تواند خواص هاي کربني مياضافه کردن مقدار کمي از نانولوله

هــاي پليمــري را مکــانيکي، الکتريکــي و حرارتــي کامپوزيــت

وجه به ]. با ت٩و  ٨، ۷، ۴اي افزايش دهد [طور قابل ملاحظهبه

بهبود خواص ايجاد شده بسياري از محققين به بررسـي رفتـار   

هـاي  هاي كامپوزيتي تقويـت شـده بـا نانولولـه    مكانيكي سازه

] بـا  ۱۰صـيفوري و لياقـت [   ۲۰۱۲انـد. سـال   كربني پرداختـه 

 استفاده از تئوري غيرموضـعي الاستيسـيته بـه بررسـي ضـربه     

ر برنـولي  تيـر اويل ـ کم سرعت يک نـانوذره بـرروي يـک نـانو    

 پرداختند. خمش و کمـانش يـک تيـر نانوکـامپوزيتي تقويـت     

توسط ودينت چارووا و  ٢جدارههاي کربني تکشده با نانولوله

] مورد بررسي قرار گرفته شد. مواد تابعي يک نسـل  ۱۱ژانگ [

جديدي از مواد کامپوزيتي هستند که جزئيات ميکروساختاري 

کننـده تغييـر    تقويـت آنها از طريق توزيـع غيريکنواخـت فـاز    

سـازي  توان مفهوم مـواد تـابعي را در مـدل   کند. بنابراين ميمي

 هـاي کربنـي گنجانـد   شـده بـا نانولولـه   هاي تقويت کامپوزيت

  هـــاي کربنـــي شـــود. تـــا اســـتفاده مـــؤثرتري از نانولولـــه

هاي رفتار خمش غيرخطي کامپوزيت ۲۰۰۹] در سال ۱۲شن [

ني تابعي را مطالعه کرد. شـن و  هاي کربشده با نانولولهتقويت 

کمـانش   ۲۰۱۱و  ۲۰۰۹هـاي  ] بـين سـال  ۱۸-۱۳همکارانش [

خطي صفحات و حرارتي، پاسخ پس از کمانش و ارتعاش غير

هـاي کربنـي را   شده بـا نانولولـه  هاي کامپوزيتي تقويت پوسته

 آنهــا متوجــه شــدند کــه تقويــت .مــورد بررســي قــرار دادنــد

تواننـد دمـاي   ني با توزيع تـابعي مـي  اي کربهاي نانولولهکننده

بحراني کمانش و همچنـين اسـتحکام پاسـخ پـس از کمـانش      

ساختارهاي صفحه/پوسته تحت بار مکانيکي را افزايش دهـد.  
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] خمش خطـي و ارتعـاش آزاد صـفحات    ۱۹ژوو همکارانش [

هـاي کربنـي تـابعي را مـورد     شده با نانولولهکامپوزيتي تقويت 

] ارتعـاش آزاد  ۲۰حاني عراق و هدايتي [مطالعه قرار دادند. سب

هاي شده با نانولولهاي کامپوزيتي تقويت هاي استوانهخطي پنل

تاناکـا مطالعـه    -مـوري  -اساس روش اشلبيکربني تابعي را بر

] يک تحليل دينـاميکي از تيرهـاي   ۲۱شمتي [حکردند. ياس و 

شـن  بار متحرک ارائه کردند. وانگ و  تأثيرنانوکامپوزيتي تحت

] پاسخ ديناميکي غيرخطـي صـفحات کـامپوزيتي تقويـت     ۲۲[

هاي کربني روي يک پايه الاستيک که در محيط شده با نانولوله

] تحليـل  ۲۳بيگلـو [ حرارتي قرار داشت را بررسي کردند. علي

هاي کربنـي  شده با نانولولهاستاتيکي صفحه کامپوزيتي تقويت 

رد. کمــانش را در معــرض تحريــک پيزوالکتريــک بررســي کــ

هـاي کربنـي بـا    شـده بـا نانولولـه   صفحات کامپوزيتي تقويت 

] ۲۴استفاده از روش المان آزاد ريتز توسط لي و همکـارانش [ 

کـارگيري  مطالعه شـد. اخيـراً سـاختارهاي سـاندويچي در بـه     

هاي کربني مـورد توجـه   شده با نانولولههاي تقويت کامپوزيت

] پاسـخ پـس   ۲۶و  ۲۵وانگ [که شن و طورياند، بهقرار گرفته

از کمانش و همچنين ارتعـاش و خمـش غيرخطـي صـفحات     

ها را مورد مطالعه شده با نانولولهساندويچي کامپوزيتي تقويت 

  قرار دادند.

هـاي  با توجه به اهميـت بـار بحرانـي کمـانش در طراحـي       

ــوي و روش    ــار نم ــک ب ــق حاضــر از تکني ــي، در تحقي مهندس

تحليـل کمـانش مکـانيکي صـفحات     آزادسازي ديناميکي بـراي  

هــاي تــابعي مختلــف از شــده بــا چيــدمان کــامپوزيتي تقويــت

جداره در شرايط مـرزي سـاده و گيـردار    کربني تک هاينانولوله

جـداره  کربني تـک  هاينانولولهاستفاده شده است. خواص مواد 

سـازي ديناميـک   بـه انـدازه هسـتند کـه از طريـق شـبيه      وابسته 

دسـت آمـده اسـت. خـواص     ده در مراجع بـه ش مولکولي انجام

کربني با فرض تابعي  هاينانولولهشده با  هاي تقويتکامپوزيت

بودن در جهت ضخامت از طريق يک مدل ميکرومکانيکي با نام 

صورت کليه معادلات حاکم بهدست آمده است. قانون اختلاط به

هاي نموي و براساس تئوري برشي مرتبه اول صفحات و کرنش

دست آمده است. سپس دستگاه معادلات کارمن بهرخطي فونغي

صـورت نمـوي   کمک روش انرژي بـه  خطي کوپل بهتعادل غير

هاي آزادسازي دينـاميکي  کمک ترکيب روشدست آمده و به به

دست آوردن بار بحراني کمانش حـل  و اختلاف محدود براي به

 . شده است

  

  معادلات حاکم -۲

  شـده بـا   ات کامپوزيتي تقويتهندسه و خواص صفح -۲-۱

  کربني هاينانولوله        

  هندسه مورد بررسي براي کمـانش صـفحه کـامپوزيتي تقويـت    

ها کربني با چهار نوع توزيع مختلف نانولوله هاينانولولهشده با 

، عـرض  bاي، با طول هاي گوناگون بارگذاري صفحهو چيدمان

a  و ضــخامتh ،) بســترشــودمشــاهده مــي  )۱در شــکل .  

گرد اسـت. خـواص مـواد از طريـق قـانون      شده همسان تقويت

ــانون اخــتلاطاخــتلاط ســاده تخمــين زده مــي   شــوند. طبــق ق

ساده ضريب الاستيسيته و ضـريب برشـي بـا روابـط زيـر بيـان       

  ]: ۱۲شوند [مي

)۱( CNT
CNT m mE V E V E  11 1 11  

)۲(  CNT m
CNT

m

V V

E EE


 2

22 22
  

)۳(  CNT m
CNT

m

V V

G GG


 3

12 12
  

  

ترتيـب ضـريب   بـه  CNTG12و  CNTE11 ،CNTE22در روابط بالا 

 وباشــند مــي هــاي کربنــيالاستيســيته، ضــريب برشــي نانولولــه

ته و برشـي بسـتر   هـاي الاستيسـي  ضريب mGو  mE همچنين

. هستند j j , ,  1 2 کربنـي ناميـده    هاينانولوله تأثيرضرايب  3

دست آمده هاي الاستيسيته بهشوند، و از طريق تطبيق ضريبمي

سازي ديناميـک مولکـولي بـا    براي نانو کامپوزيت از طريق شبيه

و  CNTVآينـد. دست ميدست آمده از قانون اختلاط، بهنتايج به

mV هستندکربني و بستر  هاينانولولهترتيب کسر حجمي به:  

)۴(  
CNT mV V  1  

  کربني با توجه بـه چهـار نـوع توزيـع      هاينانولولهکسر حجمي 
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  شکل Vتي با توزيع تابعي (ب) صفحه نانوکامپوزي  (الف) صفحه نانوکامپوزيتي با توزيع يکنواخت

    
  شکل X(د) صفحه نانوکامپوزيتي با توزيع تابعي   شکل O(ج) صفحه نانوکامپوزيتي با توزيع تابعي 

  

   هاي کربني تحت توزيع مختلف بارهاي فشاري و کششيصفحات کامپوزيتي با آرايش مختلف نانولولهنانو -۱ شکل
  

  ]:۱۹داراي روابط زير است [ آنهامختلف 

)۵(  

  توزيع يکنواخت CNT CNTV z V  

  شکل Vتوزيع تابعي  CNT CNT
Z

V z V
h

   
 

21  

  شکل Oتوزيع تابعي  CNT CNT
Z

V z V
h

 
  

 

22 1

  شکل Xتوزيع تابعي  CNT CNT
Z

V z V
h

 
  

 

22  

  :کهطوريبه 

)۶(  
* CNT
CNT CNT CNT

CNT CNTm m

w
V

w w


    

           

  

کربنـي در صـفحه    هـاي نانولولـه کسـر جرمـي    CNTwدر بالا 

 هـاي نانولولـه چگـالي بسـتر و    CNTو  mکامپوزيتي است و

٣. کســر جرمــيهســتندکربنــي  CNTw اســتفاده شــده بــراي ،

. نسبت پواسـون  ها برابر استهاي مختلف توزيع نانولولهحالت

12  صفحات نانو کامپوزيتي با فرض توزيع يکنواخت از رابطه

  :]٢٤و  ١٥، ١٤[آيد دست ميزير به

)۷(  * CNT m
CNT mV V    12 12  

  

  معادلات تعادل -۲-۲

صـورت نمـوي   دست آوردن بار بحراني کمانش، بار بـه براي به

 .شـود تغيير مکان رسم مي -ودار بارشود و در پايان نماعمال مي

شکل نموي اسـتخراج  بايست بهبدين منظور معادلات تعادل مي

شوند. تئوري برشي مرتبه اول صـفحات بـراي محاسـبه ميـدان     

جاييجابه Tu, v, w ۲۷کار گرفته شده است [به[:  

)۸(  

 
 
 

 
 
 

 
 

x

y

u x, y u x, y x, y

v x, y v x, y z x, y

w x, y w x, y

    
           

     
     

0
0
0 0
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هاي نموي با جاييطي نموي با جابههاي غيرخروابط بين کرنش

کـارمن،  هـاي بـزرگ فـون   نظر گرفتن فرضـيات تغييـر شـکل   در

  شود:اينگونه محاسبه مي

)۹(  

xx
xx xx

yyyy yy

xy xy xy

yz yz

xz
xzy

k

k

z k

     
         
             
           
           

0

0

0

0

0

0
0

  

  :کهطوريبه

 

xx

yy

xy

yz

y
xzy

x

u w w w

x x x x

v w w w

y y y y

u v w w w w w w

y x x y x y x y

w

y

w

x

              
  

                                              
  

      





2
0 0 0 0

0 2
0 0 0 00

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0

00

0

1
2
1
2













 
 
 
 

  

  )۱۰(  

x

xx
y

yy

xy
yx

x
k

k
y

k

y x

 
 

  
         

   
      

     
ي نمـوي  هـا هـاي نمـوي و کـرنش   ساختاري بـين تـنش   روابط

  شوند:شکل زير نوشته ميبه

  

   
   

 
 

 

xx

yy

xy

yz

xz

xx

yy

xy

yz

xz

Q Z Q Z

Q Z Q Z

Q Z

Q Z

Q Z

   
           

     
     
   
    
    
    
    

11 12
12 22

66
44

55

0 0 0
0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 

  

)١١(  

شــکل زيــر نوشــته ) اجــزاي مــاتريس ســفتي بــه۱۱در رابطــه (

  شوند:مي

E
Q ,




 
21 11

12
12 211  

E
Q ,

  
22

22
12 211  

E
Q ,

  
11

11
12 211  

  

)۱۲(  Q G55 13  Q G ,44 23  Q G ,66 12  

هاي تنش برشي نيروي نموي، گشتاور نموي و منتجه هايمنتجه

هـاي نمـوي داخلـي وابسـته     نموي توسط معادلات زير به تنش

  شوند:مي

h
xx xx

yy yy
h

xy xy

zdz,



    
           
          


2

2

h
xx xx

yy yy
h

xy xy

dz,



    
           
          


2

2

  

)١٣(
                                      

h

y yz

x xzh

Q
dz

Q


          
       


2

2

  

  

 هـاي منتجـه ) ۱۳) در معادلات (۱۱) تا (۹گذاري روابط (يبا جا

شـکل   نيروي نموي، گشتاور نمـوي و تـنش برشـي نمـوي بـه     

  آيند:دست ميماتريسي به

)۱۴(  

xxxx

yy yy

xy xy

xx

yy

xy

A A

A A

A

B B k

B B k

B k

                  
            

         
       

0
11 12

0
12 22

066

11 12
12 22

66

0
0

0 0

0
0

0 0

  

)۱۵(

xxxx

yy yy

xy xy

xx

yy

xy

B B

B B

B

D D k

D D k

D k

                 
            

         
       

0
11 12

0
12 22

066

11 12
12 22

66

0
0

0 0

0
0

0 0

)۱۶(  
y yz

x xz

Q A

AQ

                   

0
44

055

0
0

  

  

کشـش و   -هاي سفتي کششـي، سـفتي اتصـال خمـش    ريسمات
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ترتيـب بـا   سفتي خمشي و ماتريس ضرايب نيروهاي برشـي بـه  

  آيند:دست ميروابط زير به

)۱۷(   i, j , ,12 6     
h

ij ij ij ij
h

A ,B ,D Q ,z,z dz


 
2 2

2

1  

)۱۸(   ij ,44 55 

h

s
ij s ij

h

A k Q dz


 
2

2

  

شود و مقدار ضريب تصحيح برشي ناميده مي sk)۱۸در رابطه (

  شود. نظر گرفته ميدر 56آن 

اسـتفاده از حالـت   معادلات تعادل تئوري برشـي مرتبـه اول بـا    

  :آينددست مياستاتيکي اصل کار مجازي به

)۱۹( 
U V    0  

)۲۰(   V q W x, y dxdy      

)۲۱( U u dxdy   0  

هـاي تـنش   در نهايت معادلات نمـوي تعـادل برحسـب منتجـه    

  آيند:دست ميشکل زير بهبه

xyxxu :
x y


  

 0 0  

xy yy
v :

x y

 
  

 0 0  

 

 

yx
xx

xx xx yy

yy yy

QQ w
w :

x y x

w w

x y

w

y

  
        

   
        

 
  



2
0 2

2 2
2 2

2
2

  

 xy xy xy
w w

q
x y x y

   
            

2 2
2 2 0  

xyxx
x x: Q

x y


    

 
0  

xy yy
y y: Q

x y

 
   

 
0  

)۲۲(  

از معادله سـوم حـذف    qگفتني است که براي مسئله کمانش 

) و انجام ضـرب ماتريسـي روابـط    ۱۰شود. با استفاده از رابطه (مي

تـوان معـادلات   )، مي۲۲آنها در روابط ( جايگذاري) و ۱۶) تا (۱۴(

ــي را بر   ــادل نيروي ــوي تع ــه نم ــب مؤلف ــه حس ــاي جاب ــايي ه ج

)ru, v, w, ,  علت گستردگي معادلات ) نوشت. گفتني است به

جايي، از ارائه اين معادلات در اين قسمت هاي جابهبرحسب مؤلفه

  اند.خودداري شده است و در قسمت پيوست آورده شده

  

  شرايط مرزي -۲-۳

شـده بـا   ويـت شرايط مرزي براي کمانش صفحات کامپوزيتي تق

شـکل  هاي مختلف بارگذاري بـه کربني براي حالت هاينانولوله

  :استزير 

  گاه گيردار: الف) تکيه

)۲۳(  

x=0,a  xلبه  q  x yw v ,     0
  

y=0,b xلبه  q    x yw u ,     0 
  

  گاه ساده: ب) تکيه

)۲۴(  

x=0,a  xلبه  q  y xw v ,     0  

y=0,b  yلبه  q    x yw u ,     0

  

  روش آزادسازي ديناميکي -۳

تکـراري اسـت کـه هـدف آن      فرآينـد سازي ديناميکي يک آزاد

ناميکي براي طور کلي، انتقال يک سيستم استاتيک به فضاي ديبه

. ايـن روش  اسـت دسـت آوردن حالـت پايـدار اسـتاتيکي آن     به

طور خاص، براي تحليل مسائل با رفتارهاي غيرخطي مناسب به

فضاي کمي را  ،سازي صريحعلت فرمولبه ،است. علاوه بر اين

نويسـي  در حافظه کامپيوتر اشغال کرده و بسيار مناسب براي کد

ري حـل دسـتگاه معـادلات    تکـرا  فرآينـد است. در ايـن روش،  

ــم ــزي      ه ــدود مرک ــل مح ــرفتن از تفاض ــک گ ــا کم ــان ب   زم

. براساس ايـن روش، يـک سيسـتم اسـتاتيکي بـا افـزودن       است

نيروهاي فرضـي اينرسـي و ميرايـي بـه يـک فضـاي سـاختگي        

  :]۲۸يابد [ديناميکي انتقال مي

)۲۵(             n n n nX C X K X F t      
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در اين رابطه  و C هاي جـرم و ميرايـي  ترتيب ماتريسبه 

مجازي و همچنين n
X  و n

X    بردارهاي شـتاب و سـرعت

، همچنـين هسـتند ام nمجازي در تکرار  X  جـايي  بـردار جابـه

فاضل محدود، بردارهـاي سـرعت و   . با استفاده از روش تاست

  :]۲۸صورت زير نوشت [توان بهشتاب را مي

)۲۶(       n n
n X X

X
t

 





1 1
2 2 



)۲۷(       n n
n X X

X
t


 




11
2  

طبـق مقـدار   . اسـت گـام زمـاني سـاختگي     tدر معادله بـالا،  

  :شکل زير بيان کردتوان بهميانگين، سرعت را مي

)۲۸(       n n
n X X

X

 




1 1
2 2

2
 

  

سـازي  ) و سـاده ۲۵) در رابطة (۲۸) و (۲۶روابط ( جايگذاريبا 

آن، سرعت در گام  n 
1
جايي در آيد. همچنين جابهدست ميبه 2

گام  n 1 دست خواهد آمد که روابط آن در زير آمده استبه: 

)۲۹(  
   

           
   

n n

M C

F K Xt
X X

M C M C

t t

 

 
    

   
        

1 1
2 2

2

2 2

   

)۳۰(      nn nX X t X
  

11 2  

منظور داشتن معادلات تکرار صريح، ماتريس جرمي ساختگي به

بايد قطري باشد. همچنين، مـاتريس ميرايـي بـا رابطـة زيـر بـه       

:استماتريس جرمي وابسته 
 

  

)۳۱(     C c M  

) ۳۱رابطـه (  جايگـذاري . با استضريب ميرايي c در رابطة بالا 

  :شود) رابطة زير حاصل مي۲۹در (

)۳۲(     
     

     n n nc t t
X X M R

c t c t

    
 

   

1 1 12 2
2 2
2 2

   

در اينجا  nR صورت زير مانده است که بهبردار نيروهاي باقي

  :شودتعريف مي

)۳۳(               n nn n nR X C X F t K X       

 شـود بـراي شـروع بـه حـل مقـادير صـفر بـه        پيشنهاد مـي   

بردارهاي X و  0 n
X

 اختصاص داده شود. از ايـن طريـق،    12

سـپس بـردار    و) ۳۲سرعت در وسط گام، با استفاده از رابطـة ( 

 فرآينـد آيد. ايـن  دست مي) به۳۰جايي با استفاده از رابطة (جابه

مـه خواهـد   تا وقتي که همگرايي حل به حالت پايدار برسـد، ادا 

جايي و سـرعت  در هر گام بردارهاي جابه در اين حالتداشت. 

شوند. نحوه اعمال شرايط مرزي که شـامل دو دسـته   اصلاح مي

جايي هستند نيز بدين صورت است که بـا توجـه   نيرويي و جابه

جـايي در ناحيـه   به حل معادلات تعـادل برحسـب ميـدان جابـه    

جه به نـوع شـرايط مـرزي    تکرار با تو فرآيندداخلي، در هر بار 

ها در مرز با اسـتفاده از بسـط تفاضـل    جاييمقادير مختلف جابه

شـوند. بنـابراين   محدود پيشرو، پسرو و يا مرکزي محاسـبه مـي  

جايي و همچنين ميـدان سـرعت بـراي    تمامي مقادير ميدان جابه

. گفتنـي اسـت   هسـتند تکرار موجود  فرآيندها در هر تمامي گره

بـه حـداقل رسـيدن مقـادير      فرآينـد ي اتمام شرط همگرايي برا

كننده بـه   هاست كه اين شرايط بيانسرعت (انرژي جنبشي) گره

تعادل استاتيکي رسيدن سيستم ديناميكي فرضـي درنظـر گرفتـه    

  .استشده 

طور کلي ناپايـدار اسـت،   روش تکرار آزادسازي ديناميکي به  

جـايي  ردار جابـه بنابراين بايد مقادير جرم، ميرايي، گام زماني و ب

ــه  ــه ب ــهاولي ــي   گون ــه همگراي ــوند ک ــاب ش ــداي انتخ   را فرآين

از  iتضمين کنند. با توجه به تئوري گرشگورين، براي هـر گـره   

منظـور تعيـين   يک سيستم گسسته شده، بايـد نـابرابري زيـر بـه    

مــاتريس قطــری   5 5l
ii x ym l : u , v , , , w   0 کــه از  0

مجازي ماتريس جرم  M N N  استخراج شده است (کـه N 

)، هسـتند  yو x هـاي مختصـات   ها در راستاي محـور تعداد گره

  :]۲۹[شود  تأمين

)۳۴(  
N

l l
ii ij

j

m t k


  2
1

1
4

  

عناصر ماتريس سفتي  ijkدر رابطه بالا  K بطـه  که از را است

  :شوندزير حاصل مي

)۳۵(   


P
K

X




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 در رابطة بالا  x yX u, v, w , ,    وP    سـمت چـپ

جايي (معـادلات  هاي جابهمعادلات تعادل نموي برحسب مؤلفه

کـه طبـق    اسـت . فاکتور مهم بعدي ضريب ميرايي است) ١-پ

  :]۲۹آيد [دست ميصورت زير بهانگ، بهايده ارائه شده توسط ژ

)۳۶( 

    
    

T
n n

n T
n n n

X F X
c

X X

    
  

1
2

2

. اسـت گذار است، گام زمـاني  تأثيرپارامتر ديگري که بسيار   

را براي گام زماني پيشـنهاد   ۱/۱و  ۱] مقادير ثابت ۳۰آندروود [

داده است. از آنجا که معادلات حاکم از نـوع مسـائل بـا مقـدار     

هاي اينرسي و ميرايـي  ا اضافه کردن ترمب هستندمرزي مشخص 

سمت راست معادلات تعادل به فرمت مسائلي با مقـدار اوليـة   به

   :معين مطابق روابط ذيل تغيير شکل يابند

  xyxx
u u

d u du
m c

x y dtdt


  

 

2
2  

  xy yy
v v

d v dv
m c

x y dtdt

 
  

 

2
2  

  
 

 

yx
xx xx xx

yy yy yy

QQ w w

x y x x

w w

y y

    
          

   
       

2 2
2 2

2 2
2 2

  

           

 xy xy xy

w w

w w

x y x y

d w dw
q m c

dtdt

   
          

  

2 2

2
2

2 2

 

  
x x

xyxx x x
x

d d
Q m c

x y dtdt
 

  
    

 

2
2  

)۳۷(  y y

xy yy y y
y

d d
Q m c

x y dtdt
 

   
    

 

2

2  

  

) براي پيدا کردن سرعت در گام مياني روابـط  ۳۷با حل روابط (

 شود:زير حاصل مي
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22

2 
حال با داشتن مقادير سرعت در وسط گام و با استفاده از رابطـة  

ها، در انتهاي هر بـازة زمـاني   ها و دورانجايي) مقادير جابه۳۰(

  شود.محاسبه مي

  يناميکي همانند زير است:هاي محاسباتي روش آزادسازي دگام  

نيروهـاي   ةمانـد هاي حداکثر تکرارها، خطاهـاي بـاقي  عامل -۱

ــرژي جنبشــي ســازه (  kداخلــي و ان R maxe ,e ,N ــين ) تعي

nشوند و مي  و  0 x  
1
2 0 شود.نظر گرفته ميدر  

بردار  -۲ x  د.شوحدس زده يا محاسبه مي 0
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  شود.) محاسبه مي۳۳نيروي ناميزان از رابطه ( -۳

nاگر  -۴
RR eصـورت، کـار   اين يابد. در غير، کار پايان مي

 يابد.ادامه مي

  شوند.هاي جرم و ميرايي محاسبه ميماتريس -۵

۶-  nx  1
  آيد.دست ميه)، ب۳۸از رابطه ( 2

nqاگر انرژي جنبشي سيسـتم   -۷
kjj

D e



   
 


 1

2
2

باشـد کـار    1

 يابد.صورت، کار ادامه مييابد. در غير اينپايان مي

بردار  -۸ nx 1 ) شود.)، محاسبه مي۳۰از رابطه 

 د.شوهاي مرزي وارد ميشرط -۹

maxnاگر -۱۰ N صـورت،  يابد. در غير ايـن اشد، کار پايان ميب

n n 1 ) گردد.) برمي۳و تحليل به گام  

  

  نتايج و بحث -۴

در تحليل نموي حاضر، يک نمـو بـار خـارجي بـه سـازه وارد      

گردد و در هنگـام اجـراي تکرارهـاي آزادسـازي دينـاميکي،      مي

همگرايي در اين نمـو،  شود. پس از داشته ميمقدار بار ثابت نگه

مزبور تا کامل  فرآيندگردد و يک نمو بار ديگر به سازه وارد مي

شود. با توجه به اينکـه ماهيـت   شدن تمام بار خارجي تکرار مي

علـت  کمانش عبارتست از افـزايش نامتناسـب تغييـر مکـان بـه     

منظور پيدا کردن بار بحراني در پايان هـر  افزايش کوچک بار، به

جـايي  هاي حاصل از هر نمو با جابـه جاييزان جابههمگرايي مي

تغييـر   -در پايـان نمـودار بـار    .شودحاصل از نمو قبل جمع مي

اي از نمودار که افزايش نامتناسب شود و در نقطهمکان رسم مي

. مقدار استتغيير مکان وجود دارد، آن نقطه بار بحراني کمانش 

wنقص اوليـه   (i, j) / * cos( x a) 0 01 نظـر گرفتـه شـده    در 2

crبعد است. پارامتر بي

m

N b
E h

P 
2

و همچنين مقدار ضـخامت   3

h m m اند. مطالعه پارامتري جهـت نشـان   درنظر گرفته شده 2

ها، نسبت ها، نوع توزيع نانولولهحجمي نانولوله دادن اثرات کسر

شرايط مرزي عرض به ضخامت صفحه، نسبت ابعادي صفحه و 

ــفحات      ــواع ص ــانش ان ــي کم ــار بحران ــر ب ــردار ب ــاده و گي س

نانوکامپوزيتي تابعي و يکنواخت، انجام شده است. با توجـه بـه   

، با تعريف xراستا با محور کربني هم هاينانولولهجهت چيدمان 

1 و2 ترتيب در دو جهـت  عنوان ضرايب تناسب بار بهبهx  و

yنظر گرفته شده هاي صفحه درهاي مختلف بار براي لبه، حالت

ــک   ــاري ت ــامل فش ــه ش ــت ک ــور  اس ــت مح ــوري در جه مح

 ,    1 21 0xمحــوري، فشــاري دو  ,     1 21 و  1

) yکششـي (در راسـتاي محـور     -)xفشاري (در راستاي محور 

 ,    1 21   .است 1

  

  هاي تحليل بررسي صحت و دقت پاسخ -۴-۱

اي از تحليـل کمـانش صـفحات    مطالعـه مقايسـه   )۱( جدولدر 

هـاي  هـاي کربنـي بـا چيـدمان    شده با نانولولهکامپوزيتي تقويت 

] ارائه شده اسـت. گفتنـي   ۲٤ها با نتايج مرجع [مختلف نانولوله

 صـفحه برابـر   است که در اين مقايسه نسبت عرض به ضخامت

b

h
 mE صـورت وده وخواص ماده پليمري بهب 10 / GPa 2 1 

mو  /  0 هاي کربنـي مطـابق آنچـه در    و خواص نانولوله 34

نظر گرفته شده اسـت. همچنـين   شود، درمشاهده مي )۲( جدول

*ه اسـتفاده بـراي ايـن مقايس ـ   کسر حجمي مورد 
CNTV /0 11 

مـي  کربني در ايـن کسـر حج   هاينانولوله تأثيرو ضرايب  است

طـور کـه مشـاهده    . همـان ٢= ٩٣٤/٠ و ١= ١٤٩/٠عبارتند از 

 اًگاهي ساده و گيردار انطباق نسبتشود در هر دو شرايط تکيهمي

  دارد. خوبي بين نتايج دو تحليل وجود

  

  مطالعه پارامتريک -۴-۲

کربنـي   هـاي نانولولهشده با  دا خواص مواد کامپوزيت تقويتابت

شــوند. در ايــن تحقيــق مــاده پليمــري بــا خــواص معرفــي مــي

mE / GPa 2 5، m /  0 gو  34
m cm

/  31 15 

 هـاي نانولولـه  براي فاز بستر انتخاب شده است. خـواص مـواد  

استفاده در ايـن   ) مورد۱۰و۱۰(۲ندلي راحتيجداره صتک کربني

شـود. نکتـه کليـدي جهـت     مشاهده مي )۲( مقاله نيز در جدول

 هـاي تقويـت  کاربرد درست قانون اختلاط ساده براي کامپوزيت

ثر نانولولـه  ؤکربني تعيين درست ضرايب م ـ هاينانولولهشده با 

j j , , 1 2   تـأثير ضرايب  عنوان) به۳ضرايب جدول (. است 3
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بعد کمانش مقايسه بار بي - ۱جدول 
2

cr
3

m

N bP =
E h

  

  گاه گيردارتکيه  هاتوزيع نانولوله  نوع بارگذاري
  

  گاه سادهتکيه

  ]۲٤[ لي  پژوهش حاضر    
  

  ]۲٤لي[  پژوهش حاضر

  UD ۱۹۰۴/۲۵ ۷۳۲۹/۲۵   ۷۴۹/۱۳ ۱۰۷۳/۱۴ 

,    1 21 0  FG-X  ۶۶۶۷/۲۶ ۸۸۸۲/۲۷   ۱۴۷/۱۶ ۰۶۳۱/۱۷ 

 FG-O  ۳۸۰۱/۲۲ ۱۲۲۱/۲۱   ۵۴۹۶/۱۰ ۸۳۰۶/۹ 

 FG-V  ۵۳۶۲/۲۴  -    ۴۲۹۲/۱۳  -  

              

 UD  ۹۵۲۳/۳۰ ۱۰۰۶/۳۱   ۸۱۷۶/۲۷ ۴۷۶۸/۲۸ 

,    1 21 1  FG-X  ۴۲۸۵/۳۱  ۳۸۷/۳۱    ۹۷۷۵/۲۸  ۱۸۹۷/۲۹  

  FG-O  ۱۴۲۸/۲۷ ۹۳۴/۲۷   ۲۵۹۷/۲۵ ۰۴۷۴/۲۴ 

  FG-V  ۴۲۸۵/۳۱ -   ۹۷۷۵/۲۸ - 
              

 UD  ۰۴۷۶/۹  ۲۸۳/۹    ۷۱۴۲/۵  ۸۸۳۱/۵  

,     1 21 1  FG-X  ۵۴۲۴/۹  ۶۵۱/۹    ۱۹۰۴/۶  ۴۳۸۴/۶  

  FG-O  ۵۷۱۴/۸  ۶۰۰۶/۸    ۰۰۱/۵  ۸۹۴۶/۴  

  FG-V  ۵۷۱۴/۸  -    ۰۰۱/۵  -  

  

R() ۱۰و  ۱۰( هاي کربنيخواص نانولوله - ۲جدول  = 0/ 67nmL = 9 / 26nm,h = 0 / 067nm,۱۵[ دماي محيط ) در[  

E (TPa)11  E (TPa)22  G (TPa)12  CNT12  CNT
g( )

cm
 3  

۶۴۶۶/۵  ۰۸۰۰/۵ ۹۴۴۵/۱  ۱۷۵/۰ ۴/۱  

  
  ]۱۵هاي کربني براي ماده نانوکامپوزيتي [نانولوله تأثيرضرايب  - ۳ جدول

CNTV  
  قانون اختلاط ساده  

  E (GPa)11  1  E (GPa)22  2  3  

۱۲/۰    ۷۸/۹۴  ۱۳۷/۰ ۹/۲  ۰۲۲/۱  ۷۱۵/۰  

۱۷/۰    ۶۸/۱۳۸  ۱۴۲/۰ ۹/۴  ۶۲۶/۱  ۱۳۸/۱ 

۲۸/۰    ۵/۲۲۴  ۱۴۱/۰  ۵/۵ ۵۸۵/۱  ۱۰۹/۱  

  

 استفاده قرار گرفته اسـت کـه از طريـق انطبـاق    ها مورد نانولوله

دست آمـده از قـانون اخـتلاط سـاده بـا      هاي الاستيک بهضريب

آيـد.  دست مـي ولي بهسازي ديناميک مولکمقادير حاصل از شبيه

ــراي  ــداري ب ــده اســت.   G12برشــي  ضــريبمق ــزارش نش   گ

/بنابراين فـرض شـده اسـت کـه      3 20 Gو  7 G13  و 12

G / G23 121   .است 2

  

  شـده بـا  تحليل کمانش صفحه کـامپوزيتي تقويـت   -۴-۲-۲

 کربني هاينانولوله            

  بعـد  بار بـي  ) منحني۷) تا (۵هاي () و شکل۴) تا (۲هاي (شکل
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بعد هاي کربني بر بار بيافزايش کسر حجمي نانولوله تأثير -۲ل شک

b=۵۰ کمانش،
h 

 و ,    1 21 0  

  

بعد کربني بر بار بيهاي افزايش کسر حجمي نانولوله تأثير -۵ل شک

b=۱۰کمانش، 
h 

 و ,    1 21 0  

  
بعد هاي کربني بر بار بيحجمي نانولوله افزايش کسر تأثير -۳ل شک

b=۵۰کمانش، 
h 

 و ,    1 21 1  

  

بعد هاي کربني بر بار بيلهحجمي نانولو افزايش کسر تأثير -۶شکل 

b=۱۰کمانش، 
h 

و   ,    1 21 1  

    
بعد هاي کربني بر بار بيحجمي نانولوله افزايش کسر تأثير -۴شکل 

b=۵۰کمانش، 
h 

و   ,     1 21 1 

بعد هاي کربني بر بار بيي نانولولهحجم افزايش کسر تأثير -۷شکل 

b=۰۱کمانش، 
h 

و  ,     1 21 1 

  

هـاي  حسـب کسـر حجمـي   کمانش صفحه نانوکامپوزيتي را بـر 

کربنـي و   هـاي نانولولـه متفاوت براي چهار نوع توزيع مختلـف  

گـاهي گيـردار   هاي مختلـف بارگـذاري در شـرايط تکيـه    حالت

bترتيب براي نسبت عرض به ضـخامت  به
h  bو  50

h  10 

  دهند.نشان مي

توزيـع  ) ۴( تـا  )۲( شود در شـکل طور که مشاهده ميهمان  
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بعد کمانش را دارا اسـت. ايـن   شکل بيشترين بار بي Xتابعي 

 شـکل کمتـرين ميـزان بـار     Oدر حالي است که توزيع تابعي 

دليل توزيـع  شکل به Xکند. توزيع تابعي کمانش را تحمل مي

که با شکل توزيع خـود صـفحات    ،هاي کربنيمتقارن نانولوله

 ،بالا و پـايين صـفحه نانوکـامپوزيتي را تقويـت کـرده اسـت      

 .کنـد شرايط بهتري را براي تحمل بارگذاري جانبي فراهم مي

ا تقويـت  شکل، که صفحات مياني ر Oاز طرفي توزيع تابعي 

ين بار کمترتر هستند، کرده است و سطوح بالا و پايين ضعيف

عـلاوه بـا افـزايش کسـر     کمانش را بين اشکال توزيع دارد. به

شـکل   Xنـان توزيـع تـابعي    کربني همچ هايحجمي نانولوله

هاي کربني بيشـترين بـار   نسبت به ساير اشکال توزيع نانولوله

شـود کـه بـا    شاهده ميبعد کمانش را دارا است. همچنين مبي

 ۱۲/۰هاي کربني از درصدي کسر حجمي نانولوله ۲۹افزايش 

درصـدي در بـار    ۳۹طور متوسـط شـاهد افـزايش    به ۱۷/۰به 

هاي مختلف توزيع و همچنين سـه  بعد کمانش براي حالتبي

حالـــت بارگـــذاري،   ,    1 21 0 ، ,    1 21 و  1

 ,     1 21 م. اين در حالي است که با افـزايش  هستي، 1

بـه   ۱۷/۰هـاي کربنـي از   درصدي کسر حجمـي نانولولـه   ۳۹

بعـد کمـانش   درصد در بار بي ۱۵طور متوسط حدود به ۲۸/۰

دهـد کـه صـرف افـزايش     افتد. اين نشان ميافزايش اتفاق مي

 طور مداوم باعث افزايش چشـمگير بـار  هاي کربني بهنانولوله

  شود.  بحراني کمانش نمي

) که نسبت عـرض  ۷) تا (۵هاي (همچنين با بررسي شکل

bبــه ضــخامت 
h  نظــر گرفتــه شــده اســت ملاحظــه در 10

هـاي  درصدي کسـر حجمـي نانولولـه    ۲۹شود که افزايش مي

درصـدي در   ۴۰باعث افزايش حدود  ۱۷/۰به  ۱۲/۰کربني از 

هاي مختلف توزيـع و بارهـاي   حالتبعد کمانش براي بار بي

 ,    1 21 0،  ,    1 21  و 1
 

 ,     1 21  ۳۹حالي است که افـزايش  شود. اين درمي1

ــه  ــت  درصــدي کســرحجمي نانولول ــي در دو حال ــاي کربن ه

بارگذاري  ,    1 21 و  0 ,    1 21 بـه   ۱۷/۰، از 1

افزايش حـدود   Vو  Oو  Xهاي توزيع تابعي در حالت ۲۸/۰

درصـدي بـار    ۶درصدي و در توزيع يکنواخـت افـزايش    ۱۱

کـه در حالـت   شـود. در صـورتي  بعد کمانش را منجـر مـي  بي

بارگــذاري  ,     1 21 ــزايش 1 درصــدي کســر  ۳۹، اف

کمـانش   بعـد درصـدي در بـار بـي    ۶حجمي باعـث کـاهش   

شود. با نگاهي دوباره بـه نتـايج حاصـل بـراي دو نسـبت      مي

bعرض به ضخامت متفاوت (
h  bو  50

h  ) ملاحظـه  10

 تـأثير شود که افزايش کسـر حجمـي در صـفحات نـازکتر     مي

بيشتري در ميزان افزايش استحکام صفحه نانوکامپوزيتي دارد. 

بعــد کمــانش در بارگــذاري   هش بــار بــي همچنــين کــا 

 ,     1 21 bبراي نسبت عرض به ضـخامت  1
h  10 

تـر تـراکم   گوياي اين مطلب اسـت کـه در صـفحات ضـخيم    

هـا عامـل منفـي در جهـت اسـتحکام بيشـتر صـفحه        نانولوله

شود چرا که در پي افـزايش کسـر   نانوکامپوزيتي محسوب مي

شود. همچنـين بـا   بعد کمانش نتيجه مي، کاهش بار بيحجمي

بعد کمانش در نسبت عرض به ضـخامت  مقايسه مقدار بار بي

b
h  bو  50

h  شود که در هر سـه حالـت   مشاهده مي 10

بارگذاري با افزايش نسـبت عـرض بـه ضـخامت ميـزان بـار       

  بد.يابعد کمانش کاهش ميبي

) منحنـي  ۱۳) تـا ( ۱۱هاي () و شکل۱۰) تا (۸هاي (شکل  

حسـب کسـر   بعد کمانش صفحه نانو کـامپوزيتي را بـر  بار بي

ــع مختلــف   حجمــي ــوع توزي ــار ن ــراي چه ــاوت ب هــاي متف

هاي مختلف بارگذاري در شـرايط  هاي کربني و حالتنانولوله

ترتيب بـراي نسـبت عـرض بـه ضـخامت      گاهي ساده بهتکيه

b
h  bو  50

h  طور کـه مشـاهده   دهند. هماننشان مي 10

شـکل   Xگاهي ساده نيز توزيع تـابعي  شود در شرايط تکيهمي

 Oبعد کمـانش را دارا اسـت و توزيـع تـابعي     بيشترين بار بي

کنـد. همچنـين   ين ميزان بار کمانش را تحمـل مـي  کمترشکل 

گاهي ساده نيز هي گيردار در شرايط تکيهگامشابه شرايط تکيه

۵۰b در نسبت عرض به ضـخامت 
h   تـا  ۸هـاي ( (شـکل (

هاي کربني درصدي کسر حجمي نانولوله ۲۹)) با افزايش ۱۰(

  درصـدي   ۳۹طور متوسـط شـاهد افـزايش    به ۱۷/۰به ۱۲/۰ از

  هـاي مختلـف توزيـع و    بعـد کمـانش بـراي حالـت    در بار بي
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  هاي کربني بر بار افزايش کسر حجمي نانولوله تأثير -۸شکل 

bبعد کمانش، بي
h  و  50 ,    1 21 0  

 

  هاي کربني بر بار افزايش کسر حجمي نانولوله تأثير - ۱۱شکل 

bبعد کمانش، بي
h  و  10 ,    1 21 0 

  
  هاي کربني بر بار حجمي نانولوله افزايش کسر تأثير -۹شکل 

bبعد کمانش، بي
h  و  50 ,    1 21 1  

  

  هاي کربني بر بار حجمي نانولوله افزايش کسر تأثير - ۱۲شکل 

bبعد کمانش، بي
h  و 10 ,    1 21 1  

    
  هاي کربني بر بار افزايش کسر حجمي نانولوله تأثير -  ۱۰ل شک

bبعد کمانش، بي
h  و  50 ,     1 21 1 

هاي کربني بر بار افزايش کسر حجمي نانولوله تأثير -  ۱۳ل شک

bبعد کمانش، بي
h  و  10 ,     1 21 1 

  

همچنــــين ســــه حالــــت بارگــــذاري،  ,    1 21 0 ،

 ,    1 21 و  1 ,     1 21 ، هستيم. اين در حالي 1

هـاي  درصدي کسـر حجمـي نانولولـه    ۳۹است که با افزايش 

درصد در بار  ۲۰طور متوسط حدود به ۲۸/۰به  ۱۷/۰کربني از 

افتـد. بـا ايـن وجـود بـاز هـم       بعد کمانش افزايش اتفاق مـي بي

طـور پيوسـته باعـث    هاي کربني بهنانولولهافزايش کسر حجمي 
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بعد کمـانش نشـده اسـت و مشـاهده     افزايش چشمگير بار بي

هـاي  گذاري کسـر حجمـي نانولولـه   تأثيرشود که از ميزان مي

تر شدن صـفحه در  يمکربني کاسته شده است. همچنين با ضخ

bنسبت عرض به ضخامت 
h  )) ۱۳) تا (۱۱هاي ((شکل 10

مقـدار  هاي کربني بهگذاري کسر حجمي نانولولهتأثيراز ميزان 

در شرايط که شود مشاهده مي علاوهبه شود.بيشتري کاسته مي

هـاي اسـتفاده شـده،    گاهي ساده در تمامي کسر حجمـي تکيه

تر نسبت به صـفحات  شکل در صفحات نازک Xتابعي توزيع 

مراتب نسـبت بـه سـاير اشـکال توزيـع عملکـرد       تر بهضخيم

ــفحه      ــتر ص ــيدن بيش ــتحکام بخش ــت اس ــري را در جه بهت

کامپوزيتي داشته است. اين مطلب مؤيد اين نکته است که نانو

ميـزان بيشـتري   در صفحات نازک استفاده از توزيع تابعي بـه  

شود. همچنـين  ستحکام صفحه نانوکامپوزيتي ميباعث بهبود ا

گـاهي سـاده بـار    رود در شـرايط تکيـه  که انتظار ميهمانطور 

گاهي گيردار کاهش پيـدا  بعد کمانش نسبت به شرايط تکيهبي

هاي ارائـه شـده   ميان نمودار درکند. از نکات حائز اهميت مي

و  )٧هـاي ( سير نزولي در مقادير بار بحراني کمانش در شکل

بـه   ۱۷/۰هاي کربنـي از  ) با افزايش کسر حجمي نانولوله١٣(

تـوان بـه نحـوه تغييـرات     است. دليل اين رويداد را مـي  ۲۸/۰

ضرايب الاستيسيته و مقادير سفتي صفحه در اثر افزايش کسر 

کـه بـا   طـوري هاي کربني مربوط دانسـت. بـه  حجمي نانولوله

نسـبت   xحـور  بررسي نسبت ضرايب الاستيسيته در راستاي م

کامپوزيتي مشاهده ، صفحه نانو)y ،)۲۲E/۱۱Eبه راستاي محور 

بـه   ۱۲/۰هاي کربني از شد که با افزايش کسر حجمي نانولوله

عبارت ديگر استحکام به .يابدکاهش مي ۲۲E/۱۱Eنسبت  ۱۷/۰

نسـبت بـه راسـتاي    x صفحه نانوکامپوزيتي در راستاي محور 

الي است که با افزايش کسر يابد. اين در حکاهش مي yمحور 

 ۲۲E/۱۱Eنسـبت   ۲۸/۰بـه   ۱۷/۰هاي کربني از حجمي نانولوله

توان به معناي افـزايش اسـتحکام   يابد که اين را ميافزايش مي

نسـبت بـه راسـتاي     xصفحه نانوکامپوزيتي در راستاي محور 

) که مربـوط بـه   ۱۳) و (۷هاي (دانست. لذا در شکل yمحور 

فشـاري دو محـوري  هاي بارگذاري حالت ,     1 21 1 

علـت کـاهش   گاهي گيردار و ساده است بـه براي شرايط تکيه

بـا افـزايش کسـر حجمـي      yسفتي صفحه در راستاي محـور  

شـاهد سـيرنزولي در    ۲۸/۰بـه   ۱۷/۰هـاي کربنـي از   نانولوله

مقادير بار کمانشي خواهيم بود. ايـن در حـالي اسـت کـه در     

فشاري تک محـوره  حالت بارگذاري  ,    1 21 چـون   0

وجـود نـدارد کـاهش     yبارگذاري فشاري در راستاي محـور  

محسوسـي   تـأثير استحکام صفحه نانوکامپوزيتي در اين راستا 

بر بار بحراني کمـانش در مقايسـه بـا حالـت قبلـي نخواهـد       

 -داشت. همچنين در حالت بارگـذاري دو محـوري، فشـاري   

کششي  ,    1 21 ، از آنجا کـه بارگـذاري در راسـتاي    1

کششي است و با علم بـه اينکـه بارگـذاري کششـي      yمحور 

شود، در اين حالـت نيـز   باعث افزايش بار بحراني کمانش مي

کند. اما نمودار سير طبيعي خود را دارد و سير نزولي پيدا نمي

bعلت اينکه در 
h  bف بـرخلا  50

h  10
 

ايـن کـاهش در   

) و ۴هـاي ( شود (شـکل بعد کمانش مشاهده نميميزان بار بي

Eتواند ناشي از افـزايش مـداوم نسـبت    )) مي۱۰(

E
11
22

در اثـر   

افـزايش کسـر   عبـارت ديگـر   افزايش کسر حجمي باشـد. بـه  

در ميـزان  همـواره مثبتـي    تـأثير حجمي در صـفحات نـازکتر   

افزايش استحکام صفحه نانوکامپوزيتي در راستاي افزايش بـار  

بحراني کمانش دارد.
 

  

بعـد کمـانش را در   ) منحنـي بـار بـي   ۱۶( ) تا۱۴هاي (شکل  

گاهي سـاده نشـان   شرايط تکيه هاي ابعادي متفاوت تحتنسبت

CNTVحجمــي  دهــد. کســرمــي /  0 و نســبت عــرض بــه  17

bضخامت 
h  شود که نظر گرفته شده است. مشاهده ميدر 20

در حالت بارگـذاري   ,    1 21 و  0 ,    1 21 بـا   1

يابد و ميزان بعد کمانش کاهش ميافزايش نسبت ابعادي، بار بي

کــاهش بــراي حــالتي کــه بــار دو محــوري فشــاري و کششــي 

 ,    1 21 ــار فشــاري   اســت 1 ــه ب ــه حــالتي ک نســبت ب

ــک ــوري ت مح ,    1 21 ــتر   0 ــي بيش ــت خيل ــتاس . اس

برابر شدن نسبت ابعادي کاهش  ۵/۲که در حالت اول با طوريبه

 ۲۰۰شــکل و بــيش از  Xدرصــدي بــراي توزيــع  ۱۱۵حــدود 

  بعـد کمـانش   درصدي در ساير اشکال توزيع در ميـزان بـار بـي   
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، بعد کمانشافزايش نسبت ابعادي بر بار بي تأثير - ۱۴شکل 

b
h  و  20 ,    1 21 0  

 

 
، بعد کمانشافزايش نسبت ابعادي بر بار بي تأثير - ۱۵شکل 

b
h  و  20 ,    1 21 1  

  

  
بعد کمانش، بت ابعادي بر بار بيافزايش نس تأثير - ۱۶شکل 

b
h  و  20 ,     1 21 1  

درصد کاهش در  ۷۰افتد ولي براي حالت دوم حداکثر اتفاق مي

شـود کـه   افتد. در ادامه مشاهده مـي بعد کمانش اتفاق ميبار بي

محـوري  براي حالت بارگذاري فشـاري دو  ,     1 21 1 

شکل  Oبرابري نسبت ابعادي فقط در حالت توزيع  ۵/۲افزايش 

درصـدي در   ۸کربني باعث کاهش بسيار کم حدود  هاينانولوله

شـود و در سـاير اشـکال توزيـع افـزايش      بعد کمانش ميبار بي

بعد کمانش ايجاد نسبت ابعادي تغيير محسوسي در ميزان بار بي

  کند.نمي

  

  گيرينتيجه -۵

ــق ــار نمــوي و روش آزادســازي   در تحقي حاضــر از تکنيــک ب

ديناميکي براي تحليـل کمـانش مکـانيکي صـفحات کـامپوزيتي      

کربنـي   هاينانولولههاي مختلف تابعي از شده با چيدمان تقويت

جداره در شرايط مرزي ساده و گيردار استفاده شـده اسـت.   تک

 جـداره وابسـته بـه انـدازه    کربني تـک  هاينانولولهخواص مواد 

سازي ديناميک مولکولي انجام شـده در  هستند که از طريق شبيه

شـده   هاي تقويتدست آمده است. خواص کامپوزيتمراجع به

کربني با فرض تابعي بودن در جهت ضخامت از  هاينانولولهبا 

کليـه معـادلات   دست آمـده اسـت.   طريق قانون اختلاط ساده به

مرتبـه اول   اسـاس تئـوري برشـي   صورت نمـوي و بـر  حاکم به

دست آمده اسـت.  کارمن بههاي غيرخطي فونصفحات و کرنش

کمـک روش  خطـي کوپـل بـه   سپس دستگاه معادلات تعادل غير

کمـک ترکيـب   دسـت آمـده و بـه    صـورت نمـوي بـه   انرژي به

دسـت  هاي آزادسازي ديناميکي و اختلاف محدود براي بهروش

  .آوردن بار بحراني کمانش حل شده است

رامتري بيانگر اين است که استفاده از توزيع تـابعي  مطالعه پا  

کـه   طـوري گـذار اسـت بـه   تأثيردر افزايش بار بحراني کمـانش  

تـوجهي باعـث افـزايش بـار     طور قابـل شکل به Xتوزيع تابعي 

 شود. همچنين مشاهده شد که افـزايش کسـر  بحراني کمانش مي

ث بهبـود  تواند باعطور پيوسته نميکربني به هاينانولولهحجمي 

واقـع   چشمگير در استحکام صـفحه نانوکـامپوزيتي گـردد و در   

  کـه حـالتي  حجمـي بهينـه وجـود دارد. در     براي اين امـر کسـر  
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هـا قـرار دارد نتيجـه    بار فشاري فقط در راستاي محور نانولولـه 

شـود.  هـا حاصـل مـي   حجمـي نانولولـه   بهتري از افزايش کسـر 

ــه  ــب ــزايش کســر حجمــي در صــفحات ن ــأثيرازکتر عــلاوه اف   ت

بيشتري در ميزان افـزايش اسـتحکام صـفحه نانوکـامپوزيتي، در     

افـزايش   تأثيرراستاي افزايش بار بحراني کمانش دارد. همچنين 

هـاي عـرض بـه ضـخامت گونـاگون و      حجمي در نسـبت  کسر

  عـلاوه مشـخص گرديـد   هاي بارگذاري، متفاوت است. بهحالت

ها در بت به ساير پارامترکمتري نس تأثيرکه پارامتر نسبت ابعادي 

ــار بحرانــي کمــانش از خــود بــر    گــذارد وجــاي مــي ميــزان ب

کربنـي از   هاينانولولهشده با  که صفحه کامپوزيتي تقويتزماني

 پـارامتر نسـبت ابعـادي تقريبـاً     تأثيرفشار است دو طرف تحت 

 ناچيز است.

  

  

  

  نامهواژه

1. kevlar fibers 
2. single-walled carbon Nanotube 

3. mass fraction   

 
 

  پيوست

,ru( ییجاهجاب يهابرحسب مؤلفه يمعادلات تعادل نمو v, w, ,  (:  

  xu w w w w w w
A B

x x xx x x x x

            
            

2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0

11 112 2 2 2 2  

yv w w w w w w
A B

x y x y y y x y y x y x y

            
                   

22 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0

12 12  

yx

u v w w w w w w

x y x y y x x y yy y
A B

x yyw w w w w w

x x y y xy y

           
                                                

2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0

22 2 2
66 66 22 2 2

0 0 0 0 0 0
2 2

0  

xu w w w w w w
A B

x y x y x x x y x x y x y

            
                  

2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0

12 12  

yv w w w w w w
A B

y y yy y y y y

            
             

22 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0

22 222 2 2 2 2  

yx

u v w w w w w w

x y y x x y yx x xA B
x y xw w w w w w

x x y y x x yx

           
                                                 

2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 222 2 2

66 66 22 2 2
0 0 0 0 0 0

2

0
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