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. بـار  شودميپذير مياني به تعداد دلخواه بررسي اي از تيرهاي تيموشنكوي موازي با اتصالات انعطافه، ارتعاشات مجموعهدر اين مقال -چكيده 

اي مـدل  كننده در حركتـي صـفحه   مستهلك -فنر -صورت جرممتحرك، يك خودرو است كه توسط يك سيستم شش درجه آزادي دومحوره به
منظـور، بايـد    شود؛ بـدين جدا مي گيردرهمكمك تغيير متغيري خاص، معادلات ديفرانسيل كه به شوديمشود. جهت حل، روش جديدي ارائه مي

روش ماتريس انتقـال،  شده يكسان داشته باشند. سپس به يكهدست آمده براي هر ستون از اتصالات مياني، بردارهاي ويژه هاي سختي بهماتريس
تيرهـا و ممـان    ،جـايي خـودرو  شود. جابهرگيري تئوري آناليز مودال، پاسخ اجباري سيستم تعيين ميكاها و شكل مودهاي تيرها و با بهفركانس

  گيرد.نهايت اعتبار نتايج مورد سنجش قرار مي آيد و دردست ميهاي مختلف بهها و سرعتازاي سختيخمشي به
  

  محوره، روش ماتريس انتقال.سيستم شش درجه آزادي دو پذير مياني،تيرهاي تيموشنكوي موازي، اتصالات انعطاف: كليدي هايهواژ
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Abstract: In this article, the vibration analysis of a set of parallel Timoshenko beams connected by intermediate flexible 
connections, with arbitrary numbers, is studied. The moving load is a vehicle, which is modeled by a two-axle six degrees of 
freedom system, as a mass-spring-damper system, in a plane motion. For the solution, a new method is proposed which uses a 
change of variables strategy to decouple the system of differential equations. For this purpose, the stiffness matrix obtained 
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from each column of intermediate connections should have the same normalized eigenvectors. The displacements and the 
bending moments of the beams and the vehicle due to changes in the stiffness of connections and changes in speeds will be 
examined. Finally, the validity of the results are measured. 
 
Keywords: Parallel Timoshenko beams, Intermediate flexible connections, Two-axle six degrees of freedom system, Transfer  
                      matrix method. 

 
  فهرست علائم

  

 

A  2(تير  سطح مقطعm(  n تعداد تيرهاي موازي  

E مدول الاستيسيته يانگ )Pa( V بار متحرك  سرعت)m/s(  

G  مدول برشي )Pa(  W پهناي تير )m( 

H ارتفاع تير )m( jX  موقعيت اتصال ميانيj  ام)m(  

I 4(تير  ممان اينرسي سطح مقطعm( ijY جابجايي عرضي بخش j از تير ام i ام )m(  

J ) 2ممان اينرسي جرمي بدنه خودروkg.m(  sZ  جابجايي عمودي مرکز جرم خودرو )m(  

L طول تير )m( ij  , ij   ام i از تير مام  j جابجايي پيچشي بخش 

jL  طول بخشj  ام تير)m(  s , s   مرکز جرم خودروپيچشي جابجايي  

sM   جرم بدنه خودرو)kg(  ρ تير  چگالي)3kg/m( 

pm  جرم سرنشين خودرو)kg(  κ ضريب تصحيح برش  

tm  جرم تاير خودرو)kg(  ξ موقعيت بار متحرک )m(  

m پذير ميانيتعداد اتصالات انعطاف   ضريب پواسون  

 
  مقدمه -١

هاي الاستيک تحت بارهاي متحرک در يستمبيش از يک قرن، س

فضا مورد توجه بـوده   مهندسي عمران و هوا مانندعلوم مختلفي 

 هـاي راه است و از نظر تاريخي براي اولين بار در طراحـي پـل  

 از جملـه  نقل و حملهاي مهندسي آهن و سپس در ساير زمينه

وط هـا و خط ـ هـاي کـابلي، تونـل   هـا، راه ها، بزرگراهطراحي پل

  ].۱اي مطرح شده است [لوله

تحليل ارتعاشي عبور جرم از روي يک سيسـتم پيوسـته بـه    

سازي انجامد که با سادهمي گيردرهماي معادلات ديفرانسيل پاره

توان به حالت نيروي متحرک رسيد. ممندي و همکـاران  آنها مي

] يک تير تيموشنکوي شيبدار را تحت عبور جرمي با سرعت ۲[

ي شـرايط مـرزي مختلـف بررسـي کردنـد. شـربتي و       متغير برا

  ] عبور چند جـرم را از روي يـک تيـر بـا روش    ۳سيزگوسکي [
  

  

 

] از روش ۴زاده و قرشي [المان محدود بررسي کردند. اسماعيل

تفاضل محدود براي تخمين پاسخ ارتعاشي تيرهاي اويلر برنولي 

اي مطالعـه  تحت عبور جرم گسترده اسـتفاده کردنـد؛ ايشـان در   

خـود را بـراي تيرهـاي تيموشـنکو      پيشـنهادی  ] فرمول۵ديگر [

هـاي  جاييهتوسعه و نشان دادند عبور جرم گسترده منجربه جاب

  شود.اي ميکمتري نسبت به عبور جرم نقطه

تحليل رفتار ارتعاشي تيـر تحـت بارهـاي متحـرک از نـوع      

 دارایهـاي چنـد درجـه آزادي    هاي جرم و فنر و سيستمسيستم

] 6در مقالات است. افتخار اعظم و همکـاران [  خاص یهجايگا

عبور دادند و سپس  يک تير تيموشنکوابتدا يک جرم را از روي 

نيـرو   يا يکجرم و فنر يک درجه آزادي و  حالتی کهنتايج را با 

] يک ۷مقايسه کردند. لين و تريسوي [ کند،عبور مياز روي تير 

در که  راي از روي تير کننده عبور سيستم جرم و فنر و مستهلک
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، کننـد جايي تيـر عمـل مـي   هکننده و فنر در جهت جاب آن مستهلک

] ارتعاشـات يـک تيـر    ۸دان استانشـيو و همکـاران [   درنظر گرفتند.

بـا   ،محـوره اويلر برنولي را تحت عبور ساختار دو درجـه آزادي دو 

يـک سـاختار دو    همچنـين نظـر گرفتنـد.   در ،هاي الاستيکگاهتکيه

. او سيستم مذکور ] انتخاب شد۹محوره توسط وو [آزادي دو درجه

 بـرروي چهار جرم مؤثر جايگزين کرد و ارتعاشات آزاد آن را با  را

] عبور يـک  ۱۰زاده و جليلي [اسماعيلتيرها مورد بررسي قرار داد. 

وسيله نقليه را از روي تير اويلر برنولي تحليل کردنـد. ايشـان ايـن    

بـا   ،دو محـوره  ايصـفحه  یک نيمه خـودرو صورت يساختار را به

معادلات حرکت آنها ابتدا  .مدل کردند ،محورهشش درجه آزادي دو

به يـک سيسـتم   سپس نتيجه را دست آوردند و را با روش انرژي به

] عبـور  ۱۱لـوو و آيـو [   محوره تعمـيم دادنـد.  آزادي تک دو درجه

نـولي بررسـي   وسايل نقليه چند درجه آزادي را از روي تير اويلر بر

هـاي چنـد تکـه کـه     آهن و پل کردند، مانند عبور قطار از روي راه

] يک سيستم چند ۱۲[وو روش المان محدود تحليل شد. يانگ و به

کارگيري نوعي جايي عمودي را با بههدرجه آزادي با چند محور جاب

، با اسـتفاده از نيروهـاي   ۲آي بي مانند المان وي ۱منظورهالمان چند

  کردند. بين تير و وسيله نقليه بررسيتماسي 

تحليل ارتعاشي دو تير متصل بـه هـم مـورد توجـه بعضـي از      

] روشي ۱۳]. وو و همکارانش [۱۴ و ۱۳محققين قرار گرفته است [

را جهت حل دقيق يک سيستم دو تيري تحت بار هارمونيک ارائـه  

عنوان تير اصلي تحـت بارگـذاري   کردند. در اين مطالعه يک تير به

شود که بـا يـک   گيرد و تير ديگر در نقش پشتيبان ظاهر ميقرار مي

] ۱۴يابـد. ابـوهلال [  بستر ويسکوالاستيک به تير اصلي اتصـال مـي  

] را تحت عبور نيروي ۱۳پاسخ ديناميکي سيستمي مشابه با مرجع [

ثابتي از روي آن بررسي کرد. آنها در مطالعه خود فرض کردند کـه  

هـاي  تيري مـورد بررسـي از نظـر ويژگـي     هر دو تير در سيستم دو

] يک ۱۵هندسي و شرايط مرزي مشابه هستند. آريايي و همکاران [

نظر گرفتنـد کـه   سيستم از تيرهاي تيموشنکو را به تعداد دلخواه در

انـد و نيرويـي   توسط اتصالاتي الاستيک بـه يکـديگر متصـل شـده    

براي سختي کند. آنها پاسخ سيستم را متحرک از روي آنها عبور مي

  هاي مختلف بررسي کردند.متفاوت اتصالات و سرعت

در کارهاي گذشته، از دو تير اويلر برنـولي تحـت عبـور نيـرو     

صورت جدا از هم بلکه بـه شـکل   استفاده شده است که فنرها نه به

ــا ۱6و  ۱۴، ۱۳بســتري الاســتيک بــين تيرهــا قــرار داشــتند [  ] و ي

ه است که در آن با فـرض  اي از تيرهاي موازي بررسي شدمجموعه

]. در ايـن  ۱۵شـوند [ راحتي از هم جـدا مـي  عبور نيرو، معادلات به

مقاله ضمن درنظر گرفتن تئوري تيموشنکو، تعداد تيرها و اتصالات 

مياني دلخواه است و بار متحرک از نوع سيستم شش درجـه آزادي  

درجات آزادي ايـن سيسـتم شـامل     شود.محوره درنظر گرفته ميدو

مرکـز تايرهـاي    ييجاجايي عمودي و دوراني مرکز جرم، جابههجاب

هـاي جلـو و عقـب    سرنشين ييجاجابه همچنينجلو و عقب و 

اين سيستم با دو نقطه روي تير در تمـاس اسـت    .استخودرو 

که ناديده گرفتن فاصله بين اين دو نقطه تماس و مدل کردن بار 

رک، در بسياري صورت متمرکز در يک نقطه مانند نيروي متحبه

؛ شــودمــی مســألهاز مســائل منجربــه خطــاي زيــادي در پاســخ 

خصوص مسائلي که در آنها طول تير کوتاه يا فاصـله بـين دو   به

دليـل وجـود اتصـالات    در اين مسأله بـه  نقطه تماس زياد باشد.

 گيـر درهماي معادله ديفرانسيل پاره 2nتير تيموشنکو،  nمياني و 

ه معادلات حرکـت سيسـتم شـش درجـه     همرابه دارد كه وجود

اي از معــادلات آزادي و معــادلات پيوســتگي مجموعــه، دســته 

دهنـد. در اينجـا،   مرتبه دوم را تشـکيل مـي   گيردرهمديفرانسيل 

زمـان معـادلات   ابتدا از تغيير متغير خاصي جهت جدا کردن هم

شود. با اعمال ايـن تغييـر متغيـر،    حرکت و پيوستگي استفاده مي

آيد که هر جفت از آنها مربوط به يک تيـر  ت ميدسي بهمعادلات

تيموشنکو است. سپس در تحليل نيرويي، از فرم ماتريسي براي 

شـود. در حـل   اسـتفاده مـي   گيـر درهـم جدا کردن دوباره معادلات 

سـرعت   سختي اتصالات مياني، مثلددي، تأثير عوامل گوناگوني ع

ملـه کاربردهـاي   ج . ازشـود میبار متحرک و طول خودرو بررسي 

ارتعاشي  هايکنندههاي چند تيري، استفاده از آنها در جذبسيستم

 ].۱۷ و ۱6[ استو افزايش استحکام مجموعه 
  

 معادلات حرکت -۲
  پـذير اتصال انعطـاف  m و داراي Lطول به )۱( هر تير در شکل
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  اي از تيرهاي موازي با اتصالات مياني تحت عبور خودرومجموعه -۱شکل 

  

mXهــاي ميــاني در موقعيــت X X L    1 اســت.  20

-jام در بـازه   iاي تيـر  جايي عرضي و زاويهجابه jX X X 1 

ترتيب بابه ijY X,T  و ij X, T کـه در   شـود نشان داده مي

j آن انديس , , , m  1 2   دارد. ام تير اشاره jبه بخش  1

 ـ  )٢( در شکل  ا، خودروي عبوري از روي مجموعـه تيرهـا ب

 -فنـر  -صورت جـرم محوره بهيک سيستم شش درجه آزادي دو

در  کننده، در صفحه حرکت مجموعه مدل شـده اسـت.  مستهلک

ــد از:     ــودرو عبارتن ــات آزادي خ ــکل، درج ــن ش sZاي (T)  و

s (T) ـبه  جـايي عمـودي و دورانـي مرکـز جـرم      هترتيب جاب

Zخودرو، (T)1 وZ (T)2 ـ به  جـايي عمـودي مرکـز    هترتيـب جاب

Zتايرهاي جلو و عقب و (T)5 وZ (T)6 ـ به  جـايي  هترتيـب جاب

 ـ   ده) و سرنشـين عقـب (مسـافر).    عمودي سرنشـين جلـو (رانن

ــه ــين ب ــت،   همچن ــادلات حرک ــکل مع ــدن ش ــاده ش ــور س منظ

Zپارامترهاي (T)3  وZ (T)4  ـ ترتيـب بـه  بـه  جـايي  هعنـوان جاب

جايي عمودي عقـب بدنـه خـودرو درنظـر     هعمودي جلو و جاب

موشنکوي معادلات حرکت هر بخش از تير تي گرفته شده است.

i م براي عبور خودرو از روي تير اr م عبارتند ازا:  

  
  

 الف) -۱(   

ij ij ij

ir

Y Y
A AG

XT X

P (T) X (T) P (T) X (T)

   
    
   

         

2 2

2 2

1 1 1 2 2 2

 

  

  

  ب) -۱( 

ij ij ij
ij

jj

Y
EI AG I ,

XX T

X X X

     
        

 

2 2

2 2

1

0 

حـول   ممان اينرسـي سـطح مقطـع    I چگالي، ρ در اين معادلات

 سـطح  A کننـده از محـل تـار خنثـي،     محور عمود بر صفحه و عبور

ضريب تصحيح  κ مدول برشي و G يسيته يانگ،مدول الاست E مقطع،

صورت تابعي از سطح مقطع و به برش در تئوري تيموشنکو است که

، نماد دلتاي کرونيکـر  ir همچنينشود. بيان مي  ضريب پواسون

 X- (T)  تابع دلتاي ديراک و (T)1ξ و (T)2ξ هايترتيب موقعيتبه 

عقـب   و نقـاط تمـاس تايرهـاي جلـو    جايي عمودي يا دو محور جابه

  کنند.مي تغيير T حسب زمانخودرو روي تير است که بر

)۲(  (T) (T) d , d d d     2 1 1 2 
 فاصله بين دو نقطه تماس سيستم با تيـر و  d در اين معادله،

1d  2وd و عقب تا مرکـز جـرم  ترتيب فاصله نقاط تماس جلو به 

  سيستم شش درجه آزادي است.

بيانگر حضور يـا عـدم حضـور     1 )، پارامتر١در معادلات (

بيانگر حضور يا عدم حضور محـور   2 اول و ييجامحور جابه

 ٣کمـک تـابع هويسـايد   توان آن را بـه دوم روي تير است که مي

  :]١٠د [نشان دا
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  کننده مستهلک -فنر -محوره جرماي خودرو، سيستم شش درجه آزادي دومدل صفحه -۲شکل 

  

)۳(  

s

s m

m e

e

T T ,

T T T ,

T T T ,

T T ,

     
      
      
     

1 2
1 2
1 2
1 2

0 1 0
1 1
0 1
0 0

  لحظـه خـروج   mTمعرف لحظه ورود محور دوم به روي تير،  sT که

  

  ت.ـر اسـتي لحظه خروج محور دوم از روي eTمحور اول و  

ــار متحــرک و ــين ب ــه ( نيروهــاي ب ــر در معادل الــف)  -١تي

Pپارامترهايصورت به (T)1 وP (T)2 شـود کـه   درنظر گرفته مي

  :بستگي دارد و عبارت است از مسألهبه مدل تحليلي 

)۴  (        
 

  
rj

rj

P (T) k Y (T),T Z (T)

b Y (T),T Z (T) m g

      

      

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 
  

  

)۵        (
 

  
rj

rj

P (T) k Y (T),T Z (T)

b Y (T),T Z (T) m g

      

      

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 
  

  

ــاد ــه 2m و 1m)، پارامترهــاي ۵(و  )۴لات (در مع   صــورتب

  

  :شوند) تعريف مي۷و  6معادلات ( 

)6(     
t p p s

d e d e d
m m m m M

d d d

 
   2 1 2 2 2

1 1 1 2  

)۷(     
t p p s

d e d e d
m m m m M

d d d

 
   1 1 1 2 12 2 1 2  

ترتيب جرم تايرهاي جلو و عقب به 2tmو  1tm در اين معادلات،

ترتيب جرم سرنشين جلو (راننـده) و سرنشـين   به 2pm و 1pm و

جــرم بدنــه خــودرو (بــدون تايرهــا و  ســافر) اســت.عقــب (م

و ممان اينرسی جرمی آن حول محور عمـود   sMها) با سرنشين

 نشـان داده شـده اسـت.    Jبر صفحه در مرکز جـرم خـودرو بـا    

ترتيب فاصله راننده و مسـافر  نيز به 2e و 1e پارامترهاي همچنين

  .استتا مرکز جرم خودرو 

اينک  ه تيرهاي موازي،پس از بيان معادلات حرکت مجموع

عبـور از   معادلات حرکت سيستم شـش درجـه آزادي در حـال   

  :شودمي ) بيان١٠(و  )٩(، )٨صورت معادلات (ام به rروي تير 

         
       

sM
d Z d Z k Z (T) Z (T) b Z (T) Z (T) k Z (T) Z (T) b Z (T) Z (T)

d

k Z (T) Z (T) b Z (T) Z (T) k Z (T) Z (T) b Z (T) Z (T)

        

       

     

   

2 3 1 4 6 6 4 6 6 4 5 5 3 5 5 3

4 4 2 4 4 2 3 3 1 3 3 1

  

 الف) -۸(

         
       

J
Z Z k Z (T) Z (T) b Z (T) Z (T) e k Z (T) Z (T) b Z (T) Z (T) e

d

k Z (T) Z (T) b Z (T) Z (T) d k Z (T) Z (T) b Z (T) Z (T) d

              

             

     

   

3 4 5 5 3 5 5 3 1 6 6 4 6 6 4 2

3 3 1 3 3 1 1 4 4 2 4 4 2 2
 ب) -۸(

  

  :زو معادلات حرکت عمودي تايرهاي جلو و عقب خودرو عبارتند ا
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  الف) -۹(
     

 
t rj

rj

m Z (T) k Z (T) Z (T) b Z (T) Z (T) k Z (T) Y (T),T

b Z (T) Y (T),T

         
     

  

 
1 1 3 3 1 3 3 1 1 1 1 1

1 1 1 1
  

  ب) -۹(
     

 
t rj

rj

m Z (T) k Z (T) Z (T) b Z (T) Z (T) k Z (T) Y (T),T

b Z (T) Y (T),T

         
     

  

 
2 2 4 4 2 4 4 2 2 2 2 2

2 2 2 2
  

  

معادلات حرکت عمودي راننده و مسـافر خـودرو نيـز     همچنين

  :عبارتند از

  الف) -۱۰(
 
 

pm Z (T) k Z (T) Z (T)

b Z (T) Z (T)

  

 



 
1 5 5 5 3

5 5 3
  

  ب) -۱۰(
 
 

pm Z (T) k Z (T) Z (T)

b Z (T) Z (T)

  

 



 
2 6 6 6 4

6 6 4
  

ارائه معـادلات بيـان    سادگي درمنظور به) را ۱۱توان تبديل (مي

  :کرد

)۱۱(  s

s

Z (T)Z (T) d

(T)Z (T) d

    
          

3 1
4 2

1
1

  

 بعدسازيبي مياني، پذيرکردن اتصالات انعطاف مدل -۳
  متغيرها    

  بعدسازي مکـاني متغيرهـا و مقايسـه   منظور بيدر اين بخش، به

  :شود]، متغيرهاي جديدي تعريف مي۱۵نتايج عددي با مرجع [

ij
ij

j j s
j j s

R k
R k

YT V
t , v , y ,

LL L
X L ZX

x , x , l , z ,
L L L L

Z
R , , z k ,...,

L L

  

   


    12 1 6

)١٢(  

وجود اتصالات مياني منجربه ناپيوستگي نيروي برشي در محـل  

بعدسـازي، بـا درنظـر    شود. شرايط پيوستگي پس از بـي آنها مي

  :عبارت است از m1,2=j,...,و  n1,2,=i,... گرفتن

          الف)                   -١٣(   i( j ) j ij jy x , t y x , t 
 1  

     ب)                         -١٣(   i( j ) j ij jx , t x , t 
  1 

             ج)                   -١٣(   i( j ) j ij jx , t x , t 
   1  

  
 

       
   

    

i( j ) j i( j ) j ij j ij j

ij ij j (i ) j j

(i ) j ij j (i ) j j

y x , t x , t y x , t x , t

L
k y x , t y x , t

AG

k y x , t y x , t

   
 

 


 
 

             

    

    

1 1

1

1 1
 
د) -۱۳(  
  

ijدر اين معادلات، (x, t)  جابجايي پيچشی بخشj ام از تيرi ام

سـتفاده از  حـال بـا ا   دهد.را بر حسب متغيرهاي جديد نشان مي

حسب متغيرهاي جديـد  ) را بر۱توان معادلات ()، مي۱۲رابطه (

  :بيان کرد

   

ij ij ij

ir

y yAG
A

L xt x

P (t) x (t) P (t) x (t)
L

       
   

            

2 2

2 2

1 1 1 2 2 2
1

  

  الف) -۱۴(
  

 
ij ij ij

ij jj

yEI AG I
, x x x

L xL x L t


      
         

2 2
13 2 2 2 0  

  ب) -۱۴(
  

حسـب متغيرهـاي جديـد    ) نيز بـر ۵(و  )۴که در آن، معادلات (

  :عبارتند از

)۱۵(        

 

 

rj

rj

P (t) L k y (t), t z (t)

m gL
b y (t), t z (t)

L L

       
        

1 1 1 1 1

1
1 1 1 1 

  
  

)۱6(     

 

 

rj

rj

P (t) L k y (t), t z (t)

m gL
b y (t), t z (t)

L L

       
        

 

2 2 2 2 2

2
2 2 2 2

  

  :توان نوشت) مي۱۰(و  )۹(، )۸براي معادلات ( همچنين
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sM
d z (t) d z (t) k z z k z z k z z k z z

Ld

L
b z z b z z b z z b z z

L

          

         

 

       

2 3 1 4 6 6 4 5 5 3 4 4 2 3 3 1

6 6 4 5 5 3 4 4 2 3 3 1

  الف) -۱۷(

         

       

J
z (t) z (t) k z z e k z z e k z z d k z z d

Ld

L
b z z e b z z e b z z d b z z d

L

          

         

 

       

3 4 5 5 3 1 6 6 4 2 3 3 1 1 4 4 2 2

5 5 3 1 6 6 4 2 3 3 1 1 4 4 2 2

  ب) -۱۷(

  

   

   

t
rj

rj

m
z k z z k y (t), t z

L

L
b z z b y (t), t z

L

         

         



   

1
1 3 3 1 1 1 1 1

3 3 1 1 1 1 1

  

  الف) -۱۸(
  

   

   

t
rj

rj

m
z k z z k y (t), t z

L

L
b z z b y (t), t z

L

         

         



   

2
2 4 4 2 2 2 2 2

4 4 2 2 2 2 2

  

  ب) -۱۸(
  

   pm L
z (t) k z (t) z (t) b z (t) z (t)

L L
    1

5 5 5 3 5 5 3    

  الف) -۱۹(
  

   pm L
z (t) k z (t) z (t) b z (t) z (t)

L L
    2

6 6 6 4 6 6 4    

  ب) -۱۹(
  

  :آيددست مي) به۲۰)، معادله (۱۱نهايت براي رابطه ( و در

)۲۰(  

s

s

z (t) z (t)d d

(t) z (t)L Ld
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4

1

دهنده جابجايی به ترتيب نشان sو szکه در اين معادله، 

ب متغيرهای جديد عمودی و پيچشی مرکز جرم خودرو بر حس

  است.

  

  ، تعيـين گيردرهمجداسازي معادلات ديفرانسيل  -۴

  مقادير و توابع ويژه     

راحتـي  به گيردرهمطور کلي حل دستگاه معادلات ديفرانسيل به

تـوان طـرف   پذير نيست، اما با يک تغيير متغير مناسب ميامکان

ي چپ معادلات را از هم جدا و از تحليـل مـودال بـراي بررس ـ   

،  p=1,2,...,nارتعاشات آزاد آن استفاده کـرد. بـا درنظـر گـرفتن     

  :]۱۵شود [متغيرهاي جديد تعريف مي

       
n n

p pi i p pi i
i i

u x, t c y x, t , x, t c x, t
 

    
1 1

  

)٢١(  

  :شود) بيان مي٢٢فرم ماتريسي (به) ۲۱(معادلات 

1

1

,







U = CY Y = C U = CU

Θ = CΦ Φ = C Θ = CΘ

  

)۲۲(  

  :عبارتند از ها و بردارهاماتريس ،که در آن
  

   
   

T T
n n

T T
n n

u u u , y y y ,

, ,

 

       

U Y

Θ Φ

 

 

1 2 1 2

1 2 1 2
  

  

)۲۳(
n n

n nn n nn

c c c c

,

c c c c


   
        
      

C C C
11 1 11 1

1

1 1

 
     

 
 

را بايد طوري تعيـين کـرد کـه     pic در متغيرهاي جديد، ضرايب

) در ۲۱بـا جـايگزيني معـادلات (    معادلات از هـم جـدا شـوند.   

  :توان نوشت) مي۱6(و  )۱۵(، )۱۴(

   

pj pj pj

pr

u uAG
A

L xt x

c
P (t) x (t) P (t) x (t)

L

       
   

         

2 2

2 2

1 1 1 2 2 2

  

  الف) -۲۴(
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pj jj

uEI AG I
, x x x

L xL x L t
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13 2 2 2 0  

  ب) -۲۴(
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rp pj
p

n

rp pj
p

P (t) L k c u (t), t z (t)

m gL
b c u (t), t z (t)

L L





       
   

        
    



  

1 1 1 1 1
1

1
1 1 1 1

1       )۵۲(  
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n

rp pj
p

n

rp pj
p

P (t) L k c u (t), t z (t)

m gL
b c u (t), t z (t)

L L





       
   

        
    



  

2 2 2 2 2
1

2
2 2 2 2

1       )6۲(  
 

) بـدون  ۱۹(و  )۱۷حسب متغيرهاي جديـد، فـرم معـادلات (   بر

  :توان نوشت) مي۱۸مانند ولي براي معادلات (تغيير باقي مي

   

   

n
t

rp pj
p

n

rp pj
p

m
z (t) k z z k c u (t), t z

L

L
b z z b c u (t), t z

L





  
       
    

  
       

    







   

1
1 3 3 1 1 1 1 1

1

3 3 1 1 1 1 1
1

  الف) -۲۷(
  

   

   

n
t

rp pj
p

n

rp pj
p

m
z (t) k z z k c u (t), t z

L

L
b z z b c u (t), t z

L





  
       
    
  

       
    







   

2
2 4 4 2 2 2 2 2

1

4 4 2 2 2 2 2
1

  )ب -۲۷(
  

) نيز اعمال ۱۳طريق مشابه اين ضرايب بر معادلات پيوستگي (به

 :آينددست ميشوند و معادلات پيوستگي جديدي بهمي
                            الف) -۲۸(     j pj jp ju x , t u x , t 

 1  
 
  

                                )ب-۲۸(     j pj jp j x , t x , t 
  1  

  

                                )ج-۲۸(     j pj jp j x , t x , t 
   1  

  

           
     

       

j j pj j pj jp j p j

n ij ij j ji j

pi
i ij j ji j i j

u x , t x , t u x , t x , t

k y x , t y x , t
L

c
AG k y x , t y x , t

   
 

 


   

              
     
        



1 1

1

1 1 1
  

                                         د) -۲۸( pj pj ju x , t    
  

د)، بـراي جـدا شـدن معـادلات      -٢٨طرف راست معادلـه ( 

است.  شده بيان pju حسبدست آمدن ضرايب، برو به گيردرهم

دست آمده اينک، فرم جديدي از معادلات با متغيرهاي جديد به

مقـدار ويـژه    مسـأله )، يـک  ۲۸با مرتب کردن معـادلات ( است. 

  :بديهي لازم استآيد که براي داشتن حل غيردست ميبه

  
  

 pj

p p p

p p p
j pj j pj

pn pn pn

c c c

c c cAG
det -

L

c c c

 

     
     

             
     
     
     

K K I

1 1 1

2 2 2 0
  

)۲۹(  
  

  :برابر است با jK ، ماتريس سختيدر اين رابطه

  

 

)۳۰(  

   

j j j

j j j j

j j j j
j

nj njn j n j

nj nj

k k k

k k k k

k k k k

k k k k

k k

 

    
 

    
          
 

    
 

    

K

1 2 2

2 2 3 3

3 3 4 4

1 1

0 0
0 0

0 0

0 0
0 0

 
  

 
، )١( بـراي هـر سـتون فنـر ميـاني در شـکل       jK ماتريس

  توانـد مقـادير ويـژه   شـود و مـي  جداگانـه تعيـين مـي    رطوبه

سـختي فنرهـا بايـد     متفاوتي براي هر ستون داشته باشد، امـا 

شده همه آنها يکسان  يکهبردارهاي ويژه  اي باشند کهگونهبه

زمـان جـدا   هـم طـور  بـه  jxگي در هر باشد تا معادلات پيوست

شوند و اين يکي از شرايط جداسازي معادلات و اسـتفاده از  

  ) بـراي حـل  ٢١کـارگيري شـده در معـادلات (   متغير به تغيير

؛ اين مفهوم بايد قبل از شـروع حـل بررسـي    است مسألهاين 

  .دوش

در ادامه براي تعيين مقادير و توابع ويژه در تحليـل ارتعاشـات   
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pi يپارامترهاآزاد،  t
pj pju (x, t) w (x)e

 و pi t
pj pj(x, t) (x)e

   

) با درنظر گـرفتن مقـدار صـفر بـراي قسـمت      ۲۴در معادلات (

شـوند. سـپس بـا اسـتفاده از     مـي  گذاريجاينيرويي معادلات، 

ام در فـرم جديـد    p ام از تير j روش ماتريس انتقال براي بخش

j معادلات و براي jx x x  1 توان نوشتمي: 
  





pj p j pj p jpj

pj p j pj p j

A cosh (x x ) B sinh (x x )w

C cos (x x ) D sin (x x )

 

 

    

     

1 1 1 1

2 1 2 1
  

  الف) -۳۱(
  

  





pj p p j pj p p jpj

pj p p j pj p p j

B q cosh (x x ) A q sinh (x x )

D q cos (x x ) C q sin (x x )

 

 

     

     

1 1 1 1 1 1

2 2 1 2 2 1
  

  ب) -۳۱(
  

 :ها عبارتند ازکه در آن کميت
  

p p p
p p p

L L A L
, , ,

E G EI

     
     



2 2 3 2
  

  

/

p p p p
p p ,

                  

1 22
1 2 2

   

 
  

/

p p p p
p p p p, ,

                     

1 22
2 32 2

  

)۳۲(             
   p p p p

p p
p p

q , q
    

 
 

2 2 2 2
3 1 3 2

1 2
1 2

  

ام  j هايي هستند که به بخـش ثابت pjDو  pjA ،pjB ،pjC ضرايب

شوند. بايد ثوابـت آخـرين بخـش تيـر يعنـي      ام مربوط مي pاز تير 

)1p(m+A ،)1p(m+B ،)1p(m+C  و)1p(m+D    1 به اولـين بخـش آن يعنـيpA ،

1pB ،1pC  1وpD  ) ٢٨مربوط شوند. بنابراين با استفاده از معـادلات (

 :شودمیاين ضرايب تعيين  روابط بين
  

  

 

   

j j m

j j m
4 4 pj

mj j

m pj jp p

pm p 4 4p m- p

p p

A A A
B B B

CC C

DD D

A A

B B

C C

D D
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T T T T

1 1
1 1

11
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1 1
1 1

11
1 1
1 1

  

  

)۳۳(  
  

)pjکه در آن، ماتريس )T4 بسـتگي دارد و   pبه مقدار ويـژه  4

   :برابر است با
   
 

 

 

 

   

   

   

j j

j j
j jj j

j j

j j
pj

j j

j j
j j

cosh l sinh l

q cosh l q sinh l
q cos l q sin l

q q q q
q q q q

sinh l cosh l

cos l sin l

q cosh l q sinh l

q q q
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2 2 2 2

1 2 2 1 1 2 2 1
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1 1
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j j
j j

j j
p

q cos l q sin l

q q q q
q

- sin l cos l

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                        
          

1 2 1 2

1 2 2 1 1 2 2 1
2 1

2 2
)۳۴(                                      

  
 

  

 ر بـه آخـرين بخـش    شدن ضرايب اولين بخـش تي ـ با مرتبط 
يابـد کـه بـا    آن، تعداد ثوابت مستقل به چهار ثابت کاهش مي

 شــوند. در ايــنمــرزي مختلــف تعيــين مــيارضــاي شــرايط 

 شـود مـی طور کامـل بيـان   مقاله شرط مرزي دو سر مفصل به
 طـور مشـابه عمـل   تـوان بـه  و براي شرايط مرزي ديگـر مـي  

  :]۱۵کرد [
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i m i m

p m p m

Y ,T y , t u , t

w

,T , t , t

Y L,T y , t

u , t w

L,T , t

, t

 

 

 

 

     


 


         
   


  
    
      
       

1 1 1
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1 1
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0 0

0 0 0 0 0 0
0 0

0 1 0
1 0 1 0

0 1 0
1 0 1 0

  

)٣٥(  

  تـوان مـي گاه سـمت چـپ تيـر    با ارضاي معادلات در تکيه

 :نوشت
  

)۳6(  p pA C 1 1 0
  

و بـا   گاه سمت راسـت تيـر  با ارضاي معادلات در تکيه همچنين

  :توان نوشتمي)، ۳۳توجه به معادلات (
  

   

m

m
p pp p

m

m p p p

A A

B B B

C C

D D D




 





     
                     

      
          

S S T R

1 1
1 1 1

2 4 2 4
1 1
1 1 1

0
0

0 0  

  

)٣٧(  
  

  :که در اين معادله

 

m m m m
p

m m m m p

cosh l sinh l cos l sin l

q cosh l q sinh l q cos l q sin l
   

   

    
          

S 1 1 1 1 2 1 2 1
1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 1 2 2 2 1

                                                               (۳۸) 
  

  

)٣٩       (               p p p
p

r r r r

r r r r

 
   

 
R S T 11 12 13 14

21 22 23 24
  

  

  :جهت داشتن حل غيربديهي براي اين معادلات لازم است
  

p

r r
det

r r
12 14

22 24
0 )۴۰( 

  

ام را بـراي شـرط مـرزي     p اي طبيعي تيـر همعادله فرکانساين 

  دهد.ميدست بهمفصلي 

  

  پاسخ اجباري به عبور سيستم شش درجه آزادي -۵

  محورهدو    

 تـوان پاسـخ اجبـاري را بـراي    با کاربرد تئوري آناليز مودال، مي

pامين دسته از معادلات جديد بسط داد:  
  

     

     

N

p kp kp
k

N

p kp kp
k

u x, t w p ,tx

x, t p tx







  





1

1

)۴۱( 

kpp ،در اين معادلات (t) يافته يـا عمـومي    مختصات تعميم

 ام، با درنظر گرفتن تـابع يکسـان    p تير ييجابراي شيب و جابه

 

] نشان دادند که اسـتفاده از  ۱۸زماني است. دادفرنيا و همکاران [

و شيب، خطاي بسيار نـاچيز   ييجاتابع يکسان زماني براي جابه

  کند.معادلات ميپوشي را وارد و قابل چشم

kpw توابع ويژه (x) و kp(x) ترتيـب شـکل مودهـاي    به

   m+1 ، کــه خــود بــههســتندام  p اي تيــرو زاويــه ييجــاجابــه

شـوند و  ضابطه تقسيم و در محل فنرهاي مياني از هم جدا مـي 

  :عبارتند از





kp kp( j) kp( j) kp j

kp( j) kp j

kp( j) kp j

kp( j) kp j

w f (x) A cosh (x x )

B sinh (x x )

C cos (x x )

D sin (x x )









   

  

  

  

1 1

1 1

2 1

2 1

  

  

  

لف)ا-۴۲(

 





kp kp( j) kp kp( j) kp j

kp( j) kp j

kp kp( j) kp j

kp( j) kp j

g (x) q B cosh (x x )

A sinh (x x )

q D cos (x x )

C sin (x x )









    

  

   

  

1 1 1

1 1

2 2 1

2 1

  

  

  

  ب)-۴۲(

اند و در ادامه براي سادگي اين معادلات براي کل تير نوشته شده

نظـر  صرف ،شودام تير مربوط مي jکه به بخش ، jکار از انديس 

بـا   همچنـين ) و ۲۴) در (۴۱بـا جـايگزيني معـادلات (   شود. مي
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تـوان  روابط مي سازيدرنظر گرفتن ارتعاشات آزاد، پس از ساده

  :نوشت

   

N

kp kp kp kp
k

pr

A w (x) p (t) p (t)

c
P (t) x (t) P (t) x (t)

L



    

           

  2
1

1 1 1 2 2 2

  الف) -۴۳(

             ب) -۴۳(
N

kp kp kp kp
k

I (x) p (t) p (t)


      2
1

0  

kp ،در اين معادلات k    امين فرکانس طبيعـي تيـرp  اسـت ام .

k,qشرط تعامد مودها براي  , , , N 1 2 عبارت است از:  

)۴۴(  

 
kp qp kp qp kq 

I
w (x)w (x) (x) (x) dx

AL

 
     

 
1

20
  

توان )، مي۴۳کارگيري شرط تعامد مودها در معادلات (پس از به

  :نوشت

   

qp qp qp

pr
qp qp qp

p (t) p (t)

c
P (t)w P (t)w Q (t)

AL

 

       

 2

1 1 1 2 2 2
)۴۵(  

 گـذاري جـاي در اين معادله، نيروهـاي بـين تيـر و خـودرو بـا      

  :آيددست مي) به۲6( و )۲۵) در (۴۱معادلات (
  

 

 

n N

rp kp kp
p k

n N

rp kp kp
p k

m g
P (t) L k c w (t) p (t) z (t)

L

L
b c w (t) p (t) z (t)

L

 

 

        
   

     
  



  

1
1 1 1 1 1

1 1

1 1 1 1
1 1

   

   

 

 

n N

rp kp kp
p k

n N

rp kp kp
p k

m g
P (t) L k c w (t) p (t) z (t)

L

L
b c w (t) p (t) z (t)

L

 

 

        
   

     
  





2
2 2 2 2 2

1 1

2 2 2 2
1 1

 

  

)۴۷(  
  

  :توان نوشت) مي۲۷براي معادلات (

   

   

n N
t

rp kp kp
p k

n N

rp kp kp
p k

m
z k z z k c w p (t) z

L

L
b z z b c w p (t) z

L

 

 

  
       
    

  
       

    





1
1 3 3 1 1 1 1 1

1 1

3 3 1 1 1 1 1
1 1



  

  الف) -۴۸(
  

   

   

n N
t

rp kp kp
p k

n N

rp kp kp
p k

m
z k z z k c w p (t) z

L

L
b z z b c w p (t) z

L

 

 

  
       
    

  
       

    





2
2 4 4 2 2 2 2 2

1 1

4 4 2 2 2 2 2
1 1



  

  

  ب) -۴۸(
  

 و 1P(t) ) بـه توابـع  ۴۵شود که طـرف راسـت معادلـه (   مشاهده مي

(t)2P   ) طـرف   )۴۷(و  )6۴بستگي دارد، پس با توجه بـه معـادلات

kp خود وابسته بـه پارامترهـاي  ) ۴۵راست معادله ( (t) و kp (t) 

سيسـتم شـش    اين پارامترها در معـادلات حرکـت   همچنيناست؛ 

شـوند.  ) نيـز ديـده مـي   ۴۸درجه آزادي يا خودرو، يعنـي روابـط (  

ــابراين واضــح اســت کــه معــادلات (  ــا  )۴۵بن  همچنــين ) و۴۸(ت

هستند  گيردرهم) همگي به يکديگر وابسته و ۱۹( و )۱۷معادلات (

مرتبـه دوم   گيردرهم و در کل يک مجموعه از معادلات ديفرانسيل

 در ادامـه هـدف ايـن اسـت کـه پارامترهـاي      . دهنـد را تشکيل مي

kpp (t) عمودي مربوط  هايييجاجابه همچنينو  آنها و مشتقات

 دليـل در دلات قابل حل شوند. بـه به خودرو از يکديگر جدا و معا

طـور  ) به۴۵-۴۸شدن عبارات، معادلات ( گيردرهمپيچيدگي و هم

همـين دليـل معادلـه    ند. بهيستسادگي قابل جدا شدن نو به مستقيم

دوم  مرتبـه  گيردرهمفرم دستگاهي از معادلات ديفرانسيل  ) به۴۵(

pبراي هر تير بـه ازاي  , , , n 1 qو 2 , , , N 1 صـورت  بـه ، 2

  :شودمي معادلات ماتريسي بسط داده يک دستگاه

   

   

   

r

r

nr
n n n n n n

c
(t) (t) P (t) P (t) (t)

AL

c
(t) (t) P (t) P (t) (t)

AL

c
(t) (t) P (t) P (t) (t)

AL

          


         




         

P Ω P W W Q

P Ω P W W Q

P Ω P W W Q





    



2 1
1 1 1 1 1 1 1 2 2 1 2 1

2 2
2 2 2 1 1 2 1 2 2 2 2 2

2
1 1 1 2 2 2

)۴۹(  

)٤6( 
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 هـا و بردارهـا  ام از دستگاه معـادلات، مـاتريس   pکه براي دسته 

  :از عبارتند

p p

N Np p

p (t) p (t)

p (t) p (t)
(t) , (t) ,

p (t) p (t)

   
   
       
   
      

P P




 


1 1
2 2  

  

 

 
 

 

p p

N Np p

p (t) w

p (t) w
(t) , ,

p (t) w

  
           

   
      

P W



 



1 1
2 2  

  
  چ

)۵۰     (

p p

N p N p

Q (t)

Q (t)
(t) ,

Q (t)

            
   
      

Q Ω



 
   



2
11

22 2 2

2

0 0
0

0
0 0

  
  

  :توان نوشت) مي۴۷و  ۴6همچنين براي معادلات (

)۵۱  (

 

 

n
T

rp p p
p

n
T

rp p p
p

m g
P (t) L k c (t) (t) z (t)

L

L
b c (t) (t) z (t)

L





        
   

     
  





W P

W P 

1
1 1 1 1 1

1

1 1 1 1
1  

)۵۲  (

 

 

n
T

rp p p
p

n
T

rp p p
p

m g
P (t) L k c (t) (t) z (t)

L

L
b c (t) (t) z (t)

L





        
   

     
  





W P

W P 

22 2 2 2 2
1

2 2 2 2
1  

  :توان نوشت) نيز مي۴۸و براي معادلات (

   

   

n
Tt

rp p p
p

n
T

rp p p
p

m
z k z z k c (t) z

L

L
b z z b c (t) z

L





  
       
    

  
       

    





W P

W P



  

1
1 3 3 1 1 1 1 1

1

3 3 1 1 1 1 1
1

  

  الف) -۵۳(
  

   

   

n
Tt

rp p p
p

n
T

rp p p
p

m
z k z z k c (t) z

L

L
b z z b c (t) z

L





  
       
    

  
       

    





W P

W P



  

2
2 4 4 2 2 2 2 2

1

4 4 2 2 2 2 2
1

  

  )ب -۵۳(

) ۴۹) در دستگاه معـادلات ( ۵۲( و )۵۱ت (معادلا گذاريجايبا 

و مرتب کردن کليه جمـلات آن، يـک مجموعـه     ييجاو با جابه

دست خواهـد آمـد کـه در    دستگاه معادلات پيچيده و طولاني به

ام از آن دستگاه معادلات طـولاني   pاينجا به اختصار فقط دسته 

  :شودبيان مي

)۵۴(  
n

p pi i pi i p
i

(t)+ (t) (t) (t) (t) (t)

   P D P K P q

1
   

عبارتند  n1,2=p , i,..., ازايها بهادله، بردارها و ماتريسدر اين مع

  :از

pi

T T
pr ri p i p i

(t)

L
c c b ( ) ( ) b ( ) ( )

AL



        

D

W W W W1 1 1 1 2 2 2 2
  

  الف) -۵۵(

  

pi p pi

T T
pr ri p i p ic c k ( ) ( ) k ( ) ( )

A

 

         

K Ω

W W W W

2

1 1 1 1 2 2 2 2
1

  ب) -۵۵(

pr
p p p

p p

p p

c
(t) k z ( ) k z ( )

A

L
b z ( ) b z ( )

L

m g m g
( ) ( )

L L

       

       

         

q W W

W W

W W

 

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 2
1 1 2 2

  

  ج) -۵۵(
  

  :توان نوشت) مي۵۴سرانجام با مرتب کردن معادلات (

)۵6(  (t) (t) (t) (t) (t) (t)  P D P K P q   
  

  :شوندگونه تعريف ميها و بردارهاي اين رابطه اينيسماتر

n n n

(t) (t) (t)

(t) (t) (t)
(t)= , (t)= , (t)= ,

(t) (t) (t)

    
    

     
     
     
          

P P P

P P P
P P P

P P P

1 1 1
2 2 2
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(t)
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q D
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q

1
11 1

2

1


  




 

  



  35  ١٣٩٥زمستان ، ٢، شمارة ۳۵، سال هاي عددي در مهندسيروش

)۵۷             (                 
n

n nn

(t) (t)

(t)=

(t) (t)

 
 
 
  

K K

K

K K


  



11 1

1

  

  

 :شوند) نوشته مي۵۸فرم ( ) به۵۳معادلات ( همچنين
T T
a a(t) (t) (t) (t) H P G P  

 

tm L
z (t) (b b )z (t) (k k )z (t)

L L

      
 

 1
1 1 3 1 1 3 1  

  

            الف) -۵۸(
L

b z (t) k z (t)
L

   
 

3 3 3 3  

 

T T
b b(t) (t) (t) (t) H P G P

tm L
z (t) (b b )z (t) (k k )z (t)

L L

      
 

 2
2 2 4 2 2 4 2

L
b z (t) k z (t)

L

   
 

4 4 4 4 (۵۸- ب)                 

          

  :که در اين معادلات

 
 

 

r

r
a

rn n

c

cL
(t) b ,

L

c

 
     
 
  

W

W
H

W

1 1 1
2 2 1

1 1

1

  

 
 

 

r

r
b

rn n

c

cL
(t) b ,

L

c

 
     
 
  

W

W
H

W

1 1 2
2 2 2

2 2

2

  

)۵۹(  a a b b
k k

(t) L (t) , (t) L (t)
b b

 G H G H1 2
1 2

  

حـل  )، معـادلاتي قابـل  ۱۹(و  )۱۷( ،)۵۸( ،)۵6معادلات نهايي (

زمان آنها، در اختيـار داشـتن شـرايط    هستند که براي تحليل هم

تـوان بـردار   اوليه مجموعه تيرها و خودرو ضروري اسـت. مـي  

  :گونه بيان کردشرايط اوليه خودرو را اين

 T( ) z ( ) z ( ) z ( )Z 1 2 60 0 0 0   الف) -6۰(

 T( ) z ( ) z ( ) z ( )Z 1 2 60 0 0 0     ب) -6۰(
)، بردار شرايط ۴۱پس از اعمال شرط تعامد مودها در معادلات (

  :شود) تعيين مي۵۴ام از معادلات ( p اوليه تيرها براي دسته

p p p pp
I

u (x) (x) (x) (x)( ) dx
AL

      W ΦP
1

0 0200   الف) -6۱(

p p p pp
I

u (x) (x) (x) (x)( ) dx
AL

      W ΦP
1

0 0200    ب) -6۱(

  :تکه در اين معادلا

)6۲(   Tp N p
(x) (x) (x) (x)   Φ 1 2 

  

)، بـردار شـرايط   ۵۷) در (6۱معادلات ( گذاريجايحال بايد با 

  :دست آورد) به۵6اوليه نهايي را براي استفاده در معادله (

T  الف) -6۳( T T T
n(0)=[ (0) (0) (0) ]P P P P1 2   

T  ب) -6۳( T T T
n(0)=[ (0) (0) (0) ]P P P P1 2     

باري مجموعه جديد تعيين پاسخ اجپس از حل معادلات نهايي، 

  :شودمي

)6۴(  T T
p p p p p pu (x, t) (x) (t) , (x, t) (x) (t)  W P Φ P  

  شود.) پاسخ مجموعه اصلي محاسبه مي٢٢نهايت با کاربرد معادلات ( در

،  i=1,2,...,nازاي ام از مجموعـه اصـلي بـه    i اينک، براي تير

iMخمشــيممــان  (x, t) و نيــروي برشــيiQ (x, t) تــوان مــي را

  :محاسبه کرد

)6۵( 
n

T
i ip p, p

p

EI
M (x, t) c (x) (t)

L 
  Φ P1

1
 

 
n

T T
i ip pp, p

p

Q (x, t) AG c (t) , i , ,..., n(x) (x)


   PW Φ1
1

1 2  (66) 

گونـه  ، ايـن  xکه در اين معادلات، مشتق مرتبـه اول نسـبت بـه    

  :شودتعريف مي

  الف) -6۷( Tp, N p
(x) w (x) w (x) w (x)  W 1 1 2   

  ب) -6۷( Tp, N p
(x) (x) (x) (x)     Φ 1 1 2 

  

  عادلاتفرم فضاي حالت م -6

 )۵۷(و  )۵6(، )۱۹(، )۱۷(فرم فضـاي حالـت معـادلات نهـايي     

  :عبارت است از
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)6۸(  (t) (t) (t) (t) X A X F

  :گونه تعريف کردتوان اينکه در اين معادله، بردار حالت را مي

)6۹(  TT T T T(t) (t) (t) (t) (t)   X P Z P Z   
  

  :توان نوشتعمودي خودرو نيز مي ييجابراي بردار سرعت و جابه

  الف) -۷۰( T(t) z (t) z (t) z (t)Z 1 2 6  

  ب) -۷۰( T(t) z (t) z (t) z (t)Z 1 2 6   

  

  

  :)، ماتريس حالت عبارت است از6۸در معادله (
  

)۷۱(  

  

   
       

(n N)*(n N) (n N)* (n N)*(n N) (n N)*

*(n N) * *(n N) *

(n N)* (n N)*

*(n N) * *(n N) *

(t)
(t) (t) (t) (t)

(t) (t)

     

 

 

 

 
 
 

    
 
  

0 0 I 0

0 0 0 I
A

K A D A

A A A A

6 6

6 6 6 6 6 6

32 346 6

41 42 43 446 6 6 6 6 6

  

  

  :هاي بلوکي درون ماتريس حالت، عبارتند ازکه ماتريس
  

   
   

   

r r N*

r r N*

nr n nr n N*

c k c k

c k c k
(t)

A

c k c k

     
       
 

     

W W 0

W W 0
A

W W 0

1 1 1 1 1 1 2 2 1 2 4
2 1 1 2 1 2 2 2 2 2 4

32

1 1 1 2 2 2 4

1
  

  

  

  الف) -۷۲(
  

   
   

   

r r N*

r r N*

nr n nr n N*

c b c b

c b c bL
(t)

AL

c b c b

     
       
 

     

W W 0

W W 0
A

W W 0

1 1 1 1 1 1 2 2 1 2 4
2 1 1 2 1 2 2 2 2 2 4

34

1 1 1 2 2 2 4

  

  

  ب) -۷۲(
  

  ج) -۷۲(
T

a b (n N)*
t t

L L
(t) (t) (t)

m m 
   
 

A G G 041 4
1 2

  

  

  د) -۷۲(
T

a b (n N)*
t t

L L
(t) (t) (t)

m m 
   
 

A H H 043 4
1 2

  

  

 

 
t t

t t

p p

p p

k k k

m m

k k k

m m

a a a a a a
L

a a a a a a

k k

m m

k k

m m

  
 
 
  
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
  

A

1 3 3
1 1

2 4 4
2 2

31 32 33 34 35 36
42

41 42 43 44 45 46
5 5
1 1

6 6
2 2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

  

  

  ه) -۷۲(

  

 

 
t t

t t

p p

p p

b b b

m m

b b b

m m

a a a a a a
L

a a a a a a

b b

m m

b b

m m

  
 
 
  
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
  

A

1 3 3
1 1

2 4 4
2 2

31 32 33 34 35 36
44

41 42 43 44 45 46
5 5
1 1

6 6
2 2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0
  

  

  و) -۷۲(

  :عبارتند از 44Aو  42Aهاي بلوکي هاي ماتريسساير درايه

  

s s

s

s

s s

s s

k k d k k d d
a , a ,

M J M J

k k k d k d e
a ,

M J

k k k d d k d e
a ,

M J

k k d e k k d e
a , a ,

M J M J

k k d d k k d
a , a

M J M J

             
  

   
  

     
 

         
   

     
 

2
3 3 1 4 4 1 2

31 32

2
3 5 3 1 5 1 1

33

4 6 4 1 2 6 1 2
34

5 5 1 1 6 6 1 2
35 36

2
3 3 1 2 4 4 2

41 42

s

s

,

k k k d d k d e
a ,

M J

k k k d k d e
a ,

M J

 
 
  

     
 
  

   
  

3 5 3 1 2 5 2 1
43

2
4 6 4 2 6 2 2

44
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s s

k k d e k k d e
a , a

M J M J

         
   

5 5 2 1 6 6 2 2
45 46

  
  الف) -۷۳(

 

s s

s

s

s s

s s

b b d b b d d
a , a ,

M J M J

b b b d b d e
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M J

b b b d d b d e
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M J

b b d e b b d e
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M J M J

b b d d b b d
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31 32

2
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33

4 6 4 1 2 6 1 2
34
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35 36

2
3 3 1 2 4 4 2
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s s

,

b b b d d b d e
a ,

M J

b b b d b d e
a ,

M J

b b d e b b d e
a , a

M J M J

 
 
  

     
 
  

   
  

         
   

3 5 3 1 2 5 2 1
43

2
4 6 4 2 6 2 2

44

5 5 2 1 6 6 2 2
45 46

  
  ب) -۷۳(

توان ) مي6۸در معادله فضاي حالت ( F(t) براي بردار همچنين

  :نوشت

)۷۴ (

   
   

   

(n N )*

r

r

nr n n

*

c m (t) m (t)

c m (t) m (t)g
(t)

AL

c m (t) m (t)

  
 

      
        
 
 

      
 
 

0

W W

W W
F

W W

0

6 1

1 1 1 1 1 2 2 1 2

2 1 1 2 1 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2

6 1



  

  

  نتايج عددي -۷

بـا  ، W و پهنـاي  H بـا ارتفـاع  اي از سه تير تيموشنکو مجموعه

دو ستون اتصالات مياني و شرايط مرزي دو سر مقاطع مستطيلي، 

هاي عـددي  شود. دادهمفصل، تحت عبور خودرو درنظر گرفته مي

گرفتـه  ] ۱۵و  ۱۰منظور اعتبارسنجي، از دو مرجع [در اين مثال به

هـا  اند و کليه نتايج عددي در اين بخش برمبنـاي ايـن داده  شده

  :ي ذکر گرددهاي عددي جديداند مگر آنکه دادهدست آمدهبه

  سيستم شش درجه آزادي:

s t t

p p

M / , m / , m / ,

m m kg ,

  

 
1 2

1 2

1794 4 87 15 140 4
75  

J / kg m , d / , d / , e / ,

e / m ,

   


2
1 2 1

2

3443 05 1 271 1 716 0 481
1 313

  

N
m

Ns
m

k k , k / , k ,

k k ,

b b / , b , b , b / ,

b /

   

 

    



1 2 3 4

5 6

1 2 3 4 5

6

101115 66824 4 18615
14000
14 6 1190 1000 50 2

62 1

  

  

  مجموعه تيرهاي موازي و اتصالات مياني:
  

kgN
m m

s t t p p

L m , H / L , W / H , L / L ,

L / L ,

E / , / , ,

M M m m m m ,

k k , k k , k k , k k ,

k k , k k

   



     

    

   

 

2 3

1
2

11

1 2 1 2

11 21 31 12
22 32

50 0 02 0 5 0 3
0 4
2 1 10 0 3 7860

2 3 2
4 6

  

  

براي سادگي نمايش نتايج، پارامترهاي جديدي تعريف  همچنين

  :شودمي

 N
c c c c m

k ,k / ,k , k      6 6 6
1 2 3 40 2 5 10 5 10 10 10  

  

 براي حل، در ابتدا بايد يکسان بـودن بردارهـاي ويـژه نرمـاليزه    

، براي دو ستون اتصالات مياني بررسي گـردد. از  2Kو  1K شده

Kصـورت ) رابطه بين ايـن دو مـاتريس بـه   ٣٠معادله ( K2 12 

شده اين دو ماتريس برابرنـد   يکهاست، بنابراين بردارهاي ويژه 

  روش ارائه شده براي اين مثال مناسب است. و

  

  بررسي پاسخ مجموعه تيرهاي موازي -۷-۱

جايي جايي نقاط مياني تيرها نسبت به جابهدر اين قسمت، جابه

بعـد  ماکزيمم استاتيکي تيـر اويلـر برنـولي دو سـر مفصـل، بـي      

  :شودمي

st st
MgL MgL

Y y
EI EI

  
3 2

48 48  )۷۵(  

  عـد ببـي  crVبحرانـي   سرعت بـار متحـرک نسـبت بـه سـرعت     

  :]۱۹شود [مي
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  موقعيت حسببعد شده نقطه وسط تيرها بري بييجاتأثير سختي اتصالات مياني بر جابه -٣شکل 

  (..........) ٣)، تير⎯ ⎯ ⎯( ٢)، تير⎯⎯⎯( ١، تيرcrV V=0/25بعد شده خودرو، بي

  

cr
L EI

V ,
m L

        

2
1

1 )۷6(  

بـه مـاکزيمم ممـان خمشـي      همچنين ممان خمشي تيرها نسبت

) بيـان  ٧٧استاتيکي تير اويلر برنولي دو سر مفصل که با رابطـه ( 

  :شودبعد ميبي ،شودمی

)٧٧(  st
MgL

M  2  

و  =crV0/25Vازاي سـرعت  جايي تيرها را بـه ، جابه)۳(شکل 

دهد. مشـاهده  مقادير مختلف سختي اتصالات مياني نشان مي

و سختي اتصالات برابر صفر  1ck =k =0که تيشود در حالمي

جايي نقاط مياني تيرهايي که بار متحـرک از روي  جابهاست، 

کند با يکديگر برابر هستند. ايـن نتيجـه منطقـي    آنها عبور مي

 است، زيرا در اين حالت مسأله به حـل يـک مجموعـه تـک    

شود که تمام تيرها با يکديگر مشابه هستند و تيري تبديل مي

صالي بين آنها وجود ندارد و ساير تيرهايي که بـار از روي  ات

بـا افـزايش سـختي     ماننـد. کند ساکن باقي مـي آنها عبور نمي

از روي آن عبور جايي نقطه مياني تيري که بار اتصالات، جابه

که در ساير تيرها براي مقـادير  حالييابد. درکند کاهش ميمي

جـايي و در  جابـه ش پايين سختي، افزايش سختي باعث افزاي

دليل اتصال قوي مجموعـه بـا زمـين،    بالاي سختي، بهمقادير 

شـود  همچنين مشـاهده مـي   شود.جايي ميباعث کاهش جابه

يعني عبور بـار از روي تيـر بـالاتر،     rکه با افزايش در پارامتر 

  شـود.  جـايي نقـاط ميـاني مجموعـه زيـاد مـي      ماکزيمم جابه
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 بعد شده نقطه وسط تيرها برحسبت مياني بر ممان خمشي بيتأثير سختي اتصالا -۴شکل 

  (.........) ۳)، تير⎯ ⎯ ⎯( ۲)، تير⎯⎯⎯( ۱تير، crV=Vبعد شده خودرو، موقعيت بي

  

جايي ماکزيمم مجموعه بـا عبـور بـار از    عبارت ديگر جابهبه

  يابد.تر به زمين کاهش ميکروي تير نزدي

اي تغييـر در  از، ممان خمشـي مجموعـه بـه   )۴( در شکل

سختي اتصالات مياني نمايش داده شده است. ماکزيمم ممـان  

خمشي مجموعه مربوط به تيـري اسـت کـه بـار از روي آن     

يابـد. در سـاير   کند و با افزايش سختي، کـاهش مـي  عبور مي

تيرها با افزايش سختي، بـراي مقـادير بسـيار پـايين سـختي،      

لاي آن، خمشـي افـزايش و بـراي مقـادير بـا      ماکزيمم ممـان 

هـاي بسـيار   تيري و سـختي  يابد. در مجموعه تککاهش مي

پايين، ماکزيمم ممان خمشي نقاط مياني در انتهاي تير اتفـاق  

افتد و با افزايش سختي اتصالات، اين نقاط به سمت چپ مي

مشـاهده   )۴(و  )۳( هـاي شوند. همچنين در شکلجا ميهجاب

نقـاط ميـاني در    جايي و ممان خمشيجابهشود که مقادير مي

يک مجموعه چندتيري با اتصالات مياني، کمتر از يک تير به 

عنـوان يـک کـاربرد در    توانـد بـه  تنهايي است. ايـن امـر مـي   

 افزايش استحکام و همچنينهاي ارتعاشي چندتيري و جاذب

  توجه قرار گيرد. مقاومت مجموعه مورد

  

  بررسي پاسخ سيستم شش درجه آزادي -۷-۲

  جايي عمودي و دوراني مرکز جـرم خـودرو  جابه، )۵(در شکل 
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  )، برحسبsθی (ـ) و دورانszودي (ـده عمـبعد شجایی بیودرو و سختی اتصالات میانی بر جابهـر سرعت خـتأثی -5شکل 

  crV=Vو (........)  =rcV5/0V) ⎯ ⎯ ⎯، (=rcV25/0V) ⎯⎯⎯هاي (ازاي سرعت، به)=r(2بعد شده خودرو روي تیر دوم موقعیت بی
  

هـاي  هاي مختلف بار متحرک و همچنين سختيبه ازاي سرعت

مختلف اتصالات مياني، نشان داده شـده اسـت. در ايـن شـکل     

ازاي افـزايش  هـاي خـودرو بـه   جـايي شود که جابـه مشاهده مي

يابـد؛ زيـرا بـا افـزايش سـختي،      سختي اتصـالات، کـاهش مـي   

  کنـــدجـــايي تيـــري کـــه بـــار از روي آن عبـــور مـــيجابـــه

  شـود کـه بـا افـزايش    يابـد. همچنـين مشـاهده مـي    مـي  اهشک

سمت راست و با افزايش سـختي  جايي بهسرعت، ماکزيمم جابه

در يـک  شـود.  مقداري بـه سـمت چـپ مجموعـه کشـيده مـي      

ها هـم بـراي تيـر و هـم بـراي      جاييتيري، جابهمجموعه تک

خودرو نسبت به يک مجموعه چندتيري با اتصـالات ميـاني،   

هـاي عمـودي راننـده و    جـايي جابـه  )6(شـکل   بيشتر است.

ازاي افزايش سختي اتصالات و سـرعت خـودرو   مسافر را به

شود که براي يک مشاهده مي دهد. در اين شکل نيزنشان مي

ها بيشتر از چند تير با اتصالات مياني اسـت و  جاييتير، جابه

جايي راننده و مسافر کاهش با افزايش سختي اتصالات، جابه

جـايي راننـده زودتـر از مسـافر رخ     ابـد. مـاکزيمم جابـه   يمي

شـود. بـا   زيرا راننده زودتر به روي تيرهـا وارد مـي   دهد،مي

سمت راست و هاي ماکزيمم بهجاييافزايش سرعت بار، جابه

  شوند.با افزايش سختي، کمي به چپ کشيده مي

  

  اعتبارسنجي پاسخ مجموعه تحت عبور خودرو، جـرم  -۷-۳

  نيروو         

منظور اعتبارسنجي، نتايج عـددي بـا دو مقالـه    در اين قسمت به

جايي مجموعه را در سـه  ، جابه)۷( شکل شود.علمي مقايسه می

  دهـد،  ازاي کاهش طول خـودرو نشـان مـي   حالت بار متحرک به

هـا در  کننـده  کـه سـختي فنرهـا و اسـتهلاک مسـتهلک     در حالي
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 و بعد شده رانندهجايي عمودي بيالات بر جابهتأثير سرعت خودرو و سختي اتص -6شکل 

  )6z  ,⎯ ⎯ ⎯(و  )5z  ,⎯⎯⎯(، r)=(2بعد شده خودرو روي تير دوم مسافر برحسب موقعيت بي

  

 
بعد شده بار عبوري از روي تير دوم بعد شده نقطه وسط تيرها برحسب موقعيت بيجايي بيتأثير کاهش طول خودرو بر جابه -۷شکل 

2)=(r ت با سرعcrV 5/V=0 ي اتصالات ميانيـ، سختN
m

k /  62 5   ودروـهاي خدهـکنن دار سختي فنرها و استهلاک مستهلکـ، مق10

، ] (.........)۱۵)، عبور نيرو [⎯ ⎯ ⎯ور جرم (ـ)، عب⎯⎯⎯⎯ور خودرو (ـعب –بسيار زياد (خودروي صلب) 

e e e e(d / c , d / c , e / c , e / c , L , H / , W / m)          1 2 1 21 271 1 716 0 481 1 313 20 0 4 0 2  
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  نقطه جايي عمودي(ب) جابه -) k=0تير تيموشنکو ( يي عمودي نقطه وسط مجموعه تکجا(الف) جابه -۸شکل 

km)⎯⎯⎯⎯هاي (ازاي سرعت]، به۱۰وسط يک تير اويلر برنولي [
h

65V=(.......) ،km
h

72V= ) و⎯ ⎯ ⎯(km
h

88V=، 

 kg

m
L , E Gpa , I / , H / , W , /m m m m       3

4100 207 0 174 1 278 1 15649 453 
  

خودرو مقدار بسـيار زيـادي درنظـر گرفتـه شـده اسـت تـا        

صورت صلب عمل کند. در حالتي که طـول خـودرو زيـاد    به

است، اختلاف پاسخ بين دو حالت بار متمرکز و خودرو زياد 

کـه  يابـد تـا جـايي   است و با کاهش طول خودرو، کاهش مي

جـرم   براي دو حالت عبور خودرو با طول بسيار کم و عبـور 

زيرا براي خـودرويي   شود؛يکسان مي جاييتقريباًمتمرکز جابه

توجـه اسـت،    با طول زياد، ابعاد آن در برابر ابعـاد تيـر قابـل   

صورت بار توان عبور خودرو را از روي تيرها بهبنابراين نمي

متمرکز مدل کرد. ولي براي خودرويي با طول کم که ابعاد آن 

توان خـودرو را ماننـد   است، مي پوشيدر برابر تير قابل چشم

صـورت  يک ذره فرض کرد و با توجه به اينکـه خـودرو بـه   

بـراي   صلب درنظر گرفته شده و جرم آن قابل توجـه اسـت،  

ــي  ــده م ــادلات پيچي ــور آن را ســادگي در حــل مع ــوان عب ت

صورت جرم متحرک مدل کرد. در اين شـکل بـراي آنکـه    به

شـتر ديـده شـود    اختلاف پاسخ بين سه حالت بار متحـرک بي 

طول تير کوتاه و وزن خودرو ثابت درنظر گرفته شده اسـت،  

تير زيـاد و جـرم خـودرو کـم باشـد       که اگر طولدر صورتي

  اختلاف پاسخ بين سه حالت بار متحرک بسيار جزئي است.

، حـل مسـأله   )الـف (نمودارهـاي   )۱۰( تا )۸(هاي شکل

کو، تيموشـن ئوري تيري با ت را براي يک مجموعه تک حاضر

ــه ــانازاي ســرعتب ــه نشــان  T=10 هــاي مختلــف و زم   ثاني

] ۱۰، اسـتخراج شـده از مرجـع [   )ب(دهـد. نمودارهـاي   مي

هستند که عبور خودرو را از روي يک تير اويلر برنولي نشان 

  دهند.مي

جايي يک تير را بـا دو تئـوري مختلـف،    ، جابه)۸( شکل

و  )الـف (دهد. با مقايسه نمودارهـاي  حسب زمان نشان ميبر

، يک اختلاف پاسخ کـم در نقـاط اکسـترمم آنهـا ديـده      )ب(

شود. وجود اين اختلاف پاسخ منطقي است، زيـرا درنظـر   مي

تـر  اويلر برنولي در مرجع مذکور، تير را سخت ئوريگرفتن ت

دهد؛ اما ناچيز جايي را کمتر از تير تيموشنکو نشان ميو جابه

بـودن ابعـاد سـطح    دليل کوچـک  بودن اين اختلاف پاسخ، به

  مقطع تير نسبت به طول آن است.

جايي عمـودي مرکـز   ترتيب جابهبه )۱۰( و )۹( هايدر شکل

جايي راننـده برحسـب زمـان نشـان داده     جرم خودرو و جابه

شود. مشاهده که اختلاف پاسخ چنداني ديده نمي شده است،

هـاي مربـوط بـه خـودروي     جـايي شود که ماکزيمم جابـه مي

وي تير اويلر برنولي کمتر از تير تيموشنکو است، عبوري از ر

هر چند ايـن اخـتلاف پاسـخ نـاچيز اسـت. همچنـين ديـده        

هـا پـس از خـروج    کننـده  علت وجود مستهلککه به شودمي

سـمت  در حين حرکت، نمودارها به کامل خودرو از روي تير

  شوند.نقطه تعادل خود ميرا مي
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  جایی عمودي مرکز(ب) جابه - ) k=0تیر تیموشنکو ( ودرو، مجموعه تکـکز جرم خجایی عمودي مر(الف) جابه -9شکل 
km)⎯⎯⎯⎯هاي (ازاي سرعت]، به10خودرو، یک تیر اویلر برنولی [جرم 

h
6=5V(.......) ،km

h
=72V ) و⎯ ⎯ ⎯(km

h
=88V ،

 kg

m
L , E Gpa , I / , H / , W , /m m m m       3

4100 207 0 174 1 278 1 15649 453  
 

 
  ي عمودي راننده،يجا(ب) جابه - )k=0تير تيموشنکو ( ي عمودي راننده، مجموعه تکيجا(الف) جابه - ١٠شکل 

km)⎯⎯⎯⎯هاي (رعتـازاي س]، به١٠ر اويلر برنولي [ـيک تي
h

65=V(.......) ،km
h

72=V ) و⎯ ⎯ ⎯(km
h

88=V ،

 kg

m
L , E Gpa , I / , H / , W , /m m m m       3

4100 207 0 174 1 278 1 15649 453  

  

  گيرينتيجه -۸

اي از تيرهاي تيموشنکوي موازي با اتصالات ارتعاشات مجموعه

پذير مياني تحت عبور يک سيسـتم شـش درجـه آزادي    انعطاف

عنوان مدلي براي يک خـودرو مـورد بررسـي قـرار     محوره بهدو

لات ديفرانسيل حرکـت و  گرفت. در تحليل مسأله تعدادي معاد

زمان آنها دست آمد که براي جداسازي همبه گيردرهمپيوستگي 

از يک تغيير متغير خاص اسـتفاده شـد؛ بـدين منظـور، مقـادير      

اي باشد کـه بردارهـاي ويـژه    گونهسختي اتصالات مياني بايد به

دست آمده بـراي هـر سـتون از    هاي سختي بهشده ماتريس يکه

سان گردد. اين محدوديت بايد قبل از شـروع  اتصالات مياني يک

ها در يک مجموعـه  جاييحل بررسي شود. مشاهده شد که جابه

چندتيري با اتصالات مياني کمتر از يک تيـر بـه تنهـايي اسـت.     

جايي و ممان خمشي مـاکزيمم مربـوط بـه تيـري     جابه همچنين

کند کـه مقـدار آن بـا افـزايش     است که بار از روي آن عبور مي

يابـد؛ امـا در سـاير تيرهـا بـا      ي اتصالات مياني کاهش مـي سخت

اتصالات مياني، براي مقـادير بسـيار پـايين ايـن      افزايش سختي

جايي و ممان خمشي افزايش و بـراي  سختي، مقدار بيشينه جابه

  يابد.مقادير بالاي سختي، کاهش مي

هاي سيستم شش درجـه  ييجامشاهده شد که جابه همچنين

يابد. زاي افزايش سختي اتصالات مياني، کاهش مياآزادي نيز به

کـه  بين دو حالت بار متمرکز يعني نيرو و جرم متحرک و حالتي

خودرو داراي طول زيادي نسبت به تير باشـد، اخـتلاف پاسـخ    
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زيادي وجود دارد و با کاهش طول خودرو، اين اختلاف پاسـخ  

يـر قابـل   يابد. اگر ابعـاد خـودرو در برابـر ابعـاد ت    نيز کاهش مي

صورت جرم يا نيـروي  پوشي نباشد آنگاه مدل کردن بار بهچشم

کـه ابعـاد   ، ولي در صورتييستجاي خودرو مناسب نمتمرکز به

پوشي باشد، براي خودرو کوچک و در برابر ابعاد تير قابل چشم

و پيچيـده در   گيـر درهـم سادگي در حـل معـادلات ديفرانسـيل    

صـورت متمرکـز در يـک    به توان بار راحالت عبور خودرو، مي

صورت جرم متحـرک مـدل کـرد.    نقطه درنظر گرفت و آن را به

اگر طول تير زياد و جرم بار نسبت به تير کم باشد، دو  همچنين

  شوند.يکسان مي حالت نيرو و جرم متحرک تقريباً
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