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 ـشده اسـت. توز  ياند بررست شدهيتقو يكربن يهاهدفمند كه با نانولوله يدار تابعسوراخ ايدايرهن مقاله ارتعاش آزاد ورق ير اد -چكيده  ع ي
نظـر  . با توجه بـه در است يصورت كسر حجمضخامت ورق، به يو هدفمند مواد در راستا يجيرات تدرييوسته و تغيصورت پبه يكربن يهانانولوله

ضـخامت، ضـخامت ورق    يشده بـرا  ز با توجه به تابع درنظر گرفتهيشعاع و ن يدر راستا ايدايرهضخامت ورق  يرخطيو غ يرات خطييگرفتن تغ
 ـاست. ا شدهمرتبه سه استخراج  ير شكل برشييتغ يمعادلات حركت ورق با استفاده از تئور همچنينا محدب باشد. يصورت مقعر تواند بهيم ن ي

كـه شـرط تقـارن     يطـور ها، بهر مكانييتوابع تغ يمثلثات يشده هستند كه با استفاده از بسط سر درگيرل يفرانسيلات دمعاد يسركيمعادلات 
تفاضـل   يل از روش عددين دليهمار مشكل است بهيها بسآنق يشود كه حل دقيل ميتبد يل معموليفرانسيرا برآورده كند، به معادلات د يمحور

شده  ن آنها مشاهدهيب يار خوبيسه و مطابقت بسيگر محققان مقايج ديآمده با نتا دستج بهيشده است. نتا ت استفادهن معادلايحل ا يبرا مربعات
 ـيطب يهافركانس بررويها مختلف از نانولوله يدرصد كسر حجم همچنينو  يمختلف هندس يت اثرات پارامترهاياست. در نها  ـ يع شـده   يبررس

  است.
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Abstract: In this paper, free vibration of carbon nanotube-reinforced functionally graded circular plates with hole has been 
investigated. Distribution of carbon nanotubes are continuous  and the gradual and graded changes of materials through the 
plate thickness are considered as volume fraction. Considering the linear and non-linear variation of circular plates through the 
radial direction and also considering the proposed function for the thickness, the plate thickness can be convex or concave. 
Moreover, the motion equations of plate were obtained based on the third-order shear deformation theory. These equations are 
coupled differential equations which can convert Ordinary Differential Equations (ODE) using the Trigonometric series 
expansion of displacement fields such that they satisfy the axial symmetry condition. Solving the converted ODE equations is too 
difficult. For this reason, the differential quadrature method is employed to solve these equations. The obtained results are 
compared with the results reported by other researchers and an excellent agreement is observed between them. Finally, the effects 
of different geometric parameters as well as different volume fracture of nanotubes on natural frequency have been studied. 
 
Keywords: Functionally graded materials, Carbon nanotube, Free vibration, Circular plates with hole, Differential quadrature  
                     method. 
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  مقدمه -۱

 يهانهيدر زم يشرفت روزافزون صنعت و تکنولوژيبا توجه به پ

داشـته   يفـرد بـه  منحصر يهايژگيکه و ياز به مواديمختلف، ن

 يعنـوان نمونـه، بـرا   شـود. بـه  يش احساس م ـيپ از شيباشند ب

اي كـه در معـرض   و راكتورهاي هسته ييفضا يهاپوشش شاتل

 ييکه مقاومـت بـالا   يد از مواديدرجه حرارت بالا قرار دارند با

 ۱۸۹۴ن منظور در سال يدر برابر حرارت دارند استفاده نمود. بد

] کـه از  ۱ن بار در ژاپن ساخته شد [ياول يبرا ۱مدرج يمواد تابع

شده  آنها انجام برروي ياک مطالعات گستردهيدگاه ترموالاستيد

ر تقاضـا بـراي   يش چشـمگ ير با افـزا ياخ يها]. در دهه۲است [

ذب انـرژي و  اي با مقاومت بـالا در برابـر حـرارت، ج ـ   يهاسازه

ــســبک، مطالعــات ز ــررويادي ي ــابع ب ــواد ت ــار م   مــدرج يرفت

  .هدفمند) صورت گرفته است (مواد

ــ ــک [ ين ــه۳و ژون ــات س ــد] ارتعاش ــار يبع  يآزاد و اجب

مختلــف  يط مــرزيهدفمنــد را تحــت شــرا ايدايــره يهــاورق

 يارتعاش ـ يهافرکانس آنهاکردند.  يبررس يليتحلمهيصورت نبه

دست آوردند و نشان دادند کـه  ورق را به يکيناميد يهاو پاسخ

کـاهش   يعين فرکانس طبيد، کمترس خواص موايش انديبا افزا

 ـبا نزد يارتعاش اجبار مسألهدر  همچنينابد. ييم تـر شـدن   کي

 ـ، تغيعيبه فرکانس طب يفرکانس اجبار هـا  هـا و تـنش  ر مکـان يي

  ابند.ييش ميافزا

ورق هدفمنـد   يبعـد ل ارتعاش آزاد سـه ي] تحل۴زاده [ملک

ت راييــن مقالــه تغيــک را انجــام داد. در ايالاســت بســتر بــرروي

 ـو توز يمواد با استفاده از قـانون تـوان   يکسر حجم يجيتدر ع ي

شــده اســت.  ضــخامت ورق درنظــر گرفتــه يدر راســتا يينمــا

 دسـت بـه  يبعـد ته سـه يسيالاست يمعادلات حاکم براساس تئور

هـا بـه   ر مکـان يي ـتوابـع تغ  يمثلثـات  يکمک بسط سـر آمده و به

با استفاده از  شده و معادلات ليتبد يل معموليفرانسيمعادلات د

 اند.شده حل ۲روش تفاضل مربعات

هدفمنـد را   يک پوسـته مخروط ـ ي ـ] ارتعاش آزاد ۵ترنابنه [

ط يشرا ينمود. و يبررس يکمک روش تفاضل مربعات دوبعدبه

را  يرات کســر حجمــييــصــورت ســاده و تغرا بــه يگــاههيــتک

شـعاع درنظـر گرفـت و     يو در راستا يصورت چهار پارامتربه

 يهـا خـاص، فرکـانس   يل کسر حجميپروف يازاکه به نشان داد

متشکل از  يمخروط ةپوست يهاتواند بالاتر از فرکانسيمنتجه م

  رد.يک خالص قرار بگيفلز خالص و سرام

 ـ -يکيات مکـان ي] خصوص ـ6دلوس و همکاران [يف  يحرارت

کـم نانولولـه    يه درصد وزنيپابر ينه اپوکسيت با زمينانوکامپوز

 يکربن ـ ةدلخواه نانولول ي) و راستايدرصد وزن ۵/۰تا  ۰۱/۰(از 

کردند و بـه   يبررس يصورت تجربجداره را بهجداره و چندتک

س يها با ماترنانوکامپوزيتانگ در يدند که مدول يجه رسين نتيا

 همچنـين ابـد.  ييبهبود م ين اپوکسينسبت به رز ين اپوکسيرز

، ينانولوله کربن يآنها، فقط با استفاده از مقدار کم يمطابق بررس

  شود.ياد ميز ۳يضربه کشش يچقرمگ

 نانوکامپوزيـت ک يات مؤثر الاسـت ي] خصوص۷[ انيسانگ و 

کردنـد.   يبررس ـ يو عدد يصورت تجربشده با نانولوله را به پر

س يطور دلخـواه در داخـل مـاتر   نانولوله کربن را به يآنها راستا

 يســازهي] بــا اســتفاده از شــب۸[ وتيــفــرض کردنــد. هــان و ال

 ـمـر تقو يپل يکيخواص مکـان  يبه بررس ۴يمولکول يکيناميد  تي

جداره پرداختند. آنها نانولوله کـربن را  شده با نانولوله کربن تک

مختلـف درنظـر    يحجم ـ يمر متفـاوت بـا درصـدها   يدر دو پل

 يکيه را که خواص مکـان ين نظريآنها ا يسازهيج شبيگرفتند. نتا

 ـنانولولـه کـربن بهبـود پ   ش يبـا افـزا   يمريپل يهاتيکامپوز دا ي

ر ين، آنها نشان دادنـد کـه تـأث   يکند. علاوه بر ايد ميأيکنند، تيم

 ـ يمر تا زمانين نانولوله کربن و پليب يوندهايپ  يهـا ن اتـم يکه ب

ده گرفته يد ناديوجود دارد، نبا يوند قويمر پينانولوله کربن و پل

 ـيب يمولکولنيب يوندهايدر پ همچنينشوند.  مـر  يه و پلن نانولول

با قـانون اخـتلاط    يسازهيج شبين نتايب ياملاحظه اختلاف قابل

  ک مشاهده شد.ياس ماکروسکوپيدر مق

کـربن در   يهـا استفاده نانولولـه  ةدين بار اياول يبرا ]۸شن [

 ـمواد هدفمند را مطرح کرد. او در ا  يرخط ـين مقالـه خمـش غ  ي

 يکربن ـ يهاکه با نانولوله يتيهدفمند کامپوز يليمستط يهاورق

ات نانولوله کربن وابسته يخصوص کرد. ياند را بررسشده تيتقو

 يمولکـول  يکيناميد يسازهيبه دما فرض شده و با استفاده از شب
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 ـتغ يتئـور  ةي ـپا اند. شن معادلات حـاکم را بـر  آمده دستبه ر يي

ون کـارمن   يرخطيک غينماتيبا س يمرتبه بالاتر رد يمکان برش

 ـيتـأث  و با درنظر گرفتن  روشدسـت آورد و از  بـه  يرات حرارت

ر مکان ييتغ -بار يهايمنحن ةمحاسب يبرا يامرحله دو ۵ياختلال

ممـان   -بار يهايمنحن ياستفاده کرد. بررس يممان خمش -و بار

 تقويـت ورق  يکيات مکـان يورق نشان داد که خصوص ـ يخمش

ن ي ـن ايج مب ـينتـا  همچنـين افته اسـت.  ي ها بهبودبا نانولوله شده

کـربن، عوامـل    يهـا نانولولـه  ياست که علاوه بر درصد حجم ـ

 ـ، تغيادرون صـفحه  يط مرزيش دما، شرايافزا مانند يگريد ر يي

ات خمـش  يبر خصوص ـ يطول يهاو نسبت يعرض يمکان برش

  رگذار هستند.يتأث يرخطيغ

خـواص   يک مطالعه جامع، به بررسي] در ۹و و همکاران [يل

 يکربن ـ يهـا شـده بـا نانولولـه    تي ـمواد هدفمنـد تقو  يکيمکان

شـده بـا    تي ـنه ارتعاشـات مـواد هدفمنـد تقو   يپرداختند. در زم

شده اسـت کـه در    انجام يامطالعات گسترده يکربن يهانانولوله

شده  حل معادلات حاکم استفاده يمختلف برا يهااز روش آنها

  ].۱۰-۱۴[ است

 بررويرا  يکربن يها] اثرات نانولوله۱۵[ يو سبحان يتيهدا

ن يهـا از تخم ـ نکردنـد. آ  يبررس ـ يحلقو يهاورقارتعاش آزاد 

معـادلات   بـرروي هـا  ت نانولولـه ااعمال اثـر  يتاکانا برا -يمور

 يرخط ـي] ارتعاشـات غ ۱6حاکم استفاده نمودند. وانگ و شـن [ 

را در  يکربن ـ يهـا شده بـا نانولولـه   تيتقو يتيکامپوز يهاورق

ش کسر ين دادند که با افزاکردند و نشا يبررس ييدما يهاطيمح

  ابد.ييش ميز افزاين يعيها فرکانس طبنانولوله يحجم

 يتير کامپوزيک تي يرخطي] ارتعاشات غ۱۷و همکارانش [ يک

کردنـد. آنهـا    يشده بـا نانولولـه کـربن را بررس ـ    تيهدفمند تقو

ک ينماتيمرتبـه بـالاتر بـا س ـ    يکمـک تئـور  معادلات حاکم را بـه 

ش کسـر  يدست آورده و نشان دادند که افزاون کارمن به يرخطيغ

 يرخط ـيو غ يخط ـ يهـا ش فرکانسينانولوله منجربه افزا يحجم

 يهـا فرکـانس  منجربـه ع متقـارن نانولولـه   يتوز همچنينشود. يم

  .شودميکنواخت يا يع نامتقارن و ينسبت به توز يبالاتر
  

شرفته و مـواد  يمتشکل از مواد پ ایدايره يهاورقاستفاده از 

روز  بـه  و... روز ييايمي، ش ـياع هوافضا، هستهيفمند در صناهد

، يفنـاور گر محصولات گوناگون نانويد يشود. از سويشتر ميب

 دايع مختلف پيدر صنا يعيوس يها، کاربردهاتيکامپوزنانو مانند

از  يک ـي. هسـتند  يانواع مختلف ـ يها داراتيکامپوزاند. نانوکرده

بوده که با  يمريت پليکامپوزها، نانوتيزکامپون انواع نانويترمهم

خـاطر خـواص   اند. نانولوله کـربن بـه  شده تينانولوله کربن تقو

در  يادير زيکه دارد تأث يو حرارت يکي، الکتريکيمکان ةالعادفوق

  گذارد.يمر ميبهبود خواص پل

، دار هدفمنـد سوراخ ايدايرهن مقاله ارتعاش آزاد ورق يدر ا

شـده اسـت.    يبررس ـ ،انـد شده تيتقو يکربن يهاکه با نانولوله

 يجيرات تـدر ييوسته و تغيصورت پبه يکربن يهاع نانولولهيتوز

صـورت کسـر   ضـخامت ورق، بـه   يو هدفمند مـواد در راسـتا  

و  يرات خط ـيي ـ. بـا توجـه بـه درنظـر گـرفتن تغ     است يحجم

ز با توجه يشعاع و ن يدر راستا ايدايرهضخامت ورق  يرخطيغ

تواند يضخامت، ضخامت ورق م يشده برا درنظر گرفتهبه تابع 

معادلات حرکـت ورق   همچنينا محدب باشد. يصورت مقعر به

 شـده مرتبه سه اسـتخراج   ير شکل برشييتغ يبا استفاده از تئور

هستند  درگيرل يفرانسيمعادلات د يک سرين معادلات ياست. ا

هـا،  انر مک ـيي ـتوابـع تغ  يمثلثـات  يکه بـا اسـتفاده از بسـط سـر    

را بـرآورده کنـد، بـه معـادلات      يکه شرط تقارن محوريطوربه

 ـشـود کـه حـل دق   يل ميتبد يل معموليفرانسيد ار يق آنهـا بس ـ ي

 يتفاضل مربعات برا يل از روش عددين دليهممشکل است به

ج يآمده با نتا دستج بهيشده است. نتا ن معادلات استفادهيحل ا

 ن آنهـا مشـاهده  يب يار خوبيسه و مطابقت بسيگر محققان مقايد

 ـشده اسـت. در نها  و  يمختلـف هندس ـ  يت اثـرات پارامترهـا  ي

 بـرروي هـا  مختلـف از نانولولـه   يدرصد کسـر حجم ـ  همچنين

  شده است. يبررس يعيطب يهافرکانس

  

  استخراج معادلات -۲

  يکيها در خواص مکاناعمال اثرات نانولوله -۲-۱

ر يهـا تـأث  ع نانولولـه ي ـکـه در مقدمـه اشـاره شـد، توز     طورهمان

دارد. بـا   انـگ يمخصوصـاً مـدول    يکيدر خواص مکان ييسزاهب
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 يهـا تيانگ کامپوزيتوان مدول يها، ماستفاده از قانون مخلوط

صـورت  ) را بـه cE( يکربن ـ يهابا نانولوله شده تقويت يمريپل

  ]:١٩ و ١٨ن زد [ير تخميز

)١(  CNTV
c l o w CNT m CNT mE (k k k E E )V e E    

 ـترتبه mEو CNTE،که در رابطه فوق  يطـول انـگ  يب مـدول  ي

 CNTVهمچنـين  .هسـتند مـر مـوردنظر   يو پل يکربن يهانانولوله

ب ي ـترتبـه  wk و lk،okو  يکربن ـ يهـا نانولوله يکسر حجم

و  يکربن ـ يهـا پارامتر مؤثر طول، فاکتور مـؤثر جهـت نانولولـه   

بـا اسـتفاده از رابطـه     lk.هستند يکربن يهاپارامتر موج نانولوله

  :ديآيدست مر بهيز

)٢(  l
tanh

k


 


1  

  که:يطوربه
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d E ( v ) ln (V )
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V
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(k k k E E )V


 




 


 








22
1

 و يکربن يهاب طول و قطر نانولولهيترتبه dو lدر رابطه فوق، 

mv که بـا علامـت    يي. پارامترهااستمر يب پواسون پليضر 

 يق تست کشش برايو از طر يصورت تجرباند بهشده مشخص

  شوند.ين مييبالا تع يبا درصد وزن يهانانولوله

نانولولـه   يهاتيکامپوز) ( ب پواسونيو ضر )( يچگال

 ـصـورت ز ها بـه مخلوط يطبق قانون خط 6استيرنکربني/ پلي ر ي

  شود:يمحاسبه م

)٤(  CNT CNT m m

CNT CNT m m

V V

V V

    

    
  

 ـ يهـا نانولوله يجرم يب چگاليترتبه m و CNTکه و  يکربن

CNTV .هستندمر خالص يپل
 

 mVو 
 يب کسـر حجم ـ ي ـترتبـه 

  .هستندمر خالص يپل يو کسر حجم يکربن يهانانولوله

ــا  رنياســتيپلــس ين مقالــه فــرض شــده کــه مــاتريــدر ا ب

 يکسـر حجم ـ  يکه برايطور، بهشده تقويت يکربن يهانانولوله

  توان نوشت:مي زير صورتآنها به

  رن وياستيپل يکيخواص مکان -١جدول 

 ].١٨خالص [ يکربن ةنانولول

  رنياستيپل

m

m

m

E / GPa

Kg

m
/



 

 

3

1 9

1050

0 34

  

  يکربن ةولنانول

CNT

CNT

CNT

E GPa

Kg

m
/



 

 

3

900

2100

0 28

  

  يکربن يهاابعاد نانولوله
d nm

l m


 

25
60 

  ر استفاده شده دريمقاد

  )١معادله (

o

w

c

CNT

k /

k /

E / GPa

V /









0 2
0 1
3 8

0 15 

  

)٥(  
CNT mV V  1  

هاي کربني خالص در استيرن و نانولولهخواص مکانيکي پلي

آورده شـده اسـت. منحنـي تغييـرات مـدول يانـگ        )۱جدول (

تغييرات کسر  برحسب استيرنپلي نانولوله کربني/ هايکامپوزيت

شـده و بـا    نشـان داده  )١(شكل ) در ۱براساس رابطه ( يحجم

کـه   طـور همـان سه شده است. ي] مقا۲۰مرجع [ يتجرب يهاداده

ج يو نتا يج تجربين نتايب يدهد مطابقت خوبين شکل نشان ميا

  ) وجود دارد.۱حاصل از رابطه (

کـربن   يهـا ع نانولولهيتوزکه ن مقاله فرض شده است يدر ا

 يصـورت خط ـ دار بـه سوراخ ایدايرهضخامت ورق  يدر راستا

 ـتوز يرو چند تـابع بـرا  نيا باشد. از  يهـا در راسـتا  ع نانولولـه ي

 يهـا ع نامتقارن نانولولـه يتوز. شده است ضخامت درنظر گرفته

 ـکـه در ا  ۷ضـخامت  يکربن در راستا ر ي ـن حالـت از رابطـه ز  ي

  شود:ياستفاده م

*  قارن هدفمندتوزيع نامت             )6(
CNT NT

z
V ( )V

h
 

21  

 هانانولوله يمتقارن از کسر حجم يع خطيدو نوع مختلف از توز

  اند:شده ر درنظر گرفتهيصورت زکه به ٨ضخامت يدر راستا
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   استيرنکربني/ پلينانولوله  هايتيانگ کامپوزيرات مدول ييمنحني تغ -١ شکل

  )١ج رابطه (يربي و نتاهاي تجن دادهيسه بيرات و مقاييرات کسر حجمي تغييبرحسب تغ

  

  توزيع متقارن هدفمند نوع اول

)٧(  

  توزيع متقارن هدفمند نوع دوم         

*
CNT NT

| z |
V V

h


4
  

*
CNT NT

| z |
V ( )V

h
 

14 2

  ر است:يصورت زکه تابع آن به هانانولوله ٩کنواختيع يتوز

)٨(  *
CNT NTV V  

* ضخامت ورق و hدر روابط فوق 
NTV ف ير تعريصورت زبه

   :]۱۸[ شوديم

)٩(  
* NT
NT

CNT CNT
NT NT

m m

w
V

w ( ) ( )w


 
 

 

  

NTw،CNTکه
 

 يچگـال ، نانولولـه  يکسر جرم بيترتبه mو 

. هستندمر خالص يپل يجرم يچگالو  يکربن يهانانولوله يجرم

 ـ ي ـبا تعر zبعـد  يف پـارامتر ب / h  يرات کسـر حجم ـ يي ـتغ 

 ضـخامت  يانگ در راستايمدول  همچنينکربن و  يهانانولوله

 .است )۳(و  )۲( يهاصورت شکلبه ایدايرهورق 

  يشکل برش ـ رييتغ يمعادلات حاکم با استفاده از تئور -۲-۲

  مرتبه سوم        

دار بـا ضـخامت   سوراخ ایدايرهاز ورق  يکيشمات )٤( شکل در

شده است. معادلات حاکم با  نشان داده يشعاع ير در راستايمتغ

 دسـت استفاده از تئوري تغيير شکل برشي مرتبـه سـوم ردي بـه   

اند. براساس اين تئوري، خطوط مستقيم عمـود بـر صـفحه    آمده

ماننـد.  از تغيير شکل ديگر راست و مستقيم باقي نمي مياني قبل

صورت توابـع مرتبـه   به Vو  Uجايي هاي جابهبنابراين، مؤلفه

درنظـر گرفتـه    zمسـتقل از   Wو مؤلفه  شدهفرض  zبالا از 

مرتبـه   ي تغيير شکل برشـي ورجايي طبق تئشود. ميدان جابهمي

  ]:٢١شود [صورت زير نوشته ميسه به

)١٠(  

r

r

U(r, , z, t) z (r, , t)

z w(r, , t)
( (r, , t) )

rh
V(r, , z, t) z (r, , t)

z w(r, , t)
( (r, , t) )

rh
W(r, , z, t) w(r, , t)





   

 
   


   

 
   


  

3
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3
2

4
3

4
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  ازاي توزيع مختلفهاي کربني در راستاي ضخامت بهتغييرات کسر حجمي نانولوله -٢ شکل

  

  
  هاي کربنيازاي توزيع مختلف از کسر حجمي نانولولهتغييرات مدول يانگ در راستاي ضخامت به -٣ شکل

  
  

 rجايي عرضي (خيز) صفحه مياني اسـت.  جابه wکه در آن،
rزاويه چرخش صفحات  و  z  وz   ٠در=z   حـول

  هستند.  rو محورهاي 

 ـز صـورت اي بهکرنش در مختصات استوانه -رابطه تنش ر ي

 است:

)١١ (

rr rr

zz zz

z z

rz rz

r r

C C C

C C C

C C C

C

C

C

 

 

 

     
         
                  

     
    

         

11 12 13
12 22 23
13 23 33

44
55

66

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

ijکرنش و  ijماتريس سختي الاستيک، ijCکه در اين رابطه 
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  با ضخامت متغير در راستاي شعاعي ایدايرهورق  -٤ شکل

  

ف ي ـر تعري ـصـورت ز به کيس الاستيب ماتري. ضراهستندتنش 

  شوند:يم

  

  

  
  

)١٢(  

E(z)
C C C

( )

E(z)v(z)
C C C

( (z) )

E(z)
C C C

( (z))

  


  


  
 

11 22 33 2

12 13 23 2

44 55 66

1

1

2 1

  

  

 يادر مختصـات اسـتوانه   ييجـا جابـه  -روابط کـرنش  همچنين

 شوند:يان مير بيصورت زبه

r z

r rz z

U U V W
, ,

r r r z
U V V U W V W

, ,
r r r z r z r



 

  
      

  
     

         
     

1

1

)١٣(  

 توان نوشت:ي) م١٣) در (١٠رابطه ( يذارگيبا جا

r r
r

r r

r r
r

rz

z w
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r rh r

z w z w
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r rh h r

z w z w
z ( ) z ( )
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2
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4

)٤١                            (z
z w w

( )
r rh

  
 

      
 

2
2

4
  

برابر صفر است  يخارج يروهايننکه کار يحال با توجه به ا

  توان نوشت:يلتون ميو با درنظر گرفتن اصل هم

)٥١(                                               
t

( T U)dt   
0

0  

  

 ستم و يل سيپتانس يانرژ U1و يجنبش يانرژ Tکه در آن 

تـوان  يم ـ Uدسـت آوردن بـه  ي. بـرا اسـت  ١٠راتيينماد تغ

  نوشت:

r r z z rz rz r r
V

U ( )dv                   

)١6(  

  :شوندصورت زير تعريف میهای تنش بهمنتجه
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h(r)/2r
r 3h(r)/2r
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h(r)/2

dz

  

  

rکه  rM ,M ,P ,P  يخمش ـ يهاممان ،r rM ,P   يهـا ممـان 

rپيچشي و rQ ,Q ,R ,R  .بـا تعريـف    نيروهاي برشي هستند

) در ١٤) و با جايگـذاري ( ١٧صورت رابطه (ها تنش بهمنتجه

  آيد:مي ستد) به١٨سازي، رابطه () و انجام ساده١6رابطه (

iR

Z 
oR

r
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 شود:يف مير تعريصورت زبه Tهمچنين
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  شوند:يف مير تعريصورت زکه در رابطه فوق، ثوابت به
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)، ١٥ر رابطـه ( ) د١٩) و (١٨ت با قرار دادن روابـط ( يدر نها

شـده بـا    تيتقو يدار تابعسوراخ ایدايرهمعادلات حرکت ورق 

رو و ي ـن يهار برحسب منتجهيو ضخامت متغ يکربن يهانانولوله

  د:يآيدست مممان به
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ط ياعمال شرا يبرا. استمشتق دوم نسبت به زمان  يمعنا(..) به

  توان نوشت:يم گاه سادههيتکدر حالت  يمرز
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  ردار:يگاه گهيو در حالت تک
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و  ييجاجابه يهارو و ممان برحسب مؤلفهين يهابا قرار دادن منتجه

ت يها و در نهالات حرکت برحسب منتجهدر معاد جايگذاريسپس 

ن روابـط، معـادلات حرکـت برحسـب     ي) در ا٢6قرار دادن روابط (

بـا   شـده  تقويـت  يورق گـرد تـابع   يبـرا  ييجـا جابـه  يهـا مؤلفه

با استفاده از  يشعاع ير در راستايضخامت متغ با يکربن يهانانولوله

  :شودميمرتبه سه، استخراج  ير شکل برشييتغ يتئور
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nکه  , , ,..., 0 1 و  اسـت  يط ـيدر روابط بالا عـدد مـوج مح   2

n  مقالـه   ني ـ. در ااسـت  يهندسـه متقـارن محـور    يمعن ـبه 0

شـده   گرفتـه  از شعاع ورق گرد درنظر يصورت تابعضخامت به

  شود:يف مير تعريصورت ز] به٢٢[ که طبق مرجع

)٢٧(  M

o

r
h(r) h q( ) , q , M

r

 
     

 
0 1 0 1 0  

ــه  rضــخامت در  h0ک  ــا Mو  qو  0 ــ يپارامتره  يهندس

qکه يصورت هستند. در 0، يازاضخامت ثابت و به q 0  اگر

M  Mو اگر  يضخامت خط يمنحن 1  ل ضـخامت  ي ـپروف 1

Mمقعر و    بود. ل ضخامت محدب خواهديپروف 1

رات ضـخامت ورق  يي ـل تغي ـپروف، )۸( تا )۵( يهادر شکل

، Mو  qمختلف  يپارامترها يبوده، به ازا يگرد که تابع شعاع

  شده است. ادهبرحسب شعاع، نشان د

  

  حل معادلات -۳

  تفاضل مربعاتاعمال روش  -۳-۱

در  ياولين بـار توسـط بلمـن و کاسـت     تفاضل مربعاتروش 

] و بعـدها توسـط بـرت و    ۲۳اي ارائـه [ در مقالـه  ۱۹۷۱سال 

 ک براي حل معـادلات مكانيـك جامـدات اسـتفاده شـد     يمال

توان در حل معادلات مقـدار مـرزي و   ين روش مي]. از ا۲۴[

 ي(بـرا  استفاده نمـود  يرخطيقدار اوليه با طبيعت خطي و غم

  ] مراجعه شود).۲۵[ شتر به مرجعيات بيمطالعه جزئ

به فرم روش  آنهان روش به معادلات حرکت، يبا اعمال ا

بـودن   ي(با توجـه بـه طـولان    شوندنوشته ميتفاضل مربعات 

  مه آورده شده است).ين روابط در ضميروابط، ا

  

  نتايج و بحث -۴

  بررسي صحت نتايج -۴-۱

 ايدايـره ارتعـاش آزاد ورق  هدف اصلي ايـن مقالـه بررسـي    

 هـاي کربنـي تقويـت   دار تابعي هدفمند که با نانولولـه سوراخ

آمـده بـا    دسـت . در ابتدا لازم است تا نتايج بـه استاند، شده

نتايج ساير تحقيقات مقايسه شود تا اعتبـار و صـحت نتـايج    

ود. بـدين منظـور از تـابع زيـر بـراي      ش ـ ديي ـتأآمده  دستبه

  ]:۲6شده است [ تغييرات خواص استفاده

  

)٢٨(  

m ( z/h)
ij ijC (z) C e 

  
m ( z/h)(z) e   

  

 شــده بعــدفركــانس طبيعــي بــي )۳( و) ۲( هــايدر جــدول

] ۲۸ و ۳] و [۲6-۲۸[ ترتيـب بـا نتـايج مراجـع    به آمدهدست به

 صـورت بعـد شـده بـه   فرکـانس طبيعـي بـي   مقايسه شده است. 

mh / C    ــه در    11 ــت ک ــده اس ــه ش ــر گرفت آن  درنظ
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iتغييرات ضخامت ورق گرد نسبت به شعاع: -٥ شکل om / , h / , R / R /  00 5 0 2 0 1  

  

  
iتغييرات ضخامت ورق گرد نسبت به شعاع:  -6 شکل om / , h / , R / R /  01 5 0 2 0 1  

 
m m m mC E ( ) / ( )( )     11 1 1 1  nدر ايـــن جـــدول . 2

شعاع خـارجي از   oRشعاع داخلي و  iRموج محيطي، عدد 

. هـا در راسـتاي شـعاعي اسـت    تعـداد گـره   rNورق گرد و 

گره در راستاي شـعاعي   ۱۵ازاي نتايج کار حاضر بههمچنين 

که از اين جدول مشخص است،  طورهمانشده است.  گرفته

    مطابقت خوبي بين نتايج وجود دارد.

ازاي بعـد بـه  مقـادير فرکـانس طبيعـي بـي     )٤( جدولدر 

  بـراي   ۰،۱،۲،۳شرايط مرزي مختلف و اعداد مـوج مختلـف   

 H 
 H 

R 

R 
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iگرد نسبت به شعاع: تغييرات ضخامت ورق  -٧ شکل o oq / , R / R / , h /  0 6 0 1 0 Mبه ازاي  2  1  

 

  
i: تغييرات ضخامت ورق گرد نسبت به شعاع -٨ شکل o oq / , R / R / , h /  0 6 0 1 0 Mبه ازاي  2  1  

 
آمده و با نتايج حاصـل از   دستيک ورق گرد ايزوتروپيک به

] مقايسه شده است. همانگونه کـه مقايسـه   ۲۹مرجع [حل دقيق 

  دهد، مطابقت مناسبي بين نتايج وجود دارد.نشان مي نتايج

  بررسي همگرايي -۴-۲

 آمـده بـا اسـتفاده از روش    دستبراي بررسي همگرايي نتايج به

) يعنـي  rNهـاي مختلـف (  ازاي تعـداد گـره  ، بهتفاضل مربعات

R 

R 

 H 
 H 
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 مختلف، گيردار و اعداد موج -گاه گيرداربعد شده در شرايط مرزي تکيهمقايسه مقادير فرکانس طبيعي اول بي - ٢جدول 

i o o rR / R / , h / R / , N ,    0 2 0 1 15 1 
 

  ]٢6مرجع [  ]٢٧مرجع [  ]٢٨مرجع [
  مطالعه حاضر 

  )تئوري مرتبه سوم(
n  

۰۸۰۱/٠  ۰۸۰۷/٠  ۰۷۹۶/٠  ٠٧٩٨/٠  ٠  

۰۸۳۱/٠  ۰۸۳۷/٠  ۰۸۲۶/٠  ۰۸۲۹/١  ٠  

۰۹۵۵/٠  ۰۹۶۱/٠  ۰۹۵۲/٠  ۰۹۶٢  ٠/٠  

 
  گيردار و اعداد موج مختلف، -گاه گيرداربعد شده در شرايط مرزي تکيهمقايسه مقادير فرکانس طبيعي اول بي - ٣جدول 

i o o rR / R / , h / R / , N ,    0 1 0 2 15 1 
  

  ]٣مرجع [  ]٢٨مرجع [
  مطالعه حاضر 

  )تئوري مرتبه سوم(
n  

۱۸۷۲/٠  ۱۸۷۱/٠  ۱۸۷۱/٠  ٠  

۱۹۹٠/٠  ۱۹۹۴/٠  ۰/۱۹۸۷  ١  

۲۷۸۳/٠  ۲۷۸۱/٠  ۲۷۶۶/٢  ٠ 

۳۸۱۹/٠  ۳۸۱۹/٠  ۳۷۹۱/٣  ٠  

  

  و اعداد موج مختلف،بعد شده در شرايط مرزي مقايسه مقادير فرکانس طبيعي اول بي - ٤جدول 

r i o o oR / , N , R R / R , h / R , R h( ( )) / Eh          2 2 30 2 15 12 1 
  

n 
  گاهيشرايط تكيه  

٠ ١ ٢ ٣ 

۴۰/۰۷۶۷ ۲۷/۰۰۸۴ ۱۹/۱۰۱۶ ۱۶/ ١۷۷۳  )روش تفاضل مربعاتمطالعه حاضر ( 
٠١/٠ 

ده
سا

 - 
ده
سا

  

 ]٢٩مرجع [ ۱۶/۷۷۳۲ ۱۹/۲۱۴۳ ۲۷/۲۲۶۱ ۴۰/۲۷۸۸

۳۶/ ٠۹۶۲  )روش تفاضل مربعاتمطالعه حاضر ( ۱۶/۱۷۰۲ ۱۷/۹۷۰۱ ۲۵/۰۶۵۵ 
١/٠  

۳۷/ ۸۶۷۰  ۲۵/۹۴۵۱ ۱۸/ ٠۴۸۳  ]٢٩مرجع [ ۱۶/۱۷۰۵ 

 )روش تفاضل مربعاتمطالعه حاضر ( ۲۲/۶۹۲۷ ۲۴/۲۳۳۹ ۳۰/۰۰۹۴۵ ۴۱/۱۹۶۶
٠١/٠ 

ار
رد
گي

 - 
ده
سا

 

۴۱/ ٠۲۸۸  ۳۰/۰۵۷۶ ۲۴/ ٠٠۲۵  ۲۲/ ٠۶۹۶  ]٢٩مرجع [ 

۳۷/ ٠۷۲۴  )روش تفاضل مربعاتمطالعه حاضر ( ۲۰/۸۴۵۷ ۲۲/۱۳۱۵ ۲۷/۴۳۵۲ 
١/٠  

۳۸/۲۱۷۶ ۲۷/۶۸۱۸ ۲۲/ ٠٠۷۴  ]٢٩مرجع [ ۲۱/۱۱۲۶ 
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  توزيع متقارن نوع اول ازاي اعداد موج و شرايط مرزي و تعداد گره مختلف،بعد شده بههمگرايي فرکانس طبيعي اول بي - ٥جدول 

i o o oM q / , R / R / , h / R /   0 2 0 2 0 2  
  

 n Nr =۵ Nr =۷ Nr =۱۱ Nr =۱۵ Nr =۱۷ Nr=۱۹  گاهيشرايط تكيه

ار
رد
گي

 - 
ده
سا

  

٠ ۸/۸۳۷۶ ۸/۸۱۵۶ ۸/۸۲۴۵ ۸/۸۵۸۹ ۸/۸۷۹۶ ۸/ ۷۶۹۸  

١ ۹/۳۱۰۵ ۹/۳۳۵۶ ۹/۳۵۴۶ ۹/۳۹۲۶ ۹/۴۰۹۸ ۹/۴۰۹۸ 

٢ ۱۱/۶۰۶۳ ۱۱/۶۷۳۷ ۱۱/۷۱۱۶ ۱۱/۷۵۶۷ ۱۱/۷۷۸۳ ۱۱/۷۷۱۸ 

ده
سا

 - 
ده
سا

 

٠ ۶/۶۷۶۹ ۶/۷۷۸۴ ۶/۷۸۳۷ ۶/۷۸۵۵ ۶/۷۹۹۴ ۶/۸۰۲۳ 

١ ۷/۴۰۸۷ ۷/۵۲۷۲ ۵۱۸۱٫۷  ۵۳٫۷  ۵۳۸۸٫۷  ۵۳۹۳٫۷  

٢ ۱۰/۱۹۵۸ ۱۰/۳۲۲۴ ۱۰/۳۰۷۵ ۱۰/۳۳۰۵ ۱۰/۳۴۷۵ ۱۰/ ٠٠۳۴  

گ
ار
رد
ي

 - 
ار
رد
گي

 

٠ ۹/۴۱۳۲ ۹/۴۲۳۵ ۹/۴۴۹۴ ۹/۴۵۲۳ ۹/۴۵۲۶ ۹/۴۵۲۸ 

١ ۱۰/۰۵ ۱۰/۰۱۴۶ ۱۰/۰۱۱۸ ۱۰/۰۰۲ ۱۰/۰۰۲۴ ۱۰/۰۰۲۸ 

٢ ۱۲/۲۵۰۱ ۱۲/۱۳۲۷ ۱۲/۱۲۲ ۱۲/۱۰۸۶ ۱۲/۱۰۳۳ ۱۲/۱۰۳۵ 

  

 -گــاهي: گيــردارازاي شــرايط تکيــهبــه ۱۹و  ۱۷، ۱۵، ۱۱، ۷، ۵

) و S-Cســاده ( -)، گيــردارS-Sســاده ( -)، ســادهC-C( يــردارگ

nهمچنين اعداد موج محيطي  , ,0 1 بـراي توزيـع متقـارن از     2

 )۵جـدول ( هاي کربني در راستاي ضـخامت، نتـايج در   نانولوله

صـورت  بعد شـده بـه  در اين جدول پارامتر بيشده است.  آورده

o m mR / G     .کـه   طـور هماندرنظر گرفته شده است

هـا نـرخ   شود، با افـزايش تعـداد گـره   در اين جدول مشاهده مي

نتـايج   ۱6هاي بالاي ازاي تعداد گرهيافته و به همگرايي افزايش

  شده است. همگرايي حاصل

  

  گاهي، عدد موج طبيعي و فرکـانس بررسي اثرات تکيه -۴-۳

  بعد شدهطبيعي بي        

  آمــده،  دســتصــحت نتــايج بــه تأييــدپــس از اعتبارســنجي و 

تغييـرات   شـده اسـت. منحنـي    اثرات برخي از پارامترها بررسي

 عدد مـوج محيطـي  بعد شده برحسب طبيعي اول بيفرکانس 

سـاده و   -گيـردار، سـاده   -گـاهي گيـردار  براي شرايط تکيـه 

ترتيـب  ساده ورق گرد در شعاع داخلي و خارجي به -گيردار

ــکل ــايدر ش ــان داده) ١١( و )١٠( ،)٩( ه ــت.  نش ــده اس ش

  اسـتاي در ر هـا ها انواع توزيع نانولولـه اين شکلدر  همچنين

متقارن نوع اول، متقارن نوع دوم، نامتقـارن و  يعني؛  ضخامت

بعـد  از رابطـه بـي  شـده اسـت.    نيز درنظـر گرفتـه   يکنواخت

o m mR / G         براي فرکـانس طبيعـي اسـتفاده شـده

که مشخص است، با افزايش عـدد محيطـي،    طورهمان است.

  يابد.بعد شده نيز افزايش ميفرکانس طبيعي اول بي

دهد که بـراي  ها نشان ميدر اين شکل آمده دستنتايج به

بعد شـده  شده، فرکانس طبيعي بي گاهي ذکرکليه شرايط تکيه

در حالت توزيع نامتقارن و توزيع يکنواخـت بسـيار نزديـک    

ازاي توزيـع  بعـد بـه  فرکانس طبيعي بـي  همچنين. استهم به

هـاي ديگـر   متقارن نوع دوم کمترين مقدار را نسبت به توزيع

گـاهي  رايط مرزي دارد. از طرفي در شرايط تکيهدر تمامي ش

 و )١٠( ايه ـشـکل سـاده يعنـي    -گيردار و گيـردار  -گيردار

  بعد بـه توزيـع نامتقـارن و   بالاترين مقادير فرکانس بي )،١١(

که قبلاً نيـز ذکـر شـد     طورهمانيکنواخت اختصاص دارد و 

. دراسـت هم ازاي اين دو نوع توزيع بسيار نزديک بهنتايج به
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  گيردار -گاهي گيردارتغييرات فرکانس طبيعي اول برحسب عدد موج محيطي براي شرايط تکيه -٩ل شک

  

  
  ساده - گاهي سادهتغييرات فرکانس طبيعي اول برحسب عدد موج محيطي براي شرايط تکيه - ١٠ل شک

 
بيشـترين   ،)١٠( شـكل ساده يعنـي   -گاهي سادهدر شرايط تکيه

  دهد.عد در توزيع متقارن نوع اول رخ ميبمقادير فرکانس بي

بعـد برحسـب پـارامتر    منحني تغييرات فرکانس طبيعي بي

q ۱، برايn       بـا درنظـر گـرفتن مقـادير مختلـف M  و در  

 

1
Ω 

 

1
Ω 

n 

n 
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  ساده - گاهي گيردارتغييرات فرکانس طبيعي اول برحسب عدد موج محيطي براي شرايط تکيه - ١١ شکل

  

ر براي توزيـع نانولولـه کربنـي    گيردا -گاهي گيردارتکيهشرايط 

  هـاي متقـارن نـوع اول، متقـارن نـوع دوم، نامتقـارن      صـورت به

  نشـان داده  )۱۵( تـا ) ۱۲( هـاي ترتيـب در شـکل  و يکنواخت به

، Mها با ثابت درنظر گرفتن پـارامتر  شده است. مطابق اين شکل

شـود.  مـي بعد شده اعث افزايش فرکانس طبيعي بيب q افزايش

فرکانس  M ، با افزايش پارامترqابت درنظر گرفتن با ث همچنين

که ايـن افـزايش   طورييابد، بهبعد شده نيز افزايش ميطبيعي بي

 شدن مقـدار  اما با زياد توجهي نداردمقدار قابل qدر مقادير کم 

qتوان ادعا کـرد  واقع مي در شود.تر مي، اين افزايش محسوس

بعد شده، با افزايش ي بيفرکانس طبيع برروي Mپارامتر که اثر 

q ازاي شـده بـه   گونه کـه قـبلاً ذکـر   شود. همانتر ميمحسوس

M  Mازاي پروفيل ضخامت مقعر و به 1  پروفيل ضخامت  1

  .استمحدب 

ر بعـد برحسـب پـارامت   يب يعيرات فرکانس طبييتغ يمنحن

Mي، برا n  و در  qر مختلـف  يبا درنظـر گـرفتن مقـاد    1

کـربن   يهاع نانولولهيتوز يساده برا -ساده يگاههيط تکيشرا

متقارن نوع اول، متقارن نـوع دوم، نامتقـارن و    يهاصورتبه

 نشـان داده  )۱۹( تـا  )۱6( يهـا ب در شـکل يترتکنواخت بهي

 ـکـه در ا  طورهمانشده است.  هـا مشـخص اسـت    ن شـکل ي

بعد يب يعيش فرکانس طبيباعث افزا qو کاهش  Mش يافزا

 شود.يم شده

  ر مختلـف يمقاد يازابعد شده بهيب يعير فرکانس طبيمقاد

q  وM ـتوز يسـاده و بـرا   -رداريگ يگاههيط تکيبا شرا  ع ي

  متقـارن نـوع اول، متقـارن    يهـا صورتکربن به يهانانولوله

  شـده  ارائـه  )6(جـدول   کنواخـت در ينوع دوم، نامتقـارن و  

ــدر ا اســت. ــي ــارامتر ب صــورت بعــد شــده بــهين جــدول پ

o m mR / G   
 

ر با ين مقاديا درنظر گرفته شده است.

nدرنظر گرفتن    دسـت ر بهيسه مقادياند. مقاآمده دستبه 1

 ـا يدهد که بـرا يآمده نشان م  ـن حالـت ن ي و  Mش يز افـزا ي

  شود.يبعد شده ميب يعيش فرکانس طبيباعث افزا qکاهش 

، بـا  Mبعد شده برحسب يب يعيرات فرکانس طبييتغ يمنحن

nع متقارن نـوع اول و  يدرنظر گرفتن توز   ـ 1  طيشـرا  يراب

 -سـاده و گيـردار   -گيردار، ساده -گاهي (گيردارمختلف تکيه

شده است. مطـابق ايـن شـکل،     نشان داده )۲۰( شكل ساده) در

گيردار بيشترين و  -بعد شده در حالت گيردارفرکانس طبيعي بي

  ساده کمترين مقدار را دارد. -در حالت ساده

 

1
Ω 

n 
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 هاي کربني،، براي توزيع متقارن نوع اول از نانولولهqسب پارامتر تغييرات فرکانس طبيعي اول برح - ١٢ شکل

i o o on , R / R / , h / R /  1 0 2 0 2  

  

  
 كربني، هاي، براي توزيع متقارن نوع دوم از نانولولهqتغييرات فرکانس طبيعي اول برحسب پارامتر  - ١٣ شکل

i o o on , R / R / , h / R /  1 0 2 0 2  

  

q 

q 

 

1
Ω 

 

1
Ω 
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 هاي کربني،هنانولول ، براي توزيع نامتقارن ازqتغييرات فرکانس طبيعي اول برحسب پارامتر  - ١٤ شکل

i o o on , R / R / , h / R /  1 0 2 0 2  

  

  
 هاي کربني،، براي توزيع يکنواخت از نانولولهqتغييرات فرکانس طبيعي اول برحسب پارامتر  - ١٥ شکل

i o o on , R / R / , h / R /  1 0 2 0 2  

q 

q 

 

1
Ω 

 

1
Ω 
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  هاي کربني، براي توزيع متقارن نوع دوم از نانولولهMتغييرات فرکانس طبيعي اول برحسب پارامتر  - ١6 شکل

  

  

  
  هاي کربني، براي توزيع نامتقارن از نانولولهMبرحسب پارامتر تغييرات فرکانس طبيعي اول  - ١٧ شکل

  

M 

M 

 

1
Ω 

 

1
Ω 
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  هاي کربنياز نانولوله نامتقارن، براي توزيع Mتغييرات فرکانس طبيعي اول برحسب پارامتر  - ١٨ شکل

  

  

  
  هاي کربني، براي توزيع يکنواخت از نانولولهMتغييرات فرکانس طبيعي اول برحسب پارامتر  - ١٩ شکل

M 

M 

 

1
Ω 

 

1
Ω 
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  گيردار - گاه سادههاي كربني براي ورق گرد با تکيهازاي توزيع مختلف از نانولولهادير فرکانس طبيعي اول بهقم - 6دول ج

i با ضخامت متغير، o o on , R / R / , h / R /  1 0 2 0 2  
 

Mq يکنواخت نامتقادن متقارن نوع دوم متقارن نوع اول 

۰/۲ 

۰/۲ ۹/۴۰۹۸ ۷/۸۶۹۷ ۹/۳۸۲۹ ۹/۳۵۲۵ 

۰/۴ ۸/۰۸۶۶ ۶/۸۱۷۸ ۷/۹۴۸۹ ۷/۹۲۴۲ 

۰/۶ ۶/۲۸۸۵ ۵/۵۰۹۴ ۶/۱۴۵۷ ۶/۱۲۸۶ 

۰/۵ 

۰/۲ ۹/۴۲۹۱ ۸/۲۸۰۲ ۹/ ٠۵۶۵  ۹/۵۳۶۲ 

۰/۴ ۸/۱۹۷۴ ۷/۵۹۳۶ ۸/۳۷۸۳ ۸/۳۵۵۹ 

۰/۶ ۶/ ٠۶۰۹  ۶/۵۹۳۳ ۶/۸۸۷۳ ۶/۸۷۲۱ 

۰/۷ 

۰/۲ ۹/۴۶۷۸ ۸/۴۴۵۲ ۹/۶۶۲۲ ۹/۶۳۳۷ 

۰/۴ ۸/۳۱۰۳ ۷/۹۰۴۷ ۸/۶۰۱۳ ۸/۵۷۹۳ 

۰/۶ ۶/۸۴۶۷ ۷/۰۴۴۵ ۷/۲۶۴۵ ۷/۲۴۹۳ 

۱ 

۰/۲ ۹/۵۴۲۷ ۸/۶۰۱۳ ۹/۷۸۱۳ ۹/۷۵۲۹ 

۰/۴ ۸/۴۹۸۹ ۸/۲۱۰۱ ۸/ ٠۸۷۱  ۸/۸۴۸۸ 

۰/۶ ۷/۲۰۰۸ ۷/۵۱۱۳ ۷/۷۱۷ ۷/۷۰۱۱ 

۱/۲ 

۰/۲ ۹/۵۹۷ ۸/۶۶۶۳ ۹/۸۴۷۱ ۹/۸۱۸۵ 

۰/۴ ۸/۶۲۶۳ ۸/۳۴۵۴ ۹/۰۱۸۴ ۸/۹۹۵۸ 

۰/۶ ۷/۴۲۶۷ ۷/۷۳۱۴ ۷/۹۶۳۳ ۷/۹۴۶۷ 

۱/۵ 

۰/۲ ۹/۶۷۸۴ ۸/۷۲۷۶ ۹/۹۲۹۹ ۹/ ٠۹۰۱  

۰/۴ ۸/۸۱۰۷ ۸/۴۸۳۷ ۹/۲۰۳۲ ۹/۱۷۹۸ 

۰/۶ ۷/۷۴۳۸ ۷/۹۷۱۸ ۸/ ٠۲۷۲  ۸/۲۵۴۲ 

۲ 

۰/۲ ۹/۸۰۳۷ ۸/۷۷۴۲ ۱۰/۰۳۶۸ ۱۰/۰۰۷۲ 

۰/۴ ۹/۰۸۶۶ ۸/۶۱۰۷ ۹/۴۴۰۹ ۹/۴۱۶۱ 

۰/۶ ۸/۲۰۷۹ ۸/۲۲۰۸ ۸/۶۶۹۹ ۸/۶۵ 

  

  يريگجهينت -۵

بـا ضـخامت    دارسوراخ ایدايرهن مقاله ارتعاش آزاد ورق يدر ا

  اسـت. ورق  شـده  يبررس ـمختلـف   يگـاه هيتکط يمتغير و شرا
  

  

و  يتـابع  صورتبهشده و ت يتقو يکربن يهانانولولهبا  ایدايره

 يهـا عي ـتوزاز:  نـد عبارتشـده  يبررس ـ ي. پارامترهـا استمدرج 

ط يضخامت ورق، شرا يدر راستا يکربن يهانانولولهمختلف از 
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 ،اول مختلف براي توزيع متقارن نوع گاهيو به ازاي شرايط تکيه Mتغييرات فرکانس طبيعي اول برحسب پارامتر  -٢٠شکل

i o o on ,q / ,R / R / , h / R /   1 0 6 0 2 0 2  
  

هاي مختلـف از تغييـرات ضـخامت    يلپروفگاهي مختلف، يهتک

ای در راستاي شعاعي و تغييرات عدد مـوج محيطـي.   ورق دايره

  توان گفت:، ميآمدهدست بهمطابق نتايج 

 گاهي عدد موج محيطي نيـز پـارامتري   علاوه بر شرايط تکيه

ــرات فرکــانس  ــهمهــم در تغيي   کــه،طــوريطبيعــي اســت ب

افزايش عدد موج محيطي باعـث افـزايش فرکـانس طبيعـي     

  شود.يم

 هـاي  هاي درنظـر گرفتـه شـده بـراي نانولولـه     در بين توزيع

ي کربنـي در  هـا نانولولـه کربني، توزيع متقـارن نـوع دوم از   

کمتــرين مقــادير  دارســوراخراســتاي ضــخامت ورق گــرد 

  .دهديمخود اختصاص فرکانسي را به

 کنواخـت از  ينامتقـارن و   يهـا عيتوز يازابه يج فرکانسينتا

 ـار نزديضـخامت بس ـ  يدر راستا يکربن يهانانولوله ک بـه  ي

  .استگر يکدي

  ـط تکيزمـان شـرا  درنظر گرفتن هـم   ـو توز يگـاه هي  يهـا عي

ط يشــرا يازادهــد کــه بــهينشــان مــ يکربنــ يهــانانولولــه

ر ين مقـاد يشتريساده، ب -رداريردار و گيگ -رداريگ يگاههيتک

ط يشـرا  يع متقارن نـوع اول و بـرا  يمربوط به توز يفرکانس

مربـوط بـه    ير فرکانسين مقاديشتريساده ب -ساده يگاههيتک

  کنواخت و نامتقارن است.يع يتوز

 ش پارامتر يافزاM ش يرات تابع ضخامت، افـزا ييمربوط به تغ

رات تابع ييمربوط به تغ qش يافزا همچنينو  يعيفرکانس طب

 درخواهد داشت.  يپ را در يعيامت، کاهش فرکانس طبضخ

از حالـت   دارسوراخرات ضخامت ورق گرد ييهرچه تغ واقع

 ـمقعر به حالت محدب نزد  يع ـيطب يهـا فرکـانس ک شـود  ي

 کند.يمدا يش پيافزا
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  پيوست

  .استصورت زیر شده بهفرم تفاضل مربعات معادلات حرکت نهایی استخراج
  معادله اول حرکت:
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  معادله دوم حرکت:
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  معادله سوم حرکت:
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  گاه گیردار:تکیه
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