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ساز پیستونی در سـیال  وجسازي امواج هارمونیک تولید شده توسط مدر این مقاله، روش بدون شبکه توابع پایه نمایی براي شبیه - چکیده

لاگرانژي مخلوط و مبتنی بر پتانسیل سرعت است.  -رویکرد اویلري بر اساسبندي روش ارائه شده داراي سطح آزاد ارائه شده است. فرمول
 ـسازي دامنه حل فقط از تعدادي نقطه روي مرزهاي سیال استفاده میدر روش بدون شبکه توابع پایه نمایی براي گسسته ا توجـه بـه   شود. ب

هندسه حل در طی زمان، نقـاط سـطح آزاد فقـط در راسـتاي قـائم       سازيهنگامبهمنظور لاگرانژي مخلوط، به -استفاده از الگوریتم اویلري
از شود. براي جلوگیري از برگشت امواج به داخل دامنه، در انتهاي کانال موج از میرایی مصنوعی استفاده شده است. با استفاده جا میجابه

ها مقایسه شده است. روش حاضر بـا وجـود   سازي و نتایج با دیگر روشروش بدون شبکه ارائه شده، امواج غیرخطی با دامنه بزرگ شبیه
  .هزینه اندك محاسباتی از دقت مطلوبی برخوردار است
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Simulation of Harmonic Waves Generated by the Piston-type 
Wave-maker in the Wave Flume via the Exponential Basis Functions 

Mesh-free Method and MEL Formulation 
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Abstract: In this article, a meshless method based on exponential basis functions (EBFs) is presented to simulate the 
harmonic waves with moving free-surfaces generated by the piston-type wave maker. Accordingly, velocity potential is adopted in 
a Mixed Eulerian-Lagrangian (MEL) approach. Boundary conditions are met through a point-wise collocation approach. In 
order to update the geometry in the simulation time, the free surface points are only moved vertically. To reduce the reflection in  
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the wave flume, a damping zone is added at the far end opposite to the wave maker, where  the velocity is modified by adding an 
artificial damping term. The results indicated the ability of this numerical method in simulating free surface flow problems like 
non-linear waves with a good accuracy, as well as suitable performances and the least run time calculation. 
 
Keywords: Harmonic waves, Piston-type wave maker, Wave flume, Mixed Eulerian-Lagrangian, Exponential basis functions, 

Meshless method. 
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  مقدمه -1

ور، سازي اثر امواج بر اجسام شـناور، غوطـه  کانال موج در شبیه

اي برخوردار است. بررسی هاي دریایی و ... از اهمیت ویژهسازه

هاي عددي مختلفی انجام و مطالعه امواج در کانال موج با روش

رفته است. با توجه به نوسانات سطح آزاد و تغییر هندسه حـل  گ

توانـد مقـرون   هـاي بـدون شـبکه مـی    در زمان، استفاده از روش

کـه بـا    1محاسـباتی  صـرفه باشـد. در علـم دینامیـک سـیالات     به

پردازد، سـه  یمهاي حل عددي به مسائل مکانیک سیالات روش

رویکرد اصلی براي بیان حرکت یک سیال با سـطح آزاد وجـود   

 3، لاگرانژي2هاي اویلريدارد؛ این سه رویکرد عبارتند از: روش

ــري ــژي -و ترکیــب اویل ــه  4لاگران ــه ب ــري ک . در رویکــرد اویل

ز معروف هسـتند، تمرکـز روي   هاي بدون حرکت شبکه نیروش

یک حجم خالص سیال است که در محـل خـود ثابـت بـوده و     

شود، مورد مرتب جایگزین می طوربه که آنسیال عبور کننده از 

هـاي  گیرد. در رویکـرد لاگرانـژي کـه بـه روش    مطالعه قرار می

شـوند و  حرکت شبکه نیز معروف هستند، ذرات سیال دنبال می

تغییر کرده ولی جرم کـل آن   دائماًسیال ترتیب شکل حجم بدین

لاگرانـژي،   -مانـد. در رویکـرد ترکیـب اویلـري    ثابت باقی مـی 

وجـود دارد. در   هـم  بـا هاي هر دو رویکـرد  مخلوطی از ویژگی

تواند روي یـک شـبکه مـنظم انجـام     این رویکرد، محاسبات می

  شود.

بنـدي معـادلات مکانیـک    تا پیش از سه دهه گذشته، فرمول
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ــراي   ســیالات ــوده و از آن ب ــج ب ــري بســیار رای در شــکل اویل

شـده اسـت. در ایـن    ناپذیر استفاده مـی تراکمسازي جریان شبیه

رویکرد، تحلیل مسائلی که داراي مرزهاي بـا اشـکال گونـاگون    

به همراه سطح آزاد،  5هستند نظیر مسائل اندرکنش سیال با سازه

پیچیـده هسـتند   بسیار  6دشوار بوده و نیازمند حل مسائل تماسی

هاي لاگرانژي بیشتر هاي اخیر روش]. از سوي دیگر، در سال1[

توجه محققین را به خـود جلـب کـرده و همچنـین ترکیـب دو      

ــوان      ــت عن ــل، تح ــدرت ح ــت و ق ــزایش دق ــراي اف روش ب

قـرار  مـورد اسـتفاده    7لاگرانـژي اختیـاري   -بندي اویلريفرمول

  گرفته است.

هاي عددي رایـج نظیـر اجـزاي محـدود، تفاضـل      در روش

محدود و حجم محدود، کل فضاي دامنه مسئله بـه یـک شـبکه    

شود. به هـر نـوع فضـاي خـالی بـین خطـوط       سازي میگسسته

گیري منظمی از اتصـال نقـاط دامنـه بـه     مشبک که توسط شکل

ختلـف  هاي مشود. روششود، شبکه گفته مییکدیگرحاصل می

سازي دامنه حل براي یک مسئله از تعاریف عددي براي گسسته

کننـد. در روش المـان   مختلفی براي مفهـوم شـبکه اسـتفاده مـی    

محدود از شبکه المان، در تفاضل محـدود از شـبکه نقـاط و در    

  ].2شود [روش حجم محدود از شبکه سلولی استفاده می

هاي عددي موجود نظیر اجزاي که در اکثر روش از آنجایی

شـود؛  سـازي مـی  محدود، دامنه مسئله توسط یک شبکه گسسته

هـایی در حـل مسـائل مختلـف     بنابراین مشکلات و محـدودیت 

تـرین ایـن   وجـود خواهـد آمـد. از مهـم     خصوص سیالات بهبه

توان به صـرف وقـت زیـاد در تولیـد یـک شـبکه       مشکلات می

ناسب براي مسئله مورد نظر، هزینه محاسـباتی زیـاد و کـاهش    م

هاي بزرگ اشـاره کـرد.   دقت محاسبات در مسائل با تغییر شکل

هـاي بـدون   توان بـه روش در آن سوي روش اجزاي محدود می

بنـدي و تنهـا   شبکه اشاره کرد که بدون نیاز به یک سیستم شبکه

پـردازد. اگرچـه   یاي به حل یک مسئله م ـبا استفاده از نقاط گره

ها نیز بـا مشـکلات مختلفـی روبـرو هسـتند، امـا در       این روش

گشـا  کنـد راه مسائلی که هندسه حل در طـول زمـان تغییـر مـی    

هاي بدون شبکه، دامنه و مرز مسئله بدون در روشخواهند بود. 

سـازي  اي گسستهنیاز به هرگونه شبکه، توسط تعدادي نقاط گره

این نقـاط، سیسـتمی از معـادلات     شده و سپس براي هر یک از

شود؛ درنهایت فرایند حل با انجـام محاسـبات   جبري معرفی می

  گیرد. روي این نقاط صورت می

روش بدون شبکه توابـع   2010برومند و همکاران در سال 

انـد. از ایـن روش تـاکنون بـراي دامنـه      پایه نمایی را ارائه کرده

ی استفاده شده اسـت و  اي از مسائل استاتیکی و دینامیکگسترده

تحقیق روي آن همچنان ادامه دارد. از مزایاي اصلی ایـن روش،  

اي، سرعت بالا بـراي  سازي رایانهبندي و پیادهساده بودن فرمول

هـایی  حل مسائل وابسته به زمان و همچنین توانایی ارائه پاسـخ 

  ].  3-8با دقت بسیار زیاد براي مسائل مختلف است [

بـراي   8م مرزي روش توابـع پایـه نمـایی   در این تحقیق، فر

سازي امواج بلند هارمونیک در کانال موج توسعه داده شده شبیه

اســت. بــه ایــن منظــور معــادلات حــاکم بــراي ســیال غیرلــزج 

 بـر اسـاس  لاگرانـژي مخلـوط    -ناپذیر با رویکرد اویلـري تراکم

پتانسیل سرعت مورد استفاده قرار گرفتـه اسـت. بنـابراین نقـاط     

شـوند و لـذا   جـا مـی  اد سیال فقط در راستاي قائم جابهسطح آز

سازي نقاط سطح آزاد در طول زمان نخواهد بود. نیازي به منظم

هـاي  سازي امـواج بلنـد بـا دیگـر روش    نتایج حاصل براي شبیه

  عددي مقایسه شده است.

  

معادلات حاکم و شرایط مـرزي مسـائل سـطح آزاد بـر      -2

 مبناي پتانسیل سرعت

حالت دو بعدي با توجه به سیسـتم مختصـات    حرکت سیال در

گر محـور قـائم   بیان y شود که در آنتعریف می Oxy کارتزین

، hناپذیر بوده و عمق آن، است. سیال مورد نظر غیرلزج و تراکم

حاکم بـر حرکـت سـیال     ثابت فرض شده است. بنابراین معادله

داراي سطح آزاد توسط رابطه لاپلاس با درنظر گـرفتن پتانسـیل   

سرعت  x, y شود:صورت زیر بیان میبه  

)1(  
x y

   
    

 

2 2
2

2 2
0  

) نمایش دهنده طرح کانال مورد نظـر بـه همـراه دامنـه     1شکل (
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  ساز پیستونی در سمت چپ و ناحیه میرایی مصنوعی در انتهاي کانالموج ي آن،دامنه محاسباتی به همراه مرزها -1شکل 

  

محاسباتی و شرط مرزي نویمان روي مرزهـاي پـایین، چـپ و    

راست و شرط مرزي دریشـله در سـطح آزاد اسـت. بـا درنظـر      

صورت هموار و نفوذناپـذیر، عبـارت   گرفتن مرز پایینی کانال به

  زیر را خواهیم داشت:

)2(  Bat y h on
y


   


0  

  همچنین براي مرز سمت راست (انتهاي کانال):

)3(  at x L on
x




  


0  

سـاز در سـمت چـپ    و درنهایت براي مرز مربوط به پدال موج

  شود:درنظر گرفته می )4(کانال (ابتداي کانال) رابطه 

)4(     p p px t at x x t on
x


  


  

که در رابطه فوق،  px t ساز تاریخچه زمانی حرکت پدال موج

صـورت زیـر   بـه  9سطح آزاد سـیال  دینامیکی يمرزاست. شرط 

  :شودتعریف می

)5(    g on y x, t
t


     


0

1
2

  

صـورت  روي سطح آزاد به 10و همچنین شرط مرزي سینماتیکی

  شود:زیر تعریف می

)6(   on y x, t
y t x x

   
    

   
0  

  شود:صورت زیر بیان می) به6) و (5( روابط فرم لاگرانژي

)7(  
Dx Dy

,
Dt x Dt y

 
 
 

  

)8(  
D

g
Dt


   

1
2

  

اگر حرکت نقاط سطح آزاد در راستاي افقی را محـدود کـرده و   

جایی انجام شود، روابـط زیـر حاصـل    فقط در راستاي قائم جابه

  شود:می

)9(  
y t

 
 

 
  

)10(  g
t y t

  
   

  
0

1
2

  

سازي و گسترش رابطـه فـوق، رابطـه زیـر حاصـل      که با مرتب

  شود:می

)11(  
t y x x

   
 

   
  

)12(  g
t x y y x x

               
          

221
2

  

شرط مرزي  11لاگرانژي مخلوط -روابط فوق بیانگر فرم اویلري

زاد روي سطح آزاد است. در این شکل از معادلات، نقاط سطح آ

در راستاي افقی بـدون حرکـت بـوده و فقـط در راسـتاي قـائم       

  کنند.حرکت می

  

  میرایی مصنوعی در انتهاي کانال موج -3

منظور جلوگیري از برگشت موج به داخل دامنـه حـل نـوعی    به

صـورت زیـر اعمـال    میرایی مصنوعی در انتهاي ناحیـه حـل بـه   

  ):1شود (شکل می

)13(   d 1 v(x) u u  

 معرف سرعت پس از اعمال میرایـی مصـنوعی اسـت.    duه ک

  شود:صورت زیر تعریف میبه v(x)همچنین تابع میرایی
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Γ∞

n

n

  

  هاو قرارگیري دو نقطه مرزي در گوشه نقاط مرزي استفاده شده در روش عددي -2شکل 

  

)14(  h
h

dm

(x x )
v(x) v cos , x x

L

   
     

  
0 1

1
2

  

vه ک /0 0 مختصـات سـمت چـپ     hx]،9ضـریب میرایـی [   1

dmLناحیه میرایی انتهایی و  h طول ناحیه میرایـی انتهـایی    3

  ).1شکل است (

  

لاپلاس پتانسـیل   روش توابع پایه نمایی براي حل معادله -4

 سرعت

پتانسیل سرعت در کل دامنه حل با استفاده ازتوابـع پایـه نمـایی    

  ]:3شود [صورت زیر درنظر گرفته میبه

)15(  i ix y
iˆ C e     

، ی در دامنـه  مختصات یـک نقطـه عمـوم    yو  xدر این رابطه،

i  وi  اعداد مختلط وiC    ضرایب ثابت مسـتقل از مختصـات

  خواهیم داشت: )1( در معادله )15( حال با قرار دادن رابطههستند. 

)16(  i i   2 2 0  

صورت زیر را به و   توان مقادیر، می)16( با توجه به رابطه

  دست آورد:به

)17(  i i i ior       i i  

iکه در این رابطه،   1 .است  

ضـرایب  در ادامه حل معادله لاپلاس پتانسـیل سـرعت، بایـد    

iC شوند. براي این منظور، دامنـه مسـئله   محاسبه  )15( در رابطه

ــی   ــیال را تشــکیل م ــاي س ــه مرزه ــه ک ــدادي نقط ــه تع ــد، ب دهن

سـهولت در محاسـبه بردارهـاي     منظـور بـه شود. سازي میگسسته

 صـورت بـه مختلف روي مرز و حفظ ترتیب نقاط مـرزي، نقـاط   

هاي شوند. توجه شود که در گوشهمیگذاري شماره گردپادساعت

 هرکدامکه  ناحیه حل از دو نقطه در یک محل استفاده خواهد شد

محسوب شده و داراي بـردار   از آنها جزء یکی از مرزهاي متقاطع

در دو گوشه سطح آزاد نیز از دو نقطه  نرمال متفاوت خواهند بود.

سـطح   شود که یکی جزء دیواره و دیگري جـزء مرزي استفاده می

 ).2] (شکل 7شود [آزاد محسوب می

  :شودفرض می iCبراي محاسبه ضرایب

)18(  T
i i BC  V RΦ  

در رابطه فوق، مقـادیر شـرایط مـرزي در     BΦهاي بردار درایه

  ندسه مورد نظر است.لحظه و ه

)19(  




B B B B m

T
B m B m B n 

   

  





Φ ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

1 2

  

 mتعداد کل نقاط روي مرزهاي سـیال و   nکه در رابطه فوق، 

تعداد نقاط استفاده شده روي سطح آزاد است. همچنین در ایـن  

  رابطه داریم:

)20(  
k kB k x x ,y y k k F( ) [ ] (x , y ) , k ,...,m      1  

)12(   B k x p k k P

B k k k B

( ) n x t (x , y ) ,
( ) (x , y ) & 

   
    


0

  

شرایط مـرزي موجـود در هـر یـک از نقـاط       بر اساس iVبردار 

تعریـف   BΦهاي بردار درایه بر اساسعبارت دیگر مرزي و یا به

/، بایـد Sشود. بنابراین در نقاط مربوط بهمی n    پایـهi ام در

ام iنیز مقدار پایـه   Fآن نقطه محاسبه شود؛ در نقاط مربوط به 

قـرار داده   iVدر آن نقطه محاسبه و در درایه نظیـر آن در بـردار   

  توان نوشت:. بنابراین، با توجه به توضیحات ارائه شده میشودمی

)22(  




i i i i m
i

T

i m i m i n

s

 

   

  





V ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

1 2

1
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  که در این رابطه داریم:

)23(  
i i

k k

x y
i k x x ,y y

k k F

( ) [e ]

(x , y ) , k ,..., m

 
  

   1
  

)24(  
i i

k k

x y
i k i x i y x x ,y y

k k P B

( ) [( n n ) e ]

(x , y ) & &

 
 



    

   
  

هـا  ضریب یکه کـردن بردارهـاي مشـارکت پایـه     jsهمچنین 

  است. 

)25(   l
j j

l
s max V , l ,..., M 1  

lدر رابطه فوق، 
jV  برابرl    امـین المـانiV    اسـت و همچنـین

 طول بردار است. .عبارت 

صـورت زیـر نوشـته    به )18(با درنظر گرفتن رابطه  ̂سري

  شود:می

)26(  i i

N
x yT

i B
i

e 



  ˆ (V RΦ ) ,
1

  

را توسط سري فوق براورد کنـیم،   BΦهاي بردارحال اگر درایه

  خواهیم داشت:

)27(  

N
T

B i B i B
i

N
T

i i
i

( )

( )

Φ V RΦ V GRΦ ,

G V V





 







1

1

  

Mماتریس متقارن  Gدر رابطه فوق،  M  است. از آنجایی که

کمتـر شـود؛ بنـابراین     Mممکن است مرتبـه مـاتریس فـوق از    

  شود:زیر محاسبه می صورتبه Rماتریس 

)28(  R G  

اسـت. در   Gیس مـاتر  12شبه معکـوس  Gکه در این رابطه، 

  شود:زیر محاسبه می صورتبه ̂پایان 

)29(  i i

N
x y T

i B
ii

e
s

 



  
    

    
ˆ V RΦ

1

1
  

کـه در رابطــه فــوق،      بیــانگر قســمت حقیقــی مقــادیر

روش ارائـه   بر اسـاس  i و i ضرایب محاسبه شده است.

شوند. باید توجه داشـت  ] انتخاب می7و  3جع [اشده در مر

هاي مورد استفاده تأثیر مستقیم بر نتایج خواهد که تعداد پایه

  داشت.

سـازي هندسـه در   شبه لاگرانژي حل و بهنگـام  الگوریتم -5

 روش عددي

در ابتدا هندسه اولیه مسئله مورد نظر تعریف شده و نقاط مرزي 

 بر اسـاس شود. سرعت نقاط مرزي نیز روي مرزها قرار داده می

شود؛ بدیهی است، در مسـائلی  شرایط اولیه مسئله مقداردهی می

یه همه نقاط مرزي شوند، سرعت اولکه از حالت سکون آغاز می

برابر صفر خواهد بود. درنظر بگیرید که در حال حاضر در گـام  

n) امn n nt t t  1ابتدا، شرایط مـرزي  بریم. سر می) حل به

، با استفاده nxو در هندسه موجود در این لحظه،  ntدر لحظه 

  شود:محاسبه می )19( از رابطه

)30(  n n n
B B tΦ Φ (x , )  

و در هندسـه   ntدر لحظه  )22( رابطهنیز با استفاده از  iVبردار

nx شود:زیر بیان می صورتبه، محاسبه شده و  

)31(  n n n
i i tV V (x , )  

زیـر درنظـر گرفتـه     صـورت بـه  )1( بدین ترتیب پاسـخ معادلـه  

  شود:می

)32(  i ix yn n
iC e   ˆ  

nو ضرایب 
iC زیر خواهند بود: صورتبه  

)33(  n n T n n
i i HC  V R Φ  

  شود:می محاسبه زیر صورتبه nRکه 

)34(    n n nT
i i


 R V V

1
  

بنابراین حل معادله لاپلاس پتانسیل سرعت در ابتداي گام زمانی 

n ام، لحظهnt کامل خواهد بود. در ادامه، بردار سرعت توسط ،

  شود:رابطه زیر محاسبه می

)35(  
T

i i

N
i x yn n n n

i Hn
ii i

e
s

 



   
            
 V R Φ

1

1
  

nدست آمـده از رابطـه فـوق (   و بردار سرعت به n  u  بـا (

  شود.) اصلاح می13اعمال میرایی مصنوعی توسط رابطه (

منظور حل پـارامتر  به
x




یـک تـابع چنـد    )، 11( در رابطـه  

یـابی شـده و سـپس    اي روي نقاط مرزي سطح آزاد درونجمله

ر مورد نظـر توسـط تـابع فـوق روي ایـن نقـاط محاسـبه        پارامت
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تمام نقاط مرزي، تغییـر مکـان    شود. با محاسبه سرعت رويمی

nسطح آزاد آب در بالاي سـطح آب،   و همچنـین پتانسـیل    1

nسرعت،    شوند:نگام میهصورت زیر بهترتیب بهبه 1

)36(  
n n n

n n t
y x x


   

      
    

1  

n n

n n n n n
nt g

x y y x x

   

                                   

1

2 2
1

2

)37(  

  

  عددي مثال - 6

] انتخـاب  9شـود، از مرجـع [  که در این بخش ارائه میاي مسئله

ساز پیستونی در سمت چـپ  شده است. تحریک اعمالی به موج

  صورت زیر است:کانال به

)38(   px t S cos t  ( ) ( )0 1  

S0  جـایی  امنـه مختلـف جابـه   بیـانگر دو د  064/0و  05/0برابر

ساز، وموج  /1  (L)فرکانس تحریک است. طول کانـال  45

و  درنظر گرفتـه شـده   یک (h) و عمق آب در شرایط ایستا 24

] براي حل این مسـئله  9است. در مرجع [ 01/، (g) شتاب ثقل

 192) گره استفاده شـده اسـت. در اینجـا از    401×17( 6817از 

شـود؛ حـل ایـن    نقطه مرزي براي حل اسـتفاده مـی   236پایه و 

t مســئله بــا  /0 و نتــایج آن در ادامــه ارائــه انجــام شــده  05

، 20نتایج پروفیل سطح آزاد در لحظات زمانی مختلـف   شود.می

] مقایسه شده 9با مرجع [) 4(و ) 3هاي (شکلدر  26و  24، 22

شود، روش ارائه ها مشاهده میطور که در این شکلهمان است.

انی نسـبتاً بـزرگ و نقـاط مـرزي انـدك      شده حتی بـا گـام زم ـ  

  دهد. دست میهاي خوبی بهپاسخ

  

  گیرينتیجه - 7

سازي شبکه توابع پایه نمایی براي شبیه در این مقاله روش بدون

کار گرفتـه شـد. بـا اسـتفاده از     ساز پیستونی بهکانال موج با موج

شـبکه بـودن روش    مفهوم شبه لاگرانژي حرکت در کنار بـدون 

هاي سـطح آزاد  جاییت، این امکان فراهم شد تا جابهحل معادلا

سازي شود. مسائل مختلفی نظیر خوبی توسط نقاط مرزي مدلبه

تلاطم سطحی با دامنه کوچک و بـزرگ، اثـر تحریـک قـائم بـر      

تلاطم سطحی سیال، مسئله موج ایسـتا و شکسـت سـد توسـط     

ا روش ارائه شده بررسی شده است که در اینجا مجال ارائـه آنه ـ 

نیست. با این وجود یک نمونه از این مسائل جهـت نشـان دادن   

کارائی روش در مدل کردن امواج غیرخطی ایجاد شده در سطح 

ساز در قالب شبه لاگرانژي ارائـه شـد. در ایـن    آزاد توسط موج

توان هندسـه حـل   روش تنها با دنبال کردن نقاط مرزي سیال می

جـایی نقـاط را   ابـه سـادگی سـرعت و ج  هنگام کـرده و بـه  را به
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یـا  گونه انتقال اطلاعات بین شبکه حـل و  محاسبه کرد. لذا هیچ

نامنظمی شبکه و هزینه تولید شـبکه جدیـد نیـاز نخواهـد بـود.      

درصد عمق بـوده و   10اي در حدود امواج مورد بررسی با دامنه

سـازي امـواج بـا    دهد که روش ارائه شده توانایی شبیهنشان می

  .دامنه بزرگ را دارد

  

 نامهواژه

1. computational fluid mechanics (CFD) 
2. Eulerian methods 
3. Lagrangian methods 
4. combined Lagrangian-Eulerian methods 
5. fluid-structure interaction (FSI) 
6. contact problems 

7. arbitrary Lagrangian-Eulerian formulation (ALE) 
8. exponential basis function 
9. dynamic free surface boundary condition (D.F.S.B.C) 
10. kinematic free surface boundary condition (K.F.S.B.C) 
11. semi-Lagrangian or mixed eulerian-Lagrangian  
12. pseudo inverse 
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