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هاي مکانیکی و درنتیجه کاهش عمـر  تواند منجر به بروز خرابیاند جدایش فازي در الکترودها میهاي بسیاري نشان دادهآزمایش - چکیده

اثر پدیده جدایش فازي بر فرایندهاي نفوذ یونی،  یک مدل میدان فازي، به مطالعه کمکبهاین تحقیق، هاي لیتیومی شود. در عملکردي باتري
شود. به این منظور، ابتدا معادلات حاکم بر مسئله استخراج، اي شکل الکترودها پرداخته میشامل شارژ و دشارژ در ذرات کروي و استوانه

دود مرکزي، میدان غلظت و سپس میدان تنش از حـل عـددي معـادلات جبـري حاصـل      روش تفاضل مح کمکبهسازي و پس از گسسته
شود. ی میسنجصحتپوسته نیز مقایسه و  -دست آمده با نتایج تحلیلی حاصل از مدل هستهشوند. نتایج بهرفسون تعیین می -روش نیوتنبه

هـاي کششـی در   تواند منجر به افزایش بیش از پنج برابري تـنش دهد در محدوده پارامترهاي مورد مطالعه، جدایش فازي مینتایج نشان می
  .سطح ذرات الکترود شود

  
  

  .هاي ناشی از نفوذهاي یون لیتیومی، جدایش فازي، مدل میدان فازي، تنشباتري :يدیکل يهاواژه
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Abstract: Experiments have frequently shown that phase separation in lithium-battery electrodes could lead to mechanical 
failure, poor cycling performance, and reduced capacity. Here, a phase-field model is utilized to investigate how phase separation 
affects the evolution of the concentration and stress profiles within the spherical/cylindrical electrode particles, during both 
insertion and extraction half-cycles. To this end, the governing equations are derived and then discretized using the central finite 
difference method. The resulting algebraic equations are solved numerically with the aid of the Newton-Raphson method to 
determine both the concentration and stress fields in the electrode particles. For further verification, the results are compared 
against predictions of an analytical core-shell model. The results suggest that, within the range of parameters considered here, 
phase separation could lead to a more than five-fold increase in the maximum tensile stress at the particles surface. 
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  مقدمه -1

ن چگـالی انـرژي در   علت داشتن بالاتری، به1هاي یون لیتیومیباتري

هــاي قابــل شــارژ، نقــش مهمــی در تکنولــوژي بــین انــواع بــاتري

طور گسترده در صنایع متنوعی، نظیـر  سازي انرژي داشته و بهذخیره

شـوند  صنایع الکترونیک، خودروسازي، هوافضا و نظامی استفاده می

هـاي لیتیـومی   باتري گذشته، توسعه همین دلیل طی چند دهه. به]1[

سازي آنهـا مـورد توجـه بسـیاري از     ف افزایش ظرفیت ذخیرهبا هد

. یکی از مشـکلات رایـج در ایـن    ]3 و 2[محققان قرار گرفته است 

مرور زمان و در اثر تکرار فراینـدهاي  ها، کاهش ظرفیت آنها بهباتري

شارژ و دشارژ در طول عمر عملکردي آنها است. این قبیـل کـاهش   

هـاي  الباً به ظهور انـواعی از خرابـی  هاي لیتیومی غظرفیت در باتري

هـاي  دلیـل تـنش  شود کـه بـه  مکانیکی در الکترودها نسبت داده می

مکــانیکی ناشــی از انتشــار یــون لیتیــوم در طــی فراینــدهاي       

هـاي متعـددي   . آزمـایش ]4- 6[پیوندنـد  الکتروشیمیایی به وقوع می

هـاي  خوردگی، شکسـت، تغییـر شـکل   هایی نظیر تركوقوع خرابی

تیک و خستگی را در اثر تکرار فراینـدهاي شـارژ و دشـارژ در    پلاس

  .]7- 9[اند انواع الکترودها نشان داده

هاي لیتیـوم در طـول فراینـدهاي شـارژ و     ورود و خروج یون

دشارژ با توزیع غیرهمگن آنها در الکترود همراه است کـه باعـث   

هـاي داخلـی در   هاي حجمی و در نتیجه ایجاد تـنش تولید کرنش

قـدري  هـا بـه  . گاهی بزرگی ایـن تـنش  ]10 و 4[شود ترود میالک

هـاي مکـانیکی   گیري و رشد خرابیتواند باعث شکلاست که می

در الکترودها و درنهایت کاهش ظرفیت و عمر باتري شود. یکـی  

هـا  از عواملی که باعـث تشـدید قابـل توجـه خرابـی در الکتـرود      

است. جـدایش   2شود وقوع پدیده ترمودینامیکی جدایش فازيمی

شـود کـه در طـول فراینـدهاي ورود یـا      فازي به حالتی گفته مـی 

خودي، دو یا چند فاز طور خود بهخروج یون لیتیوم از الکترود، به

طـور  شود که غلظت یون لیتیوم در آنهـا بـه  در الکترود تشکیل می

. ایـن پدیـده هنگـام نفـوذ یـون      ]11[قابل توجهی متفاوت اسـت  

LiMn، ]12[از مواد مانند سـیلیکون   لیتیوم در بسیاري O2 4 ]13[ 

ــی ]15 و LiFePO4 ]14و  ــاهر م ــه ظ ــه ناحی ــه در شــود. ب اي ک

شـود و  حدفاصل فازهاي با غلظت متفاوت در الکترود تشکیل می

ــه     ــت ناحی ــدیدي اس ــان ش ــت داراي گرادی ــل غلظ در آن پروفی

که ضخامت آن بسته به نوع مـواد متغیـر،    شود،گفته می 3فازيبین

. ایـن تغییـرات   ]17 و 16[ولی معمولاً در مقیـاس نـانومتر اسـت    

توانـد از طریـق تشـدید    شدید در پروفیل غلظت در الکتـرود مـی  

  باعث وقوع خرابی در الکترودها شود. 4هاي ناشی از نفوذتنش

 هاي ناشی از نفـوذ و عوامـل  تحقیقات بسیاري به مطالعه تنش

اثرگذار بر شدت آن در فراینـدهاي الکتروشـیمیایی در الکترودهـا    

 ]21[عنـوان مثـال، چنـگ و وربـروگ     . بـه ]18 - 20[انـد  پرداخته

هاي ناشی از نفوذ و انرژي کرنشی هایی تحلیلی براي تنشعبارت

شـکل ارائـه   کروي  فاز با هندسهحاصل از آن در الکترودهاي تک

نها به بررسی اثـرات مکانیـک سـطح،    دیگري، آ کردند. در مطالعه

هـاي ناشـی از   هاي سطحی و مدول سطحی، بر تـنش شامل تنش

نفوذ در نانوذرات کروي پرداختند و به این نتیجه رسـیدند کـه بـا    

هاي کششـی ناشـی   کاهش قطر ذرات به مقیاس نانو، بزرگی تنش

. دشـپنده و  ]22[یابـد  طـور قابـل تـوجهی کـاهش مـی     از نفوذ به

الکترودهـا   - نیز مطالعه مشـابهی را بـراي نانوسـیم    ]23[همکاران 

با درنظر گرفتن اثر اندرکنشـی   ]24[انجام دادند. ژانگ و همکاران 

تنش هیدروستاتیک بر فرایند انتشار، توزیع غلظـت و تـنش را در   

شکل مورد بررسی قـرار دادنـد و   ذرات الکترود بیضوي و کروي 

ود، استفاده از ذرات بـا  براي جلوگیري از شکست در ذرات الکتر

  کوچک را پیشنهاد دادند. اندازه

هاي ناشی از سازي فرایند نفوذ و تنشاخیر، مدل در دو دهه

سازي تغییرات فـازي در ایـن مـواد    آن در مواد چندفازي و مدل

ــوده اســت   ــات بســیاري ب ــورد توجــه مطالع . ]26 و 25، 16[م

زمـان  ر بررسی هـم منظوبه ]27[عنوان نمونه، هان و همکاران به

در  5نفوذ لیتیوم و تغییـرات فـازي و اثـر آن بـر ضـریب انتشـار      

 بعدي که مبتنی بـر معادلـه  تک 6الکترود از یک مدل میدان فازي

 ]29[ کـاملا است، استفاده کردند. هـوتین و   ]28[ 7هیلیارد -کان

نیز با استفاده از یک مدل میدان فازي و با درنظر گرفتن انـرژي  

هاي الاستیک، به بررسی تـأثیر انـدازه ذرات   ییر شکلناشی از تغ

بر وقوع جدایش فازي در نانوذرات پرداختند. این مطالعه نشـان  

توان از رخداد جدایش فازي در دهد با کاهش قطر ذرات میمی
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هـاي ناشـی   ذرات الکترود جلوگیري کرده و به این ترتیب تنش

بـا   ]30[اران از نفوذ در الکترود را کـاهش داد. سـونگ و همک ـ  

درنظر گرفتن اثر انرژي آزاد شیمیایی، انرژي گرادیـان و انـرژي   

الاستیک، پدیـده جـدایش فـازي و اثـر آن بـر توزیـع تـنش در        

اي مسـطح را در طـی فراینـد شـارژ مـورد      الکترودهاي صـفحه 

هاي ناشی از نفـوذ  مطالعه قرار دادند. این مطالعه نشان داد تنش

وع جـدایش فـازي در الکترودهـاي    در طول فرایند شارژ بـا وق ـ 

  یابد.اي افزایش میطور قابل ملاحظهاي بهصفحه

 30، 27[هاي موجود سازيهدف از مطالعه حاضر، توسعه مدل

منظور بررسی اثرات پدیده جـدایش فـازي بـر چگـونگی     به ]31 و

اي شـکل  توزیع غلظت و تنش در ذرات الکترودي کروي و استوانه

هـاي حاصـل بـراي    رژ و دشارژ اسـت. مـدل  هاي شادر طی فرایند

ترتیـب مـدلی تقریبـی از نـانوذرات و     اي بـه ذرات کروي و استوانه

دهند. در ادامه این مقاله، ابتدا در بخـش دو  دست میها را بهنانوسیم

معادلات حاکم بـر مسـئله نفـوذ اسـتخراج، و روش عـددي مـورد       

شـود. روش  منظور حل عددي معادلات حـاکم ارائـه مـی   استفاده به

هاي فازي المان محدود ابزاري قوي براي حل عددي معادلات مدل

دلیل مرتبه معادلات حاکم، در این روش نیـاز بـه   ، ولی به]27[است 

هایی است کـه پیوسـتگی از نـوع مرتبـه یـک را در      استفاده از المان

 ]31 و 30[کننـد. در اینجـا بـا تبعیـت از مراجـع      ها حفـظ مـی  گره

عـددي معـادلات از روش تفاضـل محـدود مرکـزي      منظور حـل  به

استفاده شده است. در بخش سه، روابط حاکم بـر توزیـع تـنش در    

دسـت آورده شـده، و در بخـش    اي شکل بـه ذرات کروي و استوانه

پوسته با مرز فـازي   - چهار یک مدل تحلیلی، معروف به مدل هسته

ی نتـایج  سـنج منظـور صـحت  توان بهشود که از آن می، ارائه می8تیز

عددي این تحقیق بهره جسـت. نتـایج ایـن تحقیـق شـامل توزیـع       

هاي حاصل در طـول فراینـدهاي انتشـار، و مقایسـه     غلظت و تنش

پوسـته در بخـش پـنج ارائـه، و      - نتایج عددي با مدل تحلیلی هسته

  شود.گیري در بخش انتهایی مقاله ارائه مینتیجه

  

  بندي مدل میدان فازيفرمول -2

ن مطالعـه بررسـی نقـش پدیـده جـدایش فـازي در       هدف از ای

فرایندهاي الکتروشیمیایی شـارژ و دشـارژ در ذرات الکتـرود و    

منظـور  هاي ایجاد شـده در اثـر انتشـار در آنهـا اسـت. بـه      تنش

سازي پدیده انتشار توأم بـا جـدایش فـازي در الکتـرود، از     مدل

د شود. مدل میـدان فـازي مـور   یک مدل میدان فازي استفاده می

گیـري مـرز   استفاده با درنظر گرفتن انرژي آزاد مربوط به شـکل 

بین فازي که در آن غلظت یـونی داراي گرادیـان شـدید اسـت،     

سازي پدیـده جـدایش فـازي در الکتـرود را فـراهم      امکان مدل

منظـور توصـیف   به 9کند. در این مدل از تئوري محلول منظممی

کـه در آن انـرژي    شـود رفتار ترمودینامیکی محلول استفاده مـی 

منظـور  شـود. بـه  اندرکنش بین اجزاي محلول درنظر گرفتـه مـی  

هاي کروي مطالعه پدیده جدایش فازي، ذرات الکترود با هندسه

)، 1، مطـابق شـکل (  r0نهایت) به شـعاع  اي (با طول بیو استوانه

شوند. سطح خارجی الکترود از نظـر مکـانیکی   درنظر گرفته می

ري خارجی و از نظر شیمیایی تحت نرخ سطح آزاد بدون بارگذا

10جریان یونی
surfj منظـور اسـتخراج   شـود. بـه  درنظر گرفته می

روابط حاکم بر مسئله، براي الکترود کروي از دستگاه مختصات 

,rکروي ( , اي از دستگاه مختصات ) و براي الکترود استوانه

,rاي (اســتوانه , z1ترتیــب نشــان داده شــده در شــکل () بــه (

دسـت آودن روابـط حـاکم بـر     عـلاوه، در بـه  . بهشوداستفاده می

مسئله، از فرض تقارن مرکزي در ذره الکتـرود کـروي و تقـارن    

  شود.اي نیز استفاده میمحوري در ذره الکترود استوانه

  

  معادلات حاکم بر مسئله نفوذ -2-1

میزبـان را در مختصـات    بقاي جرم بـراي نفـوذ در مـاده    معادله

) 1صورت معادله (زمان بهطور همتوان بهاي و کروي میاستوانه

 :]32[نوشت 

)1(   m
m

c
r j

t rr

 
 

 

1
0 

حجـم   غلظت یونی (برحسب مول بر واحد cکه در این رابطه 

شار یونی یا نرخ جریان یونی  jمختصه شعاعی، rماده میزبان)،

بیـانگر   t(برحسب مـول بـر واحـد سـطح در واحـد زمـان) و       

m، بـا قـراردادن   )1(مختصه زمان است. رابطـه   1 و m 2 ،

ترتیـب، معـادلات حـاکم بـر نفـوذ را در دسـتگاه مختصـات       به
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  (ب)  (الف)

  تحت فرایندهاي ورود r0به شعاع نهایت)، هر دو اي (با طول بی: الف) کروي و ب) استوانهذرات الکترود با هندسه -1شکل 

 و خروج در سطح خارجی خود

 
دهـد. نـرخ   دست میتصات کروي بهاي و در دستگاه مخاستوانه

طور مستقیم بـا تغییـرات موضـعی    به (j) جریان یونی در محلول

) 2( رابطـه ، مطابق در پتانسیل شیمیایی حاکم بر پدیده نفوذ 

  :]27[در ارتباط است 

)2(  j Mc    

، منجـر  ، تغییرات محلی در پتانسیل شیمیایی )2( رابطهمطابق 

ي با پتانسیل شیمیایی بـالاتر  اگیري جریان یونی از نقطهبه شکل

شود و شدت ایـن  اي با پتانسیل شیمیایی کمتر میبه سمت نقطه

متناسب اسـت. در ایـن    cجریان با مقدار موضعی غلظت یونی 

شـود. افـزایش   خوانده مـی  11جایی یونیضریب جابه Mمعادله،

شود تـا تعـداد   اي از جامد میزبان باعث میغلظت یونی در نقطه

منظور انتقـال یـونی در دسـترس    که به 12بین اتمی جاهاي خالی

کـاهش یابـد. در    Mیی جاجابهاست کاهش یافته و لذا ضریب 

بـا افـزایش غلظـت     Mیی جـا جابهمدل حاضر، کاهش ضریب 

 و 27[شـود  رابطه خطی زیر درنظر گرفتـه مـی   کمکبه cیونی 

33[:  

)3(  
max

c
M M

c

 
  

 
0 1  

یی در شرایط جاجابهر حداکثر ضریب مقدا M0که در این رابطه 

cحدي  0   است، یعنی زمانی که همه جاهاي خالی بین اتمـی

نشـان   )3( رابطـه علاوه، در فرایند انتشار قابل استفاده هستند. به

دهد که با اشـغال شـدن همـه جاهـاي بـین اتمـی در جامـد        می

maxcمیزبان، یعنی در شرایط حـدي   c  یی جـا جابـه ، ضـریب

کلی ها در جامد میزبان بهیی یونجاجابهکان برابر صفر شده و ام

حداکثر ممکـن غلظـت یـون     maxc رود. که در اینجااز بین می

  لیتیوم در جامد میزبان است.

  

  مدل میدان فازي -2-2

مدل میدان فازي، انرژي آزاد کل یـک محلـول جامـد     بر اساس

)نظر کردن از انرژي کرنشی ذخیـره شـده در آن،   )، با صرف

  .]28[شود ر نوشته میصورت زیبه

)4(  ec c

V

(c) c c dV
 

       
 


1
2

  

حجــم محلــول جامــد و  دهنــدهنشــان Vکــه در ایــن رابطــه، 

ec (c)       چگالی انرژي آزاد محلـول همگـن (بـر واحـد حجـم

cجمله  ،)4( محلول) است. در رابطه c c /   ، معـروف بـه   2

 انرژي گرادیان غلظت است که اثر انرژي آزاد ناشی از تغییـرات 

گیـرد و  نواحی بین فازي در محلول را دربر میشدید غلظت در 

c     شـود. همچنـین   ضریب انـرژي گرادیـان خوانـده مـی”“ 

 ضرب داخلی است. دهندهنشان
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  (ب)  (الف)

  ،براي مقادیر مختلف پارامتر اندرکنش  c بعد،برحسب غلظت بی ecالف) تغییرات انرژي آزاد محلول همگن بدون بعد،  -2شکل 

براي  cبعد برحسب غلظت بی ecب) نمودار   2 / cهاي آن در ، که مینیمم31 0/2  وc 0/  و  شود (حادث می 8

  دهند)ترتیب به فازهاي با غلظت پایین و بالا ارجاع میبه

  

، انرژي آزاد کل محلول تابعی از توزیع )4( با توجه به رابطه

نتیجـه  اسـت. در   cطور گرادیان آن،و همین cغلظت لیتیوم، 

نسبت بـه تـابع    از انرژي آزاد کل  13با گرفتن مشتق تغییراتی

صـورت  به پتانسیل شیمیایی حاکم بر مسئله نفوذ، ، cغلظت 

  .]34 و 28، 27[آید دست می) به5رابطه (

)5(  ec
c c

c c


     

 
2  

نسبت بـه   دست آوردن مشتق تابعی منظور بهبه )5(در رابطه 

cضیه گرین استفاده شده و انتگرال مرزي حاصل بـر  ، ابتدا از ق

روي سطح خارجی محلول نیز با توجه به شرایط مرزي طبیعـی  

. ]35[ )14 رابطـه مورد استفاده صفر درنظر گرفته شـده اسـت (  

رفتار ترمودینامیکی  ecتابع چگالی انرژي آزاد محلول همگن،

هـاي مهمـان   محلول را در شرایط همگن یعنی زمـانی کـه یـون   

کنـد. در  اند، بیان مـی صورت یکنواخت در محلول توزیع شدههب

گیرد، بهره می 14تئوري محلول منظم که از تقریب میدان میانگین

انرژي آزاد محلول که دربرگیرنده انرژي اندرکنش شیمیایی بـین  

  :]27[شود صورت زیر نوشته میاجزاي محلول است به

)6(        ec maxRTc c c c ln c c ln c       1 1 1       

ــه،   ــن رابط ــه در ای ــا،   Rک ــت گازه ــق،   Tثاب ــاي مطل دم

maxc c / c بعد بوده و غلظت بی  ثابت بدون بعدي است

که شدت انـرژي انـدرکنش بـین اجـزاي محلـول را کنتـرل       

، رفتـار کلـی ترمودینـامیکی محلـول و     کند. با تغییرات می

طور خاص تمایل به رخداد یا عدم رخداد جـدایش فـازي   به

الف) چگونگی تغییرات انـرژي آزاد   - 2کند. شکل (تغییر می

ecبعـد،  محلول همگن بـی  ec max/ RTc    را برحسـب ،

 ، براي مقادیر متفاوت پـارامتر انـدرکنش   cبعد غلظت بی

الـف) مشـخص    - 2( طور کـه در شـکل  دهد. هماننشان می

طور مشخص (به است، براي مقادیر به اندازه کافی کوچک 

ازاي به  داراي  c)، تابع انـرژي آزاد همگـن برحسـب    2

cي ازاتنها یک مینیمم است که به / 0 شـود.  حـادث مـی   5

این رفتار بیانگر آن اسـت کـه محلـول بـا       تمایـل بـه    2

فازي دارد. در مقایسه، با افـزایش  تشکیل محلول همگن تک

       به مقادیر بزرگتـر از دو، رفتـار تـابع انـرژي آزاد همگـن

دو مینـیمم از   cدستخوش تغییر شده و ایـن تـابع برحسـب    

هد. در نتیجه، محلول تمایل به تشکیل دو فاز دخود نشان می

طور کـه در  عنوان نمونه، همانهاي متفاوت دارد. بهبا غلظت

ازاي ب) نیز نشان داده شده است، بـه  - 2شکل (  2/ 31 ،

cدو فاز یکی بـا غلظـت بـالا، یعنـی       0/ و دیگـري بـا    8

cغلظت پایین، یعنی   هـاي تـابع   که منطبق بر مینیمم 0/2

 و  شــوند (در اینجــا مــی انــرژي آزاد هســتند، تشــکیل

کننـد). در  ترتیب به فازهاي با غلظت پایین و بالا اشاره میبه
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توانـد  چنین شرایطی، وقوع جـدایش فـازي در محلـول مـی    

  باعث کاهش انرژي آزاد کل محلول شود.

نکته قابل ذکر آنکه، درنظر گرفتن شکل کامل انـرژي آزاد    

شود باعث می )6( رابطهصورت داده شده در محلول همگن به

که در مدل انتشار حاصل، بر خـلاف مـدل انتشـار کلاسـیک،     

طور خودکار هیچگاه بـه بـیش از   به cمقدار غلظت بدون بعد

مقدار حداکثر خود یعنی واحد تجاوز نکـرده، و هیچگـاه نیـز    

خود نگیرد و لـذا نیـازي بـه    مقدار غیرفیزیکی کمتر از صفر به

 ـ اعمال ایـن محـدودیت   د حـل معـادلات حاصـل    هـا در فراین

با فرض برقراري تقارن شعاعی (تقـارن محـوري    نخواهد بود.

اي و تقارن مرکزي در مختصات کـروي)،  در مختصات استوانه

cیعنی با فرض  c(r) گذاري پتانسیل شـیمیایی از  و با جاي

دسـت  صورت زیر بهبه j، نرخ جریان یونی، )2(در  )5(رابطه 

  آید:می

)7(  ec
c

max

c c
j M c c

c r rc

      
       

     

2
2

0 2
1  

ــن در کــه ــه، ای  معادل m m( r )( r) r ( r)     2  عملگــر 1

ecبـوده و جملـه    شـعاعی  تقـارن  فـرض  بـا  لاپلاس c  2 2 

  :آیدمی دستبه زیر شکل به )6( رابطه کمکبه

)8(  ec

max

RT

c c cc

   
     

2

2

1 1
2

1  
  

)، معادله حـاکم  1( ) در رابطه7( با قرار دادن شار یونی از رابطه

rتـوان در محـدوده   بر انتشـار را مـی   r  صـورت زیـر   بـه  00

  بازنویسی کرد:

m ec
cm

max

Mc c c
r c c

t r c r rr c

        
                 

2
20

2
1  

)9(  

یک معادلـه دیفرانسـیل    )9( طهرابشود طور که ملاحظه میهمان

اسـت کـه حـل آن     cاي غیرخطی برحسب متغیـر غلظـت   پاره

 نیازمند استفاده از شرایط اولیه و مرزي مناسب است.

  

  شرایط مرزي و اولیه -2-3

اي مرتبـه یـک برحسـب    ، یک معادله دیفرانسیل پـاره )9( رابطه

زمان و مرتبه چهار برحسب مکان اسـت. لـذا حـل آن نیازمنـد     

بـا فـرض   تفاده از یک شرط اولیه و چهار شرط مرزي است. اس

غلظت یونی یکنواخت در شـروع فراینـد نفـوذ مـورد      icاینکه 

نـرخ جریـان یــونی بـر ســطح     surfjنظـر (شـارژ و دشــارژ) و   

به قرار زیـر درنظـر   شرایط اولیه و مرزي  خارجی الکترود باشد،

 شوند:گرفته می

)10(  
ic c , at t 0  

)11(  j , at r 0 0  
)12(    c a

surfj j j c c , at r r
    0 01    

)13( 
c

, at r
r


 


0 0

  

)14( 
c

, at r r
r


 


00

  

 دهنـده نـرخ شـارژ/   ثابتی است که نشـان  j0، )12( در رابطه

ــوده و   ــرود ب و  aدشــارژ اعمــالی در ســطح خــارجی الکت

c a  1  توان نشان داد . می]36[ضرایب کینتیکی هستند

ــه  ــهکـ ــی   )12( رابطـ ــه کینتیکـ ــی از معادلـ ــت خاصـ حالـ

 و 36[است  15وولمر - الکتروشیمیایی، معروف به معادله باتلر

که شـرایط مـرزي    )12(و  )11(بر شرایط مرزي  علاوه .]37

متداول در مسائل کلاسیک انتشار هستند، حل مسئله انتشـار  

مدل میدان فازي نیازمند دو شرط مـرزي دیگـر نیـز     کمکبه

گیـري از تقـارن مسـئله    توان با بهـره را می )13( است. رابطه

rنسبت به مرکز ذره، یعنی    )14( مچنین رابطه، نوشت. ه0

عنـوان شـرط مـرزي    حساب تغییرات، بـه  کمکبهتوان را می

طبیعی، تحت شرایط خاصـی کـه انـرژي سـطحی الکتـرود،      

مقدار ثابتی مستقل از غلظت یونی در سطح الکتـرود درنظـر   

  .]34[گرفته شود، استخراج کرد 

  

  بعد معادلات حاکمشکل بی -2-4

، معـادلات  )10-14(مـرزي   همراه شـرایط اولیـه و  به )9( رابطه

حاکم در مدل میدان فازي حاضر را براي مسئله نفـوذ در ذرات  

دهنـد.  اي و کـروي تشـکیل مـی   ي اسـتوانه هـا الکترود با هندسه

در  )8( رابطـه گـذاري  توان، پس از جـاي را می )9 -14( روابط
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صورت حاصل، بهروابط بعدسازي ، و سپس بی)9(و  )7( روابط

  رد:زیر بازنویسی ک

)15(
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دسـت آمـده اسـت.    به )7( رابطهبعدسازي نرخ جریان یونی از با بی

c، روابــطدر ایــن  r   0
 و ،c c max( c ) (RT)    طــول

تعیـین  بین دو فاز را  مشخصه حاکم بر مسئله است که عرض ناحیه

D، )21( تـا  )15(علاوه در روابط کند. بهمی t r  2
0 0 ،r r r 0 ،

i i maxc c c  وmaxj j r D c0 0 0 0
 بعــــد پارامترهــــاي بــــی

Dو M RT0   هاي خارجی است.نیز ضریب نفوذ در غیاب تنش 0

  

  سازي و حل عددي معادلاتگسسته -5 -2

 تـا  )15(منظور حل عددي، ابتدا معادلات حاکم، یعنی معادلات به

ــه، )20( ــکب ــزي  کم ــدود مرک ــل مح ــله در ف 16روش تفاض اص

r 0 1 شـده و در هـر گـام زمـانی      17سازيو در زمان گسسته

 - دستگاه معادلات جبري غیرخطـی حاصـل توسـط روش نیـوتن    

 شود. روش تفاضل محدود بـه صورت ضمنی حل میبه 18رفسون

العـاده غیرخطـی   جهت سادگی آن و نیز پیچیدگی معادلات فـوق 

اسـت.   حاکم بر توزیع غلظت انتخاب و مورد استفاده قرار گرفتـه 

rبه این منظور، فاصله  0 1  با درنظر گرفتنn   نقطه گرهی بـا

rنحوي که شود به سازي میفواصل برابر گسسته 1 0  وnr  1 ،

هـا هسـتند. پـس از    ها بیانگر شـماره گـره  نویسکه در اینجا پایین

با عملگرهاي معـادل   )15(جایگزینی عملگرهاي مشتق در معادله 

این معادله در هـر یـک از    آنها در تفاضل محدود مرکزي و تکرار

در تشکیل ایـن معـادلات    شود.معادله حاصل می nنقاط گرهی، 

rدر نقاط مرزي  1 0  وnr  1       نیـاز بـه درنظـر گـرفتن دو گـره

rدامنه مسئله در محدوده  مجازي خارج از  1  و دو گره مجازي

rدر محدوده   0  سـازي معـادلات   عـلاوه بـا گسسـته   است. بـه

در  )18(و  )17(معـادلات  گـر شـرایط مـرزي مسـئله، یعنـی      بیان

r 1 0در  )20(و  )19(عادلات ، و مnr  1   چهار معادلـه دیگـر ،

nشود. به این ترتیب، در مجموع تعداد نیز حاصل می  معادله  4

در  cآید که از حل آنها مقـادیر گرهـی متغیـر    دست میجبري به

nتعداد  4 شـود. لازم  نقاط گرهی درنظر گرفته شده حاصل می

سازي شـده معـادلات   تقیم شکل گسستهذکر است که اعمال مسبه

rدر نقطه مرزي  )17(و  )15( 1 0، دلیل ظاهر شـدن جملاتـی   به

ــرایب   ــامل ض /ش r1 ،/ r21  ــا /و ی r31  ــه ــددي   ب ــاظ ع لح

rمنظـور اعمـال ایـن معـادلات در     پذیر نیست. لذا بهامکان  0 ،

سازي، جملات مزبور در این معـادلات  است پیش از گسستهلازم 

هاي مرسوم حدگیري رفع ابهـام شـوند. بـراي    با استفاده از روش

از معادله  jکه نیاز به محاسبه  )17(نمونه، در اعمال شرط مرزي 

rدر  )21(  0 توان از رابطـه زیـر کـه درسـتی آن بـا      است، می

سادگی نشـان داده  به )18(استفاده از قانون هوپیتال و شرط مرزي 

  کمک گرفت:شود در رفع ابهام می
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 )22(و  )18(با توجه به روابط  )17(به این ترتیب، شرط مرزي 
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  شود:) تبدیل می23به رابطه (
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nبراي حل معادلات در اکثر حالات از  101  نقطه براي اعمال

علاوه، در هر یـک  معادلات استفاده شده است. به شکل گسسته

از نقــاط مــرزي نیــز شــرایط مــرزي، از جملــه شــرایط مــرزي  

همراه معـادلات نوشـته شـده    سازي شده که بهغیرخطی، گسسته

 ـ   ه مسـئله تشـکیل یـک دسـتگاه     براي نقـاط واقـع در درون دامن

دهند. حل این دستگاه معـادلات جبـري غیرخطـی    معادلات می

همگرایـی  ، و از گرفتـه رفسـون صـورت    -روش نیوتن کمکبه

منظـور دسـتیابی بـه    زمـانی بـه   رفسون در هر گام -روش نیوتن

هاي با دقت مطلوب اطمینان حاصل شـده اسـت. جهـت    جواب

سون در هر گام زمـانی، از  رف -تسریع در همگرایی روش نیوتن

عنـوان حـدس اولیـه    حل انجام شده در پایان گام زمانی قبل بـه 

علاوه، محاسبات فـوق در چنـد مـورد بـا     به استفاده شده است.

nکمک تعداد  201     نقطه انجام شـده و تغییـرات نـاچیزي در

هـاي  دهنـده دقـت مطلـوب جـواب    نتایج حادث شده که نشـان 

هاي عددي حل شده کـه  ز مثالمواردي ادست آمده است. در به

منظـور دسـتیابی بـه    میدان غلظت گرادیان شدیدتري داشـته، بـه  

nهمگرایی از تعـداد   201   و حـداکثرn  نقطـه بـراي    301

تحلیل عددي استفاده شده است تا از دقت حل اطمینان حاصـل  

شود. انتخاب گام زمانی با توجه به فاصله نقاط مورد استفاده در 

شده، و در کلیه حالات انتخاب مقدار سازي مکانی انجام گسسته

/ 0   نتیجه مطلوبی در پی داشته است. 01

  

  هاي ناشی از نفوذتنش -3

وجود تواند باعث بهطور که تغییرات دمایی در جامدات میهمان

هاي حرارتی شود، نفـوذ غیـرهمگن یـون لیتیـوم در     آمدن تنش

هـاي حجمـی منجـر بـه     واسطه تولید کـرنش جامد میزبان نیز به

هاي ناشـی از نفـوذ، در   هاي داخلی، معروف به تنشجاد تنشای

هاي ناشی از نفوذ بـا  سازي تنششود. با مشابهذرات الکترود می

هـاي  هـاي تـنش  هاي حراراتی در جامدات، در ادامه، مؤلفهتنش

شــکل برحســب توزیــع غلظــت یــونی نفــوذ در ذرات کــروي 

وابـط حـاکم بـر    منظور اختصار، رعلاوه، بهشود. بهاستخراج می

اي شـکل تحـت شـرایط کـرنش     توزیع تنش در ذرات اسـتوانه 

(نیروي محوري صفر در الکترود) و نحوه  19یافته مسطح توسعه

  استخراج آنها، در پیوست (الف) آورده شده است.  

و   20هـاي مماسـی  هـاي تـنش  همؤلف ـتقارن مرکزي برابري 

 هـاي مماسـی   طور برابري کرنشو همین  و  در

دادن  کند. لذا با قرارره کروي شکل را ایجاب میذ    

و      ــی ــتیک خطـ ــار الاسـ ــرض رفتـ ــا فـ و  21، و بـ

تـوان  براي جامد میزبان، روابط قانون هوك را می 22ایزوتروپیک

  :]38[صورت زیر نوشت به
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نسـبت   ضـریب پواسـون،    مدول یانـگ،   Eکه در اینجا، 

دهنـده کـرنش   نشـان  cضرب و جمله حاصل 23حجمی مولی

هاي خارجی در ماده اسـت.  وجود آمده از حضور یونحجمی به

هاي شعاعی تـنش و  ترتیب، به مؤلفهنیز، به rrو  rrعلاوه، به

دهنـد. اگـر چـه تغییـرات فـازي در الکتـرود       کرنش ارجاع مـی 

تواند منجر به تغییر خـواص الاسـتیک مـاده شـود، در اینجـا      می

ت خـواص الاســتیک مــاده در اثــر  منظــور ســادگی از تغییــرابـه 

نظـر شـده و در نتیجـه    تغییرات غلظت یونی در الکترود صـرف 

صـورت ثابـت درنظـر    بـه  و ضریب پواسون  Eمدول یانگ 

دلیل تقارن مرکزي مفـروض در  از سوي دیگر، به شود.گرفته می

یی، مؤلفـه شـعاعی   جـا جابـه مسئله، تنها مؤلفـه غیرصـفر بـردار    

هاي کوچک، کمک تئوري تغییر شکله بهاست ک ،ru ،جاییجابه

  هاي کرنش در ارتباط است.از طریق روابط ذیل با مؤلفه

)27(  
r

rr
du

dr
 
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  (ب)  (الف)

 فاز با غلظت بالا و فاز   الف) فرایند ورود و ب) فرایند خروج یون لیتیوم؛ (در شکل، فاز: پوسته در -نمایی از مدل هسته -3 شکل

در نزدیکی مرکز الکترود (هسته) شکل  یکی سطح خارجی (پوسته) و فاز ددر نز فاز با غلظت پایین است. در طول فرایند شارژ، فاز 

  گیرد، و در فرایند دشارژ برعکس)می

  

)28(  ru

r
   

بـر   ن تـنش در ذره کـروي شـکل، عـلاوه    منظور تعیـین میـدا  به

ــادلات  ــتاتیکی در   ،)25 -28(مع ــادل اس ــه تع لازم اســت معادل

هـاي  کار گرفته شود. این معادلـه، در غیـاب نیـرو   الکترود نیز به

  :]38[شود صورت زیر نوشته میخارجی به

)29(  rrrrd

dr r
 

 2 0 

در  )28(و  )27(هـاي کـرنش از روابـط    گـذاري مؤلفـه  با جـاي 

، و قرار دادن روابط حاصل در معادله تعادل )26( و )25(روابط 

صـورت زیـر   بـه ، رابطه حاکم بر تغییر شکل در ذره کروي )29(

  شود:حاصل می

)30(     
 r

d d dc
r u

dr dr drr

  
 

  

2
2

11

3 1
  

، و اعمال شـرایط مـرزي (الـف)    )30(گیري از معادله با انتگرال

و (ب) صـفر بـودن مؤلفـه     یی در مرکـز ذره جـا جابهصفر بودن 

rr یتنش شعاعی در سطح خارجی ذره، یعن (r ) 0 تـوان  ، مـی 0

را محاسبه کرد. بـا مشـخص بـودن میـدان      ruییجاجابهمیدان 

)، 27(ترتیـب از روابـط   هاي کرنش و تنش بـه یی، مؤلفهجاجابه

ــه )26( ) و25( )،28( ــراي  دســت مــیب ــد. نتیجــه حاصــل ب آین

صـورت تـابعی از   هاي ناشی از نفوذ در ذره کروي شکل بهتنش

  شکل زیر است:غلظت بهمیدان 
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E

c (r ) c (r)
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، )32(و  )31(کـــه در روابـــط    
r

avgc r r c( )d   
3 2

0
3 ،

  از مرکز کره است. rاي کروي به شعاع میانگین غلظت در ناحیه

  

  پوسته با مرز بین فازي تیز -مدل دوفازي هسته -4

لیلـی بـراي   دست آوردن یک جواب تحهدف از این بخش، به

 - ها در ذرات الکتـرود بـا اسـتفاده از مـدل هسـته     توزیع تنش

این مدل، تشکیل دو  بر اساسفازي تیز است. پوسته با مرز بین

صورت نواحی هـم مرکـز متقـارن،    فاز مجزا در ذره الکترود به

علاوه، در این مدل از شود. به) درنظر گرفته می3مطابق شکل (

نظر شـده و غلظـت یـونی در    رفگرادیان غلظت در هر فاز ص

شـود. بـراي   هر فاز مقدار ثابت یکنـواختی درنظـر گرفتـه مـی    

فـازي شـدن   نمونه، مطابق این مدل در طول فراینـد شـارژ، دو  

 c) با غلظت یـونی  محلول جامد با تشکیل فاز غلیظ (فاز 

) بـا  در نزدیکی سطح الکتـرود و تشـکیل فـاز رقیـق (فـاز      

اي در مرکـز الکتـرود همـراه    ناحیهدر  cغلظت پایین لیتیوم 

پوسـته،   - مـدل هسـته   بر اسـاس . ]25[الف)  - 3است (شکل 

صـورت ناگهـانی (بـا    تغییر غلظت از فاز غلیظ به فاز رقیق بـه 



  39  1397ستان تاب، 1، شمارة 37هاي عددي در مهندسی، سال روش

افتد و لذا عـرض ناحیـه بـین فـازي     نهایت) اتفاق میشیب بی

شود. روشن اسـت کـه در طـول فراینـد     صفر درنظر گرفته می

هـا بـه   رشد کرده و مرز بین فاز ده فاز شارژ ناحیه دربرگیرن

کند. در طول فرایند دشارژ نیز، سمت مرکز الکترود حرکت می

رفتار عمومی شبیه آنچه در بالا توصیف شـده اسـت، بـا ایـن     

هـا از الکتـرود، فـاز رقیـق در     دلیـل خـروج یـون   تفاوت که به

گیـرد  نزدیکی سطح و فاز غلیظ در نزدیکی مرکز ذره شکل می

) 3طـور کـه در شـکل (   ب). به این ترتیـب، همـان   - 3(شکل 

نشان داده شده است، توزیع غلظت در الکترود در هر لحظه از 

صورت زیر بیان کرد:توان بهفرایند شارژ یا دشارژ را می
 

  

)33(   c c
s c

c r rc(r) c r r r
    0

0  

غلظت یون لیتیوم در ناحیـه نزدیـک مرکـز     ccکه در این رابطه،

در ناحیـه  غلظـت یـون لیتیـوم     scو  crذره (هسته) بـه شـعاع   

اسـت. بـه ایـن     srنزدیک سطح الکترود (پوسته) بـا ضـخامت   

scترتیب، در طول فرایند شـارژ   c  وcc c  و در طـول ،

scفرایند دشارژ  c  وcc c .خواهد بود  

هـاي تـنش   ، مؤلفه)33(با توجه به توزیع غلظت بنابر رابطه   

صورت زیـر  به )32(و  )31(کمک روابط در ذره کروي شکل به

  آید:دست میبه
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ترتیب معرف فازهاي تشکیل به sو  cهاي در اینجا، بالانویس

 )37 -34(طور که از روابط شده در هسته و پوسته هستند. همان

هـاي مماسـی در   ل مرز بین فازي تیز، تنششود، مدبرداشت می

فاز با غلظت بالا را فشاري و در فاز با غلظت پـایین را کششـی   

علاوه، مطابق این مدل، تنش شعاعی در هـر  کند. بهبینی میپیش

sدو فاز در کل ذره در طول فرایند شارژ ( cc c کششی و در (

cطول فرایند دشارژ ( sc cشـود. روابـط   ورد مـی ا) فشاري بر

مـدل   بر اسـاس اي شکل که ر توزیع تنش در ذره استوانهحاکم ب

آینـد در پیوسـت   دست مـی پوسته و مشابه روش فوق به -هسته

دست اي از نتایج به(ب) آورده شده است. در بخش پنج مقایسه

بـر  دسـت آمـده   آمده از روابط تحلیلی فوق با نتایج عـددي بـه  

 ـمدل میدان فازي در بخش اساس ه خواهـد  هاي سه و چهار ارائ

  شد.

  

  نتایج -5

دست آمده از حـل عـددي معـادلات    در این قسمت، نتایج به

مدل میدان فازي معرفی شـده   بر اساسحاکم بر مسئله نفوذ 

منظور بررسی صحت حل عددي، در بخش دو ارائه شده و به

 - دست آمده از مـدل تحلیلـی هسـته   با نتایج به لنتایج حاص

مـورد مقایسـه قـرار     پوسته که در بخش چهار معرفـی شـد،  

منظور محاسبات عددي، در کلیه نتـایجی کـه در   گیرند. بهمی

بعد در ابتداي فراینـدهاي  شود، غلظت بیاین بخش ارائه می

icترتیــب برابــر شـارژ و دشــارژ یکنواخــت و بــه  /0 01  و

ic 0/99    ــر ــی براب ــرایب کینتیک cو ض a /   1 0 5 

  درنظر گرفته شده است.

  

  توزیع غلظت در الکترود -5-1

) تغییرات زمانی در پروفیل غلظت در طول فراینـدهاي  4شکل (

شارژ و دشارژ و اثر جدایش فازي بر پیشرفت ایـن فراینـدها را   

الف) و  -4هاي (دهد. شکلبراي یک ذره کروي شکل نشان می

ب) که تغییرات غلظت یونی در طـول فراینـد شـارژ را بـا      -4(

jدرنظر گـرفتن نـرخ جریـان ورودي     0 -1   نـد،  دهنشـان مـی

ترتیب، مربوط به حالاتی هستند کـه در آنهـا جـدایش فـازي     به

ازاي فعـال (بـه    2/ ازاي ) و غیرفعــال (بـه 31 0 .اســت (

 چرخه خروج یـون لیتیـوم از  د) نیز نیم -4ج) و ( -4هاي(شکل

ازاي ترتیب بهالکترود را به  2/ و  31 0   با درنظر گـرفتن

j 0 1
ها نتایج بـراي  دهد. در تمامی شکلنشان می  0/03 

ج)  -4الف) و ( -4هاي (طور که از شکلشده است. همانارائه 
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  (ب)  (الف)

    
  (د)  (ج)

تغییرات زمانی پروفیل توزیع غلظت در ذره کروي در طول: الف) نیم چرخه شارژ با درنظر گرفتن پدیده جدایش فازي ( - 4شکل   2 / 31 ،(

ازي (ب) نیم چرخه شارژ بدون رخداد جدایش ف 0چرخه دشارژ با درنظر گرفتن جدایش فازي ()، ج) نیم  2 / چرخه دشارژ ) و د) نیم31

بدون جدایش فازي ( 0هاي (الف) و (ب)، ) (در شکلj 0 -1  (ج) و (د) هاي شکلو درj 0 1 (درنظر گرفته شده است  

  

چرخه شارژ و دشـارژ یعنـی در   مشخص است، براي هر دو نیم

حضور رخداد جدایش فازي، گرادیان شدیدي در پروفیل توزیع 

شود. در مقایسـه،  غلظت در ذره در ناحیه بین دو فاز حادث می

ازاي در غیاب پدیده جدایش فازي، یعنی بـه  0  نشـان داده ،

د)، فرایندهاي شارژ و دشارژ  -4ب) و ( -4هاي (در شکل شده

هـاي  کنند و لذا پروفیـل فازي ادامه پیدا میصورت تکتا انتها به

هـاي نشـان داده شـده در    غلظت در این حالت نسبت به پروفیل

تر طور قابل توجهی یکنواختج) به -4الف) و ( -4هاي (شکل

  تري هستند.و داراي شیب ملایم

دهـد کـه در ابتـداي فراینـد     الف) نشان مـی  -4وه، شکل (علابه

/شارژ ( 0 )، فاز با غلظت بالا در نزدیکی سـطح خـارجی   5

تر در نزدیکی مرکز الکترود شـکل  الکترود و فاز با غلظت پایین

سـمت مرکـز الکتـرود    گرفته و با ادامه فرایند، مرز بین فازي بـه 

ه با مـرز فـازي   پوست -کند. این نتیجه، با مدل هستهپیشروي می

تیز که در بخش چهار ارائـه شـد نیـز سـازگاري دارد. در ادامـه      

تدریج از بین رفتـه و فـاز بـا    فرایند شارژ، فاز با غلظت پایین به

گیـرد و درنهایـت، غلظـت    غلظت بالا تمامی الکترود را دربرمی

ــه حــداکثر ممکــن خــود مــی  رســد یــون لیتیــوم در الکتــرود ب

) 1/ ــکل ( 72 ــل، ش ــی  -4). در مقاب ــان م ــد درج) نش   ده

  فراینـد خـروج یــون لیتیـوم فـاز بــا غلظـت پـایین در نزدیکــی      

ــه    ــده و ب ــکیل ش ــرود تش ــطح الکت ــرود س ــز الکت ــمت مرک   س

  انتهـاي فراینـد فـاز بـا غلظـت بـالا       کنـد، تـا اینکـه در   رشد می

کلی از بین رفته و غلظت یونی در کلیه نقاط به نزدیکی صـفر  به

  رسد.می
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  (ب)  (الف)

    
  (د)  (ج)

و مقایسه  بعد سازي عددي با مقادیر مختلف پارامتر بیدست آمده از مدلپروفیل تنش مماسی به(رنگی در نسخه الکترونیکی)  -5شکل 

crپوسته، زمانی که مرز بین دو فاز در  -دست آمده از مدل هستهبینی تحلیلی بهآن با پیش /0 5  واقع است: الف) در ذره کروي در

 اي در فرایند دشارژاي در فرایند شارژ و د) در ذره استوانهفرایند شارژ، ب) در ذره کروي در فرایند دشارژ، ج) در ذره استوانه

  

هاي ناشی از نفوذ: مقایسه مـدل عـددي و نتـایج    تنش -5-2

  تحلیلی

ز حل عددي معـادلات  دست آمده اهاي بهمنظور مقایسه تنشبه

پوسـته   -دست آمده از مدل هستههاي تحلیلی بهحاکم با جواب

ترتیـب  ب) بـه  -5الـف) و (  -5هـاي ( در بخش چهـار، شـکل  

ــول      ــکل در ط ــروي ش ــرود ک ــی در الکت ــنش مماس ــع ت توزی

هـا نشـان   اي از فراینـد فرایندهاي شـارژ و دشـارژ را در لحظـه   

crدهد که مرز بین دو فاز در می /0 5 هـاي  ت. شکلواقع اس

اي د) نیز توزیع تنش مماسی در الکترود اسـتوانه  -5ج) و ( -5(

 )،5دهـد. در شـکل (  شکل را تحت شرایط مشابه فوق نشان می

max( ) E c     1    بعـد اسـت.   تـنش مماسـی بـدون

 -آمد، یکی از فرضیات مدل هسته چهارطور که در بخش همان

پوسته آن است که غلظت یونی در هـر فـاز یکنواخـت و برابـر     

عبارت دیگر، در ایـن مـدل   شود. بهر ثابتی درنظر گرفته میمقدا

از گرادیان پروفیل غلظت در هـر فـاز کـه در اثـر نـرخ جریـان       

نظـر  شـود، صـرف  اعمالی در سطح خارجی الکترود ایجـاد مـی  

j0شود. روشن است کـه بـا کـاهش نـرخ جریـان اعمـالی       می
، 

ابراین یابـد. بن ـ گرادیان پروفیل غلظت در الکترود نیز کاهش می

رود نتـایج حاصـل از مـدل میـدان فـازي در مقـادیر       انتظار مـی 

j0کوچک 
    پوسـته نزدیـک شـوند. لـذا      -به نتـایج مـدل هسـته

نتایج حاصل از دو مدل، در اینجا نـرخ جریـان    منظور مقایسهبه

jاعمالی در سطح  0 -0/01     بـراي فراینـد شـارژ وj 0 0/01 

ن چـی هاي خـط شود. منحنیبراي فرایند دشارژ درنظر گرفته می

 -مـدل هسـته   بر اسـاس دست آمده ) توزیع تنش به5در شکل (
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  (ب)  (الف)

    
  (د)  (ج)

بعد در ذره کروي در طی: الف) فرایند شارژ در حضور جدایش فازي تغییرات زمانی پروفیل تنش مماسی بی(رنگی در نسخه الکترونیکی)  - 6شکل 

با  2 / بدون رخداد جدایش فازي با ، ب) نیم چرخه شارژ31 0 ج) فرایند خروج لیتیوم با درنظر گرفتن جدایش فازي با ،  2 / ، و د) 31

فرایند خروج لیتیوم بدون جدایش فازي با  0 هاي (الف) و (ب)، (در شکلj 0 -1  در (ج) و (د) وj 0 1 (درنظر گرفته شده است  

  

ــا مــرز فــازي تیــز   ــا درنظــر گــرفتن پوســته ب cو ب  0/ و  8

c ــه  0/2 ــوط ب (مرب  2/ ــان  -2، شــکل (31 ب)) را نش

روابـط   کمـک بـه هـا بـراي الکتـرود کـروي     دهد. این منحنیمی

روابـط   کمـک بهاي ) و براي الکترود استوانه39) و (38تحلیلی (

ها با خطـوط تـوپر   اند. منحنیدست آمده) به2 -) و (ب1 -(ب

اي دست آمده از مدل میدان فازي را در لحظهنیز نتایج عددي به

دهند که مرز بین ناحیه کششـی و فشـاري در   از فرایند نشان می

cr /0 5 دست آمـده از  منظور مقایسه، نتایج بهبه شود.واقع می

ارائـه   بعـد  تر بـی مدل میدان فازي براي مقادیر مختلف پـارام 

کـروي   طور که مشخص است براي هر دو هندسهاند. همانشده

دست آمده از مدل هاي بهپروفیل تنش اي، با کاهش و استوانه

پوسته با مـرز فـازي    -میدان فازي به نتایج حاصل از مدل هسته

 کنتـرل  شود. دلیل این امر آن است که پـارامتر  تیز نزدیک می

فازي در مدل میدان فـازي اسـت و ایـن    یه بینکننده عرض ناح

پوسـته برابـر صـفر     -درحالی است که این عرض در مدل هسته

، مدل میدان فازي در شود. بنابراین با کاهش درنظر گرفته می

شـود.  پوسته با ناحیه مرزي تیز نزدیک مـی  -عمل به مدل هسته

یش در مقایسه، با افزایش عرض ناحیه بین مرزي یعنـی بـا افـزا   

   پوسـته فاصـله گرفتـه و     -، مدل میدان فـازي از مـدل هسـته

دست آمده از دو مدل مشـاهده  اختلاف قابل توجهی در نتایج به

  شود.می

 
  هاي ناشی از نفوذتغییرات زمانی تنش -5-3

ــکل ( ــا   6ش ــاظر ب ــروي، متن ــی در ذره ک ــنش مماس ــع ت ) توزی
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اي از) را، بـه 4هاي غلظـت نشـان داده شـده در شـکل (    پروفیل

jپارامترهاي   0 1  ،در طی فرایند شارژj 0 1   براي دشـارژ و

 0/03 ج)  -6الــف) و ( -6هـاي ( دهـد. شــکل ، نشـان مــی

ترتیب مربوط به فرایندهاي شارژ و دشـارژ در شـرایط وقـوع    به

ازاي جدایش فازي (به  2/ منظور بررسـی اثـر   ) هستند. به31

وقوع جـدایش فـازي بـر بزرگـی و همچنـین توزیـع تـنش در        

ترتیب توزیع تـنش  د) نیز به -6ب) و ( -6هاي (الکترود، شکل

ازاي در الکترود را در شـرایط عـدم وقـوع جـدایش فـازي (بـه      

 0دهند. از آنجـا کـه پـیش از آغـاز فراینـدهاي      ) نمایش می

طور یکنواخـت  ورود و خروج، غلظت یون لیتیوم در الکترود به

هـاي تـنش در لحظـه شـروع     شود، همه مؤلفـه درنظر گرفته می

ندهاي فوق در الکترود برابر صفر هسـتند. بـا ایـن حـال، از     فرای

آنجا که پس از آغاز فرایند شارژ، غلظت یون لیتیوم در نزدیکـی  

 -4الـف) و (  -4هـاي ( یابـد (شـکل  سطح الکترود افـزایش مـی  

شـود. در  ب))، تنش مماسی فشـاري در ایـن ناحیـه ایجـاد مـی     

اي در احیـه کنـد، در ن طـور کـه تعـادل ایجـاب مـی     مقابل، همان

نزدیکی مرکز ذره که غلظت یون لیتیوم به نسبت کمتر از ناحیـه  

نزدیک سطح خارجی آن اسـت، تـنش مماسـی کششـی تولیـد      

 -دسـت آمـده از مـدل هسـته    بینی بهشود. این نتیجه، با پیشمی

نیز سازگار است. در  )35(و  )34(، روابط چهارپوسته در بخش 

/اوایل فرایند شارژ ( 0 الف))، وقتـی هنـوز    -6در شکل ( 5

تنش کششی در مرکز الکترود در حال افزایش است، مقدار تنش 

رسد. با گذشت زمان، عرض فشاري در سطح ذره به حداکثر می

ناحیه تحت فشار در نزدیکی سطح افزایش یافته و تنش فشاري 

زمان، تنش کششـی در نزدیکـی   یابد. همدر این ناحیه کاهش می

یابد، تا اینکه مقدار آن در مرکز الکترود مرکز الکترود افزایش می

)رسـد  به حداکثر مقدار خـود مـی   / )  1 . در ادامـه فراینـد،   3

یابنـد، تـا   تدریج کاهش میهاي کششی و فشاري هر دو بهتنش

اینکه با یکنواخت شدن توزیع غلظت در انتهاي فرایند، تنش در 

/شود (کلی صفر میالکترود به 1 توزیع تنش در حالت ). 72

د)  -6ج) و ( -6هـاي ( شـکل  بر اساستوان خروج لیتیوم را می

صورت مشابه فوق توضیح داد، با ایـن تفـاوت کـه در ایـن     و به

حالت مرکز الکترود تحت تنش فشاري و سطح الکتـرود تحـت   

 -6الـف) و (  -6هـاي ( شکل گیرد. مقایسهتنش کششی قرار می

د)، نشـان   -6ج) و ( -6هـاي ( طور مقایسه شـکل ب)، و همین

هـاي  دهد که جدایش فازي باعث افزایش چند برابري تـنش می

دلیل گرادیـان شـدید   شود. این افزایش بهکششی در الکترود می

بروز جدایش فازي  ایجاد شده در ناحیه بین دو فاز که در نتیجه

  افتد.شود، اتفاق میایجاد می

ــکل (   ــد    7شـ ــدون بعـ ــعاعی بـ ــنش شـ ــع تـ ، ) توزیـ

rr rr max( ) E c    1   هــاي غلظــت متنـاظر بــا پروفیـل

دهـد ( ) را نشان مـی 4نشان داده شده در شکل ( 0/03 .(

چرخـه ورود  ب) مربوط بـه نـیم   - 7الف) و ( - 7هاي (شکل

ــا   ــوم (ب ــون لیتی jی 0 -1ــاي () و شــکل د)  - 7ج) و ( - 7ه

jچرخه خـروج یـون لیتیـوم (بـا     مربوط به نیم 0 1 از ذره (

هـاي  کلکروي شکل هستند. اثر وقوع جدایش فـازي در ش ـ 

ج) بـا قـراردادن    - 7الف) و ( - 7(  2/ درنظـر گرفتـه    31

د)، چگونگی  - 7ب) و ( - 7هاي (شده است. در مقابل، شکل

ازاي تغییرات توزیع تنش در شرایط عدم وقوع جـدایش، بـه  

 0 دهد کـه تـنش   ) نشان می7دهند. شکل (را نمایش می

فراینـد شـارژ، کششـی    شعاعی در سرتاسر الکترود در طـول  

 و )36(دست آمده از معـادلات  است. این مشاهده با نتایج به

sبا  )37( cc c پوسته نیز سـازگاري   - مدل هسته بر اساس

ها در طول فرایند شـارژ، تـنش کششـی    دارد. در تمامی زمان

شعاعی در مرکز بیشترین مقدار خود را دارد و با دور شـدن  

اینکه در سطح الکترود به  یابد تااز مرکز مقدار آن کاهش می

رسد. از ابتداي فراینـد ورود یـون لیتیـوم بـه     مقدار صفر می

داخل الکترود، تنش کششی شعاعی در مرکز، ابتـدا افـزایش   

رسـد. سـپس بـا    یابد تا اینکه به مقدار حداکثر خـود مـی  می

گذشت بیشتر زمان، این مؤلفه تنش رو به کاهش گذاشته تـا  

شـود. توزیـع تـنش    شـارژ صـفر مـی    اینکه در انتهاي فرایند

 - 7هاي (شکل بر اساستوان شعاعی طی فرایند دشارژ را می

صورت مشابه توضیح داد، با این تفاوت کـه  د) و به - 7ج) و (

در ایــن حالــت الکتــرود تحــت تــنش فشــاري شــعاعی قــرار 
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  (ب)  (الف)

    
  (د)  (ج)

شعاعی بدون بعد در ذره کروي و تغییرات آن در طول: الف) فرایند شارژ با درنظر گرفتن پدیده توزیع تنش (رنگی در نسخه الکترونیکی)  - 7شکل 

جدایش فازي (  2 / )، ب) فرایند شارژ بدون رخداد جدایش فازي (31 0) ج) فرایند دشارژ با درنظر گرفتن جدایش فازي ،(  2 /  ) و31

د) فرایند دشارژ بدون جدایش فازي ( 0هاي (الف) و (ب)، ) (در شکلj 0 -1 (ج) و (د)  هايشکل و درj 0 1 (درنظر گرفته شده است  

  

 هطور مقایس ـب) و همین - 7الف) و ( - 7هاي (شکل گیرد. مقایسهمی

دهد که جـدایش فـازي باعـث    د) نشان می - 7ج) و ( - 7هاي (شکل

طور که قبلاً نیـز اشـاره شـد،    شود. همانهاي شعاعی میتنشافزایش 

  علت این امر گرادیان ایجاد شده در ناحیه بین فازي است.

هاي تنش بـراي یـک   ) تغییرات زمانی توزیع مؤلفه8شکل (  

شارژ و اثر جدایش فـازي بـر   اي را در طول فرایند دذره استوانه

دست آوردن نتایج ارائـه  دهد. در بهپیشرفت فرایند را نمایش می

)، 8شــده در شــکل ( 0/03  وj 0 1  درنظــر گرفتــه شــده

ب) که تغییرات تنش مماسی  -8الف) و ( -8هاي (است. شکل

دهنـد،  در طـول فراینـد دشـارژ را نشـان مـی      بدون بعـد،  

ازاي فــازي (بــه ترتیــب مربــوط بــه حالــت وقــوع جــدایشبــه

  2/ ازاي ) و حالت عدم وقوع جدایش فازي (بـه 31 0 (

هاي شعاعی بـدون  د) نیز تنش -8ج) و ( -8هاي (هستند. شکل

ازاي ترتیب بهرا به rrبعد،   2/ و  31 0 دهند. نشان می

اي را هـاي مماسـی و شـعاعی در الکتـرود اسـتوانه     توزیع تـنش 

در ذره کـروي  وجـود آمـده   هاي بهطور مشابه با تنشتوان بهمی

و) نیـز تغییـرات    -8ه) و ( -8هـاي ( توضیح داد. همچنین شکل

zzبعـد،   هاي محوري بـدون تنش zz max( ) E c    1  را

ازاي ترتیب بهبه  2/ و  31 0 دهند. طـی فراینـد   نشان می

اي، تنش فشـاري و در نزدیکـی   دشارژ، در مرکز الکترود استوانه

بینـی  آید. این نتیجه بـا پـیش  وجود میسطح آن، تنش کششی به

پوسته با مرز فازي تیز، یعنی روابط  -دست آمده از مدل هستههب

) نیز سازگار است. در ابتداي فرایند وقتی در 6 -) و (ب5 -(ب

مرکز الکترود، تنش فشاري وجود دارد، تنش کششـی در سـطح   
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  (ب)  (الف)

    
  (د)  (ج)

    
  (و)  (ه)

الف) در حضور جدایش : اي در طی فرایند دشارژبعد در ذره استوانهی پروفیل تنش شعاعی بیتغییرات زمان(رنگی در نسخه الکترونیکی)  - 8شکل 

فازي با  2 / ب) بدون رخداد جدایش فازي با  ،31 0ج) ، اي در طول فرایند دشارژبعد در ذره استوانه. تغییرات زمانی پروفیل تنش مماسی بی

درنظر گرفتن جدایش فازي با  با  2 / ، د) بدون جدایش فازي با 31 0. اي در طی فرایند تغییرات زمانی تنش محوري بدون بعد در ذره استوانه

ه) در حضور جدایش فازي با ، دشارژ  2 / و و) بدون جدایش فازي با  31 0 )0 هاتمامی شکل درj    )درنظر گرفته شده است 1

  

رسد. سپس با گذشت زمان، مقدار تنش ذره به مقدار حداکثر می

یابـد تـا   کششی کاهش یافته و مقدار تنش فشـاري افـزایش مـی   

اینکه تنش فشاري محوري در مرکز الکترود بـه حـداکثر مقـدار    

تـدریج  رسد. سپس هر دو تـنش فشـاري و کششـی بـه    میخود 
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  (ب)  (الف)

ازاي و به وجود آمده در یک ذره کروي برحسب پارامتر انرژي اندرکنش حداکثر تنش مماسی کششی به(رنگی در نسخه الکترونیکی)  - 9شکل 

j0مقادیر مختلف نرخ جریان اعمالی در سطح، 
 آوردن نتایج،  دست: الف) فرایند شارژ و ب) دشارژ (در بهطی 0/03 (درنظر گرفته شده است  

  

کلـی  کاهش یافته و در انتهاي فرایند دشارژ تنش در الکترود بـه 

ه)  -8ج) و ( -8الف)، ( -8هاي (شکل شود. از مقایسهصفر می

و) مشــخص  -8د) و ( -8ب)، ( -8اي (ه ـترتیـب بـا شـکل   بـه 

شود که جدایش فازي و تشکیل گرادیان شدید در مـرز بـین   می

هاي کششی و فشاري در دو فاز باعث افزایش چند برابري تنش

  شود.الکترود می

 

  تنش مماسی کششی حداکثر -5-4

در این بخش، اثر جدایش فازي و نرخ جریان اعمالی بر مقـادیر  

هاي شارژ و دشـارژ  کششی در طول فرایندحداکثر تنش مماسی 

طور که پیش از این در بخـش  شوند. هماندر الکترودها ارائه می

نشان داده شد، حـداکثر تـنش مماسـی کششـی در طـول       چهار

فرایند شارژ در مرکز الکترود و در طول فرایند دشارژ در سـطح  

خصوص حـداکثر تـنش   شود. لذا، بهخارجی الکترود حادث می

در طی فرایند دشارژ از آن حیث داراي اهمیت است که مماسی 

هاي سطحی به داخل الکترود شود و تواند منجر به رشد تركمی

هـاي  عملکرد باتري را مورد تأثیر قـرار دهـد. ایـن قبیـل تـرك     

گیرند و سطحی اغلب در طی فرایندهاي تولید در مواد شکل می

هـا در مـاده   تواننـد باعـث گسـترش آن   هاي اعمالی میبارگذاري

  شوند.

ترتیـب حـداکثر تـنش    ب) بـه  -9الـف) و (  -9هاي (شکل  

وجود آمده در فرایندهاي شارژ و دشارژ را در مماسی کششی به

و  یک ذره کروي شکل برحسـب پـارامتر انـرژي انـدرکنش     

j0ازاي مقادیر مختلـف نـرخ اعمـالی جریـان ورودي     به
   نشـان

maxدهند. در ایـن شـکل  می
    کششـی   حـداکثر تـنش مماسـی

دست آوردن ایـن نتـایج،   بعد بوده و در بهبی 0/03   درنظـر

ب) نیــز  -10الــف) و ( -10هــاي (گرفتــه شــده اســت. شــکل

اي را وجود آمده در ذره اسـتوانه حداکثر تنش مماسی کششی به

ــد. ایــن نمودارهــا تحــت شــرایط مشــابه فــوق نشــان مــی  دهن

دهنـده اثـرات جـدایش فـازي بـر تـنش مماسـی کششـی         نشان

روشنی مشخص است که جـدایش  ر در الکترود هستند. بهحداکث

فازي (محلول با  هاي کششی بزرگتـري  ) باعث ایجاد تنش2

شـود کـه   ) دیده می10) و (9هاي (شود. در شکلدر الکترود می

فاز یعنی با هاي کششی حداکثر در الکترودهاي تکتنش  2 ،

ذره، اي تحت تأثیر جریان اعمالی بر سـطح  طور قابل ملاحظهبه

j0
 هـاي  هاي کششی حداکثر در سیستمهستند. درحالی که تنش

هایی با دوفازي یعنی سیستم  ، حساسـیت کمتـري نسـبت    2

j0به تغییر 
 گونه توضیح داد کـه  توان ایندارند. این نتیجه را می

فاز، گرادیان غلظت فقـط در اثـر تغییـر در شـار     در الکترود تک

j0سطحی 
 هاي دوفـازي، در  ستمشود. در مقابل در سیایجاد می

ناحیه بین دو فاز حتی در شارهاي سطحی خیلی کم نیز گرادیان 

 شود.دلیل دوفازي شدن محلول ایجاد میغلظت شدیدي به
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  (ب)  (الف)

کنش اي برحسب پارامتر انرژي اندروجود آمده در یک ذره استوانهحداکثر تنش مماسی کششی به(رنگی در نسخه الکترونیکی)  -10شکل 

 ازاي مقادیر مختلف نرخ جریان اعمالی در سطح، و بهj0
 نتایج براي ( (الف) فرایند شارژ و (ب) دشارژ: طی 0/03 اندارائه شده(  

  

 -9هـاي ( هاي ارائـه شـده در شـکل   منحنی همچنین مقایسه

دهـد کـه در   ب) براي ذرات کروي شکل نشان می -9الف) و (

محدوده رخداد جدایش فازي، یعنی در محـدوده    ، تـنش  2

وجود آمده در الکترود در طی فراینـد دشـارژ   کششی حداکثر به

j0بیش از فرایند شارژ به نرخ جریان اعمالی در سطح، 
  حساس

است. دلیل این امر آن است که در طـول فراینـد دشـارژ، تـنش     

شـود کـه   اي نزدیک به سطح الکترود ایجاد مـی ر ناحیهکششی د

j0در آن توزیع غلظت تحت تأثیر جریان خروجـی  
   .قـرار دارد

درصورتی که در طول فرایند شارژ، ناحیه دور از سطح الکتـرود  

j0که توزیع غلظت در آن نسبت بـه تغییـر   
    حساسـیت کمتـري

 ـ -10هـاي ( شکل گیرد. مقایسهدارد، تحت کشش قرار می ف) ال

اي شــکل نیــز نتیجــه هــاي اســتوانهب) بــراي الکتــرود -10و (

  دهد.دست میمشابهی را به

  

  گیرينتیجه -6

در این مقاله با هدف توسعه نتایج مطالعات موجود در ادبیات و 

هـاي نفـوذ همـراه بـا     بررسی نقش هندسـه الکتـرود در فراینـد   

 هیلیـارد  -جدایش فازي در جامدات از مدل میـدان فـازي کـان   

استفاده شد. به این منظور، اثر رخداد پدیده جـدایش فـازي بـر    

هـاي  هاي ورود و خروج یونی (شارژ و دشـارژ) و تـنش  فرایند

ــا وجــود آمــده ناشــی از آنهــا در الکتــرود مکــانیکی بــه هــاي ب

بـر  اي مـورد بررسـی قـرار گرفـت.     هاي کروي و استوانههندسه

م بر مسئله نفـوذ  مدل میدان فازي، معادله دیفرانسیل حاک اساس

اي غیرخطـی برحسـب   صورت یـک معادلـه دیفرانسـیل پـاره    به

اي اسـتوانه  هـاي مختصـات کـروي و   غلظت یـونی در دسـتگاه  

منظور حـل عـددي آن از روش تفاضـل محـدود     استخراج و به

مرکزي اسـتفاده شـد. روابـط توزیـع تـنش در الکتـرود بـر اثـر         

ــه ــدهاي نفــوذ ب  ــفراین ــع غلظ ــابعی از توزی ــراي صــورت ت ت ب

تئـوري الاستیسـیته    بر اسـاس اي و الکترودهاي کروي و استوانه

پوسته با مرز بین فازي  -مدل هسته بر اساسعلاوه، ارائه شد. به

تیز روابطی تحلیلی براي توزیع تنش در الکترودها ارائه شـد. در  

دست آمده از معادلات مـدل میـدان فـازي    ادامه، نتایج عددي به

هـاي تـنش در   هاي غلظت و مؤلفـه پروفیل براي تغییرات زمانی

ها ارائه و نقش پدیده جدایش فازي بر چگونگی توزیـع  الکترود

هاي ایجاد شده مـورد مطالعـه قـرار    غلظت، تنش و بزرگی تنش

دست آمده از مدل عددي میـدان  علاوه، میدان تنش بهگرفت. به

یسه پوسته مقا -دست آمده از مدل هستهفازي با نتایج تحلیلی به

و نشان داده شد با کاهش عرض ناحیه بین فازي در مدل میدان 

پوسته نزدیک  -فازي نتایج عددي به نتایج حاصل از مدل هسته

هـاي  چرخـه شود. در انتها، تنش کششی حداکثر در طـی نـیم  می

صـورت  اي بـه ورود و خروج در الکترودهاي کـروي و اسـتوانه  

مقـادیر متفـاوت نـرخ     تابعی از پارامتر اندرکنش محلول و براي
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خروجی اعمالی در سطح الکترود ارائه و نشـان   جریان ورودي/

 داده شد جدایش فازي باعث تشدید قابل توجـه حـداکثر تـنش   

  شود.کششی در الکترود طی فرایندهاي شارژ/ دشارژ می

  

معـادلات حـاکم بـر توزیـع تـنش در ذرات       -پیوست الف

  اي شکلاستوانه

اي شـکل مراحلـی   ها در ذرات استوانهدست آوردن تنشبراي به

انجـام شـد    سهمشابه با آنچه براي ذرات کروي شکل در بخش 

الکترودها در طـی   -شود. از آنجا که انتهاي نانوسیمگرفته میپی

فرایندهاي الکتروشیمیایی معمولاً آزاد است، معادلات حاکم بـر  

با  یافته و توزیع تنش در نانوسیم در حالت کرنش مسطح توسعه

شود. به این ترتیب، روابط نیروي محوري صفر درنظر گرفته می

قـانون   بـر اسـاس  اي کرنش در دستگاه مختصات استوانه -تنش

  :]38[شود صورت زیر نوشته میهوك به

  )1 -(الف  rr rr zz
c

E



        

1

3
  

  )2 -(الف  rr zz
c

E
 


        

1

3
  

  )3 -(الف  zz zz rr zz
c

E



          0

1

3
  

ــنش شــعاعی، مؤلفــه zzو  rr ،کــه در اینجــا،  هــاي ت

هـاي کـرنش   نیز مؤلفـه  zzو  rr ،مماسی و محوري، و 

 رابطـه در  zz0عـلاوه،  شعاعی، مماسـی و محـوري هسـتند. بـه    

ل کرنش کرنش محوري در نانوسیم است که در تحلی )3 -الف(

صـورت ثابـت مجهـولی درنظـر گرفتـه      یافتـه بـه   مسطح توسعه

شود که مقدار آن در ادامه تحلیـل بـا توجـه بـه انتهـاي آزاد      می

اعمال شرط نیروي محوري صفر، یعنـی رابطـه    کمکبهنانوسیم 

  آید:دست می، به)4 -(الف

  )4 -(الف
r

z zzF r dr   
0

0
2 0  

معرف نیروي محـوري در نانوسـیم اسـت.     zFکه در این رابطه 

هـاي  محـوري مسـئله و فـرض تغییـر شـکل      توجه به تقـارن  با

  شوند:صورت زیر بیان مییی بهجاجابه -کوچک، روابط کرنش

r  )5 -(الف
rr

du

dr
  

ru  )6 -(الف

r
   

ه مؤلف ـیی، تنهـا  جـا جابـه مؤلفه شـعاعی بـردار    ruکه در اینجا 

تعادل اسـتاتیکی   علاوه، معادلهیی است. بهجاجابهغیرصفر بردار 

هـاي خـارجی   اي و در غیاب نیـرو استوانهدر دستگاه مختصات 

  :]38[ترتیب زیر است به

rrrrd  )7 -(الف

dr r
 

 0  

انجام مراحلی مشابه با رونـد انجـام شـده بـراي ذره کـروي در      

هـاي تـنش در ذره   و اعمال شرایط مرزي لازم، مؤلفه سهبخش 

  آید:دست میصورت زیر بهاي شکل بهاستوانه

  )8 -(الف
 

 rr avg avg
E

c (r ) c (r)


  
 

0
6 1

  

  )9 -(الف
 

 avg avg
E

c (r ) c (r) c(r)


   
 

0 2
6 1

  

  )10 -(الف
 

 zz avg
E

c (r ) c(r)


  
 

0
3 1

  

در اینجا که    
r

avgc r r c( ) d   
2

0
متوسط غلظـت در   2

  از محور استوانه است. rاي به شعاع اي استوانهناحیه

  

بر الکترود دوفازي  -هاي تنش در نانوسیممؤلفه -پیوست ب

 مدل مرز فازي تیز  اساس

، )10 -(الـف  -)8 -(الـف  روابطدر  )33( معادلهگذاري با جاي

زیـر   صـورت الکترود دوفـازي بـه   -هاي تنش در نانوسیممؤلفه

  آیند: دست میبه

c  )1 - (ب s c c
c

E (c c ) r
, r r

( ) r


  
     
    

2

2
0

1 0
6 1

  

s  )2 - (ب c s c c
c

E (c c ) r r
, r r r

( ) r r


  
     
    

2 2

02 2
0

6 1
  

  )3 - (ب
 
 

s cc c
rr c

E c c r
, r r

r

  
     
    

2

2
0

1 0
6 1

  

  )4 - (ب
 
 

s cs c c
rr c

E c c r r
, r r r

r r

  
     
    

2 2

02 2
0

6 1
  

  )5 - (ب
 
 

s cc c
zz c

E c c r
, r r

r

  
     
    

2

2
0

1 0
3 1
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  )6 - (ب
 
 

c ss c
zz c

E c c r
, r r r

r

  
    
    

2

02
0

3 1
  

ترتیب معرف فازهاي به sو  cهاي که در این روابط بالانویس

هسته و پوسته هستند. سایر پارامترها مانند پارامترهـاي تعریـف   

 -(ب و )1 -(ب هابط. ر) هستند3و شکل ( چهارشده در بخش 

د که تنش مماسی در الکترود، در فاز بـا غلظـت   دهننشان می )2

بالا فشاري و در فاز با غلظت پـایین کششـی اسـت. همچنـین،     

که تنش شعاعی در  آن هستندبیانگر  )4 -(ب و )3 -(بمعادله 

sسرتاسر الکترود در طی فراینـد شـارژ (   cc c  کششـی و در (

cطی فرایند دشارژ ( sc c   و )5 -(ب) فشاري اسـت. روابـط 

دهند کـه تـنش محـوري در الکتـرود نیـز      ن مینیز نشا )6 -(ب

همانند تنش مماسی، همواره در فاز با غلظت بـالا فشـاري و در   

  فاز با غلظت پایین کششی است.
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