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solve differential equations, including analytical and numerical methods. However, solving an ill-posed high-order differential 
equation is still a major challenge. Generally, the governing differential equations of a viscoelastic nanofluid are ill-posed; hence, 
their solution is a challenging task. In addition, the presence of very tiny nanoparticles (lower than 100 nm) induces new heat 
and mass transfer mechanisms which can increase the complexity of the behavior of the viscoelastic nanofluids. Therefore, 
creating or developing new analytical or semi-analytical approaches to solve the governing equations of these types of nanofluids 
is highly demanded. In the present study, by using a new idea and utilizing an optimization approach, a new solution approach 
has been presented to solve the governing equations of viscoelastic nanofluids. By using the optimization method, a basic initial 
guess was changed toward an optimized solution satisfying all boundary conditions and the governing equations. The results 
indicate the robustness and accuracy of the presented method in dealing with the high-order ill-posed governing differential 
equations of viscoelastic nanofluids. 
 
Keywords: Viscoelastic nanofluid, Similarity solution, Numerical approach, Optimization method, Neural network. 

  

 

  فهرست علائم
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Nu عدد ناسلت ρ یچگال 
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  مقدمه -1

هـاي  با توجه به کاربردهاي متنوع سیالات غیرنیـوتنی در شـاخه  

کـاري و  کـاري، غلتـک  مختلف علوم مهندسی از جملـه روغـن  

بـه   پژوهشـگران یاري از عملیات اکستروژن پلاستیک، توجه بس

]. در 1جریان و انتقال حرارت این سیالات جلـب شـده اسـت [   

هـا نسـبت   میان، با توجه به اینکه انتقال حرارت در نانوسیال این

ــال حــرارت    ــزایش انتق ــداول بیشــتر اســت، اف ــه ســیالات مت ب

خصـوص سـیالات ویسکوالاسـتیک    نانوسیالات غیرنیوتنی و بـه 

 ].2و  1ر گرفته است [مورد توجه پژوهشگران قرا

اي است کـه در آن تـنش برشـی تنهـا تـابعی      سیال نیوتنی، ماده
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خطی از نرخ کرنش برشی است. بر این اساس، سیال غیرنیـوتنی را  

عنوان سیالی که فاقد رفتار نیوتنی است، تعریف سادگی بهتوان بهمی

نیـوتنی، سـیالات ویسکوالاسـتیک    کرد. یکی از انواع سـیالات غیـر  

ند که هم خاصیت ویسکوز و هم خاصیت الاستیک را همزمان هست

دارا هستند. سیالات ویسکوالاستیک نقش بسیار مهمـی در شـیمی،   

کنند. همچنین از جمله کاربردهـاي  بیوشیمی و صنایع غذایی ایفا می

توان به خطوط انتقال ایـن مـواد در   جریان سیال ویسکوالاستیک می

ولیـد مـواد غـذایی، تولیـد مـواد      صنایع نفت و پتروشیمی، صـنایع ت 

هـاي  کـاري تیغـه  شیمیایی و شوینده، تزریق مـواد پلیمـري، خنـک   

 ].1- 3اشاره کرد [ نظایر آنتوربین و 

توان با معـادلات دیفرانسـیل   رفتار بسیاري از سیالات را می

وجـود  هاي زیادي براي حل معادلات دیفرانسیل بهبیان کرد. راه

د. شـو تحلیلـی و عـددي مـی   هـاي  آمده است کـه شـامل روش  

سفانه براي بسیاري از معادلات دیفرانسیل، یـافتن یـک حـل    أمت

اي نیست و یا غیرممکن است که اغلب تحلیلی و دقیق کار ساده

  دلیل غیرخطی بودن معادلات است.به

معادلات حـاکم بـر جریـان و انتقـال حـرارت نانوسـیالات       

طـی اسـت و   ویسکوالاستیک از نوع معادلات دیفرانسـیل غیرخ 

وضع بـوده و   طور عمومی بداین معادلات در مرزهاي سیستم به

هاي جـدي مواجـه اسـت. در ایـن معـادلات،      حل آنها با چالش

جمله مربوط به بالاترین مشتق در معادلـه دیفرانسـیل در شـرط    

هاي عـددي  شود. در این حالت استفاده از روشمرزي صفر می

هـایی  روش. بنابراین نیاز بـه پذیر نیستیا تحلیلی متداول، امکان

  است که بتوان معادلات حاکم بر این سیالات را حل کرد.

آمـده   دسـت ل غیرخطـی بـه  ئچندین روش براي حل مسـا 

]، روش 4[ 1اغتشاشات روشعنوان مثال بهتوان بهاست که می

) ADM] و روش تجزیـه آدمـین HAM] (5  )آنالیز هموتوپی (

این است که ایـن   غتشاشاتا] اشاره کرد. عیب اصلی روش 6[

طور ذاتی بر اساس وجود پارامترهاي کوچک و بزرگ روش به

معـروف هسـتند،    اغتشاشـات که بـه مقـادیر    مسئلهموجود در 

داراي  ،ممکن است که تمام مسائل غیرخطیاستوار است و غیر

ی باشـد و همچنـین ایـن روش بـراي     اغتشاشـات چنین مقادیر 

بودن معادلـه ضـعیف اسـت.    مواردي کاربرد دارد که غیرخطی 

 در مـواقعی شـود  هایی که انجام میدر روش آدمین نیز تقریب

با توجه به اینکه ناحیه همگرایی  .داراي چند جمله توانی است

هـاي  روشبنـابراین بـه   ؛کوچک است هاي توانی معمولاًسري

تـر  دهنده نیاز است تا ناحیه همگرایی را بیشتر و بـزرگ تسریع

تواند یـک  تنهایی نمیب، روش تجزیه آدمین بهکند. بدین ترتی

تـرین عیـب روش   براي حل مسائل ارئه دهد. مهم سادهروش 

آنالیز هموتوپی این اسـت کـه ایـن روش بسـیار بـه انتخـاب       

) وابسـته اسـت. در صـورت    h( 2کننده همگرایـی پارامتر کنترل

، ممکن اسـت جـواب واگـرا شـود.     hانتخاب نادرست پارامتر 

راي رسیدن به جواب مناسب نیاز بـه تعـداد بسـیار    علاوه، ببه

  زیادي جمله تحلیلی است.

به بررسی معـادلات   پژوهشگرانهاي اخیر تعدادي از در سال

نانوســیالات نیــوتنی و ســیالات ویسکوالاســتیک در لایــه مــرزي 

]، حل تشابهی معادلات 11]. صادقی و شریفی [7- 10اند [پرداخته

سکوالاسـتیک از نـوع مرتبـه دوم در    لایه مرزي براي یک سیال وی

]، حـل  12جریان بالاي یک صفحه متحرك را ارائه دادند. کورتل [

جریان و انتقال حرارت سیالات ویسکوالاسـتیک را روي صـفحه   

 نهایـت متحـرك مـورد بررسـی قـرار داد. یکـی از      بـی  افقی نیمـه 

نتایج کورتل این بود که در یـک عـدد ویسکوالاسـتیک     ترینمهم

)Kطور تقریبی برابـر بـا یـک)، تغییراتـی در رفتـار      خص (به) مش

مـی ) cKدهد که آن را عدد ویسکوالاستیک بحرانی (سیال رخ می

] توضیحی بر مطالعـه قبـل نوشـتند.    13د. موناوار و همکاران [ننام

آنها اثبات کردند که معادله حاکم جریـان اسـتخراج شـده توسـط     

اسـتفاده شـده اسـت،     صادقی و شریفی که در مطالعه کورتل نیـز 

انـد و سـپس آن را بـه    اشتباه است و معادله صحیح را ارائه کـرده 

اند. یکی از نتایج مهم حل آنها ایـن  روش آنالیز هوتوپی حل کرده

ي در رفتـار  تغییـر زیـاد   K≃1بود که با تصحیح معادله حاکم، در 

نتیجه عدد ویسکوالاستیک بحرانی وجـود  دهد و درسیال رخ نمی

ــدارد.  ــن ــابن یدنم ــاران [ یتنک ــیال   14و همک ــان س ــز جری ] نی

ــد.   ویسکوالاســتیک در لایــه مــرزي را مــورد بررســی قــرار دادن

 - کننـده بینـی روش تفاضـل محـدود پـیش   معادلات حاکم نیـز بـه  
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  کننده مرتبه چهار حل شده است.تصحیح

] رایـج شـد و   15[ ستمنیچون و اسیال توسط اصطلاح نانو

شود که در آن ذرات فلـزي یـا   می به نوع جدیدي از سیال گفته

نانومتر در سیال پایـه معلـق    100تر از کوچک غیرفلزي با اندازه

شده باشد. افزایش خواص مکانیکی سیال حاصل مانند ضـریب  

هدایت حرارتی، ویسکوزیته سیال و ضریب انتقـال حـرارت، از   

ها نسبت به سیال پایه است فرد این نوع سیالخواص منحصر به

هاي هاي مختلف، مکانیزم] با انجام آزمایش17بونجورنو []. 16[

یی نانوسـیالات را مـورد بررسـی    جاجابهمختلف انتقال حرارت 

قرار داد. او به این نتیجه رسید که افزایش زیاد انتقال حرارت در 

طور عمده ناشـی از حرکـت براونـی ذرات و اثـر     نانوسیالات به

صورت ر ترموفرسیس بهقابل ذکر است که اثترموفرسیس است. 

نیرویی که بر خلاف گرادیان دما بـر ذرات موجـود در محلـول    

  .دشویم فیشود، تعروارد می

ــبکه ــتم ش ــبی مصــنوعی، سیس ــاي عص ــا و روشه ــاي ه ه

محاســباتی نــوینی بــراي یــادگیري ماشــینی و اعمــال آن بــراي 

هـاي پیچیـده هسـتند.    هـاي خروجـی از سـامانه   بینی پاسخپیش

ی مصنوعی در تخمین و تقریـب توابـع کـارایی    هاي عصبشبکه

  ].18اند [بسیار بالایی از خود نشان داده

هاي مصنوعی جدیدي ارائه شـده اسـت کـه    تازگی، روشبه

کمـک آنهـا معـادلات دیفرانسـیل حـاکم بـر مسـائل        توان بهمی

] و همچنین لاگاریس و 19مهندسی را حل کرد. مید و فرناندز [

ــا اعمــا20همکــاران [ ــه حــل معــادلات  ]، ب ل شــبکه عصــبی ب

دیفرانسیل معمولی و جزئی پرداختند. مالک و شکاري بیـدختی  

] براي حل معادلات دیفرانسیل مرتبه بالا، ترکیبـی از شـبکه   21[

کار بردند. آنهـا بـا   سازي هوشمند را بههاي بهینهعصبی و روش

مید معـادلات   -سازي نلدراستفاده از شبکه عصبی و روش بهینه

انسیل مرتبه بالا را حل کردند. روش ترکیبی شبکه عصبی و دیفر

سازي هوشمند تاکنون در حل معادلات غیرخطـی و مرتبـه   بهینه

هـاي کربنـی   لولـه ]، پـیچش نانو 22ها [بر نانوسوئیچبالاي حاکم 

]، همرفت طبیعی سیال دارسـی در نزدیکـی یـک مخـروط     23[

] و 26ر []، حـل معادلـه وزینگ ـ  25]، حرکت پاندول سـاده [ 24[

] با موفقیت استفاده شده است. در 27-29حل معادله بلازیوس [

-حــال روش شــبکه عصــبیشــده تــا بــهگفتــهتمــامی کارهــاي 

سازي هوشمند براي حل یک معادله دیفرانسیل مرتبـه بـالا   بهینه

  مورد استفاده قرار گرفته است.  

در پژوهش حاضر، در یک ایده جدید معـادلات دیفرانسـیل   

اي جـرم نـانوذرات در   ممنتوم، انرژي و بق ـ بد وضعغیرخطی و 

 ویسکوالاستیک در جریان بلازیـوس بـراي اولـین    یک نانوسیال

 -عصبی مصنوعی بار در جهان با استفاده از روش ترکیبی شبکه

مرتبـه بـالا    بد وضـع سازي هوشمند براي یک دسته معادله بهینه

وشمند، سازي هبهینه –شوند. روش ترکیبی شبکه عصبیحل می

کنـد.  هاي قبل را برطـرف مـی  هاي روشمشکلات و محدودیت

 این روش براي معادلات دیفرانسیل غیرخطـی مرتبـه بـالاي بـد    

وضع دیگـر نیـز قابـل اسـتفاده اسـت و نیـازي بـه پارامترهـاي         

کننـده همگرایـی   سازي یا استفاده از پارامتر کنترلکوچک، خطی

 ندارد.

  

  شبکه عصبی مصنوعی -2

هـا از شـیوه کـارکرد سیسـتم عصـبی      این گونه شبکه ایده اصلی

زیستی الهام گرفته شده است. این سیستم از شمار بسیار زیـادي  

تشکیل شده  3پیوسته با نام نورونالعاده بهمعناصر پردازشی فوق

]. 18دهد [است که هر نورون فقط یک دستور ساده را انجام می

وزنبلات معرفـی  میلادي توسط ر 1962این ساختار که در سال 

کارایی بسـیار بـالایی از    ،توابع 5و تقریب 4]، در تخمین30شد [

) ساختار یک شبکه عصـبی  1]. شکل (31است [ خود نشان داده

 دهد.مصنوعی را نشان می

، لایـه ورودي اطلاعـات را   چنـد لایـه  هاي عصبی در شبکه

کند، تعدادي لایه مخفی وجود دارد که اطلاعـات را  دریافت می

گیرنـد و درنهایـت لایـه خروجـی نتیجـه      هاي قبلـی مـی  لایهاز 

اي از شـبکه عصـبی   ) نمونه2دهد. شکل (محاسبات را نشان می

 دهد.را نشان می چند لایه

یکی از فاکتورهاي مهـم در شـبکه عصـبی، نحـوه چیـدمان      

مـدترین  اتـرین و در عـین حـال کار   شبکه است. یکـی از سـاده  
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  یمصنوع یعصب شبکه کی ساختار -1 شکل

  

 

 لایه چند یعصب يهاشبکه -2 شکل

  

 
  هیلا سه با یعصب شبکه -3 شکل

  

یـا بـه    6چندلایـه هاي شـبکه عصـبی، مـدل پرسـپترون     چیدمان

آید و شمار میبه 7پیشروهاي است که جزو شبکه MLPاختصار 

چند لایه پنهان و یک لایه خروجـی   از یک لایه ورودي، یک یا

  ].18تشکیل شده است [

، قابلیت آنهـا در  چند لایههاي عصبی ترین کاربرد شبکهمهم

تـوان  ]، مـی 32تقریب توابع است. طبق قضـیه کولموگـوروف [  

گـره، هـر تـابع     n(2n+1)بـا  لایـه   سـه کمک یک پرسـپترون  به

توان بیان کرد کـه  متغیر را تقریب زد. بنابراین، می nاي با پیوسته

هاي پنهان شبکه بستگی نـدارد،  دقت تقریب توابع به تعداد لایه

هاي لایه پنهان وابسـته اسـت.   طور کامل به تعداد نورونبلکه به

)، شبکه عصبی با سه لایه (لایه ورودي، لایـه پنهـان و   3شکل (

نـورون و   H)، یک لایه پنهان بـا  xیک ورودي ( ،لایه خروجی)

 یک خروجی N x, p


دهـد. در یـک پرسـپترون،    را نشان مـی  

خروجی برابر با  
H

i i

i

N v s z




1

 iw ،ibو  ix+biw=izاست که  

نیـز یـک تـابع     sضرایب تنظـیم شـبکه عصـبی هسـتند و      ivو 

  ورودي

1  

  خروجی

Hv 

1v 1w 

x 

Hw 

b

H 

N 

b

 لایه خروجی لایه پنهان لایه ورودي
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  اختیاري است.

بــراي  چنـد لایـه  در پـژوهش حاضـر، از شـبکه پرسـپترون     

هـاي ورودي  ا متغیرهاي زیـاد) از داده تشکیل یک مدل (تابعی ب

شـود. در اینجـا، منظـور از آمـوزش شـبکه عصـبی،       استفاده می

سازي تابع خطا است. بدین ترتیب، به شبکه عصبی امکان کمینه

شود تا از تئوري معادلات دیفرانسیل براي تشـکیل یـک   داده می

]. بـا  21تابع شامل متغیرهاي تنظیم شبکه عصبی اسـتفاده کنـد [  

سازي این تابع، متغیرهاي تنظیم بهینه براي پرسپترون مورد مینهک

توان از این تابع تحلیلـی بـراي محاسـبه    شود. مینظر حاصل می

  جواب معادله دیفرانسیل استفاده کرد.

  

  )PSOسازي ازدحام ذرات (الگوریتم بهینه -3

سازي ازدحام ذرات که بر اساس جسـتجوي جمعـی   روش بهینه

بر اسـاس رفتـار اجتمـاعی گروهـی از پرنـدگان      کند و عمل می

] ارائه شـده  33ابرهارت [کندي و سازي شده است، توسط شبیه

است. در این روش، گروهـی از ذرات در فضـایی کـه احتمـال     

وجود جواب در آن است، به جستجوي گروهـی پرداختـه و در   

حین جستجو به تبـادل اطلاعـات محلـی خـود بـا دیگـر ذرات       

ایـن جسـتجوي گروهـی بـه جـوابی بهتـر از        یعتاًپردازند. طبمی

انجامـد. در ایـن روش، گروهـی از ذرات    جستجوي فردي مـی 

کنند. تشکیل شده و سپس این ذرات در فضاي پاسخ حرکت می

تـري  سمت ذراتی کـه مقـادیر مطلـوب   با گذشت زمان، ذرات به

 ].18گیرند [دارند، شتاب می

سرعت اسـت و  ، هر ذره داراي یک موقعیت و یک PSOدر 

حرکت آن ذره در فضاي جستجو با توجه به اطلاعات شخصـی  

ــه  ــاکنون ب ــوقعیتی کــه ذره ت ــرین م دســت آورده اســت) و (بهت

اطلاعات اجتماعی (بهتـرین مـوقعیتی کـه توسـط ذرات دیگـر      

داراي  i، هـر ذره  PSOشـود. در  دست آمده است) تنظیم مـی به

  شود:ز میروهاست که در تکرار ب ivو سرعت  iZموقعیت 

)1(     i i i i i i g iv v c r Z c r Z       1 1 2 2

   
 

iضـریب وزن،   که در آن 


بهتـرین مـوقعیتی اسـت کـه ذره      

gدست آورده است، تاکنون به


بهترین موقعیت موجود در کـل   

هسـتند کـه باعـث     ]0- 1بـین [  تصـادفی اعـداد   2rو  1rجمعیت، 

ضـرایب   2cو  1cشوند روش حل از روش قطعی خارج شود، می

هاي مربـوط  نام ضرایب شتاب هستند که سهم بخشمثبت ثابتی به

بـا  کنند. به اطلاعات شخصی و اطلاعات اجتماعی را مشخص می

موقعیت هر ذره در هر مرحلـه  به اندازه واحد،  یفرض تغییر زمان

  شود:روز میهعت به بردار موقعیت ببا اضافه کردن بردار سر

)2(  i i iZ Z v 
  

  

توان بـه ضـریب   می PSOاز جمله پارامترهاي مهم در الگوریتم 

اشـاره   (n)و جمعیـت اولیـه    (t)، ماکزیمم تعداد تکـرار  وزن 

  کرد.  

  

 معادلات حاکم -4

لات ویسکوالاســتیک در بیشــتر مــوارد، معــادلات اساســی ســیا

تـوان از آنهـا در یـک تحلیـل     قدري پیچیده هسـتند کـه نمـی   به

هـاي موجـود،   تئوریک استفاده کرد. از میان انواع مختلـف مـدل  

شـمار آورد.  ها بـه ترین مدلساده ءتوان سیال مرتبه دو را جزمی

هــاي مهــم ســیال مرتبــه دوم ایــن اســت کــه  یکــی از ویژگــی

نتیجـه  ال نیوتنی ثابت است و درون یک سیویسکوزیته آن همچ

  ].11شود [نظر میویسکوزیته صرفآن بر از اثرات پیچیده 

جریــان دوبعــدي، پایــا، غیرقابــل تــراکم و آرام یــک نانوســیال 

د. در جریان یویسکوالاستیک روي یک صفحه تخت را درنظر بگیر

شود که صفحه تخت سـاکن اسـت و سـیال بـا     بلازیوس فرض می

 xطور موازي با صفحه در جریان است. محـور  به U∞سرعت ثابت 

شـود.  عمود بر آن درنظـر گرفتـه مـی    yدر راستاي صفحه و محور 

) یکنواخـت و ثابـت   wC و wTشود دما و غلظت صفحه (فرض می

) C∞و  T∞هستند و از مقدار دما و غلظـت فاصـله دور از صـفحه (   

ز فـا شـود نانوسـیال تـک   علاوه، فرض مـی شوند. بهبیشتر فرض می

اســت و ذرات نــانو و ســیال ویسکوالاســتیک در تعــادل حرارتــی  

هستند. خـواص ترمـوفیزیکی نانوسـیال ثابـت و گرادیـان فشـار و       

شـود. بـا توجـه بـه فرضـیات      نیروهاي خارجی نـاچیز فـرض مـی   

بونجورنو، دو مکانیزم حرکت براونـی و ترموفرسـیس بـراي انتقـال     

ضـیات ذکـر شـده،    شود. با توجـه بـه فر  حرارت نانوسیال لحاظ می
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  ]:35و  34، 17صورت زیر خواهد بود [معادلات حاکم به

  

u v

x y
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dUu u u
u v U

x y dx y

k u u
[u v
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x y x yy
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m B

DT T C T T
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2
2  

)3(  T
B

DC C C T
u v D

x y Ty y

   
  

   

2 2

2 2
  

 y ،νو  xهاي سرعت در راسـتاي  مؤلفه vو  u، روابطکه در این 

ــینماتیکی،  ــکوزیته س ــدد   0k ویس ــتیک (ع ــارامتر ویسکوالاس پ

 mαچگـالی ذرات نـانو،    pρچگـالی سـیال پایـه،     fρ)، 8ویزنبرگ

 f/(ρc)pτ (ضریب نفوذ حرارتی، (=(ρc)     ظرفیـت حرارتـی مـؤثر

غلظـت ذرات   Cذرات نانو نسبت به ظرفیت حرارتی سیال پایه، 

ضـــریب نفـــوذ براونـــی و ضـــریب نفـــوذ  TDو  BDنـــانو و 

شـکل  رهاي تشابهی براي این مسئله به. متغیهستندترموفرسیس 

  ]:35شود [زیر درنظر گرفته می

)4(
  

   

   
w w

U
u U f ,  x, y y, 

x
T T C C

θ , 
T T C C




 

 

   


 
    

 


 

)، 4) و (3متغیر تشابهی است. با ترکیب روابط ( η )4(در رابطه 

  صورت زیر خواهد شد:معادلات حاکم به

   ivK
f f f ff f f f         2

1
2 0

2 2
  

  θ  f  θ Nb θ   Nt θ
Pr

       21

2

1
0  

)5(  
Nt

 Le  f   θ
Nb

     
1

0
2

  

که در آن 
ivf       مشتق مرتبه چهـارم اسـت. شـرایط مـرزي ایـن

 صورت زیر است:معادلات در جریان بلازیوس نیز به

  f ,  f ,  θ ,         :         0 0 1 1 0  

)6(  f ,  θ ,         :          1 0 0  

اســت و  ηپــریم معــرف مشــتق نســبت بــه علامــت کــه در آن 

  صورت زیر هستند:جود بهپارامترهاي مو

  
   

 
B wp

m B f

C D C C
Pr ,  Le ,  Nb , 

D C

  
  
  

  

)7(  
   

 
T wp

f

C D T T
Nt

C T





 


 
  

ترتیب معرف عدد پرانتـل، عـدد لـوئیس، پـارامتر حرکـت      که به

براونی و پارامتر ترموفرسیس هستند. مقـدار تـنش برشـی روي    

دیواره و همچنین مقادیر عدد ناسلت و عـدد شـروود از جملـه    

حلیل جریان و انتقال حرارت نانوسیالات اسـت  مقادیر مهم در ت

  ]:34شوند [صورت زیر تعریف میکه به

)8(  
   

w m

w B w

xq xq
Nu ,  Sh

k T T D CC 

 
 

  

ترتیب شار حرارتـی و شـار جرمـی روي    به mqو  wqرابطه این که در 

) 4ضریب رسانندگی حرارتی است. بـا اسـتفاده از رابطـه (    kدیواره و 

  آید:دست مینتایج زیر به کارگیري متغیرهاي تشابهی،و به

     xy x xy

U
μ U f ,  Re Nu θ ,  

x





     



1

2
00

0 0  

)9(   x xRe Sh  


 

1

2 0  

ــد [    ــف و نیل ــه کوزنتس ــت ک ــر اس ــل ذک x ]34قاب xRe Nu


1

 و 2

x xRe Sh


1

) و عدد شـروود   = 0θ'(-Nur(( 9را عدد ناسلت کاهیده 2

  ند.) نامید = 0φ'(-Shr(( 10کاهیده

  

  روش حل -5

معادلات حاکم نانوسیال ویسکوالاسـتیک مرتبـه دوم در جریـان    

) بیان شد را درنظر بگیرید. این معادله 5بلازیوس که در رابطه (

) توسـط روش ترکیبـی شـبکه    6همراه شرایط مـرزي رابطـه (  به

سازي هوشمند قابل حل است. در اینجا، به تبعیت بهینه -عصبی

 D]، دامنـه  21سـازي هوشـمند [  ینـه به -از روش شبکه عصـبی 

شود. در سازي مینقطه با فاصله مساوي گسسته =61mمسئله با 

  شود:صورت، مسئله به معادلات زیر تبدیل میاین
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شـود  ه است. فرض مـی ) ارائه شد6شرایط مرزي نیز در رابطه (

 T , pf  1


 ، T , p  2


و   T , p  3


جواب تقریبی معادلات  

بالا باشد. براي هر یک از معادلات بالا یک تابع حـدس درنظـر   

شود. بـدین ترتیـب، معادلـه خطـا بـراي هـر یـک از        گرفته می

  آید:میدست صورت زیر بهمعادلات به
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سازي نامقید، جواب حـدس  براي تبدیل معادله حاکم به مسئله بهینه

شـود. قسـمت   صورت مجموعی از دو قسمت درنظر گرفتـه مـی  به

کنـد. قسـمت   اولیه را ارضا مـی  اول جواب آزمایشی شرایط مرزي/

دوم این جواب، شامل پارامترهاي تنظیم شبکه عصبی اسـت کـه بـا    

منظور محاسبه تابع خطا، به مشـتقات  آیند. بهدست میسازي بهبهینه

نیاز است. از میان توابع مختلفی کـه در   ηجواب آزمایشی نسبت به 

 10یدئشـود، از تـابع تبـدیل سـیگمو    کار برده میهاي عصبی بهشبکه

(1/1+exp(-η))       در این پژوهش استفاده شـده اسـت. بـا توجـه بـه

) ارائه شـد،  6شرایط مرزي مسئله در جریان بلازیوس که در رابطه (

  شود:رفته میگصورت زیر درنظر هاي حدس بهجواب

     T
a b

a b N , f p
b

 
        
 
 

2
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a a
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)12(
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a a
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و  1aپارامتر تنظیم جواب حدس تابع جریان،  0a)، 12در رابطه (

2a      ــا و ــابع دم ــدس ت ــواب ح ــیم ج ــاي تنظ  4aو  3aپارامتره

کمـک  پارامترهاي تنظیم جواب حدس تابع غلظت هسـتند و بـه  

شـــوند. ســـازي تعیـــین مـــیبهینـــه N , p 1


 ، N , p 2


و  

 N , p 3


عرف شبکه عصبی پرسپترون سه لایه هستند که نیز م 

  :صورتی کهبه ،شامل پارامترهاي تنظیم شبکه عصبی هستند

)31(   
n

i

i ii

w
N ,p

exp(v b )


 
 

1
1


  

) تمامی شـرایط مـرزي مسـئله در جریـان بلازیـوس      13( ابطهر

کنـد. سـپس بـا اعمـال یـک روش      ارضا مـی  ) را کاملا6ً(رابطه 

دسـت آورد. در ایـن   توان پارامترهاي تنظیم را بـه سازي میبهینه

 سازي ازدحام ذرات استفاده شده است.پژوهش از روش بهینه
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 بلازیوس انیجر در کیسکوالاستیو الیسنانو انیجر تابع يبرا یعصب شبکه میتنظ يپارامترها -1 جدول

 iشاخص 
  نظیم شبکه عصبی مصنوعیپارامترهاي ت

iw ib  iv  

1  4649/0 -  5521/5-  5218/0  

2  2920/0  0790/1  3948/0 -  

3  0020/0 -  4060/0-  1286/0 -  

4  2807/0  2346/1  4659/0  

5  0113/0  3532/1-  0860/0-  

  

  نتایج و بحث -6

سازي هوشـمند در  بهینه - الگوریتم روش ترکیبی شبکه عصبی

محاسـبه مقـدار    زیربرنامـه ه شامل جداگان زیربرنامهقالب چند 

سـازي  بهینـه  زیربرنامـه محاسبه خطـا و   زیربرنامهتوابع شبکه، 

کدنویسی شد. سپس،  2009متلب افزار محیط نرمهوشمند در 

نورون در لایه پنهـان شـبکه    =5Hبا استفاده از تابع خطا براي 

حـل مسـئله،    ةفاصـله در بـاز  نقطـه هـم   =61mعصبی و براي 

 bیت فیزیکی کـه در روابـط بـا    نهاآموزش داده شد. مقدار بی

نشان داده شده است، به اندازه کافی بزرگ درنظر گرفته شـده  

). در مسـئله حاضـر،   b=6است تا شرایط مـرزي ارضـا شـود (   

، فـاکتور  9/0، ، ضـریب وزنـی  150 ،جمعیت اولیهپارامترهاي 

سـازي  بـراي بهینـه   150، ماکزیمم تعداد تکـرار  و 5/2، شتاب

  .اندرده شدهکار بازدحام ذرات به

  و  = 8/0K= ، 10Le = Pr) بـراي مقـادیر   11تابع خطا (رابطه 
  

1/0Nt = Nb =   حل شده است و پارامترهاي تنظیم شبکه عصـبی

) در 12رابطـه   (ضرایب براي خطاسازي تابع دست آمده از بهینهبه

) نشان داده شده است. ایـن جـدول پارامترهـاي شـبکه     1جدول (

دهـد.  سازي محاسبه شده را نشان مینهعصبی که توسط روش بهی

)، 12) و سـپس در رابطـه (  13دادن این مقـادیر در رابطـه (  با قرار

  آید.دست میپاسخ تحلیلی مسئله به

ــارامتر     ــان (پ ــابع جری ــدس ت ــواب ح ــیم ج ــارامتر تنظ ) 0aپ

0065/0 -=0a   پارامترهاي تنظیم جواب حدس تابع دمـا (پـارامتر ،

1a  2وa (0052/0 -=1a  2=- 0741/0وa  و پارامترهــــاي تنظــــیم

   4a (0298/0=3aو  3aجــواب حــدس تــابع غلظــت (پــارامتر     

   دســـت آمـــده اســـت. مقـــادیر خطـــا نیـــز بـــه 4a=5648/0و 

3 -10×28/1= E p1


 ،2 -10×83/3= E p2


=10/1×10- 2و  E p3


 

ي پارامترهـاي شـبکه در رابطـه    گـذار حاصل شده است. با جـاي 

  شود:  صورت زیر نتیجه می)، تابع جریان به12(

)14(
 

 

T

/ / / / / / / / / /

, p / /

/ / / / /

e e e e e

y

       

      

   
      

     

3 2
1

22
0 4649 5 5521 0 2920 1 0790 0 0020 0 4060 0 2807 1 2346 0 0113 1 3532

0 0065 0 1418

0 5218 0 3948 0 1286 0 4659 0 0860
6

1 1 1 1 1



  

  

کمـک روش  قابل ذکر است که معادلات جریان و غلظت نیز بـه 

ترکیبی حل شده است و با توجه بـه پارامترهـاي تنظـیم شـبکه     

  شود.عصبی حاصل شده، تابع دما و غلظت حاصل می

تایج حل جریان بلازیوس سـیال ویسکوالاسـتیک بـا اسـتفاده از     ن

  چهـار و پـنج  ، ازاي سـه سازي هوشمند بـه بهینه - روش شبکه عصبی
  ج

) نشان داده شده اسـت. بـا افـزایش تعـداد     2در جدول (نورون 

نورون لایه پنهان شبکه عصبی از سه نورن به پنج نورون، نتـایج  

  شود.بهتري حاصل می

ج حـل معادلـه بـا اسـتفاده از روش تفاضـل      ) نتای3جدول (

 ] و روش14کننده مرتبه چهـار [ تصحیح -کنندهبینیمحدود پیش
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 نورون پنج و چهار سه، يازابهسازي ازدحام ذرات با استفاده از روش بهینه کیسکوالاستیو الیس بلازیوس انیجر حل جینتا سهیمقا - 2 جدول

  عدد ویزنبرگ

)K(  

f′(0) 

 کنندهیحتصح -کنندهینیبیشروش تفاضل محدود پ سازي ازدحام ذراتبهینه - بکه عصبیروش ترکیبی ش

  پنج نورون  چهار نورون  سه نورون  ]14مرتبه چهار [

0/0  33428/0  33354/0  33265/0  33205/0  

4/0  26411/0  26530/0  26604/0  26832/0  

8/0  21670/0  21881/0  22100/0  22446/0  

2/1  19014/0  19129/0  19173/0  19237/0  

6/1  17290/0  17242/0  17207/0  16982/0  

0/2  15788/0  15783/0  15778/0  15057/0  

  

 جریان بلازیوس سیال ویسکوالاستیک معادله حل جینتا -3 جدول

  عدد ویزنبرگ 

)K( 

f″(0) 

 کنندهیحتصح -کنندهینیبیشروش تفاضل محدود پ

 ]14مرتبه چهار [

سازي بهینه - روش ترکیبی شبکه عصبی

  ازدحام ذرات
  خطا (%)

0/0  33205/0  33265/0  18/0  

2/0  29707/0  29669/0  12/0  

4/0  26832/0  26604/0  84/0  

6/0  24440/0  24091/0  43/1  

8/0  22446/0  22100/0  54/1  

0/1  20688/0  20471/0  04/1  

2/1  19237/0  19173/0  33/0  

4/1  18043/0  18101/0  32/0  

6/1  16982/0  17207/0  32/1  

8/1  15988/0  16440/0  82/2  

0/2  15057/0  15778/0  78/4  

  

هوشـمند (پـنج نـورون) را نشـان      سـازي بهینـه  -شبکه عصـبی 

سـازي  دهد. نتایج حاکی از دقـت بسـیار خـوب روش بهینـه    می

  هوشمند در حل معادلات دیفرانسیل است.

با توجه به نتایج ارائه شده، مشخص است که روش ترکیبـی  

ه شده دقت بسیار بالایی در حل معـادلات دیفرانسـیل دارد.   ارائ

روش عددي در این است که این روش نسبت به مزیتعلاوه، به

دهد. با توجه بـه  این روش یک تابع براي جواب معادله ارائه می

)، مشـخص اسـت کـه در جریـان     3نتایج ارائه شده در جدول (

 f″(0))، مقـدار  K بلازیوس با افزایش الاستیسیته سیال (افـزایش 

یابـد. ایـن   نتیجه مقدار تنش برشی روي دیواره کاهش مـی و در

) 4) نیز انجام شده است. شـکل ( 6) تا (4هاي (مقایسه در شکل

و شـکل   ′fدسـت آمـده   ) نتایج به5، شکل (fدست آمده نتایج به

از حل بلازیوس و حل روش ترکیبی  ″fدست آمده نتایج به )6(

  .دهدرا نشان می
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 از حل بلازیوس و حل روش ترکیبی fدست آمده مقایسه نتایج به -4 شکل

  

  

  یبیترک روش حل و وسیبلاز حل از f آمده دستهب جینتا سهیمقا -5 شکل

  

  

  یبیترک روش حل و وسیبلاز حل از f آمده دستهب جینتا سهیمقا -6 شکل

f(
η

)
 

 ]36بلازیوس [
  مطالعه حاضر 

η  

  طالعه حاضرم 

 ]36بلازیوس [

η  

f′
(η

)
 

  مطالعه حاضر 
 ]36بلازیوس [

η  

f″
(η

)
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 K=0سازي هوشمند در جریان بلازیوس براي بهینه -مقایسه نتایج حل بلازیوس و روش ترکیبی شبکه عصبی -4 جدول

η  
  سازيبهینه - روش ترکیبی شبکه عصبی ]36حل بلازیوس [

f″   f′   f  f″   f′   f 

00/0  332060/0  000000/0  000000/0  332651/0  000000/0  000000/0  

25/0  331916/0  083006/0  010377/0  331932/0  083064/0  010385/0  

50/0  330914/0  165887/0  041494/0  330495/0  165887/0  041511/0  

75/0  328208/0  248321/0  093284/0  327838/0  248212/0  093287/0  

00/1  323010/0  329782/0  165575/0  323049/0  329629/0  165543/0  

25/1  314646/0  409560/0  258037/0  315087/0  409471/0  257971/0  

50/1  302583/0  486793/0  370144/0  303172/0  486842/0  370073/0  

75/1  286601/0  560523/0  501142/0  286977/0  560699/0  501100/0  

00/2  266754/0  629770/0  650032/0  266680/0  629987/0  650041/0  

00/3  161361/0  846049/0  396821/1  160838/0  845623/0  396768/1  

00/4  064236/0  955522/0  305766/2  065117/0  955445/0  305330/2  

00/5  015911/0  991544/0  283299/3  015545/0  991821/0  283075/3  

00/6  002406/0  998976/0  279651/4  002270/0  998786/0  279445/4  

00/7  000221/0  999996/0  279273/5  000592/0  000041/1  278983/5  

00/8  000012/0  000001/1  279252/6  000001/0  000000/1  279084/6  

  

  =1/0Nt=Nbو  =10Le=Prبلازیوس براي مقادیر  انیجر در کیسکوالاستیو الینانوس حاکم معادلات حل جینتا - 5 جدول

  )Kعدد ویزنبرگ (
 سازي هوشمندبهینه - روش ترکیبی شبکه عصبی

Nur  Shr 

0/0  2779/0  8025/0  

2/0  2696/0  8046/0  

4/0  2609/0  7850/0  

6/0  2570/0  7540/0  

8/0  2483/0  7422/0  

0/1  2430/0  7267/0  

  

برابر با صفر درنظر گرفتـه شـود،    K) مقدار 5اگر در رابطه (

آیـد.  دست مـی معادله حاکم سیال نیوتنی در جریان بلازیوس به

] و حـل  36زیـوس [ ، نتایج حل بلاK=0) با فرض 4در جدول (

سـازي هوشـمند ارائـه و    بهینـه  -روش ترکیبی شـبکه عصـبی  به

  مقایسه شده است.

) 5عدد ناسلت کاهیده و عدد شـروود کاهیـده در جـدول (   

ارائه شده است. با توجه به نتایج ارائه شده، مشخص اسـت کـه   

ــزایش    ــا اف ــتیک ب ــیال ویسکوالاس ــوس نانوس ــان بلازی در جری
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   جریان سیال ویسکوالاستیک در جریان بلازیوستابع  -7 شکل

  

 

  بلازیوس انیجر در کیسکوالاستیو الیس بعدسرعت افقی بی -8 شکل

  

)، مقدار عدد ناسلت کاهیده و عـدد  Kالاستیسیته سیال (افزایش 

یابـد. درنتیجـه بـراي جریـان     شروود کاهیده اندکی کـاهش مـی  

زایش الاستیسـیته سـیال   بلازیوس نانوسیال ویسکوالاستیک با اف

  یابد. میزان انتقال حرارت و انتقال جرم اندکی کاهش می

ثیر تغییـر پارامترهـا را بـر جریـان،     أت )12) تا (7هاي (شکل

دهنـد. بـا توجـه بـه     انتقال حرارت و غلظت نانوسیال نشان مـی 

ثیر عـدد ویزنبـرگ بـر    أدهنـده ت ـ )، که نشان8) و (7هاي (شکل

توان بیان کرد که ضـخامت لایـه مـرزي    یجریان سیال هستند، م

  یابد.سرعت با افزایش الاستیسیته سیال کاهش می

ترتیب نمودار توزیع دما و غلظـت  )، به10) و (9هاي (شکل

بعد سیال ویسکوالاستیک در جریان بلازیـوس بـراي پـارامتر    بی

گونه که ملاحظـه  دهند. همانحرکت براونی مختلف را نشان می

ایش پارامتر حرکت براونی ضـخامت لایـه مـرزي    شود با افزمی

  یابد.حرارتی افزایش و ضخامت لایه مرزي غلظت کاهش می

بعـد  ترتیب توزیع دما و غلظت بی) به12) و (11هاي (شکل

سیال ویسکوالاستیک در جریان بلازیوس براي اعداد ویزنبـرگ  

شود افزایش گونه که ملاحظه میدهند. همانمختلف را نشان می

لاستیسیته سیال در جریان بلازیـوس، موجـب افـزایش غلظـت     ا

شود و با افزایش عـدد ویسکوالاسـتیک،   سیال در لایه مرزي می

  یابد.ضخامت لایه مرزي حرارت و غلظت هر دو افزایش می

K=0.0

K=0.4
K=0.8

K=1.2

η  

f(
η

)
 

K=0.0

K=0.4

K=0.8

K=1.2

f′
(η

)
 

η  
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  =1/0Ntو  =5930/0K= ،10Le=Prبراي مقادیر  الیس بعدیب دماي -9 شکل

  

 

 =1/0Ntو  =5930/0K= ،10Le=Prد سیال براي مقادیر بعغلظت بی -10شکل 

  

 

 =1/0Nt=Nbو  =10Le=Prبعد سیال براي مقادیر دماي بی -11شکل 

Nb=0.1

Nb=0.2

Nb=0.3

Nb=0.4

θ(
η

)
 

η  

Nb=0.1

Nb=0.2

Nb=0.3

Nb=0.4

φ
(η

)
 

η 

K=0.4

K=0.8

K=0.0

θ(
η

)
 

η 
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 =1/0Nt=Nbو  =10Le=Prبراي مقادیر بعد سیال غلظت بی -12شکل 

  

 

 =1/0Nt=Nbو  =5930/0K= ،10Leبعد سیال براي مقادیر دماي بی -13شکل 

  

ثیر تغییر عدد پرانتـل بـر   أترتیب ت) به14) و (13هاي (شکل

گونـه کـه   دهنـد. همـان  بعد را نشـان مـی  توزیع دما و غلظت بی

شود با افـزایش عـدد پرانتـل، دمـاي سـیال در لایـه       ملاحظه می

مرزي حرارتـی و همچنـین غلظـت سـیال رونـد ثـابتی را طـی        

  کند.نمی

  

  گیرينتیجه -7

ویسکوالاستیک در جریان بلازیـوس  معادلات حاکم نانوسیالات 

ارائه شد. سپس با استفاده از حل تشابهی، معادلات حاکم به سه 

دسته معادله معمولی غیرخطی با مقادیر مرزي مرتبه بـالا تبـدیل   

-شد و سپس با استفاده از روش ترکیبی شبکه عصبی مصـنوعی 

سازي هوشمند با موفقیت حـل شـد. نتـایج حـل بـا روش      بهینه

کننـده مرتبـه چهـار و    تصـحیح  -کننـده بینیدود پیشتفاضل مح

دست آمده حـاکی از دقـت   روش بلازیوس مقایسه شد. نتایج به

بسیار خوب روش ترکیبی در حـل دسـته معـادلات دیفرانسـیل     

دست آمده حاکی از این غیرخطی با مقادیر مرزي است. نتایج به

است که بـا افـزایش تعـداد نـورون لایـه پنهـان شـبکه عصـبی         

رسپترون سه لایه مورد استفاده در این مقاله از سـه نـورون بـه    پ

شـود. همچنـین، در جریـان    پنج نورون، نتایج بهتري حاصل می

 f″(0))، مقـدار  Kبلازیوس با افزایش الاستیسیته سیال (افـزایش  

K=0.0

K=0.4

K=0.8

φ
(η

)
 

η 

Pr=10
Pr=20
Pr=30
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θ(
η

)
 



  1398 ستانبتا، 1رة ، شما38هاي عددي در مهندسی، سال روش  16

 

 =1/0Nt=Nbو  =10Le=Prبراي مقادیر بعد سیال غلظت بی -14شکل 

  

یابـد. از  برشی روي دیـواره کـاهش مـی    تنشو در نتیجه مقدار 

سوي دیگر، با افزایش پـارامتر حرکـت براونـی ضـخامت لایـه      

مرزي حرارتی افزایش و ضخامت لایـه مـرزي غلظـت کـاهش     

یابد. از طرفی، افزایش الاستیسیته سیال در جریان بلازیـوس،  می

شـود و ضـخامت   موجب افزایش غلظت سیال در لایه مرزي می

علاوه، بـا  یابد. بهو غلظت هر دو افزایش می لایه مرزي حرارت

افزایش عـدد پرانتـل، دمـاي سـیال در لایـه مـرزي حرارتـی و        

  کند. همچنین غلظت سیال روند ثابتی را طی نمی

  

  تشکر و قدردانی -8

نویسندگان از داوران ناشناس محترم نشریه که با نظرات سازنده 

تشـکر و   خود موجب بهبود کیفیت مقالـه حاضـر شـدند کمـال    

 قدردانی را دارند.
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