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و کاهش ظرفیـت در   یکیمکان يهایخراب تشکیلباعث  تواندیمیون لیتیومی  يهايباتر ددر الکترو يفاز شیجدااند که نشان داده هاآزمایش -چکیده

شـکل در  ي متشـکل از ذرات کـرو   يالکترودهـا هاي سـطحی در  ی ضریب شدت تنش تركلیو تحل يعدد حاسبهم ق،یتحق نی. هدف اها شوداین باتري

 يبـا حـل عـدد    کـروي  در یـک ذره  از نفوذ یناش يهاغلظت و تنش عیمنظور، توز نیدشارژ است. به االکتروشیمیایی  ندیفرا یط يفاز شیحضور جدا

 يشـدت تـنش بـرا    بیضـر  ،العات پیشین پیشنهاد شـده ی که در مطهندس مدل کی. به کمک دیآیدست مبه يفاز دانیبر اساس مدل م صلمعادلات حا

 ـگو بهره زیت يبا مرز فاز پوسته -. به علاوه، به کمک مدل هستهدیآیدست مبه کمک روش تابع وزن بهبیضوي نیم با هندسهنقطه از ترك  نیترقیعم  يری

 ـ نیتخم شود،یحادث مکامل دشارژ  ندیفرا یط یسطح هايترك نقطه نیترقیشدت تنش حداکثر که در عم بیضر ،یلیروش تحلیک از  . شـود یزده م

پوسـته   -مدل هسته جیبا نتاي فاز دانیبر اساس مدل مدست آمده به شدت تنش بیضرا نیو همچن ارائه، يتنش حلقو عیتوز و غلظت عیتوز يِعدد جینتا

، ضرایب شدت تنش حداکثر، وابستگی بیشـتري نسـبت   دو فاز اختلاف غلظت دردهد که با کاهش مینشان نتایج حاصل از مدل عددي . شودیم سهیمقا

تواند با افزایش نرخ جریان اعمالی در محدوده پارامترهاي مورد بررسی در این مطالعه تا بـیش از دو  به تغییر نرخ جریان اعمالی بر سطح ذره داشته و می

  برابر افزایش یابد.  
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Abstract: Experiments have frequently shown that phase separation in lithium-ion battery electrodes could lead to the 
formation of mechanical defects, hence causing capacity fading. The purpose of the present work has been to examine stress 
intensity factors for pre-existing surface cracks in spherical electrode particles during electrochemical deintercalation cycling 
using both analytical and numerical methods. To this end, we make use of a phase field model to examine the time-dependent 
evolution of the concentration and stress profiles in a phase separating spherical electrode particles. By using a geometrical 
approximation scheme proposed in the literature, stress intensity factors at the deepest point of the pre-existing surface cracks of 
semi-elliptical geometry are calculated with the aid of the well-established weight function method of fracture mechanics. By 
taking advantage of a sharp-interphase core-shell model, an analytical solution for the maximum stress intensity factors arising 
at the deepest point of the surface cracks during a complete deintercalation half-cycle is also developed. Numerical results for 
evolution of the concentration profile and the distribution of the hoop stresses in the particle are presented; further, the stress 
intensity factors found numerically based on the phase field model are compared with those predicted by the analytical core-shell 
model. The results of the numerical model suggest that the maximum stress intensity factor could significantly vary with changes 
in the surface flux, increasing potentially by a factor of two within the range of parameters considered here, when the 
concentration difference between the two phases is decreased. 
 
Keywords: Lithium ion battery; Phase separation; Phase field modeling; Fracture mechanics. 
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 مقدمه -1

هـاي یـون لیتیـومی در صـنعت خودروسـازي، هوافضــا،      بـاتري 

سازي انـرژي اهمیـت زیـادي    ر کلی ذخیرهطوهاي نو و بهانرژي

 ـمهـم ا  تیمز. ]1[دارند   یچگـال  برخـورداري از  هـا، يبـاتر  نی

. کـاهش ظرفیـت   ]1[ هاستيباتر رینسبت به سا بالاتري يانرژ

هاي بعد از چند چرخه شارژ و دشارژ در طول عملکردي باتري

هـا اسـت   یون لیتیومی یکی از مشکلات رایج در این نوع باتري

خـوردگی،  هاي مکانیکی ماننـد شکسـت، تـرك   . خرابی]3 و 2[

هـاي  دلیـل تـنش  هاي پلاسـتیک و خسـتگی کـه بـه    تغییر شکل

هـاي شـارژ و   مکانیکی ناشی از انتشار یون لیتیـوم طـی چرخـه   

کـاهش ظرفیـت در    پیوندند، از دلایل عمـده دشارژ به وقوع می

 هنـده د. در برخی مواد تشکیل]5 و 4[هاي لیتیومی هستند باتري

هاي لیتیومی، طی فرایندهاي هاي مورد استفاده در باتريالکترود

افتـد. بـه ایـن    اتفـاق مـی   1جدایش فـازي  شارژ و دشارژ، پدیده

طـور همزمـان   هاي متفاوت بهترتیب که دو یا چند فاز با غلظت

ترمودینامیکی باعـث   این پدیده .]6[شود در الکترود تشکیل می

ــنش  ــه ت ــل توج ــتشــدید قاب ــوذ و در نتیجــه  ه ــی از نف اي ناش

 .  ]6-8[شود هاي مکانیکی در الکترود میخرابی

دهد کـه  دهنده الکترود نشان میتحقیقات روي مواد تشکیل

هـاي شـیمیایی ناشـی از انتشـار یـون لیتیـوم،       تحت بارگـذاري 

الکترودها در مقیاس نانو، رفتار مکانیکی بهتري را در مقایسه بـا  

عنـوان  دهنـد. بـه  تر از خود بروز میزرگهمان مواد در مقیاس ب

و الکترودهـاي   ]9[نانومتر  10هاي با قطر کمتر از مثال، نانوسیم

ــفحه ــدود  ص ــخامت ح ــا ض ــانومتر  50اي ب ــت  ]10[ن از ظرفی

پـذیري مناسـبی در   نگهداري خوب همراه بـا قابلیـت برگشـت   

. در ]10 و 9[رخداد جدایش فازي برخـوردار هسـتند    محدوده

نـانومتر   100اي با ضخامت بزرگتر از لکترودهاي صفحهمقابل، ا

شـوند  الذکر، دچار کاهش ظرفیت سـریعی مـی  فوق در محدوده

هـاي اخیـر گویـاي آن اسـت کـه      . با این وجود، آزمـایش ]10[

هاي مکانیکی حتی در الکترودهاي نانومقیـاس  شکست و خرابی

 . مطالعـات زیـادي بـا هـدف    ]11[نیز ممکن است اتفاق بیفتـد  

دسترسی بـه طراحـی مناسـب بـراي جلـوگیري از شکسـت در       

بـا   ]12[اند. براي نمونه، ریو و همکـاران  الکترودها متمرکز شده

دسـت  و بـا بـه   2هاي متشکل از ذرات سیلیسـیوم نانوسیم مطالعه

هـاي  آوردن نرخ آزادسـازي انـرژي کرنشـی بـراي طـول تـرك      

 ـ 3انتگرال جی مختلف و به کمک محاسبه  300ر بـا  ، قطـري براب

ها ارائه کردنـد.  عنوان قطر بحرانی براي این نانوسیمنانومتر را به

قطـر بحرانـی را در    ]13[آزمایشـگاهی لیـو و همکـاران     مطالعه

ــانومتر بــراي ذرات کــروي سیلیســیوم شناســایی   150حــدود  ن

 .اندکرده

هـاي ناشـی از آن در مـواد    سازي فراینـد نفـوذ و تـنش   مدل

هـاي  ور جدایش فـازي بـه کمـک مـدل    ذخیره انرژي و در حض

کینتیکی و مکانیکی مورد توجه مطالعات بسیاري بوده است. بـه 

هاي ناشـی از  توزیع تنش ]14[عنوان مثال، کریستنسن و نیومن 

LiMnنفوذ را در ذرات کروي شکل الکترود  O2 بررسی کـرده   4

ود آمده، رفتـار  و با استفاده از مقدار حداکثر تنش کششی به وج

بینی کردند. دشپنده و همکاران شکست در ذرات مذکور را پیش

هـاي ناشـی از   ، توزیـع تـنش  4پوسته -به کمک مدل هسته ]15[

کـروي شـکل    نفوذ و انرژي کرنشی حاصل از آن را در یک ذره

به روش تحلیلی محاسبه کرده و بر اساس انرژي الاسـتیک کـل   

ــت    ــار شکس ــروي، رفت ــادث در ذره ک ــازي  ح در ذرات دو ف

منظور بررسی اثـر شـکل ذرات   بینی کردند. بهالکترودها را پیش

به کمک مـدل اجـزاي محـدود     ]16[الکترود، پارك و همکاران 

بعـدي، مقـدار حـداکثر تـنش کششـی ناشـی از نفـوذ را در        سه
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الکترود متشکل از ذرات بیضوي شکل محاسبه کرده و از آن بـه 

کسـت اسـتفاده کردنـد. ژانـگ و     عنوان معیاري براي تحلیـل ش 

پوسته اثر جدایش فازي  -نیز به کمک مدل هسته ]17[همکاران 

هاي ناشی از نفوذ را در ذرات کروي شکل مطالعه کرده بر تنش

هـایی برحسـب پارامترهـاي    منظور تحلیل شکست، منحنـی و به

ذرات بر اساس معیـار تسـلیم    نرخ فرایند شارژ/ دشارژ و اندازه

  ئه کردند.ارا 5ترسکا

با وجود مطالعات پیشین که از معیارهایی نظیر تنش کششی 

حداکثر و یا انرژي الاستیک کل بـراي بررسـی رفتـار شکسـت     

استفاده شده است، در مکانیک شکست الاستیک خطی، از معیار 

هـاي از  براي بررسی شرایط لازم براي رشد تـرك  ]18[گریفیث 

کـه خـود برحسـب     شـود پیش موجود در یک سازه استفاده می

ایجاد شده در اثر بارگذاري قابل بیان است  6ضریب شدت تنش

. بر اساس این معیار، زمـانی کـه ضـریب شـدت تـنش از      ]19[

 ]19[مـاده   7مقدار بحرانـی لازم بـراي شکسـت کـه بـه طاقـت      

کنـد.  تر شود، ترك شروع به گسـترش مـی  معروف است، بزرگ

هـاي مختلفـی   شتوان از روبراي تعیین ضریب شدت تنش، می

هاي عددي مانند اجزاي محدود هاي تحلیلی، روششامل روش

 استفاده کرد. ]21[ 8و یا روش تابع وزن ]20[

بـا اسـتفاده از روش تـابع     ]23 و 22[فورد و همکاران  وود

ــروي    ــکل از ذرات ک ــرود متش ــار را در الکت ــد انتش وزن، فراین

xLi Mn O2 4 )x 0/ 25 ) در حضـــور جـــدایش فـــازي   1

هاي تنش محاسـبه شـده   سازي کرده و با استفاده از پروفیلمدل

هـاي  در طول فرایند انتشار، ضریب شدت تـنش را بـراي تـرك   

 صورت عددي تعیین کردند. آنها ترك سطحی در ذرهسطحی به

بعـدي  سـه  دایره بر سطح یک صـفحه کروي شکل را با ترك نیم

تـرین نقطـه از تـرك مـذکور، ضـریب      براي عمیق تقریب زده و

 و 24[شدت تنش را محاسبه کردند. هفت بـرادران و همکـاران   

نیز شکست و رشد ترك را در الکترودهاي دوفـازي مـورد    ]25

مطالعه قرار داده و ضخامتی بحرانی براي جلوگیري از شکسـت  

  در این الکترودها ارائه کردند.

 ـ   هـاي  نش بـراي تـرك  در مطالعه حاضر، ضـرایب شـدت ت

سطحی در الکترودهاي دوفازي متشکل از ذرات کـروي شـکل   

گیرد. از آنجـا کـه سـطح    مورد بررسی عددي و تحلیلی قرار می

هـا از الکتـرود تحـت تـنش     چرخه خـروج یـون  ذره در طی نیم

گیرد، در تحقیق حاضر، به تعیین ضریب شـدت  کششی قرار می

ج پرداختـه  چرخـه خـرو  هـاي سـطحی در طـی نـیم    تنش تـرك 

هـاي  منظور بررسی عددي ضریب شدت تنش تـرك شود. بهمی

سطحی تحت میدان تنش ناشی از فرایند خـروج، از یـک مـدل    

براي تعیین میدان غلظـت و تغییـرات آن بـا زمـان      9میدان فازي

تـوان  شود. با اسـتفاده از میـدان غلظـت حاصـل مـی     استفاده می

حاسـبه کـرده و بـا    صورت عددي متوزیع تنش در الکترود را به

هاي حاصـل و بـه کمـک روش تـابع وزن، نیـز      استفاده از تنش

هـاي سـطحی تعیـین    توان ضرایب شدت تنش را براي تـرك می

کرد. معادلات حاکم بـر مـدل میـدان فـازي و روش تـابع وزن      

 )2(هـاي  ترتیب در بخـش منظور تعیین ضرایب شدت تنش بهبه

  از یــک مــدل  نیــز  )4(شــوند. در بخــش  ارائــه مــی  )3(و 

  صـورت  پوسـته بـراي تعیـین ضـرایب شـدت تـنش بـه        -هسته

دست آمده از حل نتایج به )5(در بخش  شود.تحلیلی استفاده می

منظـور بررسـی   عددي بر اساس مـدل میـدان فـازي ارائـه و بـه     

دسـت آمـده   صحت حل عددي، نتایج حاصل با نتایج تحلیلی به

در انتها، در بخـش   شود.پوسته مقایسه می -بر اساس مدل هسته

حاضـر ارائـه    دسـت آمـده در مطالعـه   اي از نتایج بهخلاصه )6(

  شود.می

  

  نفوذ لهئمعادلات حاکم بر مس -2

 شینفوذ توأم با جـدا  ندیفرا يسازمنظور مدلقسمت، به نیدر ا

 . هندسـه شـود یاستفاده م يفاز دانیدر الکترود، از مدل م يفاز

و ســطح  r0 بــه شــعاع يکــرو مطالعــه، نیــذرات الکتــرود در ا

و  یخـارج  يآزاد و بدون بارگذار یکیا از نظر مکاننهآ یخارج

، مطابق surfj کنواختی یونی انیتحت نرخ جر ییایمیاز نظر ش

استخراج روابط  يعلاوه، برا. بهشودی، در نظر گرفته م)1( شکل

 در ذره يکزبا فرض تقارن مر يحاکم، از دستگاه مختصات کرو

 .شودیالکترود استفاده م
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 r0کروي شکل به شعاع  نمایی از ترك سطحی در ذره -1شکل 

  تحت فرایند خروج یونی

  

 مدل میدان فازي -2-1

اي مـرزي بـین دو فـاز بـا     هنگام رخداد جدایش فـازي، ناحیـه  

ــت ــی غلظ ــکیل م ــاوت تش ــاي متف ــت  ه ــه در آن غلظ ــود ک   ش

مـدل میـدان فـازي، انـرژي      داراي گرادیان شـدیدي اسـت. در  

گیري مـرز بـین دو فـاز بـه انـرژي آزاد      گرادیان مربوط به شکل

بر اساس ایـن مـدل، انـرژي آزاد     شود.محلول همگن اضافه می

شـود  نوشـته مـی   )1( صورت رابطـه به Fیک محلول جامد،  کل

 .]27 و 26[

)1(                              
 

h g

V

F (c)f k c c dV
 

  
 

1
= +

2

 
 

بیانگر غلظت (برحسب مول بر واحد حجـم   cه در این رابطه ک

hf ماده میزبان)، (c)    انرژي آزاد محلول بر واحد حجـم محلـول

cضریب انرژي گرادیان،  gkهمگن، 


 Vگرادیـان غلظـت و    

گـر  نشان “”، )1( ، در رابطهعلاوهحجم محلول جامد است. به

ضرب داخلی دو بردار مجاور است. با گرفتن مشتق تغییراتی از 

، پتانسیل شیمیایی حاکم بر cنسبت به تابع غلظت  Fانرژي آزاد 

  .]27[آید دست میصورت زیر بهبه μنفوذ،  مسئله

)2(                                      
 h

g
f cδF

μ k c
δc c





2= = - 

با در نظر گرفتن انرژي انـدرکنش بـین    hfتابع انرژي آزاد همگن، 

که از تقریب میـدان   10اجزاي محلول بر اساس تئوري محلول منظم

  .]28[ شودصورت نوشته میاین گیرد، بهبهره می 11میانگین

 h

max max

c c
f c RT ξc clog

c c

  
  

  
= 1- +  

)3(                                max

max

c
c c log

c

 
  

 
- 1-  

حـداکثر   maxcدماي مطلق،  Tثابت گازها،  Rکه در این رابطه، 

ثابت  ξممکن غلظت یون لیتیوم در جامد میزبان است. همچنین 

بدون بعد است که شدت انرژي اندرکنش بین اجزاي محلول را 

محلـول همگـن    ) رفتـار انـرژي آزاد  2کند. شـکل ( مشخص می

hبعد بی h maxf c f (c) RT( ) c=  صورت تـابعی از غلظـت   را به

maxcبدون بعد،  c c=  براي مقادیر مختلفξ   دهـد.  نشـان مـی

) مشخص است، تئوري محلول مـنظم،  2طور که از شکل (همان

 ξ< 2 و رفتاري دوفازي را براي ξ> 2 رفتاري تک فازي را براي

بعـد،  هاي تـابع انـرژي آزاد همگـن بـی    کند. مینیممینی میبپیش

hf c( )   برايξ< 2دهد. به، مقادیر غلظت در هر فاز را نشان می

αc 2/0هـاي یـونی   ) غلظـت 2عنوان مثال، در شکل ( =  8/0و 

βc = ی در فـاز پـایین و بـالا در یـک     هاي یـون ترتیب غلظتبه

  هستند. ξ=  31/2ازاي محلول دو فازي به

در  )3( با قـرار دادن انـرژي آزاد محلـول همگـن از رابطـه     

 نفـوذ مطـابق رابطـه    ، پتانسیل شیمیایی حاکم بر مسئله)2( رابطه

  آید.دست میزیر به

)4(                  max g
c

μ c RT ξ( c) log k c
c

 
 

 

2= 1-2 + -
1-





  

  

 ذ در ذره کروينفو -2-2

میزبان در دستگاه مختصات  بقاي جرم براي نفوذ در ماده معادله

 .]29[شود نوشته می )5( صورت رابطهکروي به

)5(                                                       
c

(r j)
t rr

 

 
2

2

1
+ =0  

نــرخ جریــان یــونی  jمختصــه شــعاعی،  rکــه در ایــن رابطــه، 

دهنـده  نشـان  tسب مول بر واحد سطح در واحد زمـان) و  (برح

بـا گرادیـان    jمختصه زمان است. نرخ جریان یونی در محلـول،  

) در 6مطـابق رابطـه (   μنفـوذ،   پتانسیل شیمیایی حاکم بر پدیده

  .]29[ارتباط است 
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hfبعدبر رفتار انرژي آزاد همگن بی ξاثر پارامتر محلول منظم  -2شکل  c( ) 2تاري دوفازي را براي . نمودار، رف ξ  و رفتاري  

ξ 2تک فازي را براي    هاي ها مینیممچینکند. خطبینی میپیشhf c( )  31/2 را براي ξ αc 2/0، که در = =  8/0و βc = حادث  

  دهند.ترتیب به فازهاي با غلظت پایین و بالا ارجاع میبه β و α دهند. در اینجاشوند، نشان میمی 

 

)6(                   h
g

fμ c
j Mc Mc k c

r r rc

   
 

    

2
2

2
= - = - -  

اسـتفاده   )2( فـوق از رابطـه   براي نوشتن تساوي دوم در رابطـه 

Mشده است. در اینجا  M c( ) 0 1   جـایی یـونی  ضریب جابـه 

ــی ــده م ــدار حــداکثر ضــریب  M0و  ]30 و 28[شــود خوان مق

ي خالی بین اتمـی در  جایی براي حالتی است که همه جاهاجابه

cفرایند انتشار قابل استفاده هستند، یعنی زمـانی کـه    = 0   اسـت

در  )6( از رابطـه  j . با قرار دادن نـرخ جریـان یـونی   ]30 و 28[

صـورت زیـر بازنویسـی    حـاکم بـر نفـوذ بـه     ، معادلـه )5( رابطه

  شود.می

)7(            h
g

Mc
r ( c)c

t r

f c
k c

r rcr

   
 

    

 


  


20
2

2
2

2
= -1-   

ــرار دادن  ــا قـــ hfبـــ (c) ــه ــذاري  )3( از رابطـــ و جایگـــ

r
r rr

  
  

  

2 2
2

1
بعدســازي آن، و سـپس بـی   )7( رابطـه در  =

 شود.صورت زیر بازنویسی میانتشار به حاکم بر مسئله معادله

   

   

   

c c λ c
λ c c c c

τ rr r

c c λ c c
λ c c

r r rr r

λ c c
c ξ ξc( c)

rr r

  

  

   

  

    
  

   

4 2 3
2

4 3

3 2 2
2

3 2

22 2

2 2

4
= - 1- - 1-

2
- 1-2 - 1-2

2
+ 1-2 -2 + + -2 1- +1 +

      
 
     

   

  
  

 

 

)8(                                             
c

ξc c
r r






1
-4 1- +2


 

 
 

ــه  τک D t r2
0 0= ،r r r0= ،λ λ r0=   ــد و ــی بع ــاي ب پارامتره

Dهمچنین  M RT0 هاي خارجی ضریب نفوذ در غیاب تنش =0

و  g maxλ k c RT= از مسـئله اسـت کـه    اي طول مشخصه

  کند. بین دو فاز را تعیین می ضخامت ناحیه

 

  شرایط مرزي و اولیه -2-3

یـک معادلـه دیفرانسـیل     )8( رابطههمانطور که مشخص است، 

بعـد و مرتبـه چهـار     اي مرتبـه یـک برحسـب زمـان بـدون     پاره

بعد است. بنابراین حل آن نیازمند اسـتفاده  برحسب مکان بدون 

ه و چهار شرط مرزي اسـت. بـا فـرض اینکـه     از یک شرط اولی

i i maxc c c= بعد در شروع فرایند نفـوذ مـورد نظـر    غلظت بی

مورد نظر مسئله بـه   (شارژ و دشارژ) باشد، شرایط مرزي و اولیه

  شوند.صورت زیر بیان میبعد بهشکل بی

τشرط اولیه در =0:  

)9(                                                               ic c=   

rشرایط مرزي در مرکز ذره، در =0: 

)10(                                                             
c

r




=0



  

)11(                                                               j =0 
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rه، درشرایط مرزي در سطح ذر = 1: 

)12(                                                              
c

r




=0



  

)13(                                                           surfj j=  

surfsurf، )13(که در رابطه  maxj j r (D c )0 0=    نـرخ جریـان یـونی

ــی ــین   ب ــرود اســت. همچن ــر ســطح خــارجی الکت ــالی ب ــد اعم بع

maxj jr (D c )0 0=  سـازي نـرخ   بعـد ، از بی)13(و  )11(در روابط

  آید.دست میصورت زیر به، به)6(بر اساس رابطه  jجریان یونی 

λ c
j c( c) ξ

rr

    
       

2

2

2
 = - 1- -2 + +1 +

   


  

)14(                     
λ c c

c( c) λ c( c)
r r r

 

 

2 2 3
2

2 3

2
1- + 1-

     
  

  

شـرایط مـرزي متـداول در مسـائل      )13(و  )11(شرایط مـرزي  

 )12(و  )10(کلاسیک انتشار هستند. درحالی که شرایط مـرزي  

از مـدل میـدان   دو شرط کمکی براي حل مسئله نفوذ با استفاده 

گیري از تقارن مسئله نسبت بـه  با بهره )10( رابطهفازي هستند. 

rمرکز ذره، یعنـی   عنـوان شـرط مـرزي    بـه  )12( رابطـه ، و 0=

طبیعی، تحت شرایط خاصی که انرژي سطحی الکتـرود، مقـدار   

ثابتی مستقل از غلظت در سطح الکترود در نظر گرفته شود، بـه 

نـرخ جریـان   ) 13(علاوه، در رابطـه  به. ]32 و 31[آید ت میدس

در نظـر   چنـین  surfjبعد بر سـطح خـارجی الکتـرود،    یونی بی

  شود.گرفته می

)15(                                          c aα α
surf s sj j ( c c)0= 1-     

j0که در اینجا، 
کننـده نـرخ   بعدي اسـت کـه کنتـرل   ، پارامتر بی

بعـد در سـطح   غلظت بـی  scجریان اعمالی بر سطح ذره بوده، 

cو  aαخارجی الکترود در طـول فراینـد و    aα α= ضـرایب   -1

صـورت  بـه  )15( رابطه. قابل ذکر است که ]33[کینتیکی هستند 

حالت خاصـی از معادلـه کینتیکـی الکتروشـیمیایی معـروف بـه       

. لازم بـه  ]34 و 33[وولمر قابل استحصـال اسـت    -معادله باتلر

j0براي مقادیر بزرگ ذکر است 
،      غلظـت در سـطح الکتـرود بـا

سـرعت بـه صـفر نزدیـک     ها از ذره بـه شروع فرایند خروج یون

طـور  بـه  )15(معادلـه  خ جریان در سـطح ذره مطـابق   شده، و نر

  یابد.خودکار کاهش می

  

  حل عددي معادلات حاکم -2-4

منظور حل عددي، معادلات حاکم همراه بـا شـرایط مـرزي و    به

به کمک روش تفاضل محدود  ،)13(تا  )8(اولیه، یعنی معادلات 

قـاط  ن مرکزي و با در نظر گرفتن تعداد به اندازه کافی بزرگی از

r گرهی با فواصل برابر در بازه 0 1 شـوند  سازي مـی گسسته

صورت و در هر گام زمانی دستگاه معادلات غیرخطی حاصل به

 سـازي شـده  شوند. اعمال مستقیم شکل گسسـته ضمنی حل می

 از معادلـه  j که نیاز به محاسـبه  )11(و شرط مرزي  )8( معادله

r دارد، در نقطه )14( =0 پـذیر نیسـت و   به لحاظ عددي امکان

rسازي، این معادلات در لازم است که پیش از گسسته رفع  0=

 بـا اعمـال معادلـه    )11(ابهام شوند. براي نمونـه، شـرط مـرزي    

c، یعنــی )10( r  =0   درr =0 ــه  )14( و بــه کمــک رابطــه ب

  یابد.زیر کاهش می معادله

)16(          
c c c

λ c( c) λ c( c) r
rr r r

    
  
     

3 2
2 2

3 2 2

1
1- +2 1- - =0

       
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توان از رابطه زیر کـه  در مرکز، می )16( رابطهبراي رفع ابهام از 

توان بـا اسـتفاده از قـانون هوپیتـال نشـان داد،      درستی آن را می

  رفت.کمک گ

)17(                              
r

c c c
lim r

rr r r

    
  
     

2 3

2 2 30

1 1
- =

2

  


  
  

rدر  )11(به این ترتیب، شرط مرزي  =0   بـا قـرار دادن رابطـه ، 

  شود.به رابطه زیر تبدیل می )16(در رابطه  )17(

)18(                                                            
c

r





3

3
=0



  

rدر  )8(براي رفع ابهام از رابطه  =0     نیز مراحلـی مشـابه فـوق

و بـا   )18(شود. به این منظور، به کمک شـرط مـرزي   انجام می

صـورت  توان از قانون هوپیتال بهمی )8(توجه به جملات رابطه 

  زیر استفاده کرد.

)19(                                                
r

c c
lim

r r r

 

 

3 4

3 40

1
=



 

  
  

)20(                 
r r

c c c c
lim lim

r r rr r r 

       
             

222 2

2 2 20 0

1 1
= =

 

   

    
  

 و )18(و  )10(، به کمک شـرایط مـرزي   )8( رفع ابهام از رابطه
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r زیـر را در  رابطه، )20(و  )19(همچنین استفاده از روابط  =0 

  دهد.میدست به

)21(                  
c c c

λ c c ξc c
τ r r

  

  

4 2
2

4 2
= -5 1- + 3 1-2 1-
      

 
  

به این ترتیب، تغییرات زمانی توزیع غلظـت در ذره الکتـرود بـا    

شـود. در  تعیین می )18(و  )12(-)13( ،)8(-)10(حل معادلات 

 رابطـه جـایگزین   )21( رابطهسازي شده معادلات، شکل گسسته

rدر  )8( =0 شود.می  

  

  ریب شدت تنشتقریبی ض محاسبه -3

ضــریب شــدت تــنش بــراي  در ایــن قســمت، هــدف محاســبه

کروي شـکل و در   هاي سطحی در ذرات الکترود با هندسهترك

طـور کـه در   حضور جدایش فازي است. به ایـن منظـور، همـان   

هاي سـطحی  کروي با ترك ) نشان داده شده است، ذره1شکل (

عیین ضـرایب  منظور تشود و روش تابع وزن بهدر نظر گرفته می

گیـرد. از آنجـایی کـه بـراي     شدت تنش مورد استفاده قـرار مـی  

ضریب شدت تنش مربوط به ترك سطحی در ذره کروي شـکل  

تحت بارگذاري دلخواه روش مدونی وجـود نـدارد، از تقریـب    

اسـتفاده   ]23 و 22[فـورد و همکـاران    انجام شـده توسـط وود  

بیضـوي بـر   ي نیمهاحاضر با ترك شود. بر این اساس، مسئلهمی

) تقریـب زده  3بعدي نشان داده شده در شکل (سه سطح صفحه

هاي مذکور براي مقـادیر متفـاوتی از نسـبت    شود. رفتار تركمی

، نشـان  wبه نیم قطر بزرگ  aقطر کوچک، ابعاد ترك (نسبت نیم

شود. مطـابق تقریـب صـورت    ) بررسی می3داده شده در شکل 

 ، ابعـاد صـفحه  ]23 و 22[ران فـورد و همکـا   گرفته توسط وود

در نظـر   )22( ترتیب رابطـه به r0مورد نظر نسبت به شعاع کره، 

  شود.گرفته می

)22(                                   pl pl plt r , b πr , h πr0 0 0= = =  

) نشـان داده شـده   3طور که در شـکل ( که در رابطه فوق، همان

ضـخامت   pltنصـف ارتفـاع و    plhنصف عرض،  plbاست، 

  صفحه هستند.

  

  
 

 مدل صفحه داراي ترك سطحی با هندسه هندسه -3شکل 

  شود.ضریب شدت تنش استفاده می بیضوي که براي محاسبهنیم

  

   شدت تنشضریب  روش تقریبی محاسبه -3-1

دست آوردن ضـریب شـدت تـنش کـه توسـط      در اینجا براي به

شود، از روش تابع وزن استفاده هاي ناشی از نفوذ ایجاد میتنش

بـار روش تـابع   بـراي اولـین   ]36[و رایس  ]35[شود. بوکنر می

وزن را براي مسائل دوبعدي در مکانیک شکست ارائـه کردنـد.   

گرفته شده در این مطالعـه،   بعدي در نظرسه صفحه براي مسئله

منظـور محاسـبه   روش تابع وزنـی را بـه   ]37[متتک و همکاران 

 Dترین نقطه از ترك سطحی، نقطه ضریب شدت تنش در عمیق

)، بــر اســاس روش تــابع وزن مربــوط بــه مســائل 3در شــکل (

دوبعدي ارائه کردند. مطابق روش ارائـه شـده توسـط متتـک و     

بـا   توان، را میD براي نقطه ، ضریب شدت تنش]37[همکاران 

  زیر محاسبه کرد. استفاده از رابطه

)23(                                        
a

I nK m(x)σ x( )dx0=  

) نشان داده شده است، 3طور که در شکل (در رابطه فوق، همان

x   فاصله از سطح خارجی صفحه اسـت وnσ (x)  تـنش   مؤلفـه

 در راستاي عمود بر وجه تـرك اسـت کـه از تحلیـل تـنش ذره     

آیـد. توزیـع   دسـت مـی  بدون ترك تحت بارگذاري مورد نظر به
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nσتنش  (x) هـاي ناشـی از نفـوذ در ذره   بر اساس توزیع تنش 

در زیـر  ) 2-3( بدون ترك، مطابق روابط ارائـه شـده در بخـش   

بـراي   m(x)ت مربـوط بـه تـابع وزن    شـود. جزئیـا  محاسبه می

 مورد بحث در اینجا در پیوست الف آورده شده است.  مسئله

  

  کروي شکل هاي ناشی از نفوذ در ذرهتنش -3-2

کروي شکل بدون ترك و  هاي ناشی از نفوذ در ذرهتوزیع تنش

 و )24(در حضور تقارن برحسب توزیع غلظت به کمک روابط 

 .]38[شود محاسبه می )25(

)24(                         rr avg avg
EΩ

σ c r c ((r) ( r)
ν)

)
(

0
2

= -
9 1-

  

)25(            
 

 θθ avg avg(
EΩ

σ (r) c r c (r) c(r)
ν

)0= 2 + - 3
9 1-

  

نسبت حجمی مولی  Ωضریب پوآسون و  مدول یانگ،  Eکه 

 13و حلقـوي  12هـاي شـعاعی  مؤلفه θθσو  rrσاست. همچنین، 

عـلاوه،  تنش هستند. به
r

avgc (r) ( r ) c(ρ)ρ dρ
3 2

0
= میـانگین   3

  از مرکز ذره است. rاي کروي به شعاع غلظت در ناحیه

ضریب شدت تنش براي ترك سـطحی بـر    منظور محاسبهبه

nσ، توزیع تنش )23( اساس رابطه (x)  محدودهدر x a 0، 

 و 22[فـورد و همکـاران    مطابق تقریب استفاده شده توسط وود

هـاي ناشـی از نفـوذ در    زیر بر اساس تنش ، به کمک رابطه]23

 شود.ذره کروي در نظر گرفته می

)26(                                                 n θθ( ) (σ x σ r x)0= -  

و  )5-2( پس از حل عددي معادلات حاکم ارائه شده در بخـش 

 در ذره θθσدست آوردن توزیع غلظت، در ابتدا تنش حلقوي به

محاسـبه شـده و سـپس بـا      )25(کروي شکل به کمـک معادلـه   

nσ، تنش )26( استفاده از رابطه (x) هایـت  آید. در ندست میبه

nσبا داشتن  (x)ترین نقطـه از  ، ضریب شدت تنش براي عمیق

  شَود.محاسبه می )23( هاي سطحی با استفاده از رابطهترك

 

 هاي سطحیشکست براي ترك تحلیلی مطالعه -4

منظور تعیـین ضـریب   هدف از این بخش، ارائه مدلی تحلیلی به

  از ترك سطحی است. هندسه و ترین نقطه شدت تنش در عمیق
  

  
، βcو  αcدر شـکل،  پوسـته.   -نمـایی از مـدل هسـته    -4شکل 

ازاي آنها تابع انرژي آزاد همگـن مینـیمم   هایی هستند که بهغلظت

sشعاع فاز هسته و  crشود. همچنین می cr r - r ضـخامت فـاز    0

  پوسته است.

  

موقعیت ترك سطحی نسبت به ذره کروي همانند آنچه پـیش از  

طـور  شـود. بـه  آورده شد، در نظر گرفتـه مـی   )3( خشاین در ب

خاص، هدف پیداکردن حداکثر ممکن ضریب شدت تنش براي 

الکتـرود   هاي متفـاوت در ذره هاي از پیش موجود با اندازهترك

 پوسـته بـا مـرز فـازيِ تیـز      -است. به این منظور از مدل هسـته 

 ) نشـان داده شـده اسـت، اسـتفاده    4طـور کـه در شـکل (   همان

صـورت  شود. بر اساس این مدل، دو فاز مجزا در الکترود بـه یم

 گیرد، که در هر فاز، غلظت مقدار ثابتمرکز شکل مینواحی هم

شود. بین فازي صفر در نظر گرفته می یکنواخت و عرض ناحیه

و به  “فاز پوسته”در اینجا به فاز تشکیل شده در نزدیکی سطح، 

شـود.  گفته مـی  “فاز هسته”، فاز ایجاد شده در اطراف مرکز ذره

) نشـان داده شـده اسـت، زمـانی کـه      4طور که در شکل (همان

الکترود تحت فرایند خروج یون لیتیوم قرار بگیرد، فاز با غلظت 

، در نزدیکی مرکز ذره و فاز با غلظت پایین لیتیوم، فاز βبالا، فاز 

αشود. به این ترتیب توزیع غلظت ، در نزدیکی سطح تشکل می

 طــول فراینــد دشــارژ بــراي فــاز هســته یعنــی در محــدوده  در

cr r 0 صورتبه 

)27(                                                                βc(r) c=  

rc 

cβ 

cα 

rs 

2r
0
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cو براي فـاز پوسـته یعنـی در محـدوده      s cr r r r r  0 = بـه  +

 :صورت

)28(                                                               αc(r) c=  

، هماننـد آنچـه در   βcو  αcشـود. در اینجـا   در نظر گرفته مـی 

ازاي آنها تابع هایی هستند که بهغلظت ) معرفی شد،1-2بخش (

شعاع فاز هسـته   crشود. همچنین زاد همگن مینیمم میانرژي آ

sو  cr r r0=   ضخامت فاز پوسته است. -

در فازهـاي هسـته و    θθσدر نتیجه، توزیع تـنش حلقـوي،   

و به کمک توزیـع   )25(پوسته در ذره کروي با استفاده از رابطه 

دسـت  ترتیب زیر بـه به )28(و  )27(ظت ارائه شده در روابط غل

 آیند.می

)29(                                       c c
θθ

rEΩΔc
σ (r)

( ν) r

 
 
 
 

3

3
0

2
= - 1-

9 1-
  

)30(                                     s c c
θθ

r rEΩΔc
σ (r)

( ν) r r

 
 
 
 

3 3

3 3
0

2
= +

9 1-
  

βکــه در اینجــا  αΔc c c= c، عــلاوهاســت. بــه -
θθσ  وs

θθσ  در

هاي تنش حلقوي در فازهاي هسته و ترتیب مؤلفهروابط فوق به

  پوسته هستند.

مورد استفاده براي تعیین ضـریب شـدت تـنش، بـر      هندسه

 22[اساس مدل تقریبی ارائه شده توسط وود فورد و همکـاران  

تشریح شده در فـوق در شـکل    پوسته -، براي مدل هسته]23 و

بیـانگر آن   )30(و  )29(الف) نشان داده شده است. روابـط   -5(

هاي فشاري و در هستند که در فرایند دشارژ در فاز هسته، تنش

شوند. از آنجا که کل ناحیه هاي کششی ایجاد میفاز پوسته تنش

دسـت  منظـور بـه  پوسته تحت تنش حلقوي کششی قرار دارد، به

 ترین نقطه تـرك،  ردن بیشترین ضریب شدت تنش در عمیقآو

saکششی، یعنی  عمق ترك برابر با ضخامت ناحیه r=  در نظـر ،

همچنـین   )30( . از رابطـه ]39[الـف)   -5شود (شکل گرفته می

در فاز پوسته توزیع غیریکنـواختی   θθσمشخص است که تنش 

منظور محاسبه تحلیلی ضریب شـدت تـنش، از   ارد. بنابراین، بهد

اسـتفاده    ]39[روش تقریبی ارائه شده توسـط هـاگینز و نـیکس    

جـاي در نظـر گـرفتن توزیـع     شود. بر اساس ایـن روش، بـه  می

واقعی و غیریکنواخت تنش، ترك تحت تنش کششـی میـانگین   

ورد نظر، تنش م براي مسئله شود.در فاز پوسته در نظر گرفته می

 توان از رابطه زیر محاسبه کرد.پوسته را می میانگین در ناحیه

)31(                          
c

rs s
θθ θθ

r
c

1
σ πrσ (r)dr

π(r r ) 
0

2 2
0

= 2
-

  

sبـــا قـــرار دادن تـــنش 
θθσ 31( در رابطـــه )30( از رابطـــه( ،

cجایگذاري  sr r r0= ري از آن، تـنش میـانگین در   گیو انتگرال -

 آید.دست میفاز پوسته به قرار زیر به

)32(            s s
θθ s s

s

(r r )EΩΔc
σ ( r r r r )

( r - r )( ν)r

2
2 20
0 03

00

-2
= 3 - 3 +

29 1-
  

ضریب شدت تنش براي ترك مـذکور تحـت تـنش یکنواخـت     

s
θθσ 20[آید دست میبه )33( به کمک رابطه[. 

)33(                                s s s
I θθ s

pl

r r
K σ πr G ,

t w

 
 
 
 

=  

در رابطـه فـوق چنـین محاسـبه      G(η,β)که تابع ضریب شکل 

  شود.می

 
 

1
G η,β

Q β
= 

)34(    w plM (β)+M (β)η +M (β)η g η;( w b ) 
 

2 4
1 2 3  

)35(                                           Q(β) β1/65= 1+1/ 464  

)36(                                          M (β) β1 = 1/13 -0/09  

)37(                                      M (β)
β

2
0/ 89

= -0/ 54 +
0/ 2 +

  

)38(                         M (β) ( β)
β

24
3

1
=0/ 5 - +14 1-

0/ 65 +
  

)39(                                 w
πγ

g η;γ sec η( )
  
  
  

0/5

=
2

  

pltرار دادن ابعاد صـفحه یعنـی   با ق r0=  وplb πr0=   از رابطـه 

sو  )22(
θθσ بعد کردن آن و بی )33( در رابطه )32( از رابطه

 به کمک رابطه I IK K ν EΩΔc r( ) 0= 1- بـه   )33( ، رابطـه

  شود.می بعد زیر تبدیلبی رابطه

)40(            s
I s s s s s

s

( r )
K ( r r ) πr G(r , r w)

( r )

2
21-2

= 3 - 3 +
9 2-

    


  

sکه  sr r r0=  ضخامت بدون بعدِ فاز پوسته است. منحنی نشان

صـورت تـابعی   را بـه  IKب) تغییرات  -5داده شده در شکل (
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  (ب)  (الف)

saکششی، یعنی  براي ترك سطحی. در اینجا عمق ترك برابر با ضخامت ناحیهپوسته  -الف) نمایی از مدل هسته -5شکل  r= در نظر ،

صورت تابعی از ترین نقطه از ترك سطحی بهبعد در عمیقپوسته براي ضریب شدت تنش بی -شود. (ب) نتایج مدل هستهگرفته می

1srبراي  srبعد پوسته، ضخامت بی w =  

  

maxبعد حداکثر، ضریب شدت تنش بی -1جدول 
IK  و ضخامت بحرانی*

sr براي مقادیر مختلف sr w  

max
IK  * *

sa r =  sr w 

167/0  207/0  25/0  

141/0  185/0  5/0  

120/0  178/0  75/0  

103/0  175/0  1  

  

srعنوان نمونه بـراي نسـبت ابعـاد تـرك     به srاز w = نشـان   1

srدهد. براي سایر مقادیر می w حاسبات مشابهی توان منیز می

را تکرار کرد. نتایج حاصل از این محاسبات مربوط بـه حـداکثر   

IK  برحسبsr  براي چند مقدار نمونهsr w  ) 1در جـدول (

 )33(آورده شده است. از آنجایی که توابع ارائه شـده در رابطـه   

انـد، بـراي محـدوده    تحلیل فوق مورد استفاده قرار گرفته که در

s مشخصــــی از پارامترهــــاي  plr t 0 1 ،sr w 0 و  1

plw b 0/ منظـور اطمینـان تبعیـت از    ، بـه ]20[معتبر است  5

) مقـدار  1هاي فوق، در نتایج ارائه شـده در جـدول (  محدودیت

srارامتر پ w  طـور  محدود شده است. همان 25/0به بزرگتر از

مـورد بررسـی،    ) مشـخص اسـت، در محـدوده   1که از جدول (

maxمقدار 
IK  با کاهشsr w یابد.افزایش می  

  

  نتایج -5

سازي عددي براي ذره یهدست آمده از شبدر این قسمت نتایج به

کروي شکل بر اساس مدل میدان فازي ارائـه شـده و بـا نتـایج     

پوسـته کـه در    -حاصل از مدل تحلیلی بـر اسـاس مـدل هسـته    

منظور انجام محاسبات شود. به) معرفی شد، مقایسه می4بخش (

 99/0بعد در ابتـداي فراینـد دشـارژ برابـر بـا      عددي، غلظت بی

ic =    ضرایب کینتیکـی برابـر بـا ،a cα α= =0/ و  ]34 و 33[ 5

02/0 λ = شود. نتایج عددي مربوط به ضریب در نظر گرفته می

شـود بـا نتـایج    شدت تنش حداکثر که در این بخـش ارائـه مـی   

شـد مقایسـه   ) ارائـه  4حاصل از روش تحلیلـی کـه در بخـش (   

شود. اگرچه روش تحلیلی براي یـک طـول تـرك مشـخص     می

 دهـد، بایسـتی توجـه   دست میحداکثر ضریب شدت تنش را به

داشــت کــه در روش تحلیلــی، توزیــع غلظــت در هــر یــک از  
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  ب)  الف)

j0 1تغییرات زمانی توزیع غلظت در طول فرایند خروج یون لیتیوم (  -6شکل 
 کروي  ) براي ذره  

ξ 31/2بر اساس مدل میدان فازي با در نظر گرفتن: الف)  ξ 3و ب)  = =  

  

شـود. بـه همـین دلیـل،     طور یکنواخت در نظر گرفته میفازهابه

امکان بررسی اثر نرخ جریان اعمالی در سـطح ذره بـر ضـریب    

وش تحلیلی وجود ندارد. به همین منظـور، در  شدت تنش در ر

j0زیر نتایج مدل عـددي بـراي مقـادیر مختلـف پـارامتر      
   ارائـه

  شود.می

  

  هاي ناشی از نفوذتغییرات زمانی غلظت و تنش -5-1

 ) تغییرات زمانی در پروفیـل غلظـت را بـراي یـک ذره    6شکل (

چرخه دشـارژ بـا   طی نیمکروي شکل در حضور جدایش فازي 

j 0 1 رود دهد. مطابق تئوري محلول منظم انتظار مـی نشان می

ξ که در محدوده  منظور جدایش فازي اتفاق بیفتد. به ، پدیده2

رخداد  بر پروفیل غلظت در محدوده ξبعد بررسی اثر پارامتر بی

ترتیب توزیـع  ب) به -6الف) و ( -6هاي (جدایش فازي، شکل

ξ 31/2غلظت براي سیستم با  ξ 3و با  = دهنـد.  را نشان می =

فـاز بـا    اسـت، در طـول فراینـد دشـارژ،     مشخص که طورهمان

نزدیکـی   در پـایین  غلظـت  با فاز غلظت بالا در نزدیکی مرکز و

دهد که براي الف) نشان می -6شکل (. گیردمی کلذره ش سطح

ξ 31/2محلول دوفازي با مقدار  هـاي یـونی   دو فاز با غلظت =

αc 2/0هـاي حـدود   ترتیـب در غلظـت  پایین و بالا به =  8/0و 

βc = ز تشـکیل دو فـاز بـا    ب) نی ـ -6شود. شـکل ( تشکیل می

αc 07/0هـاي یـونی پـایین و بـالاي حـدود      غلظت = 93/0 و 

βc =  3را براي ξ طـور کـه مشـخص    دهـد. همـان  نشان می =

مـرزي بـین دو فـاز، گرادیـان شـدیدي ظـاهر        است، در ناحیـه 

نفوذ تـوأم بـا رخـداد جـدایش      هاي پدیدهشود که از ویژگیمی

 نزدیکـی  در غلظـت پـایین   بـا  فـاز  زمان، گذشت فازي است. با

 تـر کوچـک  بـالا در مرکـز   غلظـت  با فاز کرده و رشد ذره سطح

 کامل طوربه بالا با غلظت فاز فرایند، انتهاي در اینکه تا. شودمی

 صـفر  بـه  تقریبـاً  ذره سرتاسـر  در غلظت و رفته بین از مرکز در

الـف)   -6هاي (نتایج عددي ارائه شده در شکل .شودمی نزدیک

دهد که توزیع غلظت درون فاز نزدیـک بـه   ب) نشان می -6و (

مرکز تقریباً یکنواخت است. در مقابل، توزیع غلظـت درون فـاز   

تر است و مقدار غلظـت  نزدیک به سطح به نسبت غیریکنواخت

عنـوان  متغیر اسـت. بـه   0تا نزدیکی  αcبعد در آن از حدود بی

τمثال، پروفیل غلظت متناظر با زمان  = الف)  -6در شکل ( 1/1

ξ 31/2براي  در  cبعـد،  دهد که توزیع غلظـت بـی  نشان می =

متغیـر   2/0تـا   0بعـد  غلظت بی فاز نزدیک به سطح در محدوده

ست. درحالی که توزیع غلظت در فاز نزدیک بـه مرکـز، یعنـی    ا

، تقریبـاً یکنواخـت اسـت. بـه     1تـا   8/0بعد غلظت بی محدوده

) بیانگر آن است که توزیع غلظـت درون  6عبارت دیگر، شکل (

فاز نزدیک به سطح تحت اثر مقدار نرخ جریان یونی اعمالی بـر  

ه دور از سطح است. در مقابـل، توزیـع غلظـت درون فـازي ک ـ    

شود، تحت اثر مقدار نرخ جریان یونی اعمـالی  سطح تشکیل می

 -6هـاي ( شکل نبوده و تقریباً یکنواخت است. به علاوه، مقایسه

دهد که ضخامت مرز ایجـاد شـده در   ب) نشان می -6(الف) و 
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  ب)  الف)

j0 1تغییرات پروفیل توزیع تنش حلقوي طی فرایند خروج یون لیتیوم ( -7شکل 
 کروي  ) براي ذره  

ξ 31/2بر اساس مدل میدان فازي با در نظر گرفتن: الف)  ξ 3و ب)  = = 

  

یابـد. ایـن   کاهش می ξدو فاز با افزایش مقدار پارامتر بین  ناحیه

که بر اساس آن  ،]26[رجع دست آمده توسط منتیجه با نتیجه به

/بـین دو فـاز بـا نسـبت      ضخامت ناحیه ξ1    ،متناسـب اسـت

  سازگاري دارد.

ــکل ( ــی  7شـــ ــنش بـــ ــع تـــ ــز توزیـــ ــد ) نیـــ بعـــ

θθ θθ max( )σ = σ ν (EΩc )1-  متناظر با توزیع غلظت ارائه شده

کـروي شـکل    ) را براي یک ذره دو فازي با هندسه6در شکل (

j0 1چرخه دشارژ با ل نیمدر طو =  هـاي  دهـد. شـکل  نشان مـی

بـا   θθσترتیب مربوط به توزیـع تـنش   ب) به -7الف) و ( -7(

31/2 ξ ξ 3و  = هستند. از آنجایی که پیش از شروع فراینـد   =

در  θθσتـنش   ژ، غلظت در الکترود یکنواخت است، مؤلفهدشار

) 7طـور کـه از شـکل (   شروع فرایند صـفر اسـت. همـان    لحظه

مشخص است، طی فرایند خروج یون لیتیوم، تـنش فشـاري در   

نزدیکی مرکز و تنش کششی در نزدیکی سطح الکترود تشـکیل  

 دسـت آمـده بـر اسـاس مـدل     هبینی بشود. این نتیجه با پیشمی

نیز سـازگار اسـت. در    ،)30(و  )29(پوسته، یعنی روابط  -هسته

τ 22/0عنوان مثـال،  اوایل فرایند دشارژ (به ξ 31/2بـراي   = = 

τ 17/0الــف) و  -7در شــکل ( ξ 3بــراي  =  -7در شــکل ( =

  ب)، وقتی هنوز تنش فشـاري در مرکـز الکتـرود کوچـک و در    

به مقـدار حـداکثر کششـی خـود      θθσحال افزایش است، تنش 

رسد. با گذشت زمان، تنش کششی در سطح کاهش و تـنش  می

یابد تا اینکه تنش فشـاري در مرکـز   فشاري در مرکز افزایش می

τ 5/1رسـد ( ره به حداکثر مقدار خود میذ ξ 31/2بـراي   = = 

τ 95/2الــف) و  -7در شــکل ( ξ 3بــراي  =  -7در شــکل ( =

یابنـد تـا   ب). سپس هر دو تنش فشاري و کششـی کـاهش مـی   

رسـد.  در الکتـرود بـه صـفر مـی     θθσنتهـاي فراینـد،   اینکه در ا

دهـد کـه بـا    ب) نشـان مـی   -7الف) و ( -7هاي (شکل مقایسه

هاي کششی در ذره الکتـرود  ، مقدار تنشξافزایش مقدار پارامتر 

طور که در فوق نیز اشاره شد، علـت ایـن   یابد. همانافزایش می

سـت کـه   ا ξامر کاهش ضخامت مرز بین فازي با افزایش مقدار 

مرز بین دو فاز و در  باعث افزایش گرادیان ایجاد شده در ناحیه

  شود.الکترود می نتیجه افزایش تنش در ذره

  

  تغییرات زمانی ضریب شدت تنش -5-2

IKهاي ) اثر توزیع تنش بر منحنی8شکل ( a-    را در سه زمـان

j0 1نی متفاوت از فرایند دشارژ تحت نرخ جریان یـو  =   نشـان

Iدهد. که می IK K ν (EΩ r )( ) Δc 0= 1-   ضریب شدت تـنش

aتـرین نقطـه از تـرك سـطحی و     بعد در عمیقبی a/r0=   عمـق

31/2ξبعد ترك است. نتایج با در نظـر گـرفتن   بی ازاي و بـه   =

a 25/0ك ابعـاد تـر   نسبت w = ،5/0 a w a 1و  = w بـه  =

 ج) نشـان داده  -8ب) و ( -8الـف)، (  -8هاي (ترتیب در شکل

) مشـخص اسـت، ضـریب    8طور که از شکل (شده است. همان
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  (الف)                                                                                    (ب)                                          

  
  (ج)

IKهاي منحنی -8شکل  a-   همراه با توزیع تنشθθσ 1کروي با  براي ذره j0
   31/2و  ξ=ترتیب هاي: الف)، ب) و ج) به. قسمتIK 

a 25/0هاي سطحی با نسبت ابعاد براي ترك w = ،5/0 a w a 1و  = w   هستند. =

  

رایند دشـارژ در عمقـی از   شدت تنش حداکثر در هر لحظه از ف

کششـی نزدیـک اسـت.     دهد که به ضخامت ناحیـه ترك رخ می

τدهد کـه در زمـان   براي نمونه، نتایج عددي نشان می = 0/ 75 ،

اي که تحـت کشـش قـرار دارد، برابـر بـا      بعد ناحیهضخامت بی

*
sr =0 / 348  ظر بـا مقـدار   بعـد ترکـی کـه متنـا    است. عمق بـی

حداکثر ضریب شدت تنش در این زمان است، براي نسبت ابعاد 

a 25/0ترك  w = ،5/0 a w a 1و  = w ترتیب برابر بـا  به =

32/0 *a = ،31/0 *a =  31/0و *a = آیـد. همـان  دست میبه

دسـت  پوسته براي به -) آمد، در مدل هسته4طور که در بخش (

آوردن نتایج تحلیلی ضرایب شدت تنش حـداکثر، عمـق تـرك    

*کششی، یعنـی   برابر با ضخامت ناحیه *
sa r=    در نظـر گرفتـه ،

دي بیان شده در اینجا بـر اسـاس   شود. این فرض با نتایج عدمی

  مدل میدان فازي سازگاري مناسبی دارد. 

الـف) بـراي تـرك بـا      -8طور که در شکل (به علاوه، همان

ــاد  a 25/0نســبت ابع w ــان   = نشــان داده شــده اســت، در می

هاي متفاوت، بیشـترین مقـدار ضـریب    هاي سطحی با عمقترك

max 711/0شدت تنش برابر با 
IK =   23/0بعـد  و در عمـق بـی 

*a = ج) نیز به -8ب) و ( -8هاي (علاوه، شکلدهد. بهرخ می

max 143/0ترتیب بیشترین مقدار ضریب شـدت تـنش   
IK =  را

a* 19/0در عمق  =   5/0عـاد  بـراي نسـبت اب a w و مقـدار   =

102/0 max
IK =  18/0را در عمق *a =    1 بـراي نسـبت ابعـاد 

a w دهند. این نتـایج بـا نتـایج حاصـل از روش     دست میبه =

 ) آورده1(پوسـته کـه در جـدول     -تحلیلی بر اساس مدل هسته

هـاي عـددي در   سـازي سازگاري مناسبی دارد. شبیه شده است،
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  ب)(                                                                         الف)(                               

  
  ج)(

aتغییرات ضریب شدت تنش متناظر با ترکی به عمق  - 9شکل  / r00 1  :براي ترك سطحی با نسبت ابعاد  

a 25/0الف)  w a 5/0، ب) = w a 1و ج)  = w j0 ازاي مقادیر مختلفی ازبه endτ/τبرحسب  =
  

  

از روش تابع وزن معرفـی شـده در بخـش    استفاده این بخش با 

) و به کمک روابط ارائه شده بـراي تـابع وزن در پیوسـت    3-1(

الـف) بـراي    -8( اند. با توجه به اینکه رابطـه الف صورت گرفته

plwمشخص  بازه b 0/ عمـق   معتبر اسـت، محـدوده   ]20[ 5

aبعد ترك، بی a / r 0 الـف)   -8نتـایج در شـکل (   ارائـه  براي

a 25/0براي ترك سطحی با نسبت ابعاد  w تـر از  به کوچک =

  محدود شده است.   4/0

منظور بررسـی تغییـرات ضـریب شـدت تـنش در عمـق       به

aمشخصی از ترك، ضریب شدت تنش متناظر با عمق  r0= 0/1 

ξ 31/2ازاي و به a 25/0ابعاد تـرك   براي نسبت = w = ،5/0 

a w a 1و  = w و براي مقـادیر   endτ/τصورت تابعی از به =

j0مختلفی از نرخ جریان اعمالی بـر سـطح ذره،   
 ترتیـب در  ، بـه

ج) نشان داده شده اسـت.   -9ب) و ( -9الف)، ( -9هاي (شکل

بعدي اسـت کـه فراینـد    مدت زمان بی endτدر اینجا منظور از 

هـاي عـددي   سـازي انجامـد. در شـبیه  کامل به طـول مـی   تخلیه

بعـد  ت بیبار حداکثر غلظاي که براي اولینصورت گرفته، لحظه

عنوان لحظه تخلیه کامـل در  رسد، بهمی 01/0در ذره به کمتر از 

j0بـا افـزایش    endτشود. لازم به ذکر است کـه  نظر گرفته می
 

ξ 31/2طوري که براي سیسـتم بـا   یابد، بهکاهش می  1/0در ، =

j0 = 76/9بعد انتهاي فرایند دشارژ کامل برابر زمان بی endτ = 

j 3است. درحالی کـه ایـن مقـدار بـراي      0
   31/1بـه endτ = 

) مشخص است، بـا شـروع از   9طور که از شکل (رسد. همانمی

τ = هاي اعمـالی  مقادیر جریان ، ضریب شدت تنش براي همه0

j0بر سطح ذره، 
یابد تـا بـه مقـدار    ، با گذشت زمان افزایش می
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حداکثر مطلق ضریب شدت تنش برسد. پـس از آن بـا گذشـت    

یابد؛ تـا اینکـه   بیشتر زمان، مقدار ضریب شدت تنش کاهش می

endτهاي فرایند دشارژ، یعنی زمـان  در انت τ=     بـه مقـدار صـفر

  رسد. می

) اثر نرخ جریان یونی بر مقـدار حـداکثر   9به علاوه، شکل (

a 1/0بعد ضریب شدت تنش متناظر با عمق بی =   را نیز نشـان

 طور که مشخص اسـت، مقـدار حـداکثر ضـریب    دهد. همانمی

j0شدت تنش با افزایش مقدار 
    در درصـد کـوچکتري ازendτ 

افتد و مقدار بیشتري خواهد داشت. نتایج عددي ارائـه  اتفاق می

a 25/0الف) براي ترك با نسبت ابعاد  -9شده در شکل ( w = 

ت تنش حداکثر براي مقـادیر نـرخ   دهد که ضریب شدنشان می

/جریان یونی  j 00 1 3 در محدوده ،max
IK 0/131 0/171 

نیــز  ج) -9(و  ب) -9(هـاي  عـلاوه، شــکل بـه کنــد. تغییـر مـی  

 تغییـــرات ضـــرایب شـــدت تـــنش حـــداکثر را در محـــدوده

max
IK 0/113 0/146   براي نسبت ابعاد تـركa w =0/ و  5

maxدر محدوده 
IK 0/083 0/106 1سبت ابعـاد تـرك   براي ن 

a w /براي مقادیر نرخ جریـان یـونی    = j 00 1 3  دسـت بـه 

شده بـر   بینینتایج عددي با نتایج پیش منظور مقایسهدهند. بهمی

* 1/0، با قرار دادن پوسته -اساس مدل هسته *
sa r= =   در رابطه

، مقدار حداکثر ضریب شدت تنش تحلیلـی بـراي نسـبت    )40(

a 25/0 ابعــاد تــرك w = ،5/0 a w a 1و  = w ترتیــب بــه =

max 151/0 برابر با
IK = ،130/0 max

IK =  096/0و max
IK = 

طور که مشخص است مقادیر تحلیلـی بـه  آید. هماندست میبه

مقادیر  دست آمده براي حداکثر ضریب شدت تنش در محدوده

j0دست آمده براي عددي به
میـدان   هاي مختلف بر اساس مدل

ξ 31/2طور خـاص بـراي مقـدار    فازي قرار دارد. به و طـول   =

a* 1/0ترك  =    در نظر گرفته شده در اینجا، بیشـترین اخـتلاف

دسـت آمـده از حـل عـددي و     مقدار ضریب شدت تنش بـه  در

  .درصد است 14هاي تحلیلی کمتر از بینیپیش

  

 ضریب شدت تنش حداکثر -5-3

بعـد  ) ضریب شدت تنش حداکثر برحسب پارامتر بی10شکل (

ξ وجود جدایش فازي در محلول جامد اسـت را   کنندهکه تعیین

j0براي مقادیر مختلفی از مقادیر شار سطحی، 
 دهـد.  ، نشان مـی

ــکل ــف)، ( -10هــاي (ش ــب ج) بــه -10ب) و ( -10ال ترتی

ارهاي مربوط به ضرایب شـدت تـنش حـداکثر متنـاظر بـا      نمود

a 25/0نســـبت ابعـــاد تـــرك  w = ،5/0 a w a 1و  = w = 

maxهستند. در اینجا 
IK     معرف حـداکثر مطلـق مقـدار ضـریب 

کامل دشارژ و با در نظر گـرفتن  شدت تنش در طول یک فرایند 

هاي سطحی است. همچنین بـه هاي ممکن براي تركهمه اندازه

هاي تحلیلـی  هاي عددي و تحلیلی، جوابمنظور مقایسه جواب

شـکل   چـین در ایـن  صورت خـط ) به4دست آمده در بخش (به

منظور بررسی اثر جـدایش فـازي، نتـایج    اند. بهنمایش داده شده

ξ 2 ) براي محدوده10عددي در شکل (    ارائه شده است کـه

رود پدیده در این محدوده مطابق تئوري محلول منظم انتظار می

طور که از نتـایج عـددي ارائـه    جدایش فازي اتفاق بیافتد. همان

ــا افــزایش 10شــده در شــکل ( ، میــزان ξ) مشــخص اســت، ب

 ـ  نش نسـبت بـه   حساسیت مقدار حداکثر مطلق ضریب شـدت ت

j0نرخ جریان اعمالی بر سطح الکترود، 
یابـد. دلیـل   ، کاهش می

β، مقدار ξاین امر آن است که با افزایش  αΔc c c= -   که بیانگر ،

بعد در دو فاز است، افزایش یافتـه و از  میزان اختلاف غلظت بی

ر هر یک از فازها کوچکسوي دیگر محدوده تغییرات غلظت د

هـاي یـونی در فازهـاي    شود. براي نمونه، اختلاف غلظتتر می

3ξازاي بالا و پایین در یک محلـول دوفـازي بـه     86/0برابـر   =

β αΔc c c= - =   تغییرات  است. این مقدار در مقایسه با محدوده

نی تغییرات غلظـت از حـدود   غلظت در فاز نزدیک به سطح، یع

αc 07/0مقدار  =  تر است (به بخـش  ، بسیار بزرگ0تا نزدیکی

شود تا میزان غلظت در هـر  رجوع شود). این امر باعث می 5-1

یک از دو فاز بدون اثرپذیري چندان از شدت جریان اعمالی در 

آن، میـزان   جـه سطح ذره تا حدود زیادي ثابت بماند؛ کـه در نتی 

حداکثر مطلق ضریب شدت تنش نیز براي مقادیر به اندازه کافی 

j0وابستگی نـاچیزي بـه نـرخ جریـان اعمـالی       ξبزرگ 
   نشـان

  دهد.می

دهد که بـراي مقـادیر بـزرگ    ) همچنین نشان می10شکل (
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  ب)(                                                                           الف)(                            

  
  ج)(

maxبعد حداکثر، ضریب شدت تنش بی -10شکل 
IK صورت تابعی از پارامتربه ξ کروي شکل  ترین نقطه از ترك سطحی در ذرهدر عمیق

j0براي مقادیر مختلف 
 .max

IK هاي کامل و با در نظر گرفتن همه اندازه چرخهترین مقدار ضریب شدت تنش در طول یک نیممعرف بزرگ

a 25/0هاي سطحی با نسبت ابعاد: الف) ممکن براي ترك w a 5/0، ب) = w a 1و ج)  = w منظور مقایسه، نتایج تحلیلی است. به =

  پوسته نیز نشان داده شده است. -دست آمده بر اساس مدل هستهبه

  

دست آمده سازگاري مناسبی بـا نتـایج   ، نتایج عددي بهξ پارامتر

طـور  پوسته دارد. به -بینی شده بر اساس مدل هستهتحلیلی پیش

ξ 5/2مشخص براي   ازاي مقادیر مختلف در نظر گرفتـه  و به

aشده براي نسبت ابعاد ترك  w    اخـتلاف در مقـدار حـداکثر ،

دست آمده از حل عددي بر اسـاس مـدل   ضریب شدت تنش به

 -هـاي تحلیلـی حاصـل از مـدل هسـته     بینیمیدان فازي و پیش

 ـξدرصـد اسـت و بـا افـزایش      8پوسته محدود به  ن درصـد  ، ای

توان اینگونه توضیح داد یابد. این نتیجه را میاختلاف کاهش می

/بین دو فاز با نسبت  ، عرض ناحیهξکه با تغییر در مقدار  ξ1 

، عرض ناحیـه بـین دو   ξ. بنابراین با افزایش ]26[کند تغییر می

ه بـا  پوسـت  -فاز کاهش یافته و مدل میدان فازي به مـدل هسـته  

مرزي تیز، که در آن عرض ناحیه بین دو فاز دقیقـاً برابـر    ناحیه

حـال،  شـود. بـا ایـن   تـر مـی  شود، نزدیکصفر در نظر گرفته می

دهد که با کـاهش  ) نشان می10هاي ارائه شده در شکل (منحنی

ξ    یعنـی بـا کـاهش اخـتلاف     2و نزدیک شدن آن بـه مقـدار ،

ضـریب شـدت تـنش     غلظت در دو فاز، مقدار حـداکثر مطلـق  

j0وابستگی قابل توجهی به مقدار شدت جریان اعمـالی  
   داشـته

گیـرد. بـه  هاي تحلیلی ارائه شده فاصله میرو از جوابو از این

Δc 445/0، کـه نظیـر   =ξ 15/2ازاي مقـدار  عنوان نمونه، به = 

j0افـزایش   است، ضریب شدت تنش حـداکثر بـا  
  3تـا   1/0از 
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aهاي ابعادي ترك،براي همه نسبت w    52، بـه میـزان حـداقل 

 -10هـاي ( شـکل  عـلاوه از مقایسـه  یابـد. بـه  درصد افزایش می

گیـري کـرد   گونه نتیجهتوان اینج) می -10ب) و ( -10الف)، (

aکه با کاهش مقدار  w       ضـریب شـدت تـنش حـداکثر بـراي

هـاي بـه  بینییابد. این نتیجه با پیشهاي سطحی افزایش میترك

طـور کـه   پوسته، همان -دست آمده بر اساس مدل تحلیلی هسته

  ) آورده شده است، نیز سازگاري دارد.1در جدول (

  

 گیرينتیجه -6

هـاي سـطحی در   در این مطالعه، ضرایب شدت تنش براي ترك

کروي شکل تحت فرایند خـروج یـون    ذرات الکترود با هندسه

لیتیوم و در حضور پدیده جدایش فـازي بررسـی شـد. بـه ایـن      

منظور با استفاده از مدل میدان فازي، پروفیـل غلظـت و توزیـع    

دسـت  تنش در ذرات الکترود تحت فرایند خروج یون لیتیوم بـه 

هـاي  اده از پروفیل تـنش آمد. سپس ضرایب شدت تنش با استف

حاصل بر اساس مدل میدان فازي و بـه کمـک روش تـابع وزن    

ضرایب شـدت تـنش بـر اسـاس      منظور محاسبهمحاسبه شد. به

کروي شکل با ترك  ترك سطحی در ذره روش تابع وزن، مسئله

بعـدي تقریـب زده شـد و    سـه  بیضوي بر سطح یک صـفحه نیم

هــاي طــه از تــركتــرین نقضــرایب شــدت تــنش بــراي عمیــق

صـورت عـددي   بیضوي در طول فرایند خروج یون لیتیوم بـه نیم

پوسـته، روشـی    -محاسبه شد. همچنین با استفاده از مدل هسته

ضریب شدت تنش ارائه شد که به کمـک   تحلیلی براي محاسبه

هاي سطحی بـا  آن مقدار حداکثر ضریب شدت تنش براي ترك

دي مربوط به توزیع غلظت، اندازه دلخواه محاسبه شد. نتایج عد

توزیع تنش و همچنین ضرایب شدت تنش براي مقادیر متفاوتی 

از نسبت ابعاد ترك (نسبت قطر کوچک به قطر بزرگ ترك) در 

خروج یـون لیتیـوم ارائـه شـد و نتـایج عـددي        چرخهطول نیم

دست آمده بر اساس مدل میـدان  ضرایب شدت تنش حداکثر به

پوسـته مقایسـه    -ی حاصل از مدل هستهفازي نیز با نتایج تحلیل

  شد.
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