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تنش کوپل اصلاح شده، بررسـی شـده    با استفاده از تئوريمستطیلی و قطاعی، مدرج تابعی  غیرخطی میکرو/ نانوصفحه در این مقاله، خمش -چکیده

هاي غیرخطی و فرضیات فون کارمن، معـادلات تعـادل و شـرایط    منظور، ضمن استفاده از یک تئوري مرتبه بالاي برشی اصلاح شده و کرنشبدین ست.ا

یـابی نیمـه   مستطیلی و قطاعی محاسبه و ارائه شده و با استفاده از روش عددي درون صفحاتمرزي حاکم توسط روش اصل حداقل انرژي پتانسیل براي 

تـوان  هاي مرتبه بالاي برشی، مـی طرف کردن نواقص تئوريی استفاده شده، آن است که ضمن برتحلیلی حل شده است. از مزایاي تئوري تغییر شکل برش

، نتایج با دیگر هاي مرتبه اول و سوم برشی را نیز استخراج و نتایج را با یکدیگر مقایسه کرد. در ادامه، ضمن بررسی مزایاي این تئورياز آن پاسخ تئوري

ط مـرزي، ضـریب   ایاثرات پارامترهاي مقیاس طول، انواع شـر  ها با یکدیگر، در انتهاتحقیقات اعتبارسنجی شده است و ضمن بررسی مقایسه انواع تئوري

 .تابع توزیع توانی و ابعاد هندسی بررسی شده است
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Abstract: In this paper, nonlinear bending analysis of functionally graded rectangular and sectorial micro/nano plates is 
investigated using the modified couple stress theory. For this purpose, a higher-order shear deformation theory and von Kármán  
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geometrically nonlinear theory are employed. The equilibrium equations and the boundary conditions for rectangular and 
annular sector plates are derived from the principle of minimum total potential energy and solved using the Semi-Analytical 
Polynomial Method (SAPM). One of the advantages of the implemented shear deformation theory is removing the defects of 
higher order shear deformation theory, and obtaining the response of the first and the third-order shear deformation theories at 
the same time. Afterwards, beside investigating the benefits of this theory compared with other ones, the results are verified with 
those by other researches. At the end, the effects of length scale parameter, boundary conditions, power law index, and 
geometrical dimensions are investigated. 
 
Keywords: Nonlinear Bending, Modified Higher-order Shear Deformation Theory (MHSDT), Modified Couple Stress Theory, 

Functionally Graded Material (FGM), Semi-analytical Polynomial Method (SAPM). 
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  مقدمه -1

هـاي جدیـد بـا    سیستمتولید مواد، ابزارها و  ، توانمندي1نانوتکنولوژي

 از آنجـا کـه  است.  در دست گرفتن کنترل در سطوح مولکولی و اتمی

 متفـاوت  رفتار مواد در مقیاس نانو با آنچه در ابعاد مـاکرو وجـود دارد  

هـاي مختلفـی بـراي بررسـی رفتـار      دانشمندان تئوري، بنابراین است،

به کـارگیري نـانوذرات در تولیـد     ].1[ اندمواد در مقیاس نانو ارائه داده

تواند استحکام آن ماده را افزایش داده و وزن آن را کـم کنـد،   مواد می

مقاومت حرارتی و شیمیایی آن را بالا برده و واکنش آنها در برابر نـور  

و تشعشــعات دیگــر را تغییــر دهــد. همچنــین یکــی از کاربردهــاي  

وده که در آن نسـبت اسـتحکام   هایی بنانوکامپوزیتنانوذرات در تولید 

بـراي   2ایده مواد مـدرج تـابعی  یابد. به وزن ماده کامپوزیتی افزایش می

ژاپن به منظـور توسـعه نسـل جدیـدي از      در 1984ل اولین بار در سا

هـاي حرارتـی بـدون    که قادر به مقاومـت در محـیط  ، مواد کامپوزیت

دلیـل  بـه د مـدرج تـابعی،   در مـوا ]. 2[ تمرکز تنش هستند، مطرح شد

هـا  تنش، حرارتی و مغناطیسی پیوستگی موجود در خواص مکانیکی،
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کـه باعـث اسـتحکام مـاده      کـرده اي پیدا پیوسته و گرادیان آنها حالت

 واد،م ـایـن   تغییرات تدریجی خـواص در سـاختار  همچنین  .شوندمی

در صورتی کـه  ، شودمینیز هاي مختلف آن موجب استحکام بین لایه

عـدم  باعـث  ، فالیـا  هتداخل بین ساختارهاي زمین تی،در مواد کامپوزی

  ].2[ شودخواص مکانیکی می هماهنگی در

، امروزه تحقیقـات  نانو هايساختار یکیرفتار مکان یلتحل منظوربه

از  هــاي آزمایشــگاهیبســیاري انجــام شــده اســت. عــلاوه بــر روش

سـازي ترکیبـی   ، مـدل 3ي اتمـی سـاز مدلي مانند: سازمدلهاي روش

هـاي  ي مکانیـک محـیط  سازمدلو 4اتمی - پیوسته هايیک محیطمکان

. ]3[ شـود مـی مواد نیز استفاده براي بررسی رفتار مکانیکی نانو 5پیوسته

هـاي پیوسـته   در بررسی رفتار نانوسـاختارها، روش مکانیـک محـیط   

تري خواهد بود و دلیل این قضـیه  بندي سادهروشی مؤثرتر و با فرمول

بـر بـوده و کنتـرل    سـازي اتمـی هزینـه   شـبیه هاي این است که روش

ــانو بســیار مشــکل اســت آزمــایش  از ایــن رو، .]4[ هــا در مقیــاس ن

اثرات انـدازه در نظـر   یوسته که در آن پ هايیطمح یکمکان يسازمدل

 6کوپـل تنش  ي: تئوریرنظ یمختلف هايشامل روش یزند، شوگرفته می

 يتئـور ، ]6[ 7دهاصـلاح ش ـ  یکرنش ـ یـان گراد یسیتهالاست ي، تئور]5[

 یرموضــعیغ یســیتهالاست يو تئــور ]7[ 8اصــلاح شــده ش کوپــلتــن

هاي فوق، در این تحقیـق از تئـوري   . از میان روشاست ]8[ 9گنینار

تنش کوپل اصلاح شده استفاده شـده کـه مقـالات متعـددي در ایـن      

] با اصـلاح  9[یانگ و همکاران  2002زمینه ارائه شده است. در سال 

]، مینـدلین و تیرسـتن   10ل ارائه شده توسط تـوپین [ تئوري تنش کوپ

، مدل تنش کوپل اصلاح شده کـه  1964] در سال 12میندلین [و  ]11[

براي در نظر گـرفتن اثـرات    10تنها داراي یک پارامتر مقیاس طول ماده

کــه تئــوري تــنش کوپــل انــدازه اســت را پیشــنهاد کردنــد. در حــالی

در  همچنــین مــاده اســت. کلاسـیک داراي دو پــارامتر مقیــاس طــول 

هاي الاستیسیته کلاسیک، انرژي کرنشی فقط به تانسور کـرنش  تئوري

وابسته بوده، در صورتی که بر اساس تئوري تنش کوپل اصلاح شـده،  

 11انرژي کرنشی تابعی از تانسـور کـرنش و گرادیـان بـردار چـرخش     

ــل اصــلاح شــده روي  13[ ردي و کــیم .اســت ــرات تــنش کوپ ]، اث

ماده مدرج تابعی با استفاده از تئوري تغییـر شـکل مرتبـه    صفحاتی از 

، ]14[سیمسـک و همکـاران   سوم برشی را مورد بررسی قرار دادنـد.  

خمش استاتیکی تیـر تیموشـنکو بـا اسـتفاده از تئـوري تـنش کوپـل        

اصلاح شده را مورد تحلیل قرار دادند. در این تحقیـق ملاحظـه شـد    

میشـه بزرگتـر از مـواردي    خیز ایجاد شده توسط تئوري کلاسـیک ه 

خمـش  شـود.  است که توسط تنش کوپل اصلاح شـده محاسـبه مـی   

غیرخطی میکروصفحه دایروي براساس تئوري تـنش کوپـل اصـلاح    

مورد تحقیق قـرار گرفـت. نتـایج    ] 15[شده توسط وانگ و همکاران 

شده با تئوري تـنش کوپـل    سازيدهند که میکروصفحه مدلنشان می

نسبت به مـدل طراحـی شـده بـا      يذیري کمترپاصلاح شده انعطاف

ژیان لی و همکـاران   دارد.هاي پیوسته کلاسیک تئوري مکانیک محیط

]، شکل بسته معادلات خمـش اسـتاتیکی و ارتعاشـات آزاد یـک     16[

گـاه سـاده   میکروصفحه مستطیلی و قطاعی از ماده مدرج تابعی با تکیه

ر مقیاس طول مـاده، منجـر   د که پارامتدهارائه کردند. نتایج نشان میرا 

پذیري میکروصفحه، کاهش خیز و افـزایش بسـامد   به کاهش انعطاف

تحلیل خمش صفحه با مواد مـدرج تـابعی و تئـوري    شود. طبیعی می

مرتبه سوم برشی بـه همـراه اثـرات تئـوري تـنش کوپـل        تغییر شکل

مـورد   2018، در سـال  ]17[اصلاح شده توسط خراسانی و همکاران 

دهند که با در نظـر گـرفتن   گرفت. نتایج تحقیق نشان می پژوهش قرار

پارامتر مقیاس طول در تئوري تنش کوپل اصلاح شده، انعطاف پذیري 

 تري به دست خواهند آمد.صفحه کمتر شده و خیزهاي کوچک

در تحقیق حاضر، تحلیل خمش غیرخطـی میکـرو/ نـانو صـفحه     

س تئـوري تغییـر   قطاعی و مستطیلی از جنس مواد مدرج تابعی، براسا

و تئوري تنش کوپـل اصـلاح    12شکل مرتبه بالاي برشی اصلاح شده

بررسـی شـده    13یابی نیمه تحلیلیشده و همچنین روش عددي درون

است. معادلات تعادل و شرایط مـرزي حـاکم بـر صـفحه قطـاعی و      

هـاي غیرخطـی بـا    هاي فـوق و کـرنش  مستطیلی، با استفاده از تئوري

 ـ  کـل  ه روش اصـل حـداقل انـرژي پتانسـیل     فرضیات فون کـارمن، ب

در ادامه، ضمن بررسی مزایـاي تئـوري صـفحه     استخراج شده است.

یج با دیگر تحقیقـات انجـام شـده و اثـرات     نتا ذکر شده، اعتبارسنجی

و  14پارامترهاي مقیاس طول، شرایط مرزي، ضریب تابع توزیع تـوانی 

مشـابه   روش عـددي مـورد اسـتفاده    ابعاد هندسی بررسی شده است.

جـاي اسـتفاده از   روش مربعات دیفرانسیلی بوده، با این تفاوت که بـه 

اي اسـتفاده کـرده کـه    اي براي محاسبات، از مختصات گرهمقادیر گره
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امتیازات مختلفی در محاسـبات، از جملـه سـادگی روش نسـبت بـه      

ازات دیگر ایـن روش، در  روش مربعات دیفرانسیلی را دارا است. امتی

  وضیح داده خواهد شد.ت بخش مربوط

  

  روابط حاکم -2

منظـور تحلیـل رفتـار مکـانیکی     هاي مختلفـی بـه  امروزه تئوري

هـا،  گیرنـد. یکـی از ایـن تئـوري    صفحات مورد استفاده قرار می

جایی آن تئوري تغییر شکل مرتبه بالاي برشی بوده که تابع جابه

  شود.) بیان می1صورت رابطه (اي بهدر مختصات استوانه

)1(
  

w(r, )
u(r, , z) u (r, ) z f (z) (r, )

r
z w(r, )
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 
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u ،v  وw 0جایی و هاي بردار جابهمؤلفهu ،0v  0وw  هـاي  مؤلفـه

 و  ، عبـارات  )1(جایی صفحه میانی هستند. در رابطه جابه

   هستند. r و ترتیب معرف چرخش المان حول محور به

 و 18[ از تئوري فوق در تحقیقات مختلفـی اسـتفاده شـده اسـت    

]، اما ایرادي که این تئوري دارد آن است کـه شـرط مـرزي آزاد را    19

دسـتجردي   2017کند. براي رفع این ایراد در سال خوبی برقرار نمیبه

برشی اصلاح شـده را   ] تئوري تغییر شکل مرتبه بالاي18و همکاران [

  صورت زیر است.جایی آن بهارائه کردند که تابع جابه

)2(

  

u(r, , z) u (r, ) z (r, ) f (z) (r, )

v(r, ,z) v (r, ) z (r, ) f (z) (r, )
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منظور حل مشکلات ذکر شده در مورد تئـوري  در این تئوري به

,w(rمرتبه بالاي برشی، توابع چـرخش   )

r

 


,w(rو   ) 


بـا دو   

,r)سته تابع غیرواب )   و(r, )  .جایگزین شده است  

f (z)  تابع توزیع نیروي برشی در راستاي ضخامت صفحه بوده که در

  ].20مراجع مختلف توابع گوناگونی براي آن در نظر گرفته شده است [
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هاي الاستیسـیته کلاسـیک، انـرژي کرنشـی فقـط بـه       در تئوري
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براي تعیین معادلات تعـادل و شـرایط مـرزي از اصـل حـداقل      

کـل   انرژي پتانسـیل  شود. اگر استفاده میکل انرژي پتانسیل 

کار انجام شـده در اثـر     و انرژي کرنشی سیستم Uسیستم، 

 هاي خارجی باشد، براسـاس اصـل حـداقل انـرژي پتانسـیل     بار

وقتی سیستمی در حال تعادل است که تغییرات انرژي پتانسیل کل

  کل آن صفر باشد.
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در این تحقیق مـاده مـدرج تـابعی در نظـر گرفتـه شـده اسـت.        

  صورتتغییرات خواص در راستاي ضخامت به
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  ].24[در نظر گرفته شده است 

 nو ترتیب مدول یانگ سـرامیک و فلـز بـوده    به mEو  cEکه 

سـاخته   ) یـک صـفحه  2ضریب تابع توزیع توانی است. شکل (

  دهد.نشان می از مواد مدرج تابعی را شده



  و مهرداد جبارزاده انیمحمد هاشم

        

  49  1400، تابستان 1، شماره 40هاي عددي در مهندسی، سال روش

 
  ]26مواد مدرج تابعی [هندسه صفحه از جنس  -2شکل 

  

 

  ها در هندسه صفحه مستطیلی و قطاعیتوزیع گره گاه گیردار، ساده و آزاد وصورت تکیهتوصیف شرایط مرزي قطاع و مستطیل به -3شکل 

  

شرایط مرزي که در این تحقیق مـورد بررسـی قـرار گرفتـه بـه      

 17آزاد و 16، گیـردار 15گاه سـاده ) که شامل تکیه3صورت شکل (

  قطاعی و مستطیلی نشان داده شده است. بوده، براي صفحات

  

  روش عددي -3

صورت غیرخطی هسـتند، راه حـل   از آنجا که معادلات تعادل به

دسـت آمـده   تحلیلی براي حل معادلات بـا مشـتقات جزئـی بـه    

از یـک روش عـددي و یـا نیمـه     بایـد  وجود نداشـته، بنـابراین   

در روش حـل عـددي    ده شود.تحلیلی براي حل معادلات استفا

توسـط   2017یابی نیمه تحلیلی که براي اولین بار در سال درون

هـر متغیـري در معادلـه    ] مطرح شد، 18[دستجردي و همکاران 

بنـدي،  یاب، بسته به توزیع نقاط گرهدیفرانسیل توسط یک درون

  شود.  تخمین زده می

ات یابی نیمه تحلیلی مانند روش مربعدر روش عددي درون

شود که برخلاف روش یاب استفاده میدیفرانسیلی از یک درون

اي بـوده، چنـد   مربعات دیفرانسـیلی کـه براسـاس مقـادیر گـره     

شـود کـه باعـث    اي پیشنهاد مـی اي براساس مختصات گرهجمله

ایجــاد امتیــازات مختلفــی در حــل خواهــد شــد و هــر معادلــه  

م معـادلات  اي از سیسـت یا مجموعه دیفرانسیل با مشتقات جزیی

دیفرانسیل جزئی به سـادگی و بـه سـرعت بـا توجـه بـه انـواع        

]. از امتیـازات ایـن   21مختلف شرایط مرزي قابـل حـل اسـت [   

توان روش آن است که ضمن سادگی آن براي حل معادلات، می

] را حل کرد. بـراي  25به کمک آن مسائل با شرط مرزي متغیر [

اي بتدا یک چند جملـه یک معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی، ا

نیوتن و بـا توجـه    -براي ضرایب مجهول براساس ضرایب خیام

همچنـین  شـود.  ها در هـر راسـتا درنظرگرفتـه مـی    به تعداد گره

اي انجام شده که اساس مختصات گرهاین روش بریابی در درون

 یـابی . در روش عددي درونشودتر معادلات میباعث حل ساده

Boundary conditions: CSFS 
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طور تابع دو متغیـره  ه دیفرانسیل و همینیمه تحلیلی، یک معادلن

صـورت زیـر   اي بـه در نظر گرفته شده که در مختصات اسـتوانه 

  شوند:بیان می
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 rها در راسـتاي  گرهترتیب تعداد به Mو  N)، 20در رابطه (

) معـادلات  19) در رابطه (20هستند. با جایگذاري رابطه ( و 

دیفرانســیل جزئــی بــه معــادلات جبــري تبــدیل خواهنــد شــد. 

مجهـول کـه در    M.Nمعادلـه جبـري و    M.Nبنابراین، تعداد 

ــوع  ــی aiمجم ــده م ــرض   نامی ــا ف ــت. ب ــواهیم داش ــوند خ ش

a ,...,M.Ni 1) جـایی  یاب میدان جابهتوابع درون) 21، در رابطه

هـا  ) توزیـع گـره  3صورت رابطه زیر بیان خواهند شد. شکل (به

  دهد.در هندسه صفحه مستطیلی و قطاعی را نشان می
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 نتایج عددي -4

براي تعیین نتایج عددي، یک صفحه قطاعی و مستطیلی از مـواد  

، مـدول یانـگ سـرامیک و فلـز     hمدرج تابعی با ضخامت ثابت 

c ترتیــببــه ME /  GPa, E /  GPa 14 4 1 بــار یکنواخــت  44

q  P a ر نتخاب این مقـادی در نظر گرفته شده است. دلیل ا 1

سنجی نتایج صفحه قطاعی و مسـتطیلی  این است که براي اعتبار

سایر پارامترها  ] استفاده شده است.26 و 24[ترتیب از مراجع به

  به شرح زیر هستند:
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ها بر نتایج در در ابتدا جهت بررسی دقت روش، تأثیر تعداد گره

شود که با افزایش تعـداد  . ملاحظه میست) ارائه شده ا4( کلش

بعد از گره هفتم به بعد تقریباً ثابـت شـده،   ها، مقدار خیز بیگره

در نظر  و  rراستاي لذا در این تحقیق هفت گره در راستاي 

  گرفته شده است.

بعد نسبت بـه ضـریب   نمودار تغییرات خیز بی) 5( شکلدر 

پارامتر مقیاس طول رسـم  براي مقادیر مختلف تابع توزیع توانی 

شود که در ضرایب توزیع توانی شده است. از نتایج ملاحظه می

کنـد، تغییـر پـارامتر    کوچک که ماده به سمت سرامیک میل مـی 

مقیاس طول تأثیر چندانی بر نتایج ندارد. اما با افـزایش ضـریب   

پذیري مـاده) تـأثیر تغییـرات    (افزایش انعطاف یتابع توزیع توان

تـوان  شـود. در ادامـه مـی   پارامتر مقیاس طول بر نتایج بیشتر می

در یک ماده مـدرج   یافت که با افزایش ضریب تابع توزیع توانی

کنـد. بـه   بعد صفحه نیز افزایش پیـدا مـی  تابعی، حداکثر خیز بی

ت فلز کامـل میـل   تر بوده یا به سمعبارت دیگر هر چه ماده نرم

کند (با توجه به تابع توزیع توانی)، افزایش خیز مشهودتر است. 

همچنین تأثیر افزایش پارامتر مقیاس طول در شرایط با درجـات  

  زادي بالاتر بیشتر خواهد بود.آ

 اتبعـد صـفح  براي بررسی دقت نتایج ارائه شده، حداکثر خیز بی

ابعی تحت بار گسـترده  از مواد مدرج تساخته شده قطاعی و مستطیلی 

q یکنواخت  P a ] 26 و 24[بررسی شده و بـا نتـایج مراجـع     ،1

از تئـوري تغییـر شـکل    ترتیـب  بهمقایسه شده است. در مقالات فوق 

هاي غیرخطی و تئوري تنش کوپـل اصـلاح   مرتبه اول برشی با کرنش



  و مهرداد جبارزاده انیمحمد هاشم
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  بعد برحسب تغییرات تعداد گره براي شرایط مرزي ساده و مقادیر مختلف پارامتر ز بیتغییرات حداکثر خی - 4شکل 

  یلی (رنگی در نسخه الکترونیکی)مستطمقیاس طول در الف) صفحه قطاعی و ب) صفحه 

  

              

  عی براي مقادیر مختلف پارامتر برحسب تغییرات ضریب تابع توزیع توانی ماده مدرج تاب بعدتغییرات حداکثر خیز بی - 5شکل 

  مقیاس طول در الف) صفحه قطاعی و ب) صفحه مستطیلی (رنگی در نسخه الکترونیکی)

  

بـراي  بعد شده استفاده شده است. همچنین در ارائه نتایج، خیز بی

صورت ] به24قطاعی [ صفحه
wE hcw*
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ذکر است که شرط مـرزي انتخـاب شـده در    شود. لازم بهبیان می

  .)2و  1 هايساده در نظر گرفته شده است (جدولنیز این حالت 

بعـد صـفحه، تحـت بـار     ) نمودار تغییرات خیز بـی 6شکل (

q گسترده یکنواخت  Pa1    نسبت به پـارامتر مقیـاس طـول را ،

شود با افزایش پـارامتر مقیـاس طـول،    دهد. مشاهده میمی نشان

شـود.  بعـد کـم مـی   پذیري صفحه کاهش یافته و خیز بیانعطاف

شود هـر چـه درجـه آزادي شـرط مـرزي      همچنین ملاحظه می

گاه گیردار)، تأثیر افزایش پـارامتر مقیـاس   (مانند تکیهکمتر شود 

در حالـت  بعد کمتر اسـت، در حـالی کـه    طول بر روي خیز بی

گاه آزاد خیز با شیب تندتري کاهش یافتـه و تـأثیر پـارامتر    تکیه
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 ] 24[بعد صفحه قطاعی در تحقیق حاضر و مرجع مقایسه خیز بی -1 جدول

E h wcw*
( q( )(r r ) )o i

 
 

3 3102 412 1
 

 منبع  o i

h

(r r )
 

01/0  05/0  1/0 



6
  

  5160/2  3984/2  3620/2  تحقیق حاضر

  4998/2  3806/2  3424/2  ]24[مرجع 



4
  

  6295/5  4540/5  4013/5  تحقیق حاضر

  6481/5  4649/5  4063/5  ]24[مرجع 



3
  

  2998/8  0524/8  9880/7  تحقیق حاضر

  2998/8  0766/8  0051/8  ]24[مرجع 

 .نکته: ضریب تابع توزیع توانی صفر در نظر گرفته شده است

  

 ]26[در تحقیق حاضر و مرجع  با ضریب تابع توزیع توانی متفاوت بعد صفحه مستطیلی از ماده مدرج تابعیمقایسه خیز بی -2 جدول

h

a
  مقیاس طولپارامتر  

0 n=    1 n=  

  ]26[مرجع   تحقیق حاضر   ]26[مرجع   تحقیق حاضر

1/0  0  4385/0  4415/0    8601/0  0205/1  

  2/0  3775/0  3844/0    7325/0  8567/0  

  4/0  2733/0  2775/0    5125/0  5798/0  

  6/0  1885/0  1906/0    3461/0  3790/0  

  8/0  1325/0  1335/0    2409/0  2573/0  

  1  0967/0  0972/0    1751/0  1838/0  

2/0  0  5098/0  5147/0    0015/1  1536/1  

  2/0  4389/0  4479/0    8464/0  9685/0  

  4/0  3179/0  3250/0    5909/0  6599/0  

  6/0  2226/0  2268/0    4073/0  4395/0  

  8/0  1604/0  1631/0    2900/0  3073/0  

  1  1209/0  1230/0    2178/0  2279/0  

  

   یابد.بعد نیز افزایش میمقیاس طول بر روي خیز بی

مرتبه بالاي برشی اصلاح  تغییر شکلاز دیگر مزایاي تئوري 

طوري شده این است که این تئوري یک حالت عمومی داشته به

جـایی  توان به توابـع جابـه  جایی آن میکه با استفاده از تابع جابه

رو، از این]. 18[هاي مرتبه اول و سوم برشی دست یافت تئوري

ه در تئوري مرتبه بالاي برشی اصـلاح شـده مقـدار تـابع     چنانچ

گرفتـه  توزیع نیروي برشی در راستاي ضـخامت صـفر در نظـر    

f( شود (z)  دسـت آمـده مربـوط بـه     جایی به)، میدان جابه0

fتئوري مرتبه اول برشی و اگر  ( z ) z باشد، مربـوط بـه    3

ــود تئــوري مرتبــه ســوم ب ) 7شــکل (در  ].18[رشــی خواهــد ب

هاي مختلف ضخامت به نسبت برايبعد صفحه تغییرات خیز بی

هاي مختلف (مرتبه اول، سـوم و مرتبـه   اختلاف شعاع و تئوري

قطـاعی و مسـتطیلی    صـفحات بالاي برشی اصلاح شده) بـراي  

مـی گونه که انتظـار  همان ها. باتوجه به نمودارشده استبررسی 

هاي مرتبه اول و سـوم و  هاي کم نتایج تئوريت، در ضخامرود

مرتبه بالاي برشی اصلاح شده تقریباً بر هم منطبق بوده ولـی بـا   

گیرند، که ایـن  ها از هم فاصله میافزایش ضخامت، نتایج تئوري

هاي مرتبه بـالاي برشـی را بـا    موضوع اهمیت استفاده از تئوري
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در الف) صفحه قطاعی و شرایط مرزي مقادیر مختلف بعد برحسب تغییرات پارامتر مقیاس طول براي کثر خیز بیتغییرات حدا - 6شکل 

  (رنگی در نسخه الکترونیکی) ب) صفحه مستطیلی

  

            

   ح شده)هاي مختلف (مرتبه اول، سوم و مرتبه بالاي اصلاو تئوري بعد براي ضخامتتغییرات حداکثر خیز بی - 7شکل 

  در الف) صفحه قطاعی و ب) صفحه مستطیلی (رنگی در نسخه الکترونیکی)

  

همچنین تئوري مرتبه اول برشی دهد. ضخامت نشان میافزایش 

اي اسـتفاده شـده و تـا محـدوده     18براي صفحات نسـبتاً ضـخیم  

خاص از نسبت ضخامت به شعاع قطـاع و ضـخامت بـه طـول     

تـر  و زمـانی کـه تئـوري دقیـق    مستطیل نتایج بر هم منطبق بوده 

ها داراي اختلاف شده و از یـک  ها با سایر تئوريشود، پاسخمی

هـاي تئـوري مرتبـه اول برشـی داراي خطـا      حدي به بعد پاسخ

 خواهند شد.
  

بعـد صـفحه   ) نمودار تغییرات حـداکثر خیـز بـی   8در شکل (

نسبت به پارامتر مقیاس طول با توابع متفاوت توزیع نیروي برشی 

fراستاي ضخامت (در  ( z ترسـیم شـده    ]22 و 1 2، 7، 5، 4)[(

hاست. مشتق اول توابع فوق در بالا و پایین صـفحه ( 


2
) صـفر  

hشده و بدین معنی است که شرط مرزي تـنش برشـی در (  


2
 (

شـود  ع مختلف، ملاحظه میشود. همچنین با انتخاب توابارضا می

  شود.تفاوت چندانی در نتایج دیده نمی

قطـاعی و مسـتطیلی    اتبعـد صـفح  تغییرات خیز بینمودار 

  برحسب تغییرات نسبت ضخامت به اختلاف شعاع قطاع و طول 

*
W  *

W 
*

W *
W 

L(nm)  L(nm) 

 (h/ro-ri)  (h/ro-ri) 

 )الف( )ب(

 )ب( )الف(
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براي  ])22، 21، 7، 5، 4([اوت توزیع نیروي برشی بعد برحسب تغییرات پارامتر مقیاس طول با توابع متفتغییرات حداکثر خیز بی - 8شکل 

  مقادیر متفاوت شرایط مرزي در الف) صفحه قطاعی و ب) صفحه مستطیلی (رنگی در نسخه الکترونیکی)

  

           

در  بعد صفحه قطاعی برحسب تغییرات نسبت ضخامت به اختلاف شعاع در حالت خطی و غیرخطیتغییرات حداکثر خیز بی - 9شکل 

   الف) صفحه قطاعی و ب) صفحه مستطیلی (رنگی در نسخه الکترونیکی)

  

الـف و ب)   9مستطیل در حالت خطی و غیرخطـی در شـکل (  

با افـزایش نسـبت ضـخامت بـه اخـتلاف       نشان داده شده است.

شعاع و همچنین نسـبت ضـخامت بـه طـول مسـتطیل، از یـک       

ه هم هاي حالت خطی و غیرخطی بمحدوده خاص به بعد پاسخ

بعـد  شوند. همچنین بـا افـزایش ضـخامت، خیـز بـی     نزدیک می

هاي غیرخطی کرنش بر نتایج کاهش کاهش یافته و تأثیر عبارت

یابد. لذا با کاهش خیز، اختلاف تحلیل خطی و غیرخطی کم می

تـوان نتیجـه   شود. لازم به ذکر است که با توجه به شکل مـی می

oگرفت از حدود نسبت  ih r r / 0 نتـایج تحلیـل خطـی و     2

  غیرخطی تقریبا با یکدیگر برابرند.

  

 گیريبحث و نتیجه -5

در تحقیق ارائه شده، معادلات تعادل و شـرایط مـرزي حـاکم بـر     

از مواد مدرج تـابعی بـر   ساخته شده صفحات قطاعی و مستطیلی 

مرتبه بالاي برشی اصلاح شـده و تـنش    تغییر شکلمبناي تئوري 

روش اصل حداقل انرژي پتانسیل با در نظـر  ح شده بهکوپل اصلا

*
W 

*
W 

*
W 

*
W 

L(nm) L(nm) 

 (h/ro-ri)  (h/ro-ri) 
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هاي غیرخطی و فرضیات فـون کـارمن اسـتخراج و    گرفتن کرنش

همچنـین  یابی نیمه تحلیلی حل شده اسـت.  به روش عددي درون

دست آمده با نتایج براي بررسی دقت روش مورد استفاده، نتایج به

ا تحقیق فـوق  دیگر تحقیقات مقایسه شده، که تطابق خوب نتایج ب

  شود:دهد. با توجه به نمودارها مشاهده میرا نشان می

بعد صفحه، با انتخاب با افزایش پارامتر مقیاس طول، خیز بی –

 یابد.هر نوع شرط مرزي کاهش می

تـر (درجـه آزادي   هر چه صفحه از نظر شرط مرزي منعطف –

بیشتر) باشد، تأثیر افـزایش پـارامتر مقیـاس طـول بـر خیـز       

کـاهش خیـز بـا تغییـر شـرط مـرزي از       یشتر است. بعد ببی

گاه گیردار به سـاده و سـپس آزاد شـیب بیشـتري پیـدا      تکیه

ترتیـب  کند. به بیان دیگر خیز صفحه در شرایط مرزي بهمی

 کند.تغییرات بیشتري را تجربه می گیردار، ساده و آزاد دامنه

در ضرایب توزیع توانی کوچک که ماده به سـمت سـرامیک    –

کند، تغییر پارامتر مقیاس طول تأثیر چندانی بر نتایج یمیل م

ندارد. در حالی که با افزایش ضریب تابع توزیع توانی، تأثیر 

 شود.تغییرات پارامتر مقیاس طول بر نتایج بیشتر می

تئوري تغییر شکل مرتبه بـالاي برشـی اصـلاح    با استفاده از  –

 توان شرط مرزي آزاد را برقرار کرد.شده می

هاي مرتبه بالاي برشی بـا افـزایش   یت استفاده از تئورياهم –

ــایج تئــوري    هــا از هــم فاصــلهضــخامت بیشــتر شــده و نت

 گیرند.می

بعد کاهش یافته و با افزایش در ضخامت نانوصفحه، خیز بی –

یابـد.  هاي غیرخطی کرنش بر نتایج کـاهش مـی  تأثیر عبارت

  لذا با کاهش خیز، اختلاف تحلیـل خطـی و غیرخطـی کـم    

 شود.می
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  پیوست

هاي غیرخطی فون کارمن، معادلات میدان جابجایی، کرنش

تعادل با استفاده از تئوري تغییرشکل مرتبه بالاي برشی اصلاح 

کمک تئوري تنش کوپل اصلاح شده در مختصات شده به

  شوند:صورت زیر بیان میکارتزین به
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f (z)zz x y x y

w v u w
xy y z x zy x

w

y xy

f (z)

       
    
 
      
    
 
      

      
     
    
      
      

  
  

 






1

1

1 1

1 1

2
1 0
2

2
1 0
2

1

2

2 2 2 21
2

2 22

2
0

21

2 w

x y x

v w u v
xz z y x yz x

u
f (z) z

x y x y x

v
f (z)

x yx x

u w
yz zz

 
 
 
 
  
       
    
      
      
             
        
          

      

 
  

 

1 1

2
0

2

2 2 2 21
2

2 22

2 2 2
0

21

22 2 2
0
2 2

2 21
2

22

v u

x y x y

v
f (z) z

y x y x y

u
f (z)

y xy y

  
   
    
             
        
          

      

1 1

2 2

2

2 2 2
0

21

22 2 2
0
2 2

  
  (ج)

 

   

   

   

   

     

 

 

N Nx xyx y

Y Yxz yzx y y

N Ny xyy x

Y Yyz xzy x x
w w

N N Qx xy xx x y

w w
N N Qy xy yy y x

Y Y Yx y xyy x x y y

Y q(z)xy
x

M Y M Y

u :

v :

w :

: x xy xyx y

 
  
 

 
 

  
 

  
 

 
 

  
   

    
   

   
   

   

  
  

    


 


 

   
 







1

2 2
0

2

2 2
0

2

2 2 2

0

0

2

0

2

0
2

 

   

   

   

   

   

   

   

Yy z

H H Qxz yz xx y y

R P R P Px xy xy y zx y

S S R Gxz yz xz yzx y y

M Y N Y Yy xy xy x zy x

H H Qyz xz yy x x

R P R P Py xy xy x zy x

S S R Gyz xz yz xzy x x

:

:

:

 

 
  

  
 

     
 

 
   

  
 

    
 

 
  

  
 

     



 

 
   

 









1

2 2
0

2

2 2
0

2

2 2
0

2

2 2
0

2

  

  (د)

  

simply:

clamped:

u v w M Y
x xy

R P Y H S           x x ,x
x xy xz xz xz i o

u v w M Y
y xy

R P Y H S           y y ,y
y xy yz yz yz i o

u v w           x x ,x
i o

u v w       

      

     

      

     

        

       

1

1

1 1

1 1

0 0 0
0

0 0 0
0

0
0 0 0

0
0 0 0

    y y ,y
i o


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free:

N N (Y ) (Y )
x xy xz yzx y

w w
N N Q (Y )

x xy x yx y y

(Y ) M Y R Pxy x xy x xyx

M Y Y (H )         x x , xxy x z xz i ox

(H ) R P P (S )yz xy x z xzy x

(S ) Y Y Y H Syz x xy xz xz xzy

N N (Y ) (Y )y xy xz yzx y
w

Ny

 
   

 
  

   
  


    




   


 
     
 


     


 

   
 



0

w
N Q (Y )xy y xy x x

(Y ) M Y R Pxy y xy y xyy

M Y Y (H )           y y , yxy y z xz i ox

(H ) R P P (S )yz xy y z xzy x

(S ) Y Y Y H Syz y xy yz yz yzy

 
   

  


    



   


 

     
 


     


0

  

  (ه)


