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ت صورت عددي مورد بررسی قرار گرفته است. با توجه بـه ضـخام  اي غیرهمگن در صفحه بهدر این مقاله تحلیل خمش ورق کامپوزیت لایه -چکیده

شود. معادله دیفرانسیل حاکم بر تعادل مسئله گیرد استفاده میصورت خطی در نظر مینسبتاً زیاد، از تئوري میندلین که تغییر شکل برشی در ضخامت را به

اسـتفاده نیـز از جـنس    هاي مـورد  شف نوع اول بوده و وزنهاي چبیايشود. توابع پایه براي تخمین پاسخ، چند جملهصورت انتگرال وزنی ارضاء میبه

صـورت ترکیـب خطـی    بندي در یک ناحیه مجازي مستطیلی در برگیرنده سطح ورق، امکان محاسبه انتگرال وزنی بـه توابع نمایی هستند. با توسعه فرمول

هـایی از ورق  ئـه شـده، مثـال   سنجی روش ارامنظور صحتبرد. بهبعدي و نرمال شده وجود دارد که سرعت عملیات را بسیار بالا میتعدادي انتگرال یک

هاي حاصـل  دست آمده با جوابگاهی مورد بررسی قرار گرفته است. نتایج بهگیري الیاف و شرایط تکیهاي همگن و ناهمگن با انواع جهتکامپوزیت لایه

 .دهدنشان میافزارهاي تجاري تطابق خوبی دارد که کارایی روش پیشنهادي را هاي تحلیلی و نیز حل عددي از نرماز روش
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Abstract: In this paper, static analysis of in-plane heterogeneous laminated composite plates is numerically studied. The 
Mindlin’s theory which considers linear transverse shear deformation has been implemented. The governing partial differential 
equation is satisfied by a weighted residual integration. Chebyshev polynomials of the first kind are used as basis functions and 
exponential functions make up the weight functions of the integration. The emerging integrals may be composed of some pre-
evaluated 1D normalized ones, which effectively paces up the solution progress. To verify the method, several examples of  
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homogeneous as well as heterogeneous plates with various lamination schemes and boundary conditions have been solved. 
Results are compared with those from the literature or by commercial codes, which reveal excellent accuracy of the proposed 
method. 
 
Keywords: Equilibrated basis functions, Moderately thick plate, Heterogeneous, Composite, Chebyshev. 
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  مقدمه -1

با توجه به پیشرفت صنعت، ساخت و تحلیل مصالح با مقاومـت  

هـا و خـوردگی مـورد توجـه قـرار گرفتـه       مناسب در برابر تنش

تـرین مصـالحی   تـوان از مهـم  هاي کامپوزیت را مـی است. ورق

دانست که در صنایع با تکنولوژي بالا همانند هوافضـا، خـودرو،   

گیرنـد.  فاده قـرار مـی  سازي و مهندسی پزشکی مورد اسـت کشتی

دهـد  هاي متشکل از اعضاي پوسته مانند نشان مـی بررسی سازه

ها در آنها ثابت نیسـت،  که همواره الگوي بزرگی و راستاي تنش

توان با ایجـاد تغییـر در مـدول الاستیسـیته یـا ضـخامت       لذا می

ساختاري در صفحه، سـازه را از نظـر اقتصـادي بهینـه کـرد. از      

ــن ــعه روشای ــل ورق رو توس ــراي تحلی ــب ب ــاي مناس ــاي ه ه

  کامپوزیت داراي ناهمگنی در صفحه موجه و لازم است.

مواد کامپوزیت از تلفیق دو یا چند ماده با خواص فیزیکی و 

ــده   ــکیل ش ــزا تش ــانیکی مج ــاربردترین  مک ــه پرک ــد. از جمل ان

هاي مورد استفاده در صنعت، مواد الیـافی هسـتند کـه    کامپوزیت

تر در راستاي الیاف نسبت به راسـتاي عمـود   دلیل مقاومت بالابه

بر آنها، رفتاري مشابه با مـواد ارتوتروپیـک دارنـد. از روي هـم     

هاي متعـدد ایـن مـواد بـا زوایـاي متفـاوت الیـاف،        گذاري لایه
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 نمایی از ورق کامپوزیت غیرهمگن در صفحه -1شکل 

  

دگی آید. با توجه به پیچی ـاي به دست میساختار کامپوزیت لایه

هاي متعددي براي بررسی در خواص مکانیکی و فیزیکی، روش

اي از ) نمونه1شده است. شکل ( هرفتار این نوع مواد توسعه داد

  دهد. هاي کامپوزیت غیرهمگن در صفحه را نمایش میورق

هاي فیزیکی تابعی از قـوانین ریاضـی هسـتند؛ در    تمام پدیده

م بـر رفتـار آنهـا قابـل     بسیاري از موارد معادلـه دیفرانسـیل حـاک   

استخراج است که تحت شرایط خاصی داراي حل دقیـق هسـتند.   

معادلات حاکم بر اصول مهندسی، عموماً  پیچیدگیدلیل تنوع و به

هاي عددي حل معادلات راه عملی براي حل آنها استفاده از روش

  1هــا، روش اجــزا محــدوددیفرانســیل اســت. در بــین ایــن روش

دترین شیوه درحل مسائل مکانیـک جامـدات   ترین و پرکاربرقوي

هـا کـه در   اي از المـان است که در آن، دامنه مسـئله بـا مجموعـه   

شـوند. بـا وجـود    مدلسازي مـی  هستند تعدادي گره به هم متصل

آن باعـث   هاي ذاتـی ویژگیتوانایی روش اجزا محدود، بعضی از 

طور مشـخص  شود. بهطولانی شدن و کاهش دقت حل مساله می

دلیل استفاده از تقریبات مرتبه پایین (عموماً خطی یـا  روش بهاین 

پیوسـتگی   بـالا و هـاي بسـیار   مرتبه دو) قادر به دستیابی به دقـت 

  جایی (برش و لنگر) نیست.  کافی خصوصاً در مشتقات توابع جابه

هاي مبتنی بر شبکه همانند روش اجزاء محدود، در کنار روش

کار گرفت. از مزایاي ایـن  را نیز به هاي بدون شبکهتوان روشمی

توان به سرعت بالاي حل، کـاهش هزینـه محاسـبات،    ها میروش

نرخ همگرایی بالاتر، توانـایی ارائـه حـل بـا درجـات بـالاتري از       

هـاي بـزرگ اشـاره کـرد.     پیوستگی و سازگاري بهتر با تغییرمکان

همچنین در بعضـی از مسـائل ویـژه همچـون ناپیوسـتگی تـرك،       

تـنش بهتـر از    هـاي میدانهاي بدون شبکه در ارائه د روشعملکر

توان بـه دو  هاي بدون شبکه را میروش اجزا محدود است. روش

هاي بدون شـبکه  دسته محلی و مرزي تقسیم کرد. از جمله روش

را  2توان روش بدون شبکه گالرکینمحلی در حل مسائل ورق می

صـورت  دریشله بـه  . در این روش امکان ارضاء شرایط]1[ نام برد

مستقیم فراهم نبوده و بنابراین در فرم ضـعیف وزنـی گـالرکین از    

شود. لـزوم اسـتفاده از   ضرایب لاگرانژ براي این منظور استفاده می

شبکه المان پس زمینه براي محاسبه انتگرال عـددي از سـرعت و   

کاهـد. آتلـوري روش بـدون شـبکه پتـرو      سهولت این روش مـی 

کـه بـر خـلاف روش قبـل، صـورت       ]2[ کـرد  را ابداع 3گالرکین

ضعیف معادلات حاکم را در محدوده پیرامـون یـک گـره اعمـال     

هاي بـدون شـبکه مـرزي    هاي فوق، تکنیککند. در کنار روشمی

هـاي اسـتفاده   عنوان روشها بهاند. این تکنیکنیز مورد توجه بوده

ارضـاي   شوند. فرایند حل توسط آنهـا، از توابع پایه نیز شناخته می

دقیق معادله با انتخاب مناسب توابـع پایـه تشـکیل دهنـده سـري      

پاسخ تقریبی، و سپس اعمال شـرایط مـرزي بـه ترکیـب مـذکور      

هـاي  منظور برآورد ضرایب مجهـول آن اسـت. از جملـه روش   به

. اسـاس  ]3[ اشاره کرد 4توان به روش ترفتزبدون شبکه مرزي می

هـاي حـل   اي از پایـه هکار در این روش تخمین پاسخ با مجموع ـ

است که قادر به ارضاي دقیق صورت همگـن معادلـه دیفرانسـیل    

هـاي ایـن روش عـدم توانـایی در حـل      هستند. از جملـه کاسـتی  

معادلات با ضرایب متغیر و همچنین محدودیت در انتخاب توابـع  
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پایه صدق کننده در صورت همگن معادله دیفرانسیل است. روش 

وش بدون شبکه مرزي است کـه ابتـدا   نیز یک ر 5هاي اساسیحل

. در ایـن روش حاصـل   ]4[توسط الکسیدزه و کوپرادزه ارائه شد 

هاي جواب همگن برابر بـا  اعمال اپراتور معادله دیفرانسیل بر پایه

تابع دلتاي دیراك بـه مرکزیـت خـارج از محـدوده حـل در نظـر       

شود تا پایه حاصل درون ناحیه حـل در عملگـر معادلـه    گرفته می

هـا کـه بـه توابـع     صدق کند. لازم به ذکر است که یافتن این پایـه 

ساده نبوده و در کلیه حالات موجود نیستند.  هستند گرین معروف

در اقدامی جایگزین برومند و همکاران با استفاده از سري متشکل 

از توابع پایه نمایی، یک روش بدون شبکه محلی را توسعه دادنـد  

فرانسیل از روابط صریح در عبارت توان که براي ارضاي معادله دی

 ]. از6 و 5کنـد [ میتابع نمایی در قالب معادلات مشخصه استفاده 

این رو روش مذکور صرفاً قادر به برآورد معادلات دیفرانسـیل در  

هاي همگن (داراي ضرایب ثابت مادي) اسـت. در راسـتاي   محیط

عی کـه  هاي توابع پایـه یعنـی نیـاز بـه تـواب     رفع محدودیت روش

طـور دقیـق ارضـا کننـد،     صورت همگن معادله دیفرانسـیل را بـه  

کردنـد  نورمحمدي و برومند ایده توابع پایه متعادل شـده را ارائـه   

این شیوه برآوردن فـرم انتگـرال وزنـی صـورت      ]. نگرش8 و 7[

  جاي ارضـاي دقیـق آن اسـت. حاصـل ایـن کـار      همگن معادله به

عادلـه را در شـکل   هاي جدیدي است کـه صـورت همگـن م   پایه

  عنوان توابع پایه متعادل شده شناختهانتگرال وزنی ارضا کرده و به

هاي توابـع  هاي جدید مشابه سایر روششوند. روند حل با پایهمی

کارگیري توابع مـذکور در حـل   پایه است. هدف تحقیق حاضر به

اي داراي نـاهمگنی در  هـاي کامپوزیـت لایـه   مسائل خمـش ورق 

  صفحه است.  

ر زمینه تحلیل مسائل ورق، نخستین بـار نـاویر توانسـت    د

 و 9[یک ورق مستطیلی با شرایط مرزي مفصلی را تحلیل کند 

. در ادامه لوي یـک ورق مسـتطیلی بـا دو ضـلع مفصـلی      ]10

. لیو و لی بـا اسـتفاده   ]12 و 11[ مقابل یکدیگر را بررسی کرد

حل دقیق از فرم همیلتونی معادلات تعادل ورق نازك اقدام به 

هایی با دو ضلع مجاور آزاد و دو ضلع دیگر مفصلی و یا ورق

هاي عددي، گستره مسـائل  . با توسعه روش]13[گیردار کردند 

طور قابل توجهی گسترش یافت. ارسالر و ردي از قابل حل به

جمله محققانی هستند که با استفاده از روش اجزا محدود و با 

هـاي  تبه اول به تحلیل ورقهاي برشی مردر نظر گرفتن کرنش

گیـري از  . بر و همکاران نیز بـا بهـره  ]14[ کامپوزیت پرداختند

هـاي برشـی مرتبـه اول و    روش اجزاء محدود و تئوري کرنش

 هاي کامپوزیت ضخیم تقویت شده را تحلیل کردندسوم، ورق

تر بیان شد، روش اجزاء محدود نیز علیرغم . چنانکه پیش]15[

نقایصی در تحلیل مسائل ورق است. در این  همه مزایا، داراي

اند جایگزین مناسبی براي هاي بدون شبکه توانستهراستا روش

روش اجزا محدود باشند. اسلادك و همکاران تحلیل استاتیکی 

رینسنر را با  - در تئوري میندلین 6و دینامیکی ورق ناهمسانگرد

رسـی  استفاده از روش بدون شبکه محلی پتروگالرکین مورد بر

. جابرزاده و همکاران با استفاده از روش بدون ]16[قرار دادند 

هـاي کامپوزیـت   شبکه گـالرکین بـه بحـث ارتعـاش آزاد ورق    

گیري از روش بـدون  . شهبازي و برومند با بهره]17[ پرداختند

هــاي شــبکه توابــع پایــه نمــایی، حــل مســائل اســتاتیک ورق 

 . ازهـري و ]18[ اي را مورد توجـه قـرار دادنـد   کامپوزیت لایه

برومند با استفاده از تئوري زیگزاگ مرتبه بالا، تحلیـل مسـائل   

هاي کامپوزیـت ضـخیم را بـه روش توابـع پایـه      خمشی ورق

. معتمدي و برومند با بهره جستن از ]19[نمایی بررسی کردند 

توابع پایه نمایی هموار به شـکل بـدون شـبکه محلـی، رفتـار      

اي نسـبتاً ضـخیم را براسـاس    یههاي کامپوزیت لاخمشی ورق

هاي خمش کلاسیک و تغییر شکل برشی مراتـب اول و  تئوري

. همچنـین نورمحمـدي و   ]20[سوم مورد بررسی قـرار دادنـد   

هارمونیـک و مسـئله ورق نـازك بـه     برومند به حل معادله باي

. روش انـرژي یـا   ]21[ روش توابع پایه متعادل شده پرداختند

کـار  هـا بـه  یی است که در تحلیـل ورق هاریتز از دیگر تکنیک

شـود. داو و رافائـل از جملـه محققـانی هسـتند کـه       گرفته می

ریتـز   - ارتعاش ورق مینـدلین را بـا اسـتفاده از تئـوري رایلـی     

. تانگ و وانگ توانسـتند بـا تخمـین تـابع     ]22[بررسی کردند 

شـف، مسـئله   هـاي چبـی  ايتنش ایري با استفاده از چند جمله

ــانش ورق ک ــا   کم ــهموي را ب ــار س ــت ب ــازك تح ــت ن امپوزی
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  هاي تغییر شکل ورق براساس تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اولمؤلفه -2 شکل

  

  . ]23[ گیري از روش انرژي تحلیل نمایندبهره

طور که بیان شـد تحقیقـات فراونـی در زمینـه تحلیـل      همان

هـاي کامپوزیـت   ها انجـام شـده اسـت، ولـی تحلیـل ورق     ورق

در صفحه کمتر مورد توجـه بـوده اسـت. نتـایج ایـن       غیرهمگن

خوبی نشان دهنده کارایی روش توابـع پایـه متعـادل    پژوهش به

ست. در ادامـه، ابتـدا معـادلات    ا هاشده در تحلیل این نوع ورق

جـایی حـاکم بـر ورق کامپوزیـت داراي     تعادل برحسـب جابـه  

شـود و سـپس معـادلات    ناهمگنی درون صـفحه اسـتخراج مـی   

نسیل مذکور به فرم انتگرال وزنی ارضاء خواهند شد. با در دیفرا

نظر گرفتن تعداد کافی از نقاط در امتداد مرزها و اعمال شـرایط  

  مــرزي در آنهــا، ضــرایب مجهــول ســري پاســخ نهــایی تعیــین

شوند. در انتها با ارائـه چنـدین مثـال از مراجـع معتبـر و یـا       می

جاري، دقـت و کـارآیی   افزارهاي تمقایسه با نتایج حاصل از نرم

  روش مورد بررسی قرار خواهد گرفت.

  

  ايمعادلات حاکم بر ورق کامپوزیت لایه -2

جـایی  بر اساس تئوري تغیر شکل برشی مرتبه اول، میدان جابـه 

  شود،صورت زیر تعریف میورق به

)1(  

x

y

u(x, y, z, t) u (x, y, t) z (x, y, t)

v(x, y, z, t) v (x, y, t) z (x, y, t)

w(x, y, z, t) w (x, y, t)

  

  



0

0

0

  

ــه در آن  u)ک , v , w )0 0 ــه 0 ــر مکــان در راســتاي هــاي تغمؤلف یی

x, y, z در میان صفحه (موقعیتz  نیـز   yو  x) هستند. 0

 yو  xهاي مسـتقل در میـان صـفحه حـول محورهـاي      دوران

هاي خطی عمود بر میان صفحه پس هستند. در این تئوري المان

ماننـد، امـا بـر    صورت خطی مـی از تغییر شکل ورق همچنان به

خلاف نظریه کلاسیک عمود بر میان صفحه نخواهند بود، بلکـه  

بت به صـفحه  و نس xزاویه  xنسبت به صفحه قائم بر محور 

). ایـن تئـوري   2سـازند (شـکل   می yزاویه  yقائم بر محور 

هاي برشی عرضـی ثابـت در ضـخامت ورق    منجر به بروز تنش

هاي برشـی در سـطوح   شود که در تناقض با صفر بودن تنشمی

در محاسـبه   بالایی و پایینی ورق است. براي جبران ایـن نقـص  

اسـتفاده   sKهاي برشی عرضی از ضریب اصـلاح برشـی   تنش

شود. البته بـرآورد ضـریب اصـلاح برشـی بـراي یـک ورق       می

اي اي بسیار دشوار اسـت، زیـرا بـه آرایـش لایـه     کامپوزیت لایه

ورق، شکل هندسی آن، بارگذاري و شرایط مرزي وابسته است؛ 

5 طور تقریبی از مقدارتوان بهاما می
6

هاي استفاده کرد. کرنش 

) در شـکل بـرداري   1جـایی رابطـه (  خطی مرتبط با میدان جابه

  صورت زیر هستندبه

)2(

  

( ) ( )
xx xx
( ) ( )xx
yy yyyy
( ) ( )

yz yyz yz
( ) ( )xz x
xz xzxy ( ) ( )
xy xy

x
y

x y

u x
v y

w y
w x

v x u y

x
y

z

y x

                     
               
                             

  
  

 

    

0 1

0 1 0
00 1

0
0 1 0

0 00 1

0
0 


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معادلات تعادل در حضور نیروهاي غشایی و لنگرهاي خمشـی  

  شوندصورت زیر بیان میبه

yx  الف) - 3(
QQ

q
x y


  

 
0  

xyxx  ب) - 3(
x

MM
Q

x y


  

 
0  

xy  ت) - 3( yy
y

M M
Q

x y

 
  

 
0  

xyxx  ث) - 3(
NN

x y


 

 
0  

xy  ج) - 3( yyN N

x y

 
 

 
0  

ام در دستگاه اصـلی بـا فـرض آنکـه      kروابط بنیادي براي لایه 

مود بر آن باشد مطـابق  ع 2در امتداد الیاف و راستاي  1راستاي 

  عمود بر میان صفحه است 3زیر است. راستاي 

)4(  

   

(k)(k) (k)

(k)(k) (k)

Q Q Q
Q Q Q ,
Q Q Q

Q Q
Q Q

        
      
        

     

11 12 1611 11
22 12 22 26 22
12 1216 26 66

44 4523 23
13 45 55 13

  

(k)که در آن 
ijQ   ضرایب سختی تنش مستوي ناهمسانگرد بـوده

  شوندصورت زیر تعریف میو به

)5(  

(k) (k)

(k) (k)

(k)(k)

E E
Q , Q ,

E
Q , Q G ,

Q G , Q G


 

   

 
 

 

1 12 2
11 12

12 21 12 21

2
22 66 12

12 21

55 13 44 23

1 1

1
  

اسـتاي محورهـاي کلـی    در صورت بازنویسی روابـط بـالا در ر  

x, y,z شوندبا استفاده از دوران، روابط جدید زیر حاصل می  

)6(  

   

(k) (k)

xx xx
yy yy

xy xy

(k)(k) (k)
yz yz

xz xz

Q Q Q
Q Q Q
Q Q Q

Q Q
Q Q

              
         

      

11 12 16

12 22 26

16 26 66

44 45

45 55

 

(k)
ijQ   ضریب سختی تبدیل یافته در حالت تنش مستوي اسـت

(k)ورق برحسـب   امkکه براساس زاویه ناهمسانگردي لایـه 
ijQ 

  ،شودمحاسبه می ]24[از مرجع 

)7(  

Q Q cos (Q Q )

sin cos Q sin

Q (Q Q Q )sin cos

Q (sin cos )

Q Q sin (Q Q )

sin cos Q cos

Q (Q Q Q )sin cos

(Q Q Q )sin cos

Q (Q Q Q )

  

  

    
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2 2

11 22 6612
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11 12 6622
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11 22 6616
3

12 22 66
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2 2

4

2 2

2

2

2 sin cos

(Q Q Q )sin cos
Q (Q Q Q Q )

sin cos Q (sin cos )

Q Q cos Q sin
Q (Q Q )sin cos

Q Q cos Q sin

 

    
   

   

  
   

  

3

3
12 22 66

11 22 12 6666
2 2 4 4
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44 5544
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55 4455

2
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هـا در  گیري مناسب از تـنش نیروها و لنگرهاي منتجه با انتگرال

  شوندصورت لایه به لایه محاسبه میراستاي ضخامت به

الف) - 8(

  

kl

k

zn
xx xx
yy yy

kxy xyz

( ) ( )
xx xx
( ) ( )
yy yy
( ) ( )
xy xy

A A AN
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



        
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پ) - 8(

  
   

kl

k

zn
y yz

s
x xz

k z
( )
yz

s ( )
xz

Q K dzQ
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


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ــط  ــه  ln )8(در رواب ــداد لای ــختی   تع ــرایب س ــت. ض ــا اس ه

ij ij ijA ,B ,D آیندصورت زیر به دست میبه  

)9(   
kl

k

zn
(k)

ij ij ij ij
k z

A , B ,D Q ( , z, z )dz




  
1

2

1

1  

همراه با انـواع  آمد  )9) تا (3روابط (معادلات تعادل به شکلی که در 

گـاه شرایط مرزي بر مسئله ورق حاکم هستند. ویژگـی انـواع تکیـه   

) 1بر مبناي تئوري حاضـر در جـدول (   9و آزاد 8، گیردار7هاي ساده

ــن جــدول لازم       ــزاي ای ــت. در توضــیح اج ــاهده اس ــل مش قاب
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 مقادیر مرزي معلوم بر اساس نوع شرایط مرزي -1جدول 

هیگاشرایط تکیه  هاي معلوممؤلفه  

s nn s nnu , N , w , ,M0  S-1 

n ns s nnu , N , w , ,M0  
S-2 

s n s nu , u , w , , 0  C  

ns nn n ns nnN , N ,Q ,M ,M F  

  

هایی بـا  هاي مفصلی براي ورقاست که بیان شرایط در لبه ذکربه

و  S1صـورت  گیري الیاف در امتداد محورهاي کلی بـه جهت

هایی در غیر از راستاي محورهاي کلی از نـوع  گیريبراي جهت

S2   ،بخـش  در است. با داشتن روابط تعادل و شرایط مـرزي

  .شدبعد اجزاي روش پیشنهادي معرفی خواهد 

  

  روش حل مسئله -3

ترین ویژگی روش پیشنهادي، برآورد پاسـخ همگـن مسـئله    مهم

یبی معادله تعادل حاکم بر آن در یک ناحیه مجازي با ارضاي تقر

نیـاز از  در برگیرنده ناحیه اصلی حل است. این ایده روش را بی

طـور دقیـق معادلـه دیفرانسـیل را     کند که بـه هایی میداشتن پایه

ارضا کنند. با این وجود ساختار کلی روش شـباهت زیـادي بـه    

پاسـخ کلـی مسـئله    هاي استفاده از توابـع پایـه دارد.   سایر روش

) pu) و جواب خصوصی (huشامل دو بخش جواب همگن (

  است

)10(  h p, Lu+q =    u = u u0  

)11(  h p, in Lu = Lu + q =0 0  

)12(  B on   Bu = u  

ــط  ــردر رواب ــه Bو  L اخی ــانگرب ــب بی ــه  ترتی ــر معادل عملگ

) و عملگـر  1صـورت ماتریسـی بـا اجـزاي مطـابق پیوسـت       (به

دامنــه مســئله و  شــرایط مــرزي هســتند.     مــرز آن

ــه   ــولات جاب ــردار مجه ــتند. ب ــایی و دوران هس ــز  )u(ج و نی

  شوندصورت زیر تعریف میبه )q(بارگذاري خارجی 

)13(   
T

x yw u v  u 0 0 0  

)14(   T
qq 0 0 0 0  

بارگــذاري گســترده عمــود بــر ســطح ورق  q )14رابطــه (در 

جـایی، دوران، لنگـر و   یر معلوم مـرزي (جابـه  نیز مقادBuاست.

شود. بر مبنـاي ایـن معـادلات اجـزاي روش     برش) را شامل می

  شوند. پیشنهادي در ادامه تشریح می

  

 پاسخ همگن معادله -1 -3

  شودصورت سري زیر تقریب زده میبخش همگن پاسخ به

)15(  

N
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h h j j
j

j j
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j j j j j j

ˆ
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c c c c c




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هـاي  ايتوابع پایه اولیه متشکل از چند جملـه  jfدر رابطه فوق 

همچنـین  ماتریس همانی است.  Iباشد و می شف نوع اولچبی

هـاي  مجهولات پاسخ مسئله هستند. از آنجا که پایـه  jc ضرایب

حاکم بر مسئله  حل لزوماً قادر به ارضاي دقیق معادله دیفرانسیل

مانـده وزنـی روي دامنـه    صـورت بـاقی  نیستند، ایـن معادلـه بـه   

aبه ابعاد  0مستطیلی مجازي  b  که در بردارنده دامنه اصلی

 3شود (شکل است اعمال می(  

)16(  Td d

 

 
     
 
 

 w Lu w Lf c Ac

0 0

0 0  

  ماتریس توابع وزن است wرابطه ر این د

)17(   TMw ,..., w w = I I1 5 5 5 5  

تـر از مسـتطیل   درصـد بـزرگ   5اضلاع مستطیل مجازي مذکور 

شـوند تـا اثـرات    محیط بر دامنه اصلی حل در نظـر گرفتـه مـی   

نامطلوب در مرز بروز نکننـد. پاسـخ معادلـه فـوق متـرادف بـا       

نمایش داده  φاست که با  Aماتریس  10ز فضاي پوچانتخابی ا
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  نواحی اصلی و مجازي حل و موقعیت مبدأ مختصات -3شکل 

 
  شبکه نقاط مورد استفاده براي توابع وزن نمایی -4شکل 

  

Nشود. تعداد بردارهاي فضاي پوچ مـذکور برابـر بـا    می M5 

 cاسـت. بـردار مجهـولات    Aمـاتریس  11مرتبـه  Mاست کـه  

  باشد φهاي تواند ترکیب خطی دلخواهی از ستونمی

)18(  
N M

r r
r

d




 c φ
5

1

  

توابع پایه  صورت زیر نوشت که در آن،توان بهرا می) 16رابطه (

توانایی ارضاء تقریبی معادله دیفرانسـیل حـاکم    rF متعادل شده

را در ناحیه مجازي مستطیلی و در نتیجه ناحیه اصـلی حـل کـه    

  زیر مجموعه آن است دارند
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شـف در بـازه   هـاي چبـی  ايتوجه به دامنه تعریف چندجملـه با 

نرمال  , 1 سـري پاسـخ همگـن تقریبـی مسـئله بـه ایـن        ، 1

  صورت خواهد بود

)20(
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شـف نـوع اول از مرتبـه    اي چبیبیانگر چندجمله mTدر این سري 

m  .استxO  وyO اي مورد اسـتفاده در  جملهبالاترین مرتبه چند

همچنین از توابع نمـایی در صـفحه گوسـی     هستند. yو  xراستاي 

  شود) استفاده می16گرال (دهی در انتپایه شده براي وزنهم

)21(  
   l kW

iw e
      

2 2

  

مراکز وزن  l k,   درwn wn سطر و 1 ستون در مسـتطیل   2

اي کـه  گونـه )، به4 اند (شکلصورت منظم توزیع شدهمجازي به

ز مرز مجاور برابر نصف فواصل فاصله بین اولین سطر (ستون) ا

ها) است. این الگوي توزیع در فضاي نرمـال  بین سطرها (ستون

یـک ضـریب بـراي     Wشود. پـارامتر وزنـی   شده نیز رعایت می

کنترل تمرکز توابع وزن در مجاورت نقطه وزن مورد نظر اسـت  

نتایج مطلوبی به  30که براي مسئله مورد بحث استفاده از مقدار 

معـرف توابـع وزن در   بـا رابطـه زیـر،     i. شـاخص  همراه دارد

 مختصات l k, در فضاي نرمال شده است  

)22(    w

w

i i k, l , k ,..., n ,
l ,..., n
 


1

2

1
1

  

هاي شبکه مورد بحـث از روابـط صـریح    تعداد سطرها و ستون

  شودزیر تعیین می

)23(  w y w xn O , n O   1 21 1  

عنـوان تـوابعی از   صورتی که ضرایب معادلـه دیفرانسـیل بـه   در 

مشخصات مادي و هندسی ورق در صـفحه متغیـر باشـند، لازم    

است که پیش از حل مسئله با یک بسط از جمـلات غیـر کامـل    

پاسـکال جـایگزین شـوند. دلیـل ایـن جـایگزینی        -مثلث خیام

ضــرب دو صــورت حاصــلپــذیري بــهاعطــاي قابلیــت تفکیــک

تقل یک متغیره به ضرایب مـذکور اسـت. جمـلات    مجموعه مس

 knغیر کامل مذکور در دستگاه مختصات نرمال شده تـا مرتبـه   

  صورت زیر هستندبه

)24(  k k k kn n n n
Df , ,..., , , ,..., ,...,         

 
1  
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 با برازش حداقل مربعات در تعداد مناسبی نقطه روي ناحیه حـل  

هـاي  توان ضرایب مجهول متناسب با پایـه میو در امتداد مرزهاي آن 

صـورت  بـه ) 24رابطـه ( فوق را استخراج کرد. براي بازنویسی عبارت 

هـاي تقریـب و   ضرب دو مجموعه یک متغیره، لازم است پایهحاصل

  ضرایب آنها با آرایش زیر با یکدیگر ترکیب شوند
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iتریس ما
DC  به ابعاد   k kn n  1 دست آمده ضرایب به 1

دهـد،  صورتی متناسب با آرایش ارائه شده در خود جاي میرا به

از ایـن مـاتریس ضـریب     jو ستون  iیه سطر ااي که درگونهبه

iعبارت  j  با توجـه بـه تفکیـک   ]7[ در بسط جایگزین باشد .

پذیري توابع پایه و وزن و نیز بسط جـایگزین ضـرایب مـادي،    

مانـده وزنـی را   هاي موجود در فرآیند بـاقی توان کلیه انتگرالمی

بعـدي در دو  شـده یـک  هـاي نرمـال  صورت ترکیـب انتگـرال  به

هاي جـاي گرفتـه در   ین انتگرالنوشت. ساختار ا yو  xراستاي 

  اندیسی مطابق زیر استهایی سهماتریس
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عملگر معادله دیفرانسیل مطابق با روابط ارائه شـده در پیوسـت   

مـورد اشـاره در پیوسـت    حاصل عبـارت  شود. ) بازسازي می2(

 ادبـه ابع ـ  hA ماتریس کمکی مذکور،   x yO O  5 1 5 1 

ترتیـب  به تاییهاي پنجدر دسته اگر سطرهاي این ماتریس .است

سـطر از   پـنج  ،از چپ به راست در کنار یکـدیگر قـرار بگیرنـد   

ام k متناسب با نقطه وزن روي سطر A ماتریس ضرایب نهایی

ام شبکه نقاط وزن را خواهند ساخت. بـا تکـرار ایـن    l وستون

مـاتریس ضـرایب نهـایی     ،ازاي کلیـه نقـاط شـبکه وزن   عمل به

سـري   این ماتریس،پس از محاسبه فضاي پوچ  .شودتکمیل می

پاسخ همگن تقریبی مسئله با استفاده از توابع پایه متعـادل شـده   

   اهد شد.توضیحات قبلی ساخته خو با مطابق

  

  پاسخ خصوصی معادله -2 -3

مشابه روند طی شد براي حل همگن، پاسـخ خصوصـی رابطـه    

)pu( صورت یـک سـري از توابـع پایـه همـراه بـا ضـرایب        به

  ،شودمجهول متناسب آنها در نظر گرفته می
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اسخ همگن براي تقریـب حـل   در این تحقیق از بسط مشابه با پ

  شودخصوصی نیز استفاده می
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اي از نقاط درون دامنـه اصـلی حـل و    با در نظر گرفتن مجموعه

در امتداد مرزهاي آن و با داشتن مقـدار تـابع بارگـذاري مسـئله     

)qعمال وزنی صورت ) در هر یک از نقاط مذکور، مبادرت به ا

  شودغیرهمگن معادله به سري پاسخ تقریبی می
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هاي گوناگونی بـراي توابـع وزن در رابطـه بـالا ممکـن      انتخاب

است. در تحقیق حاضر از توابع دلتاي دیراك به مرکزیت شـبکه  



  ... در صفحه رهمگنیغ ياهیلا تیکامپوز يهاخمش ورق لیتحل

  

  1400 زمستان، 1 ه، شمار40هاي عددي در مهندسی، سال روش  68

  شودنقاط ذکر شده استفاده می

)30(     i i ix x y y     w I5 5  

حاصل انتگرال فوق یک معادله ماتریسی است کـه بـا حـل آن،    

pضرایب مجهول سري پاسخ (
jc( منظـور  آینـد. بـه  دست مـی به

هـاي  دستیابی به دقت مناسب، لازم است تعداد سطرها و سـتون 

تشکیل دهنده شبکه نقاط وزن با رابطه زیر به مرتبه تقریب حل 

    خصوصی مربوط باشد.

)31(  P P P P
w y w xn / O , n / O 1 21 5 1 5  

بنابراین دستگاه معادلات حاصل یک دستگاه نامعین خواهد بـود  

که حل آن مستلزم اسـتفاده از بـرازش حـداقل مربعـات اسـت.      

عملگــر معادلــه دیفرانســیل بــراي جــواب خصوصــی از طریــق 

  د.  شو) بازسازي می3مطابق پیوست ( pAماتریس کمکی 

  

  اعمال شرایط مرزي -3-3

منظور ارضاي شرایط مرزي در امتداد مرز ناحیـه اصـلی حـل    به

نقطه در امتداد مرز بـا مقـادیر مـرزي     BN)، تعداد مسأله (

صورت به BUشود. بردار مقادیر مرزي معلوم در نظر گرفته می

  شودزیر تعریف می
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هاي ماتریس فوق، معادل با اختلاف مقدار ثابت هر یک از درآیه

مرزي روي نقطه مربوطه با تأثیر عملگر شرایط مـرزي بـر حـل    

خصوصی معادله در همان نقطه است که مسـتقیماً سـهم بخـش    

دهـد. بعـد   ان مـی همگن پاسخ را در بازسازي مقادیر مرزي نش ـ

در هر نقطه برابر تعداد اجـزاي مسـتقل    Buبردار مقادیر معلوم 

توان بـراي  ) را می18است. رابطه ( 5میدان پتانسیل مسأله یعنی 

  مقادیر مرزي بازنویسی کرد
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)33(    

فرآیند هـم پایـه   ، لازم است از )33(پیش از اقدام به حل معادله 

سـازي  در فرآینـد وارون  Vکردن براي بهبود شرایط مـاتریس  

  مطابق زیر استفاده شود

)34(  V = E V1  

Bبـا ابعـاد    Eصفر مـاتریس قطـري   اجزاي غیر BN N5 در  5

  زیر هستندصورت به )34(رابطه 

)35(  
  1  شرایط دریشله (جابجایی و دوران)


 



qqE  
  Eشرایط نویمان (برش و لنگر)   

E  مدول الاستیسیته در موضع مورد نظر است. با تقریب حداقل

را  dتـوان بـردار مجهـولات نهـایی     صورت زیر مـی مربعات به

  تعیین کرد

)36(  
   

T

B B ,  






Vd - E U Vd - E U

d

1 1

0
  

آیـد.  دسـت مـی  با تعیین بردار مجهولات، پاسخ کلی مسـئله بـه  

بخش آتی به ارائه نتـایجی از روش پیشـنهادي در حـل مسـائل     

  گوناگون خواهد پرداخت.

  

  نتایج -4

این بخش به ارائه چندین مثال منتخب از مراجع معتبر بـراي نشـان   

جایی یا تـنش بـراي   ارآیی روش اختصاص دارد. مقادیر جابهدادن ک

انـد.  اي با ترکیبات مختلف در این قسمت آورده شـده هاي لایهورق

هـاي نیمـه   هاي گوناگون از جملـه روش منظور مقایسه از تکنیکبه

  افزارهاي تجاري استفاده شده است.  تحلیلی و یا نرم

  

  مثال اول

aلع در این مسئله ورق مربعی به ض m بـا   hو ضـخامت   20

اي آرایش لایه 
n

, 0 هـا مـورد   داراي ضخامت یکسان لایـه  90

هـا  گیرد. خصوصیات مکانیکی ناهمسانگرد لایـه بررسی قرار می

  به قرار زیر است

)37(  
E E GPa E E , G G / E

G / E , /

    

      

2 3 1 2 12 13 2

23 2 12 23 13

10 25 0 5

0 2 0 25
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بعد در مرکز ورق مربعی یر تغییرمکان قائم بیمقاد -2 جدول 
n

, 0  تحت بار کسینوسی 90

SFSC  SFSS SFSF SCSC SSSC SSSS Method 
a

h
 n  

8970/1 3350/2  7770/2  2570/1  4770/1  7580/1 ]24[Ref.   
5 

1 
8972/1 3351/2  7770/2 2560/1 4770/1 7580/1 Present 

2230/1 6870/1 0280/2 6560/0 8830/0  2370/1  ]24[Ref.   
10  

2232/1 6870/1 0280/2 6560/0  8830/0  2370/1 Present 

2580/1 4600/1  6630/1  9450/0  0450/1 1370/1 ]24[Ref.  
5  

5 
2575/1  4593/1 6624/1  9440/0 0450/1 1360/1 Present  

6120/0 8000/0  9150/0  3850/0 4800/0 6150/0 ]24[Ref.   
10  

6123/0 8002/0  9140/0  3850/0 4795/0 6150/0 Present  

 

)مقادیر تنش محوري  -3جدول  )
xx ( h / ) 1  در مرکز ورق مربعی 2 , 0   تحت بار کسینوسی 90

SFSC  SFSS SFSF SCSC SSSC SSSS Method a / h  

2434/0  4430/0 2469/0 3911/0  5338/0 7157/0 ]24[Ref.   
5  

2434/0 4429/0 2469/0 3910/0 5338/0 7157/0 Present 

2790/0 4435/0  2442/0 4450/0 5494/0 7157/0 ]24[Ref.  
10  

2790/0 4435/0 2442/0  4450/0 5493/0 7157/0  Present 

  

ه دستگاه مختصات این ورق تحت بارگذاري کسینوسی نسبت ب

  با مبدأ واقع بر مرکز ورق قرار گرفته است

)38(       q x, y q cos x a cos y a  0  

هـا  هاي فیزیکی شامل تغیرمکان قائم و تنش در کلیه مثالکمیت

  ،شوندصورت نرمال شده گزارش میبه

)39(

   

   

   

(m)
xx xx

(m) (m)
xy xy yy yy

(m) (m)
yz yz xz yz

h E h
w w , , , , z

q a q a

h h
a / ,a / , z , , , z

q a q a
h h

, a / , z , a / , , z
q a q a

   

     

       

3 2
2

4 2
0 0

2 2

2 2
0 0

0 0

100
0 0 0 0

2 2 0 0

0 2 2 0

  

 )2( ول. جـد شودگاهی بررسی میاین ورق تحت انواع شرایط تکیه

ترتیب بیانگر تغییرمکـان قـائم و تـنش محـوري در     ) به3و جدول (

در این جدول نشان دهنـده شـماره لایـه     nساختار ورق است. نماد 

هـاي همگـن و   هـاي اولیـه حـل   منظور حـل مسـئله، پایـه   است. به

انـد. سـایر پارامترهـاي    در نظـر گرفتـه شـده    15خصوصی تا مرتبه 

و نقـاط مـرزي، براسـاس توضـیحات      روش حل، شامل شبکه وزن

  شوند.  هاي اولیه انتخاب میهاي قبل مرتبط با مرتبه پایهبخش

  

  مثال دوم

اي بـا آرایـش   در این مسئله ورق چهـار طـرف مفصـل دو لایـه    

ــارن  پادمتق , 45 ــه  45 ــا ضــخامت یکســان لای ــا تحــت ب ه

گیـرد.  قرار میبارگذاري کسینوسی مشابه مثال قبل مورد بررسی 

هـا، و  مشخصات هندسی ورق و خواص الاستیک هریک از لایه

نیز اجزاي مورد استفاده در روش حل مشابه با مثـال اول اسـت.   

  ) قابل مشاهده است.4نتایج در جدول (

  

  مثال سوم

aلایه مربـع شـکل بـه طـول     در این مسئله ورق تک m ، و 2

گیـرد.  مورد بررسی قرار می q0 تحت بار یکنواخت hضخامت 
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هاي بدون بعد ورق چهار طرف مفصل مقادیر تغییرمکان و تنش -4جدول  , 45  تحت بار کسینوسی 45

 ( )
xz h / 2 4   ( )

yz h / 2 4   ( )
xy h / 1 2   ( )

yy h / 2 2   ( )
xx h / 2 2 w Method  a/h 

1910/0  1910/0 2336/0  2498/0  2498/0 8284/0 ]24[Ref   
10  

1910/0  1910/0  2336/0 2498/0  2498/0  8284/0  Present  

1910/0  1910/0  2336/0  2498/0 2498/0 6981/0 ]24[Ref  
20  

1910/0 1910/0  2336/0  2498/0 2498/0  6981/0  Present  

1910/0  1910/0  2336/0  2498/0  2498/0 6564/0  ]24[Ref  
100  

1910/0 1910/0  2336/0  2498/0  2498/0 6564/0  Present  

  

 ت بار یکنواختبعد در مرکز ورق کامپوزیت غیرهمگن در صفحه تحمقادیرتغییر مکان برون صفحه بدون -5 جدول

FSCS SSFS SSCS FSFS CSCS SSSS Method a/h 

6206/1  7962/1  5329/1  8773/1  3645/1  7113/1  COMSOL 
10 

6205/1  7961/1  5328/1  8773/1  3644/1  7112/1  Present 

4454/2  6371/2  3691/2  7709/2  1299/2  4961/2  COMSOL 
5 

4453/2  6370/2  3691/2  7709/2  1299/2  4960/2  Present 

  

 هاي بدون بعد در ورق کامپوزیت چهار طرف مفصل غیرهمگن در صفحه تحت بار یکنواختتنش مقادیر -6جدول 

 xy h / 2   yy h / 2   xx h / 2  Method a/h 

0956/0 0768/0  6764/0  COMSOL 10 

0952/0 0768/0  6764/0  Present 
 

1025/0  0903/0  6505/0  COMSOL 5 

1021/0 0903/0  6505/0 Present 
 

 

  صورت زیر استخواص ماده در صفحه متغیر به

)40(

  

E E a GPa , E (a x )GPa

G G / E , G / E

/

   

  

     

2 2 2
2 3 1

12 13 2 23 2

12 23 13

10

0 5 0 2

0 25

  

) مقـادیر تغییـر مکـان حـداکثر قـائم و      6(و  )5( هايولدر جد

) براي 39هاي محوري و برشی نرمال شده براساس رابطه (تنش

مختلف طـول بـه ضـخامت ورق و همچنـین بـراي       هاينسبت

سـازي  شرایط مرزي مختلف ارائه شده و با نمونـه مشـابه مـدل   

بنـدي  با مش COMSOLافزار روش اجزاء محدود در نرمشده به

هـاي حـل   ذکر است که پایهبسیار ریز مقایسه شده است. لازم به

  در نظر گرفته شده است. 15همگن و اختصاصی تا مرتبه 

هاي ارائه شده بیانگر کارآیی روش پیشنهادي کلیه مثال نتایج

و دقت بالاي آن است. لازم به تذکر است که دقـت حاصـل نـه    

هـاي تـنش کـه    جـایی، بلکـه در منتجـه   هاي جابـه تنها در مؤلفه

مشتقات توابع مذکور را در خود دارند نیز قابل مشـاهده اسـت.   

هـاي  بت بـه روش اي نساز این منظر روش پیشنهادي امتیاز ویژه

داراي پیوستگی مرتبه صفر (همانند روش اجزاء محـدود) دارد،  

جایی، بلکه در هاي جابهزیرا پیوستگی را نه تنها در مقادیر مؤلفه

  کند.مشتقات آنها نیز برآورده می

  

  گیرينتیجه -5

روش بدون شبکه توابع پایه متعادل شده ابـزاري قدرتمنـد در   
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خلاف بسـیاري از  اسـت و بـر  حل مسائل مکانیـک جامـدات   

هاي استفاده از توابع پایه، توانایی حـل انـواع معـادلات    روش

دیفرانسیل با ضرایب متغیر را نیز دارد. توزیع نـاهمگن الیـاف   

هاي کامپوزیت سبب تغییر ضرایب سـختی در صـفحه   در ورق

دست آمده، دقت بالاي روش شود. با توجه به نتایج بهورق می

شـود؛ ایـن در   گونه مسائل اسـتنباط مـی  اینپیشنهادي در حل 

مانده وزنی براي اعمـال صـورت   حالی است که از روش باقی

همگن معادله در این شیوه استفاده شده و به این ترتیـب نیـاز   

طـرف  دق در عملگر معادله دیفرانسـیل بر هاي صاوجود پایهبه

صـورت  شود. با بازنویسی کلیه پارامترهاي حـل مسـئله بـه   می

هاي حاصل آید که انتگرالوجود میپذیر، این قابلیت بهکتفکی

پایـه شـده بـرآورد    بعدي همهاي یکصورت ترکیب انتگرالبه

سادگی روش و افزایش قابل توجه سرعت حـل آن  شود که به

  .انجامدمی
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انتگرال هاي مورد نیاز براي برآورد حل خصوصی مطابق زیـر  

  اند. هایی سه اندیسی ذخیره شدههستند. این مقادیر در ماتریس
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هـایی مشـابه بـا مـوارد فـوق نیـز       مشابه پیوست قبل، ماتریس

 شوند که در ساختار نهایی لازم هستند. ساخته می
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یـر سـاخته   در نهایت عملگر معادله در قالب ماتریس کمکی ز

شود. می iX  گر سـطر  بیـانi  مـاتریس دو اندیسـی  ام از X 

ام از  iاست (متناسب با مرکز وزنی واقع بـر سـطر یـا سـتون     

 . شبکه وزن)
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ترتیب در کنـار  تایی از سطرهاي ماتریس فوق بههاي پنجدسته

 pAیکدیگر قرار گرفته و پنج سطر از ماتریس ضرایب نهایی 
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