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هـاي  هزینه و مقاومت در حال افزایش است. در شـرایط یکسـان، مقـاطع اعضـا در سـازه      سازيبهینه نامنشوري براياي ي سازهاستفاده از اعضا -چکیده

ممـان  هایی که هاي فولادي از اهمیت بیشتري برخوردار است. تعیین بار بحرانی ستونهاي بتنی است، بنابراین تحلیل کمانشی در سازهتر از سازهفولادي نازك

منشوري فـولادي بـا ممـان    نا هاي. در این مقاله تحلیل کمانشی ستونگیردزمان زیادي از کاربر میدر طول آنها متغیر است با استفاده از روش تحلیلی،  یاینرس

ئله نیسـت و بـا توزیـع    بندي مس. در این روش نیازي به شبکهانجام شده است گالرکین- جویی از روش بدون شبکه پتروفاینرسی متغیر در طول ستون با بهره

تغییرات ممان اینرسی در طول ستون با استفاده از یک تابع تـوانی بـا ضـریب    شود. تعدادي گره به صورت منظم یا نامنظم، دامنه و مرزهاي مسئله مشخص می

یـاب شـعاعی و بـراي    درون تـابع هـا، از  سازي معادلات دیفرانسیل حاکم بر رفتار کمانشی سـتون . براي گسستهسازي شده استنامنشوري و توان متغیر مدل

دهـد کـه   هاي تحلیلـی نشـان مـی   برقراري شرایط مرزي ستون از روش جریمه (پنالتی) استفاده شده است. مقایسه نتایج عددي روش پیشنهادي با نتایج روش

اي با بـار محـوري   هاي ماهیچهدر ادامه، به کمانش ستون منشوري، از دقت بسیار بالایی برخوردار است.هاي ناروش بدون شبکه در محاسبه بار کمانشی ستون

پرداخته شده است. در پایـان، اثـر پـارامتر    دادن کارایی روش پیشنهادي براي نشانکاربرد در مهندسی عمران عنوان یک نمونه ستون پرمتغیر در طول ستون به

 .در طول ستون، روي بار کمانشی ستون بررسی شده است ان اینرسیممهاي مختلف از جمله غیریکنواخت بودن بار و نحوه تغییرات تدریجی 
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optimization. Since steel structures generally have more slender members compared to concrete structures, buckling analysis of 
steel members is of more importance. Determining the critical load of functionally varying cross-section columns using the 
analytical solution is a time-consuming process. In this paper, buckling analysis of non-prismatic steel columns is conducted 
using the meshless local Petrov-Galerkin (MLPG) method. In meshless methods, the scattered nodes are used rather than the 
elements to model the problem domain and its boundaries. The change of the inertia moment within the length of a column is 
characterized by introducing a power function with variable taper ratio and exponent. The radial basis function is used to 
discretize the differential equation governing the buckling. The penalty method is used for the imposition of the boundary 
conditions. Numerical examples of the critical buckling load for prismatic and non-prismatic columns using the proposed method 
are compared with the analytical solution, and the effectiveness of the MLPG method for buckling analysis of non-prismatic 
columns is validated. Also, buckling analysis of muscle column members subjected to non-uniform axial load is carried out to 
show the efficiency of the proposed method. The effect of several parameters such as non-uniformity of the load and variation of 
the cross-section on the buckling load of the column is discussed in details. 
 
Keywords: Non-Prismatic Columns; Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG) Method; Buckling; Radial Basis Function; 

Eigen-Value. 
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  مقدمه -1

هـاي  تـرین مسـائل در سـازه   ها یکی از مهمتأمین پایداري ستون

هـا  مهندسی عمران است. از اینرو تعیین دقیق بار کمانشی ستون

ــالایی ــت ب ــاکنون از  از اهمی ــگران ت ــت. پژوهش ــوردار اس   برخ

  هـا اسـتفاده  هاي مختلفی براي تعیین نیروي بحرانی ستونروش

هـا، حـل معادلـه    اند. شایان ذکر است اساس کار این روشکرده

اي اسـت، کـه تحـت اثـر     دیفرانسیل حاکم بر رفتار عضو سـازه 

منظور تأمین همزمان . به]1-3[دارد نیروي محوري و جانبی قرار

هـاي اجرایـی، اسـتفاده از    هـا و کاسـتن از هزینـه   مقاومت ستون

هاي نامنشوري رو به گسترش اسـت. از آنجـا کـه معادلـه     ستون

هـاي بـا   دیفرانسیل حاکم بر رفتار کمانشی سـتون، بـراي سـتون   

ایندي ممان اینرسی متغیر در طول آن به روش تحلیلی نیازمند فر

هاي عـددي بـراي ایـن    است، استفاده از روشبر زمانپیچیده و 

هـاي  تر است. در ادامـه بـه برخـی از روش   ها مناسبنوع ستون

هـاي نامنشـوري   حل معادله دیفرانسیل حاکم بر کمـانش سـتون  

  شود. پرداخته می
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ایرومنگر براي تعیین نیـروي کمـانش سـتون    1980در سال 

روش تفاضل محـدود اسـتفاده کـرد    اي از هاي مخروطی و تکه

هاي با مقطـع متغیـر را   . ارموپولوس و کنادیس پایداري قاب]4[

. آنهـا بـراي پیـدا کـردن مـاتریس      ]5[مورد بررسی قرار دادنـد  

ییرشکل عضـو  منشوري، از تابع تغسختی خمشی معادل عضو نا

منشوري معادل استفاده کردند. اسـمیت روش تحلیلـی کمـانش    

. ]6[داد هاي مخروطی را با استفاده از روش انـرژي ارائـه   ستون

ها با شرایط مـرزي مختلـف، کـارایی    او با تحلیل کمانشی ستون

استون یک روش تقریبی  ویلیامز و روش پیشنهادي را نشان داد.

اي بـا بـار محـوري غیریکنواخـت     هبراي تحلیل کمانشی ستون

ارزیابی ایـن روش تقریـب نشـان داد کـه ایـن      . ]7[ارائه کردند 

روش همواره از نظر مقاومتی در جهت اطمینان است اما ممکـن  

. بیشـینه خطـاي ایـن    ]7[صـرفه نباشـد   است از نظر اقتصادي به

بـا  اربـابی و لـی    دست آمـد. به %10هاي عملی روش براي مثال

مسـئله کمـانش    تحلیلی معادلات انتگرالـی استفاده از روش نیمه

کشسان با تغییرات ضخامت ستون در طول آن را مـورد بررسـی   

ها با تغییرات خطی سختی ی کمانش ستون. بررس]8[قرار دادند 

 با استفاده از روش تحلیلـی خمشی در طول ستون توسط سیگنر 

ها بـا  ستونتیر خمشی و کمانشی. القحطانی رفتار ]9[انجام شد 

را با استفاده از روش انتگرال مـرزي مـورد بررسـی    مقطع متغیر 

هـاي  ستون-سازي شکل تیراو روابطی براي بهینه .]10[قرار داد 

بازئوس و کارابالیس بار بحرانـی  ها ارائه داد. نامنشوري در قاب

منشـوري را بـا اسـتفاده از    اي داراي اعضـاي نـا  هاي صفحهقاب

آنهـا در ایـن روش ازسـتون     .]11[روش تقریبی محاسبه کردند 

آن بـا اسـتفاده از    ممان اینرسـی طول و منشوري) که معادل (هم

آید، بهره بردند. رافتویـانیس و  دست میهاي بدون بعد بهنمودار

هـاي دوبـل نامنشـوري    پایـداري سـتون   2006همکاران درسال 

قـرار  فشار محوري و خمش دومحوره را مورد بررسی  تحت اثر

 گـاه بـا تکیـه  هـاي نامنشـوري   ستون تحلیل کمانشی. ]12[دادند 

گیردار ساخته شده از مواد هدفمند توسط سینگ و لی در سـال  

آنها تغییرات تدریجی سختی خمشـی در  . ]13[انجام شد  2009

تدریجی در خواص ماده یا تغییر در دلیل تغییرات طول ستون به

خصوصیات هندسی ستون را با یک ستون معادل با تغییـرات در  

چند قسمت که هـر قسـمت خصوصـیات هندسـی و مکـانیکی      

یـک  درهمـین سـال کاسـگن و آتـاي      ثابتی دارد، تقریب زدند.

ــوي ــراري -روش نم ــه تک ــراي ب ــی ب ــار بحران   دســت آوردن ب

بت و متغیر پیشـنهاد دادنـد   هاي کشسان با مقطع عرضی ثاستون

اثـر نیـروي    تحـت ها با مقطع متغیـر  . رفتار کمانشی ستون]14[

مورد  2010محوري گسترده توسط دربندي و همکاران در سال 

-. آنها راه حلی بر اسـاس روش ونتـزل  ]15[مطالعه قرار گرفت 

برنـولی،  -ان ارائه دادند و بر اساس روش تیر اولربریلو-کرامرس

هــاي دوهــاي کمانشــی و مــســتون را الگوســازي کردنــد و بــار

دست آوردنـد. وي و  کمانشی را از طریق روش تحلیلی بسته به

منشوري تحـت اثـر وزن   هاي کشسان ناهمکاران پایداري ستون

مـورد   یبا استفاده از روش انتگرال ـخود و بار انتهایی متمرکز را 

آنها بـراي شـرایط مـرزي مختلـف اثـر      . ]16[مطالعه قرار دادند 

سـرنا و   نسبت مخروطی را بر بار کمانشی ستون بررسی کردند.

آمـاري گسـترده،   مطالعـه   ساس یکبر ا 2011همکاران در سال 

یک روش تحلیلی بسته براي بار کمانشی اعضا بـا سـطع مقطـع    

هوآنگ و لـو   .]17[ثابت با بار محوري غیریکنواخت ارائه دادند 

هـا بـا مقطـع    راه حلی تحلیلی براي تعیین نیروي کمانشی ستون

ارائـه دادنـد    2011در سال  هاي کشسانگاهتکیهعرضی متغیر و 

  آنهــا همچنــین راهکــاري بــراي طراحــی بهینــه کمانشــی. ]18[

از روش تکـراري   2012جمالی در سال ها پیشنهاد دادند. ستون

ها با مقاطع عرضی ثابت تغییرات براي حل معادله کمانش ستون

. در پژوهشی دیگر پینار باسی از ایـن  ]19[و متغییر استفاده کرد 

هـاي  منشوري با تکیه گاههاي ناروش براي تحلیل کمانش ستون

. طاها و اسـام رفتـار پایـداري و ارتعـاش     ]20[کشسان بهره برد 

ــر بارگــذاري آزاد ســتون ــر اث ــا هــاي نامنشــوري زی   محــوري ب

جویی از حـل معادلـه دیفرانسـیل    با بهره راهاي کشسان گاهتکیه

آنهـا معـادلات   . ]21[مرتبه چهـارم مـورد بررسـی قـرار دادنـد      

بـري تبـدیل   دیفرانسیل را به یک سیستم همگـن از معـادلات ج  

ســازي کــرده و در کردنـد. همچنــین شــرایط مـرزي را گسســته  

ژانـگ و همکـاران رفتـار     معـادلات حـاکم جایگـذاري کردنـد.    
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  منشوري با مقطع عرضی توپرهاي دوبل ناکمانش کشسان ستون

آنهـا بـراي   . ]22[اي را مورد مطالعه قـرار دادنـد   اي و لولهدایره

هاي بسـل و فرآینـد بـرازش    محاسبه بار بحرانی کمانش از تابع

رابطـه  ( P_Mدر انتها یـک رابطـه تعامـل    استفاده کردند.  هاداده

بینـی مقاومـت   بـراي پـیش  ) لنگر خمشی-تعامل نیروي محوري

هاي مخروطی تحت بـار محـوري و لنگـر خمشـی ارائـه      ستون

بـراي   روش تحلیلـی دقیقـی  رضـایی پژنـد و همکـاران     کردند.

هاي پرتال نیمه صلب با سـتون انش قابمحاسبه بار بحرانی کم

ــد   ــه دادن ــا اســتفاده از روش . ]23[هــاي مخروطــی ارائ ــا ب آنه

پیشنهادي، تـأثیر پارامترهـایی نظیـر نسـبت نامنشـوري، سـختی       

هاي کشسان و مهار جانبی قاب را بـر طـول   گاهلات و تکیهاتصا

رضایی پژند و  صورت پارامتري بررسی کردند.کمانشی ستون به

همکاران در پژوهشی دیگر روش ماتریس سختی را ارائه دادنـد  

منشوري اسـتفاده شـده   تحلیل اعضاي مختلف ناوکه براي تجزیه

روش پیشنهادي در این مقالـه  . ]24[در قاب مسطح کارایی دارد 

هاي مسطح با تواند براي تحلیل قابروشی عمومی است که می

رضایی پژند ها مورد استفاده قرار گیرد. گاهانواع اتصالات و تکیه

تحلیل کمانشی و ارتعـاش آزاد قـاب   2018و مسعودي در سال 

هاي مسطح نامنشوري ساخته شده از مواد مـدرج تـابعی بـا در    

ن اتصـالات نیمـه صـلب را بـه روش تحلیلـی مـورد       نظر گرفت

ــد  ســازي اتصــالات . آنهــا بــراي مــدل]25[بررســی قــرار دادن

ي انتقـالی و دورانـی در اتصـالات اسـتفاده     صلب از فنرهـا نیمه

یک مدل تحلیلی براي یافتن بـار   2019کردند. لی و لی در سال 

برنـولی سـاخته شـده بـا مـواد متغیـر       -هاي اولـر کمانشی ستون

آنهـا اثـر   . ]26[تدریجی در راستاي طـولی سـتون ارائـه کردنـد     

نسبت مدولار، نسبت نامنشوري، شـکل مقطـع و شـرایط تکیـه    

گاهی را بر بار کمانشی ستون بررسی کردند. لانـک و همکـاران   

هـاي  ریتز به تحلیـل کمانشـی سـتون    -با استفاده از روش رایلی

آنهـا مـدول   . ]27[ساخته شده از مواد متغیر تدریجی پرداختنـد  

صورت تابع توزیع تـوانی  الاستیسیته در جهت ارتفاع ستون را به

متغیر فرض کردند و اثر ثابت توانی را بـر بـار کمانشـی سـتون     

ــال     ــد. در سـ ــرار دادنـ ــابی قـ ــورد ارزیـ ــل2021مـ   ، تحلیـ

ها بر پایـه تئـوري تغییرشـکل برشـی مرتبـه بـالا       پایداري ستون

دست آمـده از  آنها نتایج به. ]28[توسط ما و همکاران انجام شد 

تئوري مرتبـه بـالاتر را بـا نتـایج حاصـل از تئـوري تیموشـنکو        

  مقایسه کردند.    

هاي عـددي مختلفـی   هاي پیشرفته، روشافزاربا پدید آمدن نرم

هـا پیشـنهاد   براي تحلیل معادله دیفرانسیل حاکم بر کمـانش سـتون  

ددي در حل ترین روش عمحدود پرکاربردشده است. روش اجزاي

معادلات دیفرانسیل است که در این روش المـان نقـش اساسـی در    

علـت  بـه . ]29[هـا دارد  تشکیل دادن توابع شکل و محاسبه انتگـرال 

هـا نظیـر   وابستگی روش اجزاي محدود به جزء، برخی محـدودیت 

هاي هندسی و مکـانیکی هـر جـزء ایجـاد     نیاز به ثابت بودن ویژگی

هـاي بـدون شـبکه بـه مجموعـه      هاي اخیـر روش شود. در سالمی

هاي علمـی و  هاي عددي اضافه شده و بستر مناسبی در زمینهروش

هاي بـدون شـبکه بـراي    در روش است. وجود آوردهتحقیقاتی را به

بندي دامنه مسئله نیسـت و بـا اسـتفاده از    حل مسئله نیازي به شبکه

رو در ایـن  شـود. از ایـن  هـا دامنـه مسـئله مشـخص مـی     توزیع گره

ــازه و    روش ــی س ــات هندس ــدریجی در مشخص ــرات ت ــا، تغیی ه

  شود.سازي میسادگی مدلهاي ماده بهویژگی

ختلفی بـراي حـل معـادلات    هاي بدون شبکه متاکنون روش

دیفرانسیل پیشنهاد شده است که هر کدام داراي مزایا و معـایبی  

هاي بدون شبکه که . یکی از مشهورترین روش]30-34[هستند 

ها نیاز بـه  سازي دامنه و همچنین محاسبات انتگرالبراي گسسته

دارد و یک روش بـدون شـبکه واقعـی    بندي دامنه مسئله نشبکه

) MLPG( 1آید، روش بدون شبکه پتـروف گـالرکین  شمار میبه

و  ]30[پیشنهاد شـد   است که نخستین بار توسط ژو و همکاران

. ایـن روش در  ]34[ط آتلوري و ژانگ اصلاح شد در ادامه توس

حل بسیاري از مسائل پیچیده مهندسی با موفقیت مورد اسـتفاده  

ز روش آتلـوري و همکـاران ا   بـراي نمونـه،  قرار گرفتـه اسـت.   

MLPG هاي مختلـف و بـا   هاي نازك زیر اثر باربراي تحلیل تیر

. چینـگ و بتـرا جهـت    ]35[شرایط انتهایی گوناگون بهره بردند 

. ]36[تعیـین کردنـد   تفاده از این روش رشد ترك خطی را با اس

هاي نازك در حالـت سـکون و ارتعـاش آزاد را    ژو و لیو صفحه
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از  . لانگ و آتلوري]37[با استفاده از همین روش تحلیل کردند 

هـاي  صـفحه  براي حل مسئله خمش MLPGروش بدون شبکه 

. راجو و فیلیپس این روش را در سال ]38[نازك استفاده کردند 

. در ادامه راجـو از روش بـدون شـبکه    ]39[توسعه دادند  2003

MLPG  گـر  هاي دنبالنیرو اثربراي تحلیل پایداري ستون تحت

هـاي  و همکـاران بـراي تحلیـل صـفحه     . اسلادك]40[بهره برد 

پی و . ارژنگ]41[نازك ارتوتروپیک از این روش استفاده کردند 

هـاي  همکاران با استفاده از این روش، کمانش محـوري پوسـته  

  آنهــا بــا حــل. ]42[اي ایزوتروپیــک را تحلیــل کردنــد اســتوانه

را  MLPGهاي متنوع همگرایی و دقت روش بدون شـبکه  مثال

ــرزي مختلــف و  در تحلیــل کمانشــی پوســته ــا شــرایط م هــا ب

در پژوهشـی دیگـر،    پارامترهاي هندسـی متنـوع ثابـت کردنـد.    

هاي نانولولهپی ارتعاش آزاد و کمانش محوري انصاري و ارژنگ

را مـورد بررسـی    گاهی مختلفبا شرایط تکیه کربنی تک جداره

  .  ]43[قرار دادند 

هـاي  هاي انجام شـده پیرامـون کمـانش سـتون    بیشتر تلاش

بنابراین  هاي تحلیلی انجام شده است.نامنشوري بر اساس روش

کمانشی اعضـاء   تعیین بار، ممان اینرسیتغییر  تابعبراي هر نوع 

. از سـوي  ]24[نامنشوري نیاز به محاسـبات زیـاد ریاضـی دارد    

هاي عـددي کلاسـیک نظیـر    دیگر با وجود کاربرد مناسب روش

ــیاري از مســائل، در برخــی از   ــائل اجــزاي محــدود در بس مس

ویـژه  بندي مسئله بهنیاز به صرف زمان زیاد براي شبکه مهندسی

منشـوري) و شـرایط   هاي ناهاي با هندسه خاص (ستوندر سازه

. ]44[وش مـی شـود   مرزي پیچیده، سبب کاربرد دشـوار ایـن ر  

هاي معمول اجزاي محدود، در هر جـزء  افزون بر این، در روش

مشخصات مکانیکی و هندسی ثابت است و باید بـراي در نظـر   

گرفتن تغییرات شدید در هندسه از تعداد جز بسیار زیاد استفاده 

هاي بدون شـبکه بـراي حـل ایـن     هاي اخیر روشکرد. در سال

براي حـل   روش مشکلات مورد توجه قرار گرفته است. در این

سـازي و حـل   بندي نیسـت و بـراي شـبیه   مسئله نیازي به شبکه

مسائل با هندسه خاص و شرایط مرزي پیچیده از توزیع تعدادي 

سازد در روش بـدون  خاطر نشان می. ]45[شود استفاده می گره

 شبکه برخلاف روش اجزاي محدود که در آن مـاتریس سـختی  

شود، ماتریس سختی در حین تحلیـل  پیش از تحلیل تعریف می

  شـود. بنـابراین در هنگـام تشـکیل مـاتریس سـختی      تشکیل می

توان خصوصیات هر گره را بر اساس مختصات گـره مزبـور   می

تعریف کرد. در نتیجه روش بـدون شـبکه روش مـؤثري بـراي     

         هاي سازه است.سازي تغییرات تدریجی در ویژگیمدل

منشوري که تغییرات ممـان  هاي نار این مقاله کمانش ستوند

آنها با توابع مختلفی نظیر خطی و تـوانی   در طولاینرسی مقطع 

شـود. بـه ایـن منظـور روش     سازي شده است، بررسی مـی مدل

هـاي دو سـر   سـتون  تحلیـل کمانشـی  براي  MLPGبدون شبکه 

کـار گرفتـه   معادله دیفرانسیل مرتبه دوم کمانش به بر پایهمفصل 

هـاي  دسـت آمـده بـا روش   . با راستی آزمایی نتایج بهشده است

تحلیلی، دقت و کارایی روش پیشنهادي نشان داده شـده اسـت.   

هاي عددي، اثر پارامترهـاي مختلـف نظیـر    با حل مثال همچنین

ضریب شکل، ضریب بار و نسبت نامنشـوري بـر بـار کمانشـی     

  ها بررسی شده است.  ستون

  

  دیفرانسیل حاکم بر کمانش ستون نامنشوري  معادله  - 2

در  )1شکل (مطابق  جانبینیروي فشاري و اثر یک عضو تحت 

نظر بگیرید. معادله دیفرانسیل حاکم بر کمـانش جـزء بـدون در    

هاي حاصل از نیروي برشی و محوري نظرگرفتن اثر تغییر شکل

  :]2[آید دست میزیر به صورت رابطهبه

)1(  d V(x)
EI(x) PV

dx
 

2

2
0

  
تغییـرات ممـان اینرسـی     I(x)ضریب کشسـانی و   Eکه در آن 

 به روش تحلیلی) 1مقطع در طول محور تیر است. حل معادله (

، نیازمنـد عملیـات پیچیـده    ممان اینرسـی براي هر نوع تغییرات 

  .]24[ریاضی است که این امر نیازمند صرف زمان زیادي است 

  

  تابع شکل  -3

یاب با استفاده از مقـادیر تـابع در   ، توابع درونMLPGدر روش 

هاي موجود در دامنه تحت پوشش نقطه مـورد نظـر (نقـاط    گره
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  تحت بار محوري و جانبی ستون -1کل ش

  

دهنـد. در ایـن پـژوهش    گاوسی)، تقریبی از این تابع را ارائه می

 (RPIM) 2یــابی نقــاط از روش تــابع پایــه شــعاعیبــراي درون

کـه در دامنـه تحـت پوشـش      V(x)شود. تابعی ماننداستفاده می

نظـر بگیریـد. بـا     تعریـف شـده اسـت را در    Ωنقطه مورد نظر 

توان این تابع را یابی تابع پایه شعاعی، میاستفاده از روش درون

بر حسب مقادیر گرهی نقاط واقع در دامنه تحت پوشـش نقطـه   

Qx هاي پراکنده که مجموعه اي از گرهix   صـورت  اسـت، بـه

  :]47[سري محدود زیر تخمین زد 

)2(   
n

h T
i i

i

V (x) R (r)a R (r) a


    
1

  

iR در این رابطه (r)  ،تابع پایه شعاعیia     ضـرایب تـابع پایـه

  هاي موجود در دامنه تحت پوشش است.  تعداد گره nو  شعاعی

)3(     
T

na a ,a ,...,a 1 2  

)4(   T
nR (r) R (r),...,R (r)    1  
اسـتفاده شـده    3ی کوادریکدر این مقاله از تابع پایه شعاعی مولت

  شود:صورت زیر تعریف میاست که به

)5(  q
iR(r) (r c ) 2 2

  
ir  فاصله نقطه مورد نظرQx هاي واقع در دامنـه تحـت   تا گره

مولتی اي شکل تابع ه، پارامترqو  cهاي است. ثابت ixپوشش 

لیو مقادیر مختلف این پارامترها را براي رسیدن است.  کوادریک

صورت در این تحقیق به .]47[دقت مناسب پیشنهاد داده است به

 03/1برابـر   q برابـر میـانگین فاصـله گرهـی و      cتجربی مقدار 

هاي واقع در ) براي تمام گره2تعیین شده است. با اعمال رابطه (

  :  توان نوشتمی Qxگره  تحت پوششدامنه 

)6(     QV R a     
که در آن بردار  V هـاي واقـع   مقادیر گرهی تابع در تمام گره

در دامنه تحـت پوشـش و   
Q[R ماتریسـی متقـارن اسـت کـه      [

سطرهاي آن مقدار تابع پایه شـعاعی در نقـاط گرهـی واقـع در     

) را 6هـاي رابطـه (  بردارها و مـاتریس دامنه تحت پوشش است. 

  ت:صورت زیر نوشتوان بهمی

)7(     
T

nV V,V,...,V 1 2  

)8(  
n

Q

n n n n n

R (r ) ... R (r )

[R ]

R (r ) R (r )


 
   
  

1 1 1

1

  



  

اگر ماتریس 
Q[R پذیر باشد، بردار ضرایب تـابع پایـه   معکوس [

  ) محاسبه کرد:9توان با استفاده از رابطه (شعاعی را می

)9(     Qa R V


   
1

  
)، مـاتریس  2) در رابطـه ( 9ابطـه ( در ادامه با جایگزین کـردن ر 

  شود.صورت زیر حاصل میبه شعاعیتابع شکل 

)10(  

 

  

  

h T

T
Q

V (x) R (r) a

R (r) R V

V



   

      



1

  
  که در آن:

)11(     
T

QR(r) R


    
1
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  ]48[نحوه تغییرات ممان اینرسی در طول ستون  -2شکل 

  

  ]48[هاي عرضی مختلف در ستون نامنشوري ضریب شکل مربوط به مقطع -1جدول 

  شکل مقطع  شرح یب شکلضر

n   مقطع مستطیلی با ضخامت ثابت و عرض متغیر  1

  

n   با جان باز با مساحت ثابت و عمق متغیر مقطع  2

  

n   مقطع مستطیلی توپر با عرض ثابت و عمق متغیر  3

  

n    هاي توپر مشابه شکل با عرض و عمق متغیرمقطع  4

  

  

توان مقدار تابع تغییـر مکـان را بـر حسـب مقـادیر      بنابراین، می

 گرهی آن تخمین زد.

  

   ممان اینرسیتغییرات  -4

هاي نامنشوري که بار کمانشـی  براي راستی آزمایی نتایج، ستون

ه شـده  صـورت تحلیلـی محاسـب   آنها در کتاب وانگ و وانگ بـه 

هندسـه   )2شـکل ( . در ]48[گیـرد  است، مورد بررسی قرار مـی 

مرکـز  O اسـت. در ایـن شـکل،    منشوري نشان داده شدهستون نا

  Iطـول سـتون و    Lطول سـتون، در راستاي  Xمختصات، محور 

منشـوري اسـت. تغییـرات    ممان اینرسی بیشینه در طول ستون نا

صورت رابطه زیر تعریـف شـده   به ستونممان اینرسی در طول 

  .  ]44[است 

)12(  nI(x) I ( x) ;n , , ,
L


  0 1 1 2 3 4

  
منشـوري  نسـبت نـا   ηضـریب شـکل و    nدر رابطه ارائه شـده،  

  .  شودمینامیده 

ها شکل مقطع عرضی ستونبا توجه بهممان اینرسی تغییرات 

شوند که مقادیر ضریب شـکل هـر   بندي میگروه دسته  چهاربه 

  .]48[ارائه شده است  )1جدول (یک در 

  

حل معادله کمانش سـتون نامنشـوري بـه روش     -5

  MLPGبدون شبکه 

، شـکل ضـعیف   w بـا اسـتفاده از تـابع وزن      MLPGدر روش 

صورت زیر نوشـته  به q) در دامنه محلی 1معادله دیفرانسیل (

  شود:می

)13(  
q

(EI(x)V PV)w d


    0  

ممان اینرسی متغیر در طـول   I(x) ضریب کشسانی و  E که در آن

  توان نوشت.می )14رابطه (صورت ) را به13ستون است. رابطه (
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ر مقایسه با حل دقیق بار کمانشی بی بعد ستون منشوري با تعداد گره مختلف د  -2جدول  P exact
cr /9 8696  

 تعداد گره  5 10 15 20 25 30 35 40 50 100

8690/9 8682/9 8683/9 8651/9 8628/9 8605/9 8561/9 8460/9 8157/9 6928/9 
crP  

  درصد خطا 7910/1  5464/0 2387/0  1367/0  0923/0 0688/0 0453/0 0337/0 0146/0  0061/0

  

)14(  
q q

(EI(x)V )w d (PV)w d
 

     0  

  ) داریم:14با اعمال قضیه دیورژانس به رابطه (

)15(  q q

q q

(EI(x)V )w d (EI(x)V )wd

(EI (x)V )wd (PV)w d

 

 

    

    

 

  0

  
) 10معرفـی شـده در رابطـه (   با استفاده از ماتریس تـابع شـکل   

  توان نوشت:می

)16(       V V V V     
  

، نتیجـه زیـر حاصـل    )15(ه در رابط ـ )16(با جایگذاري رابطـه  

  شود:می
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)17(  

هاي سختی هندسـی  با معرفی ماتریس k    و سـختی محـوري

pk   صورت زیر:به  

   

   

q

q q

k (EI(x)V ) d

(EI(x) )wd (EI (x) )wd



 

   

      



 
  

)18(  

)19(   
q

pk P wd


      
  

  شود:صورت زیر خلاصه میه) ب17رابطه (

)20(     pk k V    0
  

مقادیر ویژه است که مقادیر ویـژه همـان    مسئله) یک 20رابطه (

دهـاي کمـانش مربـوط بـه     وبارهاي کمانشی و بردارهاي ویژه م

  آنها است.  

  

  اعمال شرایط مرزي تغییر مکانی -6

ونکـر را  ویژگی دلتاي کر  RPIMتابع شکل تولید شده به روش 

ــرزي     ــرایط م ــال ش ــنهادي اعم ــن رو در روش پیش دارد. از ای

شـود. در ایـن   سادگی و مشابه روش اجزاي محدود انجام مـی به

مقاله از روش جریمه براي اعمال شـرایط مـرزي تغییـر مکـانی     

استفاده شده است. به این صـورت کـه در مـاتریس سـختی بـه      

، بسـته شـده   آزادي روي قطر اصلی مربوط به درجـه  هايدرایه

شـود. بـه ایـن    ) اختصـاص داده مـی  1× 2010عدد بزرگی (مثلا 

  شود.ترتیب صفر شدن درجه آزادي بسته به مسئله تحمیل می

  

  نتایج عددي  -7

  ستون منشوري -7-1

منشـوري   در ابتدا براي راستی آزمایی، مقدار بار کمانشی سـتون 

 n 0   ــتفاده از روش ــا اس ــادیر   MLPGب ــا مق ــبه و ب محاس

ارائـه   )2جدول (دست آمده در شود. نتایج بهتحلیلی مقایسه می

شـود بـا تعـداد گـره ده و     شده است. همانطور که مشـاهده مـی  

 درصد) 5/0کمتر از با خطاي (نتایج از دقت بسیار بالایی  ،بیشتر

بعد کردن ) براي بی21برخوردار است. در این جدول از رابطه (

  جویی شده است.ها بهرهی ستونبار کمانش

)21(  cr
cr

P L
P

EI


2

  
میزان درصـد خطـاي روش پیشـنهادي بـراي سـتون       )3شکل (
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  هاي دامنهنمودار درصد خطاي روش پیشنهادي در برابر تعداد گره -3شکل 

  

دهد. بر پایـه ایـن   هاي مختلف را نشان میمنشوري با تعداد گره

شـود بـا افـزایش تعـداد گـره درصـد خطـا        مـی نمودار مشاهده 

شود که افـزایش  همچنین مشاهده میکند. سمت صفر میل میبه

ها به بیش از صد گره عمـلاً تـأثیر چنـدانی بـر دقـت      تعداد گره

هـا  نتایج ندارد. بنابراین در ادامه از صد گره بـراي همـه تحلیـل   

  استفاده شده است.

  

   اي مختلفهمنشوري با ضریب شکلستون نا -7-2

  یبامنشـوري بـا ضـر   هـاي نـا  در این بخش بار کمانشی سـتون 

نامنشوري مختلف  هاي) و نسبتn=1,2,3,4هاي مختلف (شکل

)=0.1,0.3,0.5,0.7,0.9η  با اسـتفاده از روش (MLPG   محاسـبه

شده و با نتـایج تحلیلـی ارائـه شـده در کتـاب وانـگ و وانـگ        

سـازد بـار کمانشـی    . خاطرنشـان مـی  ]48[مقایسه شـده اسـت   

بعـد  ) بی22هاي نامنشوري این بخش با استفاده از رابطه (ستون

  شده است.

)22(  cr
cr

P L
P

EI


2

0  
هاي نامنشـوري در برابـر   بعد ستونبار کمانشی بی )4در شکل (

هاي مختلف، در مقایسه بـا  نسبت نامنشوري براي ضریب شکل

شـود. نتـایج ایـن بخـش نشـان      حل دقیق تحلیلی مشـاهده مـی  

دهد که روش پیشـنهادي دقـت مناسـبی بـراي محاسـبه بـار       می

هاي نامنشوري با تغییرات شدید در ممان اینرسی کمانشی ستون

  دارد.

منشوري بـا ضـریب   هاي نابار کمانشی ستون )3جدول (در 

نامنشوري مختلف ارائـه و بـا نتـایج ارائـه شـده       شکل و نسبت

. با توجـه بـه ایـن    ]48[توسط وانگ و وانگ مقایسه شده است 

شود که با افزایش نسبت نامنشوري و ضریب جدول مشاهده می

ر یابـد. دلیـل ایـن ام ـ   شکل، خطاي روش پیشنهادي افزایش می

تغییرات شدیدتر در خصوصیات هندسی ستون با افـزایش ایـن   

ست. با این وجـود خطـاي روش پیشـنهادي در هـیچ     ا پارامترها

  درصد نیست. 5/0ها بیش از یک از ستون

بعـد در برابـر تغییـرات    نمودار بار کمانشی بی )5شکل (در 

مختلف رسم شـده اسـت.    یب شکلانسبت نامنشوري براي ضر

  یب اازاي تمـام ضـر  تـوان دریافـت کـه بـه    کل مـی بر پایه این ش

شکل، با افزایش نسبت نامنشوري بـار کمانشـی سـتون کـاهش     

  یابد.  می

دلیل ایـن  بالاتر شدیدتر است.  یب شکلااین کاهش در ضر

)، افـزایش نسـبت   2چون بـا توجـه بـه شـکل (     امر آن است که

نامنشوري باعث ایجاد سطح مقطع کوچکتري در انتهـاي سـتون   

 ،توان تابع تغییر ممـان اینرسـی اسـت    nشود و ضریب شکل یم

شـود.  افزایش آن موجب افت بیشتري در بار بحرانی سـتون مـی  

توان نتیجه گرفت در یک نسبت نامنشوري ثابت اگر بنابراین می
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  راستی آزمایی نتایج ستون نامنشوري با نتایج تحلیلی -4شکل 

  

تدا با شیب کمتر و سپس بـا شـیب   کاهش ممان اینرسی مقطع اب

تر) صورت پذیرد، بـار کمانشـی سـتون بیشـتر     کوچک nبیشتر (

       خواهد بود.

ــار کمانشــی   )6شــکل (در  ــودار ب   ضــریب شــکل در -نم

منشوري مختلف ترسیم شده است. در ایـن شـکل   هاي نانسبت

هـاي  ویژه در نسـبت شود با افزایش ضریب شکل بهمشاهده می

یابد. کمترین میـزان  ، بار کمانشی ستون کاهش مینامنشوري بالا

ازاي افزایش ضریب شکل مربوط بـه نسـبت   افت بار کمانشی به

/نامنشــوري  0 /اســت. نمودارهــاي   1 0 /و  1 0 3 

صورت ا بههیابد و سایر نمودارصورت خطی کاهش میتقریبا به

همچنین با توجه بـه  یابند. منحنی با شیب کند شونده کاهش می

هاي نامنشوري بالا، بـا افـزایش   این شکل واضح است در نسبت

، اثر افزایش این پارامتر بر کـاهش بـار بحرانـی سـتون     nپارامتر 

هـاي بـزرگ   nیابد. به سخن دیگر شـیب نمـودار در   کاهش می

  .شودتقریباً برابر صفر می

در  MLPGر این بخـش بـراي نشـان دادن کـارایی روش     د

هــاي نامنشــوري، مــدت زمــان انجــام تحلیــل کمانشــی ســتون

محاسبات بـراي تحلیـل کمانشـی سـتون نامنشـوري بـا نسـبت        

/(نامنشــوري  0 nو ضــریب شــکل (  )9  ) در روش 4

MLPG  با روشFEM گرهی)، مقایسه شـده   (با جزء خطی دو

افـزار متلـب   است. هر دو برنامه با یک رایانه و با یک نـوع نـرم  

در  FEMدرصـد خطـاي روش    )،7شکل (انجام شده است. در 

تحلیل کمانشی ستون نامنشوي مزبور در برابر تعداد جزء خطـی  

درصـد خطـاي روش بـدون شـبکه      )8در شـکل ( دو گرهی و 
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 نامنشوري مختلف منشوري با ضریب شکل و نسبتهاي نابار کمانشی ستون -3جدول 

  صد خطادر  )]48[(وانگ  crP  ) MLPG(روش   crP  ضریب شکل
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  نسبت نامنشوري براي ضریب شکل هاي مختلف –نمودار بار کمانشی  -5 شکل
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  هاي نامنشوري مختلفبررسی اثر ضریب شکل بر بار بحرانی کمانش ستون در نسبت -6 شکل

  

  
  در روش اجزاي محدود 4و ضریب شکل  9/0داد جزء خطی دو گرهی بر بار کمانشی ستون نامنشوري با نسبت نامنشوري اثر تع - 7 شکل

  
  

  
  MLPGدر روش  4و ضریب شکل  9/0اثر تعداد گره بر بار کمانشی ستون نامنشوري با نسبت نامنشوري  -8 شکل
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  جزء خطی دو گرهی) 40با همان دقت ( FEMدر مقایسه با روش  MLPGها بر زمان پردازنده در روش تأثیر تعداد گره - 9 شکل

  

MLPG       در برابر تعداد گره ارائه شده اسـت. بـا توجـه بـه ایـن

شود براي رسیدن به یک میـزان خطـاي قابـل    شکل مشاهده می

با جزء خطـی   FEMدرصد) در روش  1قبول (در اینجا کمتر از 

گره  22شبکه به جزء و در روش بدون  40دو گرهی به بیش از 

با این تعداد جـزء برابـر    FEMبرنامه  4نیاز است. زمان پردازنده

هـا در  دست آمده است. تـأثیر تعـداد کـل گـره    ثانیه به 4022/0

نشـان   )9در شکل (بر زمان پردازنده  MLPGروش بدون شبکه 

 MLPG شود در روشگونه که مشاهده میداده شده است. همان

زمان پردازنده با شـیب فزاینـده افـزایش     هابا افزایش تعداد گره

شـود بـراي   ) مشـاهده مـی  8طور که در شکل (یابد. اما همانمی

، MLPGدرصـد در روش   1رسیدن به درصد خطـاي کمتـر از   

با  MLPGگره نیست. زمان پردازنده روش  22نیازي به بیش از 

توان دریافت ثانیه است. بنابراین می 1388/0این تعداد گره برابر 

براي رسیدن به یـک دقـت قابـل قبـول، زمـان پردازنـده روش       

MLPG   بسیار کمتـر از روشFEM      بـا جـزء خطـی دو گرهـی

 است.       

  

اي بـا بـار محـوري    بار بحرانی سـتون ماهیچـه   -8

  MLPGغیریکنواخت به روش 

عنوان یـک سـتون پرکـاربرد    اي بهدر ادامه کمانش ستون ماهیچه

در طول ستون مـورد بررسـی قـرار    ها با بار محوي متغیر در پل

) 23رابطـه (  صورتبهاین ستون  ممان اینرسیگیرد. تغییرات می

 شود.فرض می

n

n

x
I I x / L

L

I(x) I / L x / L

I I (L x) / L x L
L

  
      


  


         

1 1

1

1 1

5
1 0 0 2

0 2 0 8

5
1 0 8

 

)23(  

 I1تغییـرات ممـان اینرسـی در طـول سـتون،       I(x)در این رابطه 

 طـول سـتون   Lضـریب شـکل و    n ممان اینرسـی کمینـه سـتون،    

صـورت  بـه  )10شـکل ( نامنشوري است. بار محوري ستون مطابق 

علاوه بر بـار محـوري وارد شـده در    ( شودیکنواخت فرض میغیر

شـود کـه   انتهاي ستون، یک بار محوري در وسط ستون نیز وارد می

 طـور ناگهـانی  شود بار در طول ستون یکنواخت نبوده و بهسبب می

 شکل واضح است درصورتی کـه پـارامتر   این. با توجه به )تغییر کند

α .برابر واحد فرض شود، بار محوري ستون یکنواخت خواهد بود  

ت، قسمت متغیـر  ) قابل ملاحظه اس10همان طور که در شکل (

طـول ابتـدا و انتهـاي سـتون تعریـف شـده        2/0براي  ممان اینرسی

تغییرات ممان اینرسـی در طـول سـتون     نحوه )11شکل (است. در 

  هاي مختلف رسم شده است.ازاي ضریب شکلاي بهماهیچه
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   در طول ستونیکنواخت را بار غیاي بستون ماهیچه -10 شکل

  

  
  مختلف یب شکلااي در طول ستون براي ضرتغییرات ممان اینرسی ستون ماهیچه -11شکل 

  

روي  گـره  100و درنظر گـرفتن    MLPGجویی از روشبا بهره

یب شـکل و  ااي بـراي ضـر  دامنه، بـار کمانشـی سـتون ماهیچـه    

دست آمـده در  یب بار مختلف محاسبه شده است و نتایج بهاضر

مانشی ستون قابل مشاهده است. در این جدول بار ک )4جدول (

  بعد شده است.اي با استفاده از رابطه زیر بیماهیچه
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1  
دهـد، بـا انتخـاب ضـریب شـکل      ) نشان مـی 4بررسی جدول (

تـوان بـار کمانشـی سـتون را     اي مـی مناسب در سـتون ماهیچـه  

درصد افزایش داد. میزان افزایش بار کمانشی نسـبت   33میزان به

یابـد.  ن منشوري با افـزایش ضـریب شـکل کـاهش مـی     به ستو

توان دریافت کاهش ضریب همچنین بر پایه نتایج این جدول می

ــار ( ــتون  αب ــی س ــار بحران ــوس در ب ــزایش محس ــب اف   ) موج

معنـاي کاسـتن از بـار    شود. کاهش ضریب بـار بـه  می ايماهیچه

انتهایی ستون و افزودن به بـار محـوري وارد بـر مرکـز      محوري

ست. این عمل موجـب افـزایش در بـار بحرانـی سـتون      ستون ا

  اي شده است.  ماهیچه

تغییرات بار کمانشی ستون با افـزایش   ) نمودار12شکل (در 

یب بار مختلف نشان داده شده است. بـا  اضریب شکل براي ضر

تـوان نتیجـه گرفـت بـا افـزایش ضـریب       توجه به این شکل می

بـه یـک میـزان     ریبـاً بار تق شکل، بار کمانشی براي تمام ضرایب

  یابد.کاهش می
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  یب بار مختلف ااي با ضریب شکل و ضربار کمانشی ستون ماهیچه -4جدول 

)ضریب بار  )  n crP  درصد افزایش نسبت به ستون منشوري 

 1  

1/0 1275/13 00/33 

2/0 8871/11  44/20 

4/0 6670/10 08/8 

6/0 2494/10 85/3 

8/0 1058/10 39/2 

0/1 0472/10 80/1 

/  0 75  

1/0 9249/14 02/33 

2/0 5172/13 47/20 

4/0 1323/12 13/8 

6/0 6578/11 90/3 

8/0 4941/11 44/2 

0/1 4271/11 85/1 

/  0 5  

1/0 0318/17 96/32 

2/0 4377/15  51/20 

4/0 8676/13 26/8 

6/0 3274/13 04/4 

8/0 1391/13 57/2 

0/1 0607/13 96/1 

/  0 25 

1/0 3796/19 74/32 

2/0 5949/17 51/20 

4/0 8335/15 45/8 

6/0 2220/15 26/4 

8/0 0041/15 77/2 

0/1 9101/14 12/2 

  

  گیريبحث و نتیجه -9

منشوري بـا اسـتفاده   هاي نادر این مقاله به بررسی کمانش ستون

پرداخته شده است. تغییرات ممان  MLPGاز روش بدون شبکه 

نظیر خطـی و  با استفاده از توابع مختلفی  در طول ستوناینرسی 

زي سـا بـراي مـدل   MLPGشده اسـت. در روش   توانی تعریف

بندي دامنه نیسـت و بـا اسـتفاده از توزیـع     مسئله نیازي به شبکه

شـود. بنـابراین   مسـئله مـدل مـی    ،ها در دامنه و روي مرزهاگره

ویژه در مسائل با بندي، زمان کمتري بهعلت عدم نیاز به شبکهبه

شود. افزون بر این نحوه توزیع هندسه پیچیده از کاربر گرفته می

گـذارد. صـحت سـنجی نتـایج     ثیر چندانی نمیها بر نتایج تأگره

تحلیلی بـه همگرایـی، دقـت و کارآمـدي روش      عددي با روش

همچنین شایان ذکر است که اگرچـه  . دهدرا نشان میپیشنهادي 

بــراي حــل معادلــه  MLPG در ایــن مقالــه روش بــدون شــبکه

هاي با هندسه متغیر تـدریجی  دیفرانسیل حاکم بر کمانش ستون
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  هاي مختلفاي با ضریب بارضریب شکل براي ستون ماهیچه –مودار بار کمانشی ن -12شکل 

  

تواند براي حل هاي ارائه شده میسازياستفاده شده است، رابطه

ي دیفرانسیل با تغییرات تدریجی پارامترها عددي هر نوع معادله

  در یک یا چند راستا مورد استفاده قرار گیرد.    

ت آمده از تحلیـل کمانشـی سـتون هـا بـا      دسمهم ترین نتایج به

  استفاده از روش بدون شبکه به قرار زیر است:

       روش بدون شـبکه از دقـت و همگرایـی مناسـب برخـوردار

ها سبب افزایش دقت است. به سخن دیگر افزایش تعداد گره

گره عملاً تأثیري  100شود و در نظر گرفتن بیش از نتایج می

 .ردبر نتایج روش بدون شبکه ندا

      بار بحرانی ستون منشوري با روش حـل دقیـق تطـابق بسـیار

خوبی دارد. میزان خطاي روش پیشنهادي با صـد گـره برابـر    

 درصد است. 0061/0

 دست آمـده بـا   راستی آزمایی بار کمانشی ستون نامنشوري به

روش پیشنهادي با نتایج تحلیلی ارائه شده در کتاب وانـگ و  

ار خـوبی بـین نتـایج حاصـل     وانگ مقایسه شده و تطابق بسی

درصد خطاي روش پیشنهادي براي همه ضـرایب  . شده است

  درصد است. 5/0هاي نامنشوري کمتر از شکل و نسبت

 منشوري و ضریب شکل تأثیر زیادي بر بار کمانشـی  نسبت نا

ــهســتون نامنشــوري دارد.  ــهب ــزایش نســبت  نحــوي ک ــا اف ب

 یابد.ینامنشوري و ضریب شکل بار کمانشی ستون کاهش م

 زمان پردازنده با شیب فزاینده افـزایش   هابا افزایش تعداد گره

 یابد. می

    براي رسیدن به یک میزان خطاي قابل قبول مشـخص، زمـان

پــردازش روش بــدون شــبکه بســیار کمتــر از روش اجــزاي 

 محدود با جزء خطی دو گرهی است.

 اي با افزایش ممان اینرسی در بیست درصـد  در ستون ماهیچه

 33میـزان  توان بار کمانشی ستون را بـه تهایی طول ستون میان

 درصد افزایش داد.

   ) ــار ــا بــار  ) در ســتون ماهیچــه αکــاهش ضــریب ب اي ب

موجب افزایش محسوس در بار بحرانی ستون  ،غیریکنواخت

 .شودمی
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