
 
 37-59، ص. 1411 تابستان، 1، شماره 41هاي عددي در مهندسي، سال نشریه روش

37 

 
 

 

 

 هاي مستطیلي مدرج آنالیز ناپایداري دینامیکي ارتعاشات عرضي ورق

 هاي متحرکتابعي تحت جرم
 

 

 

 مهران قمشي بزرگ

 دانشکده مهندسي مکانیک دانشگاه صنعتي جندي شاپور
 

 
 

 (33/8/7011 دريافت نسخه نهايي: - 77/5/7011)دريافت مقاله:  
10.47176/jcme.40.1.3741DOI:  

20.1001.1.22287698.1400.40.1.4.9DOR:  

 

پاي  درنساتتا  ضامیت تحات عتاور پاي      3هاي مدرج تاابعي ورق 2و تشدید خارجي 1در این مقاله، ناپایداري دینامیکي ناشي از تشدید پارامتریک -چکیده

طور پیوسته در سرتاسر ضمامت ورق تغییر کرده و از یاک تااب    شود که مدول یانگ و جرم واحد حجت ورق بههاي متحرک بررسي شده است. فرض ميجرم
 هات هساتند در حاالي کاه هماه     باه  متقابا   دو لتهگاه ساده در هاي مستطیلي درنظرگرفته شده داراي دو تکیهکنند. ورقتتعیت مي 4تواني از یک کسر حجمي

 اي کوپا  شاده  تواند درنظرگرفته شود. معاادتت دیررانسای  پااره   دیگر مي گاه ساده و گیردار براي دو لتههاي ممکن دیگر از شرایط مرزي آزاد، تکیهترکیب
هااي  مؤلراه  هاي برشي عرضي اساتمراج شاده و هماه   ت اینرسي دوراني و تنشحاکت بر ورق متتني بر تئوري تغییر شک  برشي مرتته اول با درنظرگرفتن اثرا

اي باه یاک مجموعاه از معاادتت     ، معاادتت دیررانسای  پااره   5است. با استراده از روش گاالرکین بندي دینامیکي لحاظ شده اینرسي جرم متحرک در فرمول
هااي  دست آوردن نواحي پایدار و ناپایادار و منحناي  براي به 6تحلیلي آنالیز هموتوپيروش نیمه اند. ازدیررانسی  معمولي با ضرایب وابسته به زمان تتدی  شده

هااي مترااوت   کسر حجمي، نستت ضمامت به طاول ورق و ترکیاب   7تشدید خارجي در فضاي پارامترهاي سیستت استراده شده است. اثر مقادیر اندیس توان
دهند که کاهش اندیس توان کسر حجمي، افزایش نستت ضمامت به طول ورق سي شده است. نتایج نشان ميشرایط مرزي روي پایداري دینامیکي سیستت برر

 هاي تشادید باه بااتي صارحه    ناپایدار و منحني گاه ساده و گیردار( ستب انتقال ناحیهترتیب آزاد، تکیهدیگر ورق )به باتتر قیود اعمال شده به دو لته و درجه
میااني   سازي عددي جابجایي نقطهبر استراده از شتیهشود. براي تایید نتایج روش آنالیز هموتوپي علاوهنظر فیزیکي، سیستت پایدارتر ميز نقطهپارامترها شده و ا

 .استدیگر مقایسه و تایید شده  ، نتایج این مطالعه با نتایج مطالعهخاصنیز استراده شده است. همچنین در یک حالت  8ورق، از تئوري فلاکه
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Abstract: In this paper, dynamic instability due to parametric and external resonances of moderately thick functionally graded 

rectangular plates, under successive moving masses, is examined. Plate mass per unit volume and Young’s modulus are assumed 

to vary continuously through the thickness of the plate and obey a power-law distribution of the volume fraction of the 

constituent. The considered rectangular plates have two opposite simply supported edges while all possible combinations of free, 

simply supported and clamped boundary conditions are applied to the other two edges. The governing coupled partial differential 

equations of the plate are derived based on the first-order shear deformation theory with consideration of the rotational inertial 

effects and the transverse shear stresses. All inertial components of the moving masses are considered in the dynamic 

formulation. Using the Galerkin procedure, the partial differential equations are transformed into a set of ordinary differential 

equations with time-dependent coefficients. The Homotopy Analysis Method (HAM) is implemented as a semi-analytical method 

to obtain stable and unstable zones and external resonance curves in a parameters space. The effects of the index of volume 

fraction, thickness to length ratio, and different combinations of the boundary conditions on the dynamic stability of the system 

are also investigated. The results indicate that decreasing the index of volume fraction, increasing thickness to length ratio, and 

higher degree of edge constraints (respectively from free to simply-supported to clamped) applied to the other two edges of the 

plate shift up the instability region and resonance curves in the parameters plane and, from a physical point of view, the system 

becomes more stable. In addition to using numerical simulations of the plate midpoint displacement, Floquet theory is also 

employed to validate the HAM results. Finally, the results of this study, in a particular case, are compared and validated with the 

results of other works. 

 

Keywords: Functionally graded plate, Moving mass, Dynamic stability, Homotopy analysis method. 
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 مقدمه -1
ها در صننايع مختفند داراي کاربردهناي فراوانني هسنتند.      ورق

ها ين  نيناز   بنابراين براي طراحان شناخت رفتار ديناميكي ورق

ش تمرکن  تننش و   دلينل کناه  ضروري اسنت. در اينن مينان بنه    

هايي از جننس منواد مندرا تنابعي،     هاي باقيمانده در ورقتنش

طور روزاف وني در صنايع مختفد مورد توجنه  استفاده از آنها به

 است.قرارگرفته 

در مقايسه بنا تعنداد مطالعناتي کنه در زميننه ارتعاشنات آزاد و       

هاي مدرا تابعي انجام شده است، تعداد محندودي از  اجباري ورق

پاسخ ديناميكي ورق مندرا تنابعي تحنت عبنور بنار       نها به مسئفهآ

زاده و همكناران بنا اسنتفاده از تئنوري     انند. مفن   متحرک پرداختنه 

و روش  71کارگيري اصل هناميفتون و به 4تغييرشكل برشي مرتبه اول

اي مندرا تنابعي تحنت بارهناي     استوانه المان محدود، پاسخ پوسته

بارهناي متحنرک نامتقنارن را منورد     مكانيكي متحرک و  –حرارتي 

. سونگ و همكاران فقط با درنظنر گنرفتن   [3و 7]مطالعه قرار دادند 

اينرسي حاصل از شتاب قنامم جنرم متحنرک، بنا اسنتفاده از       مؤلفه

براي  73يافتهريت  بهبود –و روش حل ريفي  77تئوري ورق کلاسي 

رک اقندام  بيني رفتار ديناميكي ورق مدرا تابعي تحت بار متحن پيش

از اينرسني  کنردن  نظنر  زاده و همكاران با صنر  . يوسد[3]کردند 

صورت ين  نينروي متحنرک، بنا     آن بهنمودن جرم متحرک و مدل 

استفاده از تئوري تغيير شكل برشي مرتبنه اول، ارتعاشنات عرضني    

ورق مستطيفي از جنس مدرا تنابعي در تمناب بنا سنيال ايرقابنل      

. در هني  ين  از اينن    [0]عه کردند تراکم تحت بار متحرک را مطال

هاي اينرسي جرم متحنرک در تعينين پاسنخ    مطالعات اثر تمام مؤلفه

 ديناميكي سيستم لحاظ نشده است.   

هاي مهم در مسئفه ي  عضنو اسسنتي  تحنت    يكي از جنبه

عبور جسم متحرک، شنناخت شنرايطي اسنت کنه سنبب بنروز       

لحناظ تمنام   شنود.  ناپايداري ديناميكي در عضنو اسسنتي  مني   

هاي متحرک و عبور متناوب آنها از روي هاي اينرسي جرممؤلفه

شود که ضرايب معادلنه حناکم بنر    سبب ميي  عضو اسستي  

طور متناوب با زمان تغيير کرده و اينن ننو    ارتعاشات سيستم به

. تغيينر  شوندبندي هاي متغير با زمان دستهها ج ء سيستمسيستم

ي  پارامترين  را بنراي سيسنتم ايفنا     ضرايب با زمان نقش تحر

تواند در شرايط معيني سبب ناپايداري ديناميكي و کند که ميمي

يا به اصطلاح تشديد پارامتري  در سيسنتم شنود. در اينن ننو      

تواند پاسخ ف اينده ايجاد شنود  مي ،در شرايط ديگري ،هاسيستم

به اين ترتينب کنه اگنر در معنادست حناکم، فرکنانس عبنارت        

ي  کننده با فرکانس پاسخ همگن سيستم برابر شود شنرايط  تحر

به اينن   .شودبراي رشد ف اينده پاسخ ديناميكي سيستم ايجاد مي

 شود.  حالت، وقو  تشديد خارجي در سيستم گفته مي

هاي تحت عبنور جنرم متحنرک    تشديد پارامتري  در سيستم

نفسنون و  توسط محققان متعددي مورد توجه قرار گرفتنه اسنت.   

گاه سناده و تحنت اثنر    براي تير با تكيه[ 4[ و ماکرتي  ]5کانوور ]

هاي متحرک، با استفاده از روش تئوري فلاکنه ننواحي   عبور جرم

پايدار و ناپايدار را در فضاي پارامترهناي سيسنتم تعينين کردنند.     

آلدريم و باز با استفاده از تئوري تحرين  تكانشني پاينداري تينر     

. [7]هاي متحرک را مطالعنه کردنند   متحت اثر حرکت متناوب جر

برننولي تحنت    -براي بررسي پايداري ديناميكي تير اولر  [8]رامو 

[ در بررسني اثنر تغيينر    4]بار متحنرک و پيرمرادينان و همكناران    

هاي ب رگ بوجود آمده در تير تحنت عبنور جنرم متحنرک     شكل

هناي چندگاننه جهنت    روي نتايج آنالي  پايداري، از روش مقياب

ترکنان و همكناران   ين شرايط وقو  ناپايداري استفاده کردنند.  تعي

گناه سناده تحنت    پايداري ديناميكي ورق مستطيفي نازک بنا تكينه  

هنناي متحننرک را بننا اسننتفاده از روش  عبننور پنني در پنني جننرم 

. آنها در دو مطالعه ديگر بنا  [71]پارامترهاي فشرده مطالعه کردند 

براي سه حالت حرکنت   استفاده از روش هارموني  باسنس نموي

هاي متحرک روي خط راست، خنط منورب و مسنير    متوالي جرم

اي روي ي  ورق نسبتاً ضخيم، ننواحي پايندار و ناپايندار را    دايره

. [73و  77]در صفحه پارامترهاي جسنم متحنرک تعينين کردنند     

در  ،[73]قمشني بن رگ و همكناران    مطالعات انجام شده توسنط  

هناي متحنرک بنا اسنتفاده از     ب جنرم مسئفه تير تحت عبور متناو

در  ،[70آبنادي و همكناران ]  و حسنن  73،روش اختلالي هموتوپي

ورق تحت عبور متوالي جرم متحنرک بنا اسنتفاده از روش     مسئفه

و تعينين مناک يمم فناکتور ب رگنمنايي      70آنالي  مودال بهبود يافتنه 
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 ورق مدرج تابعي تحت عتور جرم متحرک -1شک  

 

بننا جمفننه مطالعننات محنندودي هسننتند کننه   از  ورق، 57ديننناميكي

هاي اسستي  تحنت جنرم   درنظرگرفتن مشخصه متغير با زمان سيستم

     اند.متحرک، شرايط بروز تشديد خارجي را ني  مورد توجه قرار داده

بننر اسنناب بهتننرين دانننش نگارنننده تنناکنون شننرايط بننروز  

ديد خارجي ديناميكي ناشي از تشديد پارامتري  و تش ناپايداري

هاي متحرک بررسي نشده در ورق مدرا تابعي تحت عبور جرم

هناي اينرسني   است. در اين مطالعه با درنظر گرفتن تمنام مؤلفنه  

کارگيري تئوري تغيينر شنكل برشني مرتبنه     جرم متحرک و با به

حاکم بر ارتعاشات ي  ورق مدرا تابعي مسنتطيفي   اول، معادله

هاي تعيين شده و سپس بنا  رمنسبتاً ضخيم تحت عبور متوالي ج

استفاده از روش آننالي  هموتنوپي شنرايط ناپاينداري دينناميكي      

 نتايج از طريق تعينين ضنابطه   . پس از آنشودسيستم بررسي مي

هناي مكنان   مرز بين نواحي پايدار و ناپايندار و ضنابطه منحنني   

 .شوندپارامترها تعيين مي هندسي شرايط بروز تشديد در صفحه

ترتيب با تعيين شرايط وقو  ناپايداري و بروز تشديد در به اين 

شود تا مطالعات گذشته از اين جنبه تكميل اين سيستم سعي مي

شده و توانايي روش آنالي  هموتوپي در تعيين شنرايط پاينداري   

ديناميكي اين سيستم ني  نشنان داده شنود. ويیگني روش آننالي      

ينن اسنت کنه در    هموتوپي نسبت به روش اختلالي هموتنوپي ا 

روش آنالي  هموتوپي از طريق تامين شرايط سزم براي تضنمين  

منظور تكميل . به[75]يابد همگرايي حل، دقت نتايج اف ايش مي

 کنه مبنين نحنوه    ،بررسي، اثر مقدار انديس توان کسنر حجمني  

اثنر   ،توزيع مواد در جهت ضنخامت ورق مندرا تنابعي اسنت    

ايط منرزي ورق روي  طنول ورق و اثنر شنر   نسبت ضخامت بنه 

شرايط پايداري سيستم مورد بررسي قرار گرفته است. در ادامنه  

دست آمده از روش آنالي  هموتوپي، مقايسنه  براي تاييد نتايج به

هاي عنددي سزم انجنام شنده اسنت. نتنايج نشنان       سازيو شبيه

دهند کنه روش آننالي  هموتنوپي بنا دقنت مناسنبي شنرايط        مي

بينني  جرم متحرک را پنيش  –تابعي  پايداري سيستم ورق مدرا

عنوان روشني مناسنب بنراي آننالي  پاينداري      تواند بهکرده و مي

 ديناميكي اين سيستم درنظرگرفته شود.  

 

 معادتت حاکت بر ارتعاشات ورق مدرج تابعي  -2
( ين  ورق مسنتطيفي مندرا تنابعي نسنبتاً ضنخيم و       7شكل )

تحنت عبنور    hو ضخامت  b، عرضaطول به 74اي وتروپي 

 دهد.را نشان مي M جرم متحرک به جرم

سيستم مختصات کارت ين  x , x , x1 2 بنراي بينان روابنط     3

xشود. صفحه رياضي استفاده مي x1 در سطح مياني ورق تغيير  2

شننكل نيافتننه قننرار داده شننده اسننت و مختصننات  M Mx , x1 2 

دهند.  را نشنان مني   اي جرم متحرک روي صفحهموقعيت لحظه

xمتقابل و منوازي   ورق در امتداد دو لبه 1 xو  0 a1  داراي

xاست در حنالي کنه در دو لبنه    گاه ساده تكيه 2 xو  0 b2 

گاه ساده، آزاد و ينا گينردار باشند. ورق    ممكن است داراي تكيه

صورت مخفنوطي از ين  ففن  و ين  سنرامي       مدرا تابعي به

صنورت پيوسنته در جهنت    درنظرگرفته شده که خواص ماده به

صنورت زينر ين  تنابع     بر اين اساب بهکند. ضخامت تغيير مي

کسننر حجمنني بننراي بيننان تغييننر منندول يانننگ و چگننالي ورق 

 درنظرگرفته شده است:

(7)    
p

m c m

x
E x E E E

h

 
    

 

3
3

1
2

 

(3)    
p

m c m

x
x

h

 
       

 

3
3

1
2
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فف  و سنرامي    ترتيب مشخصهبه cو mدر اين روابط زير نويس 

انديس توان کسر حجمي است کنه فقنط    pکنند و را مشخص مي

شود ( ملاحظه مي3( و )7تواند بگيرد. از روابط )مقادير مثبت را مي

hپناييني   ، در صفحهpکه مستقل از مقدار
x  3 2
ورق از فنوسد   

hبنناسيي  لص و در صننفحهخننا
x 3 2
ورق از سننرامي  خننالص  

pازاي تشكيل شده است و به 0  ازاي ورق کاملاً از سرامي  و بنه

p  ًاز فف  تشكيل يافته است. ورق کاملا 

ترتينب  به x2و  x1جابجايي نقاط ورق در امتداد محورهاي 

و جابجايي در جهت عمود بر سنطح ميناني تغيينر     U2و  U1با 

شود. بنر اسناب تئنوري    نشان داده مي U3وسيفه شكل نيافته به

 ول در دسنننتگاه مختصنننات تغيينننر شنننكل برشننني مرتبنننه ا 

کارت ين  x , x , x1 2  بينان صنورت زينر   هاي جابجايي بهمؤلفه 3

 شوند:مي

(3) 
 

 

 

U x x , x , t ,

U x x , x , t ,

U x , x , t

  

  

 

1 3 1 1 2

2 3 2 1 2

3 3 1 2

 

اي حول محنور  هاي زاويهترتيب جابجاييبه 2و  1که در آن 

x2  وx1 مياني هستند و  در صفحه3   جابجايي عرضي اسنت

هنا و بنا   متغير زمان است. با فرض کوچ  بودن جابجنايي  tو 

کنرنش،   –جابجايي و روابنط تننش    –استفاده از روابط کرنش 

گشنتاورهاي پيچشني و نيروهناي    برآيند گشنتاورهاي خمشني،   

برشي عرضي در واحد طول براي ورق مستطيفي مندرا تنابعي   

صنورت زينر حاصنل    به 3و  1 ،2هاي بر حسب جابجايي

 [:  74شوند ]مي

(0) 

 

 

 
 

 
 

 
 

h /

, ,
h /

h /

, ,
h /

h /

, ,
h /

h /

,
h /

h /

,
h /

M x dx D ,

M x dx D ,

D
M x dx ,

D k
Q dx ,

D k
Q dx











      

      


      


     


     











2

11 11 3 3 2 1 1 2 22

2

22 22 3 3 2 2 2 1 12

2 2
12 12 3 3 1 2 2 12

2
2 1

1 13 3 1 3 12

2
2 1

2 23 3 2 3 22

1
2

1
2

1
2

 

i,که در آن 

i

(.)
(.)

x





است کنه مقندار    77ضريب پواسون و  

 D2و  D1شود. پارامترهاي درنظرگرفته مي 3/1آن ثابت و برابر 

 شوندصورت زير تعريد ميني  به

(5) 

 

 

h /2
3

1 32h /2

h /2
3 2

2 3 32h /2

E x
D dx ,

1

E x
D x dx

1















 

براي ورق مندرا تنابعي    Q2و  Q1ط نيروهاي برشي و در رواب

صنورت زينر تعينين    بنه  k2 78ضريب اصنلاح بنرش   ،موردنظر

 [:  77] شودمي

(4) 
/ p p

/ p p

h
k / (e e )( )

a

h
/ (e e )( )

a

 

 

    

 

2 0 025 2

0 06

5 10
0 75 2

6
10

0 64 1
 

کنارتي و پنس   در سيستم مختصات د 74ناوير با استفاده از معادله

از انجام عمفيات رياضي سزم، معادست حاکم بر ورق مستطيفي 

 [:74آيند ]دست ميبهزير صورت مدرا تابعي به

(7) 
, ,

, ,

, ,

M M Q I ,

M M Q I ,

Q Q P I

    

    

   

11 1 12 2 1 2 1

12 1 22 2 2 2 2

1 1 2 2 1 3

 

نيروي عرضي عمود بر واحد سطح ورق و ي  نقطنه   Pکه در آن 

 tآن پارامتر نسبت بنه زمنان   در باسي هر پارامتر مبين مشتق ج مي 

 شوند:صورت زير تعريد ميبه I2و  I1است و عبارات اينرسي 

(8) 
 

 

h /

h /

h /

h /

I x dx ,

I x x dx





 

 





2

1 3 32

2 2
2 3 3 32

 

(، معادست حناکم بنر   7( در معادست )0گذاري روابط )از جاي

صورت زينر  هاي ميدان جابجايي بهمؤلفه حرکت ورق بر حسب

 آيد: دست ميبه

(4) 

   
 

 
 

   
 

 
 

 
 

, , ,

,

, , ,

,

, ,

D D

D k
I ,

D D

D k
I ,

D k
P I

  
     


   

  
     


   


      

2 22
1 1 1 2 2 1

2
1

1 3 1 2 1

2 22
2 1 1 2 2 2

2
1

2 3 2 2 2

2
1 2

3 1 1 2 2 1 3

1 1
2 2
1
2
1 1
2 2
1
2
1
2

 

 نماد عمفگر سپلاسين است. 2که در آن 
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 سازي معادتت حاکتگسسته -3
بننراي حننل معننادست حنناکم، از روش گننالرکين بننراي تبننديل  

 37ست دفرانسنيل معمنولي  به معناد  31ايمعادست ديفرانسيل پاره

مطنابق   3و  1 ،2شود. براي اينن منظنور توابنع    استفاده مي

 شوند:زمان و مكان جداسازي مي روابط زير به دامنه

(71) 

 

 

 

n

j j

j

n

j j

j

n

j j

j

(x , x , t) X ,X A (t),

(x , x , t) X ,X A (t),

(x , x , t) a X ,X A (t)







  

  

  







1 1 2 1 1 2
1

2 1 2 2 1 2
1

3 1 2 3 1 2
1

 

jAام، jتوابع شكل  j3و  1j ،j2که در اين روابط  (t)  تابع

پارامترهناي بندون    X2و  X1ام و jزماني متناظر با شكل منود  

 شوندصورت زير تعريد ميبعدي هستند که به

(77) x x
X , X

a b
 1 2

1 2 

، منظننور عموميننت بخشننيدن بننه معننادست و تحفيننل آنهننا  بننه

 شوندپارامترهای بدون بعد زیر تعریف می

(73) 
j j

j j

Ia h
, , ,

b a D

I D
a ,

D a D

      

    

2
1

1

1 2
2

1 1

1
 

امنين فرکنانس ارتعاشنات آزاد ورق    jنمناد   jدر اين روابنط  

( در معنادست  71گنذاري روابنط )  مدرا تابعي است. بنا جناي  

 شود: زير حاصل مي (، نتيجه4حاکم )
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D

A t
D k a

D

I a
A t

D







 
        

  
 

  
 




 
         

  
 

  
 










2 2
1 11 1 22 1 11 2 12

1

2 2
1 1

1 3 1
2

2
2

1
12 1

2 2
2 11 2 22 1 12 2 22

1

2 2
1 1

2 3 2
2

2
2

2
2 1

n

j

,



1

 

(73) 
     

 

n

j, j, j, j, j

j

n

j j

j

A t

I aa
P A t

D k D k





       
 

 
 





2
3 11 3 22 1 1 2 2

1

2
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i,کنننننننننه در آن 

i

(.)
(.)

X





 ،
,ij

i j

(.)
(.)

X X



 

2

 ،
 1

1
2

و 

 
 2

1
2

 است.       

 

 آنالیز ارتعاشات آزاد  -3-1

هاي ارتعاشي، ضرورت دارد که آنالي  براي دستيابي به شكل مود

ارتعاشننات آزاد ورق مسننتطيفي منندرا تننابعي مننورد بررسنني   

جابجنايي   قرارگيرد. حل هارمونيكي ارتعاشنات آزاد ورق بنراي  

صننورت زيننر بننه 2و  1اي و جابجننايي زاويننه 3عرضنني 

 شود:درنظرگرفته مي

(70)   j

n
i t

j

j

(x , x , t) X ,X e ,




  1 1 2 1 1 2
1

 

(75)   j

n
i t

j

j

(x , x , t) X ,X e ,




  2 1 2 2 1 2
1

 

(74)   j

n
i t

j

j

(x , x , t) a X ,X e




  3 1 2 3 1 2
1

 

iکه در آن   1 ( تنا  70گذاري دسته روابنط ) است. از جاي

P( و 74) 0 ( سنه معادلنه  4در معادست ،)  زينر بنراي    کوپفنه

 شود:ارتعاشات آزاد ورق حاصل مي
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n

j
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(77) 



 مهران قمشي بزرگ

    

 03 7017 تابستان، 7 ه، شمار07هاي عددي در مهندسي، سال روش

هاشمي حسيني و همكناران نشنان دادنند کنه در شنرايطي کنه       

گناه سناده   ل دو لبه متقابل ورق مندرا تنابعي داراي تكينه   حداق

( بنر حسنب   77باشد، با درنظرگرفتن حنل عمنومي معنادست )   

بعد توابع پتانسيل بي
jW1 ،

jW2  وjW3 صورت:به 

(78) 
j j j, j j, j,

j j j, j j, j,

j j j

c W c W W ,

c W c W W ,

W W

   

     

  

1 1 1 1 2 2 1 3 2

2 1 1 2 2 2 2 3 1

3 1 2

 

[. پنس از  77( وجنود دارد ] 77کوپفه کردن معادست )امكان اير

( و انجنام عمفينات   77( در معنادست ) 78گنذاري توابنع )  جاي

رياضي سزم ضرايب 
jc1   وjc2 شوندصورت زير حاصل ميبه 

(74) j j

j j

j j

c , c
    

      
         

2 2

2 1
1 2

1 1 1 3

1 1
1 1 

 که در آن

(31) 

j j j j j

j

j j j j j

j

j

j

,
k k

,
k k

k

k

        
         

            

        
         

            

 
   

   

22 2 2 2 2
1 2 2 1 22

1 2 2 2 2 2
1 1

22 2 2 2 2
2 1 2 1 22

2 2 2 2 2 2
1 1

2 2
22

3 2 2
1

1 1
2 2

1 1
2 2

 

تواند بر حسب سه تنابع پتانسنيل   ( مي77) به اين ترتيب معادله

 بدون بعد به شكل زير بازنويسي شود

(37) 
j, j, j j

j, j, j j

j, j, j j

W W W ,

W W W ,

W W W

  

  

  

2 2
1 11 1 22 1 1

2 2
2 11 2 22 2 2

2 2
3 11 3 22 3 3

 

Xهنناي گنناه سنناده در لبننهبننراي شننرايط تكيننه 1 Xو  0 2 0 ،

توانند نوشنته   ( مني 37معنادست )  مجموعه حل زير براي دسنته 

 شود:

      

      

      

j j j

j j j

j j j

W A sin s X A cos s X sin X ,

W A sinh s X A cosh s X sin X ,

W A sinh s X A cosh s X sin X

  

  

  

1 1 1 2 2 1 2 1 1

2 5 2 2 6 2 2 2 1

3 11 3 2 12 3 2 3 1

 

(33) 

mکننه در ايننن روابننط    (m , , ,...)       1 2 3 1 2 3
 
و 

پارامتر 
1js ،js2  وjs3  ترتينب بنا پارامترهناي    به صورت زير بنه

j1 ،j2  وj3 :ارتباط دارند 

(33) j j j j

j j

s , s ,

s

       

   

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

2 2 2 2
3 3 3

 

در دسنته   A6تنا   A1هاي با استفاده از شرايط مرزي ورق، ثابت

ه سناده در امتنداد   گنا شنوند. شنرايط تكينه   ( تعيين مي33توابع )

Xهاي لبه 1 Xو  0 1  تواند بيان شود:صورت زير ميبه 1

(30) M     11 2 3 0 
Xهناي  و شرايط مرزي در امتداد لبه 2 Xو  0 2 بنراي لبنه    1

 آزاد: 

(35) M M Q  22 12 2 0 
 گاه ساده:  تكيه و براي ي  لبه

(34) M     22 1 3 0 
 صورت:گيردار به و براي لبه

(37)      1 2 3 0 
( و 78( در روابنط ) 33گنذاري روابنط )  قابل بيان هستند. جناي 

اي هن در شرايط مرزي مناسنب در امتنداد لبنه    گذاري نتيجهجاي

X 2 Xو  0 2 شنود. صنفر   ، به شش معادله همگن منجر مي1

که شنرط   ،بودن دترمينان ماتريس ضرايب معادله همگن حاصل

فرکانسني   وجود حل ايربديهي براي اين معادست است، معادله

 کند که از حل آن فرکنانس ارتعاشنات آزاد  سيستم را معرفي مي

ورق مستطيفي مدرا تابعي حاصل شده و سپس ضرايب توابنع  

 شوند. شكل از حل دستگاه معادست مشخص مي

عنوان فف  در اين مطالعه، در ورق مدرا تابعي از آلمينيوم به

( 7عنوان سرامي  استفاده شده اسنت. جندول )  به 33و از آلموينا

عي را مدول يانگ و چگالي مواد استفاده شده در ورق مدرا تاب

 دهد. نشان مي

در ادامه براي موارد مدنظر در بررسي، شامل اثر انديس تنوان  

)، نسبت ضخامت به طنول ورق  (p)کسر حجمي  )   و شنرايط

 مرزي ورق روي نتنايج آننالي  پاينداري دينناميكي، اولنين شنكل       

سپس با توجه بنه ويیگني    يد.آميبه دست  31و  11، 21مود 

: تنوان نوشنت  مني  هاي مستطيفيتعامد مودهاي ارتعاشي در ورق
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 مدول یانگ و چگالي فلز و سرامیک استراده شده در ورق مدرج تابعي -1جدول 

 فف  آلمينيوم سرامي  آلومينا

Kg.m)چگالي  (Gpa) مدول يانگ )3  مدول يانگ(Gpa)  چگالي(Kg.m )3 

381 3811 71 3713 

 

و پارامتر فرکانس پایه  31اولین شک  مود  -2جدول 
c ch / E   1 ي مقادیر ممتلف اندیس توان کسر برا 1

SSSS ،aورق مدرج تابعي با شرایط مرزي  (p)حجمي 

b
   hو 1 a /  0 1 

 1 17 31 p 

15744/1       / sin / X / sinh / X sin X 2 2 10 4664 3 0881 0 0002 5 2895 1 

10431/1       / sin / X / sinh / X sin X 2 2 10 4645 2 9754 0 0008 5 2367 5/1 

10050/1       / sin / X / sinh / X sin X 2 2 10 4666 2 8199 0 0017 5 1567 7 

13437/1       / sin / X / sinh / X sin X 2 2 10 4738 2 8677 0 0014 5 1529 71 

13434/1       / sin / X / sinh / X sin X 2 2 10 4671 3 1390 0 0001 5  بينهايت 3155

 

و پارامتر فرکانس پایه  31اولین شک  مود  -3جدول 
c ch / E   1 1 

براي مقادیر ممتلف نستت ضمامت به طول 

h
( )

a
   ورق مدرج تابعي با شرایط مرزيSSSS  ،a

b
   pو  1 10 

 1 17 31  
11443/1       / sin / X / sinh / X sin X 2 2 10 4504 3 8182 0 0016 5 8112 15/1 

13437/1       / sin / X / sinh / X sin X 2 2 10 4738 2 8677 0 0014 5 1529 7/1 

7310/1       / sin / X / sinh / X sin X 2 2 10 5810 3 7976 0 0036 5 2677 3/1 

 

(38) 
 i j i j i j

ij

dX dX

i j

i j

      


  



 
1 1

1 1 2 2 3 3 1 20 0

1

0

 

 

دست آمنده  سازي شكل مودهاي بهنسبت به نرمالبر اين اساب 

(، اولنين  3)-(0هناي ) اقدام شده است. براي هر مورد در جدول

 همننراه پننارامتر فرکننانس پايننه   بننه 31شننكل مننود نرمننال   

c ch / E   1 انند.  [ ارامه شنده 77دست آمده از ]متناظر به 1

 دهننده نشنان  SCSFعنوان مثال نمناد  سزم به توضيح است که به

Xهاي اين است که لبه 1 X و 0 1 دارند ( S)گاه ساده تكيه 1

X و لبه 2 X و لبه (C)گيردار  0 2  است.   (F) آزاد 1

آنالیز ارتعاشات اجتاري  -3-2
 

صننورت زيننر قابننل ( بننه73) (، رابطننه77بننا اسننتفاده از رابطننه )

 بازنويسي است:

(34)    
n n

j j j j j

j j

A t A t ,
 

    2
1 1

1 1
 

(31)    
n n

j j j j j

j j

A t A t ,
 

    2
2 2

1 1

 

(37)    
n n

j j j M j j

j j

A t P A t ,
aI 

     2
3 3

1 11

1

 

( 37که در )
MP       نينروي وارد بنر ورق از سنوي جنرم متحنرک

( در 34است. با ضرب طنرفين تسناوي )  
i1 ( در 31و )

i2  و

( در 37)
i3 گينري  و جمع طرفين سه تساوي حاصل و انتگرال
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و پارامتر فرکانس پایه  31اولین شک  مود  -4جدول 
c ch / E   1 براي شرایط مرزي ممتلف ورق مدرج تابعي با  1

hمشمصات 
/

a
  0 15،a

b
   pو  2 1 

 1 17 31 شرايط مرزي 

31543/1       / sin / X / sinh / X sin X 2 2 10 3947 4 0616 0 0147 3 7553 SSSS 

10471/1 
   

     

/ sinh / X / cosh / X

/ sinh / X / cosh / X sin X

 

  

2 2

2 2 1

0 5277 0 4387 0 5171 0 4387

0 0131 2 1406 0 0238 2 1406
 SFSF 

34147/1 
   

     

/ sin / X / cos / X

/ sinh / X / cosh / X sin X



  

2 2

2 2 1

0 3536 3 3042 0 1563 3 3042

0 1630 3 4254 0 1563 3 4254
 SCSC 

71144/1 
   

     

/ sin / X / cos / X

/ sinh / X / cosh / X sin X



  

2 2

2 2 1

0 4815 1 5215 0 2279 1 5215

0 2112 2 5679 0 2279 2 5679
 SCSF 

17857/1       / sin / X / sinh / X sin X 2 2 10 5197 1 0967 0 0161 2 3955 SSSF 

33343/1       / sin / X / sinh / X sin X 2 2 10 3841 3 1141 0 0007 3 3364 SSSC 

 

زينر   دست آمده روي کل سطح ورق، نتيجهاز طرفين تساوي به

 آيد:دست ميبه

 

    

    

n

i j i j i j j

j

n

j i j i j i j j

j

M i

dX dX A t

dX dX A t

P dX dX
aI





     

        



  

  

 

1 1

1 1 2 2 3 3 1 20 0
1

1 12
1 1 2 2 3 3 1 20 0

1

1 1

3 1 20 0
1

1

 

(33) 

مودهناي نرمنال،    بنا اسنتفاده از شنكل    و (38) با توجه به رابطه

 شود:صورت زير ساده مي( به33رابطه )

(33) 
   

 

n n

ij j j ij j

j j

M i

A t A t

P X ,X dX dX
aI

 

    



 

 

2

1 1

1 1

3 1 2 1 20 0
1

1
 

نيروي وارد از جرم متحرک بر ورق 
MP  ( بينان  30صنورت ) بنه

 شود:مي

(30) 
   

M

M M

P (x , x , t)

d
M g x x y x

dt



 
     

 

1 2

2
3

1 22

 

است که براي نشنان دادن   33اکنماد تابع دلتاي دير که در آن 

موقعيت بار اعمال شده روي ورق اسنتفاده شنده اسنت. مشنتق     

( قابننل تعيننين  34( و )35صننورت )بننه 3زمنناني اول و دوم 

 هستند:

(35) d x x

dt x t x t t

     
  
    

3 3 1 3 2 3

1 2

 

(34) 

d

dt

x x x

x x t x t t t

x x x

x x t x t t t

x x

t x t x t t




      
   

       

      
   

       

     
  

      

2
3
2

3 1 3 2 3 1

1 1 2

3 1 3 2 3 2

2 1 2

3 1 3 2 3

1 2

 

 Vمتحنرک بنا سنرعت ثابنت     ( جنرم  3براي وقتي که مطابق شكل )

bروي ورق مدرا تابعي بر روي مسير خط مسنتقيم  
x 2 2
حرکنت   

( و انجنام عمفينات جبنري سزم،    30( در )34گذاري )کند، با جايمي

   شود:صورت زير حاصل ميضابطه نيروي وارد بر ورق به

(37) 

 

MP (x , x , t)

M g V V
x tt x

b
x Vt (x )



      
    

   

   

1 2

2 2 2
23 3 3

2 2
1 1

1 2

2

2

 

تننوان پارامترهنناي بنندون بعنندي بننراي ارامننه سنناير روابننط منني

 :صورتبه
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bاز روي ورق مدرج تابعي روي مسیر خط مستقیت  Vعتور جرم متحرک با سرعت ثابت  -2شک  
x 2 2

 

 

(38) M V
,

I ab a


   

1 1

 

اولنين فرکنانس ارتعاشنات آزاد ورق     1کنه در آن  تعريد کرد 

جرم واحد سطح ورق است که از  I1 . همچنينمدرا تابعي است

گنذاري  ( و با جاي74) ( قابل محاسبه است. با استفاده از رابطه8)

 ( و پس از انجام عمفيات رياضي سزم، معادلنه 33( در )37) رابطه

 شود:  حاکم بر مختصات مودال به صورت زير حاصل مي

(34) T(t)A Y(t)A (t)A f (t)   
صنورت زينر تعينين    ( بنه 34هاي ضرايب ماتريسي )که در آن درايه

 :شوندمي

(01) 

ij ij i j

ij i j

ij j ij i j

i i

Vt Vt
T ( , ) ( , ),

a a

Vt Vt
Y ( , ) ( , ),

a a

( ) Vt Vt
( , ) ( , ),

a a

g Vt
f ( , )

a a

   


  



 
      




 

3 3

1
3 3

2
2 1

3 32

3

1 1
2 2

2 1 1
2 2

1 1
2 2

1
2

 

jکه در آن 
3  وj

3 ين و دومين مشتق شكل منود  ترتيب اولبه

j3  نسبت بهX1   ،هستند. با درنظر گرفتن اولين مود ارتعاشني

( 07صنورت رابطنه )  حاکم بر مختصات مودال سيستم به معادله

 د:آيميدر

(07) 

Vt Vt
( , ) ( , ) A

a a

Vt Vt
( , ) ( , ) A

a a

( ) Vt Vt
( , ) ( , ) A

a a

g Vt
( , )

a a

 
    

 

 
   

 

  
     

 




31 31

1
31 31

2
2 1
1 31 312

31

1 1
1

2 2
2 1 1

2 2

1 1
2 2

1
2

 

شود کنه بنراي منوارد    ه مي( ملاحظ0( و )3(، )3هاي )از جدول

منندنظر در آنننالي  پايننداري ديننناميكي، فننرم کفنني شننكل مننود   
Vt

( , )
a

31
1
2

 تواند بيان شود:صورت زير ميبه 

(03)  
Vt

( , ) K sin X
a

  31 1 1
1
2

 

هاي مذکور قابل محاسنبه  از جدول K1که در هر مورد، ضريب 

حاکم  (، معادله07) معادله( در 03) رابطهذاري گهستند. از جاي

 شود:( حاصل مي03بر مختص مودال به شكل معادله )

(03) 

  

    

  

 

K sin t A

K sin t cos t A

K ( ) sin t A

g
K sin t

a

   

   

     




2 2
1 1

2
1 1 1 1

2 2 2 2
1 1 1 1

1 1

1

2
 

که وقتي ي  جسنم متحنرک ورق را تنرک     چنانچه فرض شود

کند جسم متحرک ديگري با مشخصنات يكسنان بنا جنرم و     مي

ق تحنت ين    شنود، ور سرعت جسم قبفي روي ورق وارد مني 

( توابعي متناوب 03تحري  متناوب قرارگرفته و ضرايب رابطه )

aتكرار تحري   با دوره
T

V
 منظور انعكاب اينن  شوند. بهمي

 (، معادله03ضرايب معادله ) واقعيت، با درنظرگرفتن بسط فوريه

 شود:( نتيجه گرفته مي00)

     

  

 

 n

K
cos t A K sin t A

K ( )
cos t A

cos n tg
K

a n





 
       

 

  
     
 

 
 
   
 



2
21

1 1 1 1

2 2
2 1 1
1 1

1
1 2

1

1 1 2 2
2

1 2
2

4 22
1 4

 

(00) 
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 I1و جنرم واحند سنطح    1با توجه بنه تفناوت فرکنانس پاينه     

 و همچننين اثنر   اثر انديس توان کسر حجمني  ها در مطالعهورق

نسبت ضخامت به طول ورق و شرايط منرزي ورق روي نتنايج   

 و   شود که مقادير يكسان( ملاحظه مي38) آنالي ، از رابطه

هاي متفاوت، مبين مقادير متفاوت براي جرم و سنرعت  در ورق

دليل ل وم يكسان بودن مقنادير جنرم و   متحرک هستند. به جسم

نتنايج حاصنل از    مقايسنه راستاي هاي متحرک در سرعت جسم

کنه نتنايج آننالي      هنايي هاي متفاوت، از ميان مجموعه ورقورق

گيرنند، ين  ورق   پايداري ديناميكي آنها مورد مقايسه قنرار مني  

. با استفاده از فرکنانس پاينه   شودعنوان ورق مرجع انتخاب ميبه

و جرم واحد سطح ورق مرجنع   R RI ,1  و تعريند پنارامتر   1

بدون بعد جرم 
R  و سرعت

R 
 صورت:به

(05) 
R R

R R

M V
,

I ab a


   

1 1

 

صنورت زينر نوشنته    ( بنه 00حاکم بنر مخنتص منودال )    معادله

 شود:مي

    

  

 

 

R R R R

R R R

R

n

K K
cos A sin A

K K

K ( )
cos A

K

cos nK g

K a n





      
        

   

   
     
 

 
 
   
 



2 2
1 1 1

2 2

2 2
2 1 1
1

2

1
2

12

1 1 2 2
2

1 2
2

4 22
1 4

 

(04) 

نسنبت جنرم واحند سنطح      K2در اين رابطه پارامتر بدون بعند  

احد سنطح ورق مرجنع   ورق تحت عبور جرم متحرک به جرم و

صنورت زينر تعينين    بنه  همراه پارامتر بندون بعند   است که به

 شوند:مي

(07) 
R R

R

I
K , t

I
    1

2 1
1

 

 

 آنالیز پایداري -4
 روش آنالیز هموتوپي -4-1

کنه   ،منظور انجنام آننالي  پاينداري، از روش آننالي  هموتنوپي     به

تحفيفني معنادست ديفرانسنيل    حنل نيمنه  [ بنراي  75توسط ليو ]

معادلنه  در ابتندا  شنود. در اينن روش   اسنتفاده مني   ،معرفي شده

 شود:صورت زير بازنويسي ميديفرانسيل به

(08) A N(A,A,A, t) , A( ) , A( )   0 0 0 0 0 
ي  اپراتور ديفرانسيفي ايرخطي است که  Nکه در حالت کفي 

ديفرانسيل مورد نظر قابنل تعينين اسنت. در گنام بعند      از معادله 

ي تغييننر شننكل مرتبننه صننفر ايننن روش بننراي معادلننه  معادلننه

 :صورتبه (08ديفرانسيل )

(04)     r A A r A N(A,A,A, t)   1 
ي  پارامتر کمكي اير صنفر بنراي    که در آن شود نوشته مي

ين  پنارامتر    rايي حل اسنت و  تامين شرايط سزم براي همگر

کنند  مصنوعي است که بين صفر و ي  تغيينر مني   r , کنه   01

rازاي به 0 ( 04معادله )خطي ساده تبديل شنده   به ي  معادله

rي ازاو به 1 شود. بنا افن ودن و   اصل مي( ح08) همان معادله

زينر حاصنل    (، رابطنه 04از سمت راسنت تسناوي )   Aکاستن 

 شود:مي

(51) 
  

 

r A A

r A N(A,A,A, t) A A

  

   

1

1
 

سنري   وسنيفه ين   بنه  7گذاري ضنريب  ( با جاي51) در رابطه

  صورتبهبه جاي ضريب  rتواني از 

(57) 
n

i

i

i

r


   2

1

1 

مبين فرکانس پاسخ سيستم است و  که در آن 
i  ها ضنرايب

تواند مرتب صورت زير ميهموتوپي به اين سري هستند، معادله

 شود:

(53) 
 

 

n
i

i

i

r A r r A

r A N(A,A,A, t)



 
       

 



2

1

1
 

بنه شنكل زينر     rزصورت ي  سري تواني ا( به08) حل معادله

 شود:درنظرگرفته مي

(53) 
n

i

i

i

A r A



1

 

و  ام هموتننوپي i رتبننهمعادلننه حننل  iAکننه در آن 
i ،i  امننين
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( در معادله هموتوپي 53گذاري حل )ضريب بسط است. با جاي

ين   ، rيق مساوي هم قرار دادن عبارات هم تنوان از طر(، 53)

از  بايدشود که مجموعه از معادست ديفرانسيل خطي حاصل مي

تر در معنادست رتبنه   گذاري حل معادست رتبه پايينطريق جاي

صورت مرحفه بنه مرحفنه حنل شنوند. در اينن رونند       باستر، به

اسنتخراا و از   30هناي سنكوسر  رمتن  بايدمنظور حل معادست به

طريق تنظيم مقدار مناسب براي ضرايب 
i  حذ  شوند. سپس

rبنا در نظرگنرفتن   ( 57) فرکانس پاسنخ از  1  دسنت  درآن بنه

A,...معنادست،  دسنتگاه  اينن  حنل  آيند. از  مي ,A ,A2 1 تعينين   0

r بنا در نظرگنرفتن  ( 08) حل معادلهدر نهايت، شوند و مي 1 

ظناهر  ، جهت تعيين پارامتر کمكني   .شود( حاصل مي53) در

و  [78]ارامه شده توسط وانگ و همكاران  از شيوه ،شده در حل

شنود. در اينن شنيوه بنراي تنامين      [ استفاده مي74]کوين و چن 

مناسنب   رايط سزم جهت تضمين همگرايي سنري حنل، بنازه   ش

 شود که در آن بازه نمودار اي معرفي ميبه گونه براي 

 کمترين شيب را داشته باشد.

 کنه از رابطنه   در شرايطي که مقدار زير راديكال عبنارت  

هايي نمايي که با اف ايش شود منفي شود، عبارت( تعيين مي57)

شنوند. بنه اينن ترتينب     کنند در پاسخ ظناهر مني  زمان رشد مي

شنود سنبب   شرايطي که سبب منفي شدن مقدار زير راديكال مي

 بروز ناپايداري و تشديد پارامتري  در سيستم خواهد شد. 

بنه روش آننالي    منظور انجام آنالي  پاينداري  بر اين اساب به

 ( فنرم هموتنوپي معادلنه   53( در )53گذاري )هموتوپي، از جاي

 شود:  صورت زير حاصل مي( به04)

 

 

R R

R R R

R R R

R

( r)(A rA r A ...)

( r (r r ...))(A rA r A ...)

r ( cos( t)) (A rA r A ...)

sin( t)(A rA r A ...)

( cos( t)) (A rA r A ...)

g

K

    

          


       

      

        



2
0 1 2

2 2 2
1 2 0 1 2

2
1 0 1 2

2
1 1 0 1 2

2 2 2
1 1 1 0 1 2

1

1

1 1 2

2 2

1 2

4
R

n

cos( n t) ,
a n





 
   

  
 12

1

2
1 2

1 4

 

(50) 

Rکننه در آن 

R

K

( K )


 

2
1

22 
و 

R R R   1  نيننيتع بننااسننت.  1

 معننادست از مجموعننه  ينن ،يمسنناو تننوان يدارا عبننارات

 :شوديم جهينت ريز صورتبه يخط ليفرانسيد

(7-55) 

R

R

n

r :A A ,

r :A A

A ( )A L(A )

g
( cos( n t)),

K a ( n )

r :A A

A ( )A A L(A ),

r :A A

A ( )A A A L(A ),

r :A A

A ( )A A





 

 

    


 

 

 

     

 

       

 

    



0 2
0 0

1 2
1 1

0 1 0 0

12
11

2 2
2 2

1 1 1 2 0 1

3 2
3 3

2 1 2 2 1 3 0 2

4 2
4 4

3 1 3 2 2

0

1
4 2

1 2
1 4

1

1

1 A

A L(A ),

  

 

3 1

4 0 3

 

 که در آن

    

  

k

R R k R R R k

R R R k

L(A )

cos( t) A sin( t) A

cos( t) A ,



       

    

1 1 1

2 2
1 1 1

1 1 2 2 2

1 2

(3-55) 

kA( بننا لحنناظ شننرايط اوليننه  55تمننام معننادست در ) ( ) 0 0 

kAو ( ) 0 تينب  صورت متوالي حل شوند. به اينن تر بايستي به 0

تر در معنادست  گذاري حل معادست رتبه پايينکه از طريق جاي

هاي سنكوسر  رتبه باستر، معادست پشت سر هم حل شده و ترم

وسيفه تعيين مناسب مقادير به
i شوند. در روند حنل  حذ  مي

Aاينننن معنننادست، بنننراي توابنننع   (t),A (t),A (t),A (t)3 2 1 0 

 آيند:دست ميزير بههاي ضابطه

 

 

n R

n

R

R n R

n

A (t)

A (t) a a cos( n t) a cos( t)

A (t) b cos ( )t

b cos ( )t b cos( n t)
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1 1 2 1 3
1

2 1 1

2 1 3 1
1

0
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2
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n
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n

R

R n R

n

n R

n

n R R

n

R

b cos (n ) t

b cos (n ) t b b cos( t) b cos( t)

A (t) c cos ( )t

c cos ( )t c cos( n t)

c cos (n ) t

c cos (n ) t c c cos( t)

c cos ( )t





















  

      

   

    

  

     

  











4 1
1

5 1 6 7 1 8
1

3 1 1

2 1 3 1
1

4 1
1

5 1 6 7 1
1

8 1

2 1

2 1 2

2

2 2

2 1

2 1 2

4  

   

R

n R n R

n n

R

c cos ( )t

c cos (n ) t c cos (n ) t

c cos( t) c cos( t)

 

 

  

     

  

 

9 1

10 1 11 1
1 1

12 1 13

4

2 2 2 2

4

(54) 

اند. همچنين مقنادير  ضرايب اين توابع در پيوست آمده مجموعه

,حاصل شده براي  ,  3 2 و  p4ناشي از حل معادست تا رتبه  1

 آيند:دست ميورت زير بهصهاي سكوسر بهحذ  ترم

(57) 

    

 

   

R R R

R

R

R

R R

          


   


     

2 2 2
1 1 1

2 2
2 2

2 1

2 2
2 2

3 1

1 1 1

3
8

1 1 3
8

 

r( و لحاظ 57گذاري اين مقادير در )با جاي 1   در آن، مقندار

 آيد:دست ميصورت زير بهبه فرکانس ارتعاشات 

(58)   
  

R R R R R

R R R

( )

( )

       
 

    

2 2 2 2
1 1 1

2

8 2 1

8 1 3 2 1
 

تواند از طريق تعيين جايي کنه شنيب   مي مقدار مناسب براي 
d

d

 شود، تعيين شود. بنر اينن اسناب، بنا اسنتفاده از      صفر مي

 آيد:دست ميصورت زير بهبه ( مقدار 58) رابطه

(54) 
R

 


1
1

 

(، فرکنانس ارتعاشنات ورق مندرا    58( در )54) گذاريبا جاي

تابعي تحت اثر حرکت ين  جنرم متحنرک بنا مقنادير جنرم و       

 آيد:دست ميصورت زير بهسرعت مشخص به

 (41)  R R R R R

R R

( )

( )

     
 

  

2 2 2 2
1 1 1

2 2

8 1
8 1 3

 

طور که اشاره شد در حنالتي کنه مقندار زينر راديكنال در      همان

 A(t)ر حنل  ( منفي شود ناپايداري و تشديد پارامترين  د 41)

افتد. بنابراين مرز بنين دو ناحينه ناپايندار و پايندار در     اتفاق مي

صفحه 
R R     در واقع مكان هندسي نقاطي از صنفحه اسنت

است. بنابراين ضابطه اين مرز از مساوي قنرار   0که در آنها 

 آيد:دست ميصورت زير بهصفر به( با 41دادن )

(47)  

 
RHAM

R,border

R R R


 

   

1

1

8 1
8 7

 

مبتني بر روش آنالي  هموتوپي براي تعيين شرايط بنروز تشنديد   

تواند ادامه يابد. شنرايط بنروز   خارجي در ناحيه پايدار، آنالي  مي

وسيفه آنالي  توابع تحري  هارمونين  حاضنر   تشديد خارجي به

شود. در اين روش، ( مشخص مي55)در سمت راست معادست 

 صورت زير قابل تشخيص هستند:هاي تشديد بهفرکانس

(43) 
res R Rn , n , , ,...    12 1 2 3 

( بجناي  41از ) گذاري عبارت با جاي
res (عبنارت  43در ،)

 شود:زير براي شرايط بروز تشديد خارجي نتيجه مي

   

HAM
R,res

R

R
R R R R

( )

n

n , , ,...

 

 


       



1

2 21

8 1

4 8 16 5 8 7

1 2 3

 

(43) 

هنايي در صنفحه   دهنده منحنني ( نشان43) عبارت ديگر رابطهبه

R R      هستند که نقاط واقع روي آنها شنرايط بنروز تشنديد

( ملاحظننه 43( و )47کنننند. از روابنط ) خنارجي را معرفنني مني  

تنوان  را مني هاي حاصل از اين روابط شود که مجمو  منحنيمي

 صورت زير خلاصه کرد:در ي  معادله به

   

HAM
R,critical

R

R
R R R R

( )

n

n , , , ,...

 

 


       



1

2 21

8 1

4 8 16 5 8 7

0 1 2 3

 

(40) 

n(، 40) که در رابطه 0 دهنده مرز بين ننواحي پايندار و   نشان

 ناپايدار و مابقي متناظر با شرايط تشديد خارجي هستند. 
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 روش تئوري فلاکه -4-2

دسنت آمنده از   بنه  بررسي دقنت نتيجنه  منظور در اين مطالعه به

دست آمده مشابه به آن با نتيجه روش آنالي  هموتوپي، از مقايسه

شنود. تئنوري فلاکنه، روشني     از روش تئوري فلاکه استفاده مي

هناي خطني همگنن بنا     است که امكان آننالي  پاينداري سيسنتم   

. در اولين گام اينن روش  [31]کند ضرايب متناوب را فراهم مي

 ( به فرم فضاي حالت:04دله حاکم )معا

(45)  

   p p

q R(t) q F(t)

R(t T ) R(t) , F(t T ) F(t)

  


   

 

Tشننود کننه در آن نوشننته منني

q A,A    
و 

pT  دوره تننناوب

ضرايب معادست فضاي حالت سيستم است که بنا دوره تكنرار   

در معادله فضنا   F(t)بار برابر است. بر اساب اين روش، بخش 

 ( کنارگذاشته شده و اين معادله به فرم:45حالت ) –

(44)  

   p

q R(t) q

R(t T ) R(t)

 


 

 

روش تئوري فلاکه به اين صورت است کنه   شود. شيوهساده مي

هاي معادست ديفرانسيل معمنولي و خطني بنا    پايداري تمام حل

براي تبيين اين کند. ( را مشخص مي44ضرايب متناوب به فرم )

q( براي شرايط اوليه 44تئوري، حل معادله ) q( )0 در حالنت   0

 شود:صورت زير درنظرگرفته ميکفي به

(47)  q(t) (t) q 0 0 
در واقع  (t)0    هناي آن از  ي  ماتريس پايه اسنت کنه سنتون

انند. بنا   ( تشكيل شنده 44ن )هاي مستقل خطي معادله همگحل

تعريد ماتريس  C صورت:به 

(48)    pC (T ) 0 
( در بازه 44گيري عددي از رابطه )شود که با انتگرالملاحظه مي

( منناتريس 48تننوان از )زمنناني ينن  دوره تننناوب، منني C  را

کند کنه اگنر تمنامي مقنادير     وري فلاکه بيان ميدست آورد. تئبه

ويیه ماتريس  C ي واحد به مرکن   در داخل و روي ي  دايره

( , در صفحه مختفط باشند، سيستم پايدار است و اگر حداقل  00(

ي مذکور قرارگرفته باشد، يكي از مقادير ويیه در خارا از دايره

 سيستم ناپايدار خواهد بود.

 

 نتایج آنالیز -5
در اين بخش نتايج حاصل از آنالي  پايداري ديناميكي ورق مندرا  

هاي متحرک با استفاده از روش تابعي تحت اثر عبور متناوب جرم

آنالي  هموتوپي ارامه شده است. ورق به طول سه متنر   a m 3 

  آلمينيننوم و سننرامي  آلموينننا  صننورت مخفننوطي از ففنن و بننه

درنظرگرفته شده است. مدول اسستيسيته و چگالي ورق در جهت 

( تغييننر کننرده و خننواص 3( و )7ضننخامت ورق طبننق روابننط )

( لحناظ شنده   7مكانيكي مواد مورد استفاده در آن مطابق جدول )

Xهاي گاهي ورق در لبهاست. شرايط تكيه 1 Xو  0 1 سناده   1

( ورق تحنت عبنور متنوالي    3درنظرگرفته شده و مطنابق شنكل )  

Xهاي متحرکي که روي خط مستقيم جرم 2
1
2

کننند  حرکت مي 

شنود کنه بلافاصنفه پنس از     قرار دارد به اين ترتيب که فرض مي

خروا ي  جسم متحرک از روي ورق، جسنم متحنرک ديگنري    

منظنور  شود. بنه مان مشخصات جسم قبفي روي ورق وارد ميبا ه

 -نتايج آنالي  پايداري ديناميكي سيسنتم ورق مندرا تنابعي     ارامه

n( بنراي  40) جسم متحرک، با اسنتفاده از رابطنه   0    منرز بنين

nنواحي پايدار و ناپايدار و براي مقادير  , ,1 2 هندسني   مكنان  3

Rشننرايط بننروز تشننديد در بننازه    0 Rو  10 /  0 2 از  5

صفحه پارامترهاي 
R R      ترسيم شده و با بررسني اثنر مقندار

، نسنبت ضنخامت بنه طنول ورق     (p)انديس توان کسر حجمي 
h

( )
a

       و شرايط مرزي ورق روي منرز بنين ننواحي پايندار و

ناپايدار و روي مكان هندسي شرايط بروز تشديد، بررسي جامعي 

 از پايداري سيستم انجام شده است.  
 

جست  –نتایج آنالیز پایداري سیستت ورق مدرج تابعي  -5-1

 متحرک

لي  در اين بخش، نتايج آنالي  پايداري ديناميكي حاصنل از روش آننا  

هناي  هموتوپي براي ي  ورق مدرا تابعي تحت عبور متوالي جرم

SSSS ،متحرک با مشخصات  1 ،/ 0 pو 1 1    ارامنه شنده

بناسي   ناحينه انند.  ( نمنايش داده شنده  3است. اين نتايج در شكل )

رم و سنرعت جنرم متحنرک را نشنان     منحني مرز، مقناديري از جن  
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، SSSSهاي متحرک حاص  از روش آنالیز هموتوپي؛ پایداري دینامیکي ورق مدرج تابعي تحت عتور متوالي جرم نقشه -3شک  

 1 ،/ 0 pو  1 1 
 

  
 )ب( )الد(

روي الف( مرز بین نواحي پایدار و ناپایدار و ب( اولین منحني تشدید؛  (p)اندیس توان کسر حجمي تأثیر  -4شک  

SSSS، 1  و/ 0 1 

 

شنوند. در  دهد که سبب ايجاد ناپايداري در ورق مدرا تابعي ميمي

پايندار و ناپايندار، ناحينه پايندار قنرار گرفتنه        پايين مرز بين نواحي

است. در اين ناحيه، مكان هندسني مشخصناتي از جنرم و سنرعت     

گينري تشنديد در ورق مندرا تنابعي     جرم متحرک که سبب شكل

 اند.مشخص شده ،هاي ترسيم شدهمنحني وسيفهشوند، بهمي

 

اثر مقدار اندیس توان کسر حجمي ورق مدرج تاابعي   -5-2

 تایج آنالیز پایداري دینامیکيروي ن

SSSS ،براي ورق مدرا تابعي با مشخصات  1  و/ 0 1 ،

مرز بين نواحي پايدار و ناپايدار و اولين منحني تشديد براي هر 

pي  از مقادير انديس تنوان کسنر حجمني     , / , , , 0 0 5 1 10
 

ب( رسنم شنده و بنا هنم      -0الند( و )  -0ل )ترتيب در شكبه

pاند. در اينن بررسني، ورق بنا اننديس تنوان     مقايسه شده 1
 

 عنوان ورق مرجع درنظرگرفته شده است.به

دهند که با اف ايش ب( نشان مي -0الد( و ) -0هاي )شكل

عبارت ديگر افن ايش فناز   و يا به (p)انديس توان کسر حجمي 

 فف  و کاهش فاز سرامي  در ترکيب ورق مندرا تنابعي ناحينه   

تشنديد بنه    تر شنده و منحنني  پارامترها وسيع ناپايدار در صفحه
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 )ب( )الد(

، SSSSتشدید؛  ( اولین منحنيروي الف( مرز بین نواحي پایدار و ناپایدار و ب (δ)تاثیر نستت ضمامت به طول ورق  -5شک  

 1
 

pو  10 

 

يابد. بر اين اساب افن ايش اننديس   تر انتقال ميهاي پايينعرض

توان کسر حجمي سبب تضعيد پايداري ديناميكي ورق شده و 

مقدار سرعت جسم متحنرک کنه سنبب بنروز تشنديد در ورق      

 يابد.     شود کاهش ميمي

 

اثر پارامتر نستت ضمامت به طول ورق مدرج تاابعي   -5-3

 روي نتایج آنالیز پایداري دینامیکي

SSSS ،براي ورق مدرا تابعي با مشخصنات   1  وp 10 ،

مرز بين نواحي پايدار و ناپايدار و اولين منحني تشديد براي هر 

/قادير نسبت ضخامت به طول ورق ي  از م , / , / 0 05 0 1 0 2 

ب( رسنم شنده و بنا هنم      -5الند( و )  -5ترتيب در شكل )به

اند. در اين بررسي، ورق با نسبت ضخامت به طنول  مقايسه شده

/ 0  عنوان ورق مرجع درنظرگرفته شده است.به 1

دهنند کنه کناهش    ميب( نشان  -5الد( و ) -5هاي )شكل

)نسبت ضخامت به طول ورق  )  سبب گسترش ناحيه ناپايدار

هاي تشديد به عرض و تضعيد پايداري سيستم و انتقال منحني

تر شده و در نتيجه براي جرم مشخصي از جسم متحنرک،  پايين

 دهد.هاي کمتر روي ميتشديد در ورق براي سرعت

 

ط مرزي ورق مدرج تابعي روي نتاایج آناالیز   اثر شرای -5-4

 پایداري دینامیکي

بننراي ورق منندرا تننابعي بننا مشخصننات    2 ،/ 0 و  15

p 1  مرز بين نواحي پايدار و ناپايدار و اولين منحني تشنديد ،

، SSSS، SFSF ،SCSCبراي هنر ين  از شنش شنرايط منرزي      

SCSF ،SSSF ،SSSC ب(  -4الند( و )  -4ترتيب در شكل )به

انند. در اينن بررسني، ورق بنا     رسم شده و با هم مقايسنه شنده  

عننوان ورق مرجنع درنظرگرفتنه شنده     بنه  SSSSشرايط منرزي  

 است.  

گناهي  دهد که با کاهش قيود تكينه الد( نشان مي -4شكل )

و پايداري سيستم تضنعيد   ي ناپايدار گسترش يافتهورق، ناحيه

با کمتنرين قينود    SFSFشود. به اين ترتيب که شرايط مرزي مي

ترتينب  گناهي بنه  بنا بيشنترين قينود تكينه      SCSCگاهي و تكيه

ناپايندار را بنه خنود     تنرين سنطح ناحينه   ترين و کوچن  ب رگ

دهند  ب( نشان مني  -4اند. از طر  ديگر شكل )اختصاص داده

تشنديد بنه    ي سنبب انتقنال منحنني   گناه که کاهش قينود تكينه  

هاي کمتنر  تر شده و تشديد در ورق در سرعتهاي پايينعرض

 جسم متحرک روي دهد. 
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 )ب( )الد(

تاثیر شرایط مرزي ورق روي الف( مرز بین نواحي پایدار و ناپایدار و ب( اولین منحني تشدید؛  -6شک    2 ،/ 0 و  15

p 1 
 

 صحت سنجي نتایج -6
سنازي عنددي،   در اين بخش، بنا اسنتفاده از چهنار روش شنبيه    

ي نتايج با نتايج حاصل از تئوري فلاکه، مقايسه نتايج بنا  مقايسه

[ و در نهايننت از طريننق 37دسننت آمننده در مرجننع ]نتننايج بننه

ني ورق مدرا تنابعي حاصنل   ميا ي پاسخ ديناميكي نقطهمقايسه

 –حاصل از روش عددي رانج  از روش آنالي  هموتوپي با نتيجه

دست آمنده منورد بررسني    ، صحت نتايج به35کوتاي مرتبه چهار

 گيرد.قرار مي

سنازي پاسنخ   (، شنبيه 04) با استفاده از حنل عنددي معادلنه   

ي مينننناني ورق بننننراي دو مشخصننننه  ديننننناميكي نقطننننه 

( , / )   5 1 )و  435 , / )   5 1  ترتيب در ناحينه که به 44

پايدار و ناپايدار و در مجاورت مرز بين اين دو ناحيه در شنكل  

) ( هسننتند و بنننراي سنننه مشخصنننه 3) , / )   3 0 و  4303

( , / )   3 0 )و  2197 , / )   3 0 ترتيب روي که به 1470

nهندسنني شننرايط بننروز تشننديد  منحننني مكننان 1 ،n  و  2

n  ( نشان داده شده است. 7( هستند، در شكل )3در شكل ) 3

الند(   – 7شنود پاسنخ در شنكل )   همان گونه که ملاحظنه مني  

 – 7) هناي ب( ناپايدار بوده و در شنكل  – 7) پايدار و در شكل

ر( تشديد روي داده است و به اين ترتيب  – 7د( و ) – 7ا(، )

دسننت آمننده از روش آنننالي  هموتننوپي مننورد تايينند  نتننايج بننه

 اند.  قرارگرفته

( 3دست آمده از روش آنالي  هموتوپي در شنكل ) منحني به

دست آمده از روش تئنوري فلاکنه در شنكل    با منحني متناظر به

حاصل  قايسه انجام شده ن ديكي نتيجهاست. م ( مقايسه شده8)

دسنت آمنده از   بنه  از هر دو روش را نشان داده و دقنت نتيجنه  

کند. سزم به ذکر اسنت کنه در   روش آنالي  هموتوپي را تاييد مي

دليل کنار گذاشنته شندن بخنش تحرين      روش تئوري فلاکه به

 اجباري، شرايط بروز تشديد خارجي قابل تشخيص نيست.

دست با نتايج به رسي دقت نتايج از طريق مقايسهمنظور بربه

حاضنر بنا نتنايج گن ارش      آمده در ساير مطالعات، نتايج مطالعه

شنود. در اينن   [ مقايسنه مني  37شده توسط ترکان و همكناران ] 

مطالعه آنها شنرايط پاينداري ورق همگنن ننازک تحنت عبنور       

/هاي متحرک را مطالعه کردند. وقتي متوالي جرم 0 باشد،  02

,دليل اينن کنه توابنع    به 2 هناي ناشني از   بنه سنمت شنيب    1

کننند، نتنايج حاصنل از تئنوري تغيينر      جابجايي عرضي ميل مي

شكل برشي مرتبه اول به نتايج متناظر از تئنوري کلاسني  ورق   

  دسنت آمنده از آننالي   ميل خواهد کرد. بر اين اسناب نتنايج بنه   

pپايداري ديناميكي ورق همگن )     بنا نسنبت ضنخامت )

/ 0 [ کننه بننا درنظرگننرفتن تئننوري 37بننا نتننايج مرجننع ] 02

شود. بنا درنظرگنرفتن   اند، مقايسه ميکلاسي  ورق حاصل شده
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 )ب( )الد(

  
 )د( )ا(

 
 )ه(

)الف(  هاي متحرک با مشمصهمیاني ورق مدرج تابعي تحت عتور متوالي جرم پاسخ زماني نقطه -7شک  , / )   5 1 435 

)پایدار، ب(  متعلق به ناحیه , / )   5 1 ) ناپایدار، ج( متعلق به ناحیه 44 , / )   3 0 متعلق به اولین منحني  4303

n)تشدید )1)د ، ( , / )   3 0 n)متعلق به دومین منحني تشدید  2197 ) )و ه(  2 , / )   3 0 متعلق به سومین  1470

n)منحني تشدید ) SSSS ،/؛ 3 0 pو 1 1 
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هاي متحرک حاص  از ن مرز بین نواحي پایدار و ناپایدار در یک ورق مدرج تابعي تحت عتور متوالي جرمبی مقایسه -8شک  

SSSS ،روش آنالیز هموتوپي و روش تئوري فلاکه؛  1 ،/ 0 pو  1 1 

 

 
SSSS ،[ ؛ 21ز پایداري حاص  از مطالعه حاضر و مرج  ]بین نتایج آنالی مقایسه -9شک   1 ،/ 0 pو  02  

 

هناي ورق و  گاه ساده براي تمنام لبنه  شرايط مرزي تكيه 1 ،

1/( برابر با 03) در رابطه K1ضريب   دسنت آمنده و   بنه  9866

  K2با توجه بنه يكسنان بنودن ورق در اينن مقايسنه، ضنريب       

 (، 40) شود. بنه اينن ترتينب از رابطنه    برابر ي  درنظرگرفته مي

nبننه ازاي  0  ناپاينندار و منحننني مننرز بننين نننواحي پاينندار و 

nبنراي   , ,1 2  دسننت هنناي شننرايط بنروز تشننديد بننه منحننني 3

( بنا نتنايج متنناظر    4ها در شكل )اي اين منحنيآمده و مجموعه

انجام شنده   اند. مقايسهمقايسه شده [37گ ارش شده در مرجع ]

[ را نشننان 37ن ديكنني نتننايج مطالعننه حاضننر و نتننايج مرجننع ]

 دهد.مي

 آخرين گام ارزينابي نتنايج، بنا اسنتفاده از توابنع زمناني       در 

( بنه روش  04تحفيفني معادلنه )  (، حل نيمه54دست آمده در )به

 r1،r2 آنالي  هموتوپي براي نقطه مياني ورق مدرا تابعي تا رتبه

rو  :صورتبهترتيب به 3

 (t) a ( , ) A (t) A (t)   3 31 0 1
1 1
2 2

 

 (t) a ( , ) A (t) A (t) A (t)    3 31 0 1 2
1 1
2 2

 

 (t) a ( , ) A (t) A (t) A (t) A (t)     3 31 0 1 2 3
1 1
2 2

 

دسنت آمنده از حنل    مياني ورق به دست آمده و با پاسخ نقطهبه

چهار مقايسنه   کوتاي مرتبه –( به روش رانج 04عددي معادله )
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rو r1 ،r2 تاي مرتته چهار با ح  رتتهکو –ح  عددي رانگ  مقایسه -11شک   حاص  از روش آنالیز هموتوپي براي پاسخ  3

SSSS ، میاني ورق مدرج تابعي با مشمصه دینامیکي نقطه 1 ،/ 0 05 ،p 10 a m هاي ، تحت عتور متناوب جرم3

/ متحرک با مشمصه , /   0 2 0 3 

 

شنوند. در اينن مقايسنه، ورق مندرا تنابعي بنا مشخصنات        مي

p , / , ,a   10 005 1 تحننت  SSSSو شننرايط مننرزي  3

/ هاي متحرک بنا مشخصنه  متناوب جرمعبور  , /   0 2 0 3 

( اينن مقايسنه نشنان داده    71درنظرگرفته شده است. در شكل )

دهد که با افن ايش رتبنه   انجام شده نشان مي شده است. مقايسه

 -تحفيفي آنالي  هموتنوپي بنه حنل عنددي راننج      حل، حل نيمه

r رتبهدست آمده تا کوتا همگرا شده و حل به از دقت خنوبي   3

   .برخوردار بوده و به حل عددي بسيار ن دي  است
 

 گیرينتیجه -7
در اين پیوهش، با استفاده از روش آننالي  هموتنوپي ناپاينداري    

ديناميكي ناشي از تشنديد پارامترين  و تشنديد خنارجي ورق     

ر متنناوب  مستطيفي مدرا تابعي نسنبتاً ضنخيم تحنت اثنر عبنو     

صنورت  هاي متحرک مورد مطالعه قرارگرفته است. ورق بهجرم

مخفوطي از فف  آلمينيوم و سنرامي  آلوميننا درنظرگرفتنه شنده     

است به نحوي که چگالي و مدول يانگ ورق مطابق تابع تنواني  

صورت پيوسته در جهنت ضنخامت ورق   از ي  کسر حجمي به

گاهي ساده و شرايط تكيهموازي ورق  کنند. براي دو لبهتغيير مي

گناه  هاي ممكن از نو  آزاد، تكينه ترکيب ديگر همه براي دو لبه

ساده و گيردار درنظرگرفته شده است. در اينن بررسني، اثنرات    

انديس توان کسنر حجمني، نسنبت ضنخامت بنه طنول ورق و       

شرايط مرزي ورق بر روي مرز بين نواحي پايندار و ناپايندار و   

طالعه شده است. آنالي  پايداري انجام شده شرايط بروز تشديد م

 .شودمنجر ميبندي زير به جمع

   عبننور متننناوب جننرم متحننرک از روي ورق منندرا تننابعي

گيننري ناپايننداري ناشنني از تشننديد تواننند سننبب شننكلمنني

 شود. پارامتري  و تشديد خارجي مي

     رياضني   در روش آنالي  هموتنوپي از طرينق تعينين ضنابطه

ز بنين ننواحي پايندار و ناپايندار و مكنان      ي مربراي ضابطه

 هندسي شرايط بروز تشديد، شنرايط ناپاينداري در صنفحه   

 شود.  پارامترها تشخيص داده مي

 پارمترهاي سيستم تحنت تنیثير هنر     ناپايدار در صفحه ناحيه

ي  از عوامل اف ايش انديس تنوان کسنر حجمني، کناهش     

رق گاهي و کناهش نسنبت ضنخامت بنه طنول و     قيود تكيه

 شود.گسترش يافته و پايداري سيستم تضعيد مي

 گناهي  با اف ايش انديس توان کسر حجمي، کاهش قيود تكيه

و يا کاهش نسبت ضنخامت بنه طنول ورق، منحنني مكنان      

پارامترهاي سيستم به  هندسي شرايط بروز تشديد در صفحه
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عبنارت ديگنر مقندار    تر منتقنل شنده و بنه   هاي پايينعرض

که به ازاي آن در ورق تشديد ايجناد  سرعت جسم متحرک 

 يابد.   شود کاهش ميمي

 هاي عددي انجام شده براي پاسنخ زمناني نقطنه   سازيشبيه

دست آمده از تئنوري فلاکنه، مؤيند نتنايج     مياني ورق و نتايج به

 .دست آمده از روش آنالي  هموتوپي هستندبه
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 وستیپ
A ضرايب توابع زماني (t),A (t),A (t)3 2 r، حاصل از حل معادست آنالي  هموتوپي تا رتبه 1  شوند:، به صورت زير تعيين مي3
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