
 
 61-77، ص. 1411 تابستان، 1، شماره 41هاي عددي در مهندسي، سال نشریه روش

61 

 
 

 

 

 بررسي تحلیلي و عددي کمانش تیر همگن پوشیده شده با مواد مدرج 

 تابعي متخلخل، با شرایط مرزي مختلف
 

 

 

 *پورحمزه صالحي

 گروه مهندسي مکانیک، دانشکده فني و مهندسي، دانشگاه ایلام
 

 

 

 (6/0/1011 دريافت نسخه نهايي: - 11/1/1011)دريافت مقاله: 
10.47176/jcme.40.1.3741DOI:  

20.1001.1.22287698.1400.40.1.4.9DOR:  

 

مدرج تابعي متخلخل، باا شارایط مارزي مختلاف بار       در این مقاله کمانش استاتیکي تیرهاي همگن پوشیده شده با لایه تشکیل شده از مواد -چکیده

دست آوردن روابط حاکم بر مسئله استفاده شده است و ساس  دو روش حال   اساس تئوري تیر تیموشنکو بررسي شده است. از اصل کار مجازي براي به
صاور  یاک ساري راب اه     اناد. رواباط حااکم باه    دست آوردن نیروي کمانش و حل روابط مورد استفاده قرار گرقتهتحلیلي دقیق و حل عددي براي به

-شوند. حل بهشوند و سس  حل ميدیفرانسیل معمولي جفت شده هستند. در حل تحلیلي ابتدا این روابط با استفاده از یک سري عملیا  ریاضي جدا مي

دو انتهاي تیر یک دستگاه راب اه همگان اساتخراج    هاي مجهول است. با استفاده از روابط شرایط مرزي در دست آمده داراي یک سري پارامترها و ثابت
آید. در حل عددي از روش مربعا  دیفرانسیلي تعمیم یافته باراي حال   دست ميشود که از رویه حل نابدیهي آن، مقدار نیروي کمانش محوري تیر بهمي

رهاي مختلف از جمله نسبت ضخامت به طول تیر، ضخامت لایاه  روابط استاتیکي استفاده شده است. در پایان، نتایج عددي ارائه شده است و تأثیر پارامت
دست آمده از دو روش حل تحلیلاي و عاددي، صاحت و    متخلخل، مقدار پارامتر تخلخل بر روي میزان نیروي کمانش م العه شده است. مقایسه نتایج به
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boundary conditions is investigated based on the Timoshenko beam theory. The principle of virtual work has been used to obtain 

the governing equations. Two different methods, namely analyticalsolution and numerical solution are used to solve the 

governing equations and extract the buckling force. The governing equations are coupled as a series of ordinary differential 

equations. In the analytical solution, these equations are first uncoupled using a series of mathematical operations, and are then 

solved. The obtained solution has a series of parameters and unknown constants. Using the boundary conditions at the 

boundaries of the beam, a homogeneous system of equations is extracted, from which the axial buckling force is obtained. In the 

numerical solution, the generalized differential quadrature method is used to solve the static equations. Finally, the numerical 

results are presented and the effects of various parameters such as thickness to beam length ratio, porous layer thickness, porosity 

parameter, etc. on the buckling of the beam are investigated. Comparison of the results obtained from the two analytical and 

numerical solution methods confirms the accuracy and validity of both methods. 

 

Keywords: Static buckling, Timoshenko beam, Functionally graded porous material, Exact analytical solution, Generalized 

differential quadrature method. 

 
 

 فهرست علائم

b عرض تير zu
 تير zجايي در راستاي ضخامت جابه مولفه 

E  
 جابه جايي محوري در سطح مياني تير u0 مدول الاستيسيته

e0  
W پارامتر تخلخل  کار خارجي ناشي از نيروي محوري کمانش  

h ضخامت تير w0 جابه جايي عرضي در سطح مياني تير 

h0 ضخامت لايه همگن ix  نقاط شبكه 

L طول تير   پارامتر تخلخل 
(g)
ij

L  ام gرتبه مضريب وزن براي مشتق    ضريب پواسون 

n  بنديتعداد نقاط شبكه    چرخش تير حول صفحه مياني 

P0 ij کننده بر تير بار محوري عمل   تنشمولفه  

U ij انرژي پتانسيل   مولفه کرنش 

xu
    xجايي در راستاي محور طولي جابه مولفه 

 
 

 مقدمه -1
( ابتدا توسط  رروهطي از دانشطمندان    FGM) 1مواد مدرج تابعي

ميلادي در قرن بيستم معرفطي شطدندد درصطد     01ر دهه ژاپني د

اجزا تشكيل دهنده در اين مواد کامپوزيتي از يک نقططه از بدنطه   

صطورت پيوسطته و تطدريتي ترييطر     ماده تا نقطه ديگر در آن بطه 

کند و از اينرو خواص فيزيكي و مكانيكي نيطز از يطک نقططه    مي

کنطدد  ه تريير مطي صورت پيوستتا نقطه ديگر در داخل ماده نيز به

هطاي حرارتطي و   ها بر اثر تنشدر مواد کامپوزيتي چند لايه، لايه

 FGMشوند که با پيدايش مواد هاي نيرويي زياد جدا مييا تنش

توانسطتند در   FGMرو مطواد  اين مشكلات حطل شطدندد از ايطن   

تعدادي زيادي از کاربردهاي صطنعتي جطايگزين مناسطبي بطراي     

 د]6و  1[شند مواد کلاسيک مرسوم با

دليطل  بطه  6نام مطواد متخلخطل  امروزه نسل جديدي از مواد به

فردي که دارنطد مطورد توجطه بسطياري از     هاي منحصر بهويژري

محققان و دانشمندان در سرتاسر دنيا قرار ررفتند و در بسطياري  

از صنايع از جملطه صطنايع هواف،طا، خودروسطازي و مهندسطي      

دليل سبک بودن مواد متخلخل بهد ]3-6[ شوندميعمران استفاده 

هاي زياد قادر به جذب درصد بالايي و همچنين دارا بودن حفره

هاي مقاوم تحطت اثطر   عنوان سازهتوانند بهاز انرژي هستند و مي

هاي اخير، موادي ريرندد در سالبار ديناميكي مورد استفاده قرار 

نقطه ديگر  اند که تخلخل در آنها از يک نقطه تاتوسعه داده شده

اين دسته از مواد را مواد مدرج  دکندصورت تدريتي تريير ميبه

نامند کطه کاربردهطاي رونطاروني در    ( ميFGP) 3تابعي متخلخل
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 د]7-11[صنايع مختلف دارند 

در چند سال اخير محققاني از سراسر دنيطا بطه بررسطي رفتطار     

ر ادامطه  اندد دپرداخته FGPهاي تشكيل شده از مواد مكانيكي سازه

انطد را  هطا پرداختطه  هايي که به بررسي کمانش ايطن سطازه  پژوهش

اي هطاي دايطره  کنيمد متاهدين و همكارن کمانش ورقبررسي مي

FGP        را براساس يطک تئطوري برشطي مرتبطه بطالاتر ورق مطالعطه

هطاي  دست آمطده را بطا نتطايج حاصطل از تئطوري     کردند و نتايج به

د کيتوپورنيچططاي و ]11[ نططدکلاسططيک و مرتبططه اول مقايسططه کرد 

را براسططاس  FGPهمكططاران ارتعاشططات آزاد و کمططانش تيرهططاي  

د آنهطا از روش  ]16[ تئوري تير تيموشنكو مورد مطالعه قرار دادنطد 

ريتز براي حل رواب  استفاده و تطثثير پارامترهطاي مختلطف را بطر     

رفتار مكانيكي سازه بررسي کردندد آنها در يک مقاله ديگر، همطين  

هطاي  حل را بطراي مطالعطه ارتعاشطات آزاد و کمطانش ورق     روش

FGP د ]13[کطار بردنطد   ها بهبراساس تئوري برشي مرتبه اول ورق

در حطال   FGMاي هطاي اسطتوانه  دانگ و همكاران کمانش پوسطته 

انطد را مطورد   تقويت شطده  0نانو کامپوزيت متخلخل چرخش که با

هطا  مرتبه اول پوسطته  د آنها از تئوري برشي]10[ بررسي قرار دادند

استفاده کردند و ترييرات خواص را فق  در راسطتاي ضطخامت و   

در جهططت شططعاعي پوسططته درنتططر ررفتنططدد همچنططين آنهططا روش 

همراه يک سطري توابطع وزن خطاص بطراي شطراي       را به 5رلرکين

کار بردندد ژه هوان و همكاران کمانش غيرخططي  مرزي مختلف به

د آنهطا  ]15[ مورد مطالعه قرار دادندتقويت شده را  FGPهاي ورق

همطراه تئطوري برشطي مرتبطه اول ورق بطراي      را بطه  6دانل تئطوري 

استخراج رواب  حطاکم اسطتفاده کردنطد، سطپش روش رلطرکين را      

کار بردندد ليو و همكاران کمانش جفطت شطده   براي حل رواب  به

را بطا   FGPحرارتطي تيرهطاي سطاندويتي )چنطد لايطه(      -مكانيكي

ازاي شراي  مرزي مختلف از تئوري برشي سينوسي تير بهاستفاده 

د يطاس و رحيمطي کمطانش حرارتطي تيرهطاي      ]16[ بررسي کردند

را بطا اسطتفاده از روش مربعطات ديفرانسطيلي      FGPنانوکامپوزيتي 

براي شراي  مرزي مختلف مورد مطالعطه   (GDQM) 7تعميم يافته

هطاي  ورق د ترينطه و همكطاران کمطانش تصطادفي    ]17[ قرار دادند

FGP د آنهطا  ]10[ تحليلي مطالعه کردندرا براساس يک روش نيمه

با استفاده از يطک تئطوري برشطي بهبوديافتطه مرتبطه بطالاتر ورق و       

-صطورت فطرم  ، نيروي کمانش ورق را به0سازي مونت کارلوشبيه

صطورت عطددي ارا طه    بسته استخراج کردند و نتطايج مفصطلي بطه   

هطاي  رفتار ارتعاشطي و کمانشطي ورق   کردندد رفيعي آناماق و بديز

FGP را بطا اسطتفاده از روش    9هاي رطرافين تقويت شده با پلاکت

 و تئوري برشي مرتبطه اول ورق بررسطي کردنطد    11طيفي چبيشف

بطا   FGPهطاي  د هانگ و همكاران کمطانش غيرخططي پوسطته   ]19[

 ضطخامت متريطر قطرار ررفتطه در يطک محطي  الاسطتيک را مططورد        

 د آنهطا بطا اسطتفاده از روش رلطرکين يطک      ]61[ دنطد مطالعه قرار دا

دسطت آوردنطد و مشطاهده    پاسخ فرم بسته براي نيروي کمانش بطه 

 روي نيطروي   توانطد تطثثير قابطل تطوجهي    کردند کطه تخلخطل مطي   

 هطاي اسطتاتيكي   کمانش داشته باشدد فطروتن و همكطاران کمطانش   

 را  FGPاي نططاق  هططاي اسططتوانهو دينططاميكي غيرخطططي پوسططته 

 مورد مطالعطه قطرار دادنطد    11با استفاده از روش عددي رانگ کوتا

 د نگطوين و همكطاران يططک نتريطه برشطي مرتبططه بطالاي سططه      ]61[

و خمطش اسطتاتيكي، ارتعاشطات     دادهمتريره را مورد استفاده قطرار  

هاي تقويت شده با پلاکت FGPهاي آزاد، کمانش و پايداري ورق

 خطاب ايطن تئطوري سطبب شطد      د انت]66[ ررافن را بررسي کردنطد 

دست آينطدد پايطداري غيرخططي و کمطانش     تا نتايج با دقت بالا به

 نانوکططامپوزيتي بططا اسططتفاده    FGPناشططي از ضططربه بططر پوسططته   

اسطتد در   هاي تحليلي و عددي توس  لي بررسطي شطده  از روش

 مقاله ايشان از مدل متقطارن بطراي توزيطع نقطاط تخلخطل اسطتفاده       

هطاي  و همكطاران کمطانش اسطتاتيكي پوسطته     د لي]63[ شده است

FGP  هططاي رططرافن کططه تحططت يططک  تقويططت شططده بططا پلاکططت 

 ميدان حرارتي قطرار دارنطد را بطا اسطتفاده از يطک روش تحليلطي       

هاي د آنها از روش انرژي و تئوري پوسته]60[ دقيق بررسي کردند

 دسططت آوردن روابطط  حططاکم اسططتفاده کردنططدد   نططازب بططراي بططه 

  FGPهططاي ن کمططانش اسططتاتيكي و دينططاميكي لولططهزو و همكططارا

د آنهطا ترييطرات خطواص    ]65[ با نق  هندسي را بررسطي کردنطد  

تخلخل را در راسطتاي شطعاعي درنتطر ررفتنطد و از تئطوري تيطر       

همراه روش انرژي براي استخراج روابط  اسطتفاده   برنولي به-اويلر

يطق حطل   کردندد سپش رواب  را با استفاده از يک روش تحليلي دق
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کردند و تثثير پارامترهاي مختلف روي نيروي کمطانش را بررسطي   

لو و همكاران يک حل سه بعدي براي ارتعاشات -کردندد کوونگ

اي هاي اسطتوانه اي و پوستههاي دايرهآزاد و همچنين کمانش ورق

FGP  انتطام   16ايزوژ ومتريطک  ليط تحلوهيط تتزبا استفاده از روش

 د  ]66[ دادند

عنطوان  بطه هطا  استفاده از آن FGPربردهاي مهم مواد يكي از کا

عنطوان جطا ب   هاي غير متخلخل بطه هاي پوششي براي سازهلايه

است که استحكام لازم را نيطز در برابطر نيروهطاي    انرژي و عايق 

هاي بسطيار انطدکي در ايطن زمينطه     خارجي داردد تاکنون پژوهش

سطتد در  ا FGPصورت ررفته است و علت آن نوپا بودن مطواد  

 FGPپژوهش حاضر کمانش تيرهاي همگن پوشيده شده با لايه 

شطودد  براساس تئوري تير تيموشطنكو )مرتبطه اول( بررسطي مطي    

 هطاي لايطه  ضخامت اثر و تيرها از اينگونه کمانشي رفتار بررسي

 نطوآوري  تطرين  اصطلي  تيطر  کمانش نيروي مقادير روي مختلف

 مساله حلد است رفتهنگ قرار بررسي مورد تاکنون که است مقاله

 انتطام  عطددي  و تحليلطي  هايروش از کدام هيچ با تاکنون فوق

دسطت آوردن روابط    از اصل کار متطازي بطراي بطه    داست نشده

شططودد در ادامطه، روابطط   کمطانش و شطراي  مططرزي اسطتفاده مطي    

ديفرانسيل حاکم بر مساله با اسطتفاده از دو روش حطل تحليلطي    

شوندد روش تحليلي ارا ه حل مي GDQMدقيق و روش عددي 

 FGPشده براي اولين بار است که براي بررسطي رفتطار تيرهطاي    

 تحيلطي  حطل  شودد روشبراساس تئوري تير تيموشنكو ارا ه مي

 نيطروي  مقادير دقيق کاملا صورتبه که است رياضي روش يک

 معطادلات  تحليلطي  حل براساس و پارامتري صورتبه را کمانش

 عطددي  روش از عطددي  حل روش درد کندمي استخراج کمانش

 بطر  GDQM روشد اسطت  استفاده GDQM کاربردي و محبوب

 نقاط اساس بر را ديفرانسيل معادلات که است استوار اساس اين

 متناسطب  ايچندجملطه  درجه) ايچندجمله يک صورتبه شبكه

 و زندمي تقريب رذردمي شبكه نقاط از که( است شبكه نقاط با

 رسسطته  معادلات سري يک به ديفرانسيل تمعادلا ترتيب بدين

 ارا طه  GDQM حطل  مزايطاي  ازد شوندمي تبديل شده بنديشبكه

 کطدام  هر داست تحليلي حل به نزديک بسيار و دقيق يهاجواب

 عطددي  حل درد دارند را خود به مربوط مزاياي حل روش دو از

 دقيطق  امده دستبه نتايج و است آسانتر کمانش پارامتري مطالعه

 نسطبتا  نتطايج  بطه  تطوان مطي  نيز GDQM عددي روش درد هستند

 در کططاملا کططه يافططت دسططت تحليلططي حططل نتططايج درحططد دقيططق

 نتطايج  ارا هد است مشهود امر اين ،مقاله در شده ارا ه يهاجدول

 مقطادير  از رسطترده  طيطف  يطک  براي عددي روش از استفاده با

 از اسطتفاده  ابط  تطوان مطي  زيطرا  اسطت،  تطر سطاده  بسطيار  پارامترها

در  دداد انتطام  سادري به را کار اين تكرار يهاحلقه و کدنويسي

 پايان و در بخش نتايج هم تطثثير پارامترهطاي مختلطف از جملطه    

به کل ضخامت تير، ميزان تخلخل، و  FGPنسبت ضخامت لايه 

 شوددتابع توزيع تخلخل روي کمانش تير بررسي مي
 

 مدلسازي ریاضي  -2
 FGPن پوشیده شده با لایه تشکیل شده از مواد تیر همگ -2-1

 FGPيک تير همگن پوشيده شده با لايه تشطكيل شطده از مطواد    

همراه جزييات هندسه تيطر و محورهطاي مختصطات در شطكل     به

ترتيططب در بططه zو  xنمططايش داده شططده اسططتد محورهططاي  (1)

راستاي طول و ضخامت تيطر هسطتندد تطابع توزيطع تخلخطل در      

براسططاس يكططي از سططه مططدل    FGPمت لايططه راسططتاي ضططخا 

(، غيريكنواخت غير متقطارن )مطدل   1غيريكنواخت متقارن )مدل 

شود که رابططه مطدول   ( درنتر ررفته مي3( و يكنواخت )مدل 6

در راستاي ضخامت براساس ايطن   zالاستيسيته برحسب مختصه 

 :]67[شرح زير است مدل بهسه 

 
E z h h

z hE(z)
E e cos z h h

h h

  
              

0
0

0 0
0

2
2

1 2 

 (الف -1)

  
 

E z h h
z h hE(z)

E e cos z h h
h h

  
           

     

0
0

0 0
0

2
2

1 2
2

 ب( -1)

 پ( -1)  E z h hE(z)
E e z h h

 
   

0
0 0

2
1 2 

اسطتد   FGPمدول الاستيسيته در کف لايه  Eکه در رواب  بالا 
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 به همراه هندسه و مختصا  FGPتیر همگن پوشیده شده با لایه  -1شکل 

 

e0  و  پارامترهططاي تخلخططل هسططتند کططه از يكططديگر مسططتقل

را بطر حسطب    توان با استفاده از رابطه زير مقدار نيستند و مي

e0 دست آورد:به 

(6) e
e e

 
      

  

2

0
0 0

1 1 2 2
1 1 

 

 تیر تیموشنکو )برشي مرتبه اول(تئوري  -2-2

در تئوري تير تيموشنكو يا همان تئوري برشطي تيطر مرتبطه اول،    

صطورت زيطر   جهت مختصات براي تيطر بطه   ها در سهجاييجابه

 هستند:

(3) 
x

y

z

u (x, y,z, t) u (x, t) z (x, t)
u (x, y,z, t)

u (x, y,z, t) w (x, t)

  




0

0

0 

جايي در راسطتاي محطور   جابههاي ترتيب مولفهبه zuو  xuکه 

و  u0تير هستندد همچنطين   zو در راستاي ضخامت  xطولي 

w0 جطايي در سططح ميطاني تيطر و     هطاي جابطه  مولفه   ميطزان

 تئطوري  از که انتا ش تير حول صفحه مياني تير هستندد ازچرخ

 مسطئله  بطر  حطاکم  روابط   اسطتخراج  بطراي  تيطر  اول مرتبه برشي

 چطرخش  بطه  مربطوط  متريرهطاي  تئطوري  ايطن  و شودمي استفاده

 کطه  کطرد  حاصل اطمينان توانمي اينرو از  دارد، را مياني صفحه

 تيطر را  محطوري  نيطروي  و خمطش  متقابل اثرات فوق سازيمدل

  دريردمي درنتر

 

 روابط کمانش و شرایط مرزي -2-3

 دسطت آوردن روابط  حطاکم بطر مسطئله، در ابتطدا بايطد        براي بطه 

جايي در رابطه هاي جابههاي کرنش و تنش برحسب مولفهمولفه

 جطايي  هطاي جابطه  ها برحسب مولفطه ( استخراج شوندد کرنش3)

 آيند:دست ميصورت زير بهبه

(0) xx

xz

u x z x
w x

      
    

0
0

 

 آيند:دست ميصورت زير بهها بهها نيز برحسب کرنشو تنش

(5)  
 
  

xx xx

xz xz

E(z)
E(z) u x z x

E(z) ( )

E(z) ( ) w x

   
    

     

    

0

0

2 1
2 1

 

براي استخراج رواب  اسطتاتيكي و شطراي  مطرزي از اصطل کطار      

 صورت زير است:  شود که رابطه آن بهمتازي استفاده مي

(6)  W U  0 

ترتيب کار خارجي ناشي از نيروي به Uو Wکه در اين رابطه 

صورت زيطر ارا طه   محوري کمانش و انرژي پتانسيل هستند و به

 شوند:مي

 الف( -7)
h/ b L

xx xx xz xz

h/

U dxdydz



       
2

2 0 0

 

 الف( -7)  
L

W P w x w x dx      0 0 0
0

 

 کننده بر تير اسطتد محطل   بار محوري عمل P0که در اين رابطه 

 شده بيان مقالات ساير در که آنچه همانند تير محوري بار اعمال

 تيطر  تارميطاني  در بهتطر  عبطارت به يا و آن مرکز در درست است

 -6( در رابططه ) 0با جايگذاري رابططه )  داست شده ررفته درنتر

( و اسطتفاده از  6طه )( در راب7الف( و سپش جايگذاري رواب  )

روش انتگرال جزء به جزء، و سطپش مسطاوي صطفر قطرار دادن     

uضرايب 0 ، و ،w همطراه  ، رواب  کمانش اسطتاتيكي بطه  0

 شوند:  ير استخراج ميصورت زرواب  شراي  مرزي به
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xxN الف( -0)
u :

x


 


0 0 

xx ب( -0)
xz

M
: F

x


  


0 

xzF پ( -0) w
w : P

x x

 
  

 

2
0

0 0 2
0 

دسطت  صورت زير بطه و رواب  شراي  مرزي در دو انتهاي تير به

 آيند: مي

xxu الف( -9) or N 0 0 0 

xxor ب( -9) M  0 0 

xz پ( -9)

w
w or F P

x


  



0
0 00 0 

 که در رواب  بالا:

 الف( -11)
b h/

xx xx

h/

N dzdy



  
2

0 2

 

 ب( -11)
b h/

xx xx

h/

M zdzdy



  
2

0 2

 

 پ( -11)
b h/

xz xz

h/

F dzdy



  
2

0 2

 

توان رواب  اسطتاتيكي را  ( مي0در رواب  ) 9و  5با استفاده از رواب  

 دست آورد:  جايي بهجابه هايصورت زير برحسب مولفهبه

u الف( -11)
u : E E

x x

  
  

 

2 2
0

0 0 12 2
0 

u ب( -11) E w
: E E

( ) xx x

    
     

    

2 2
0 0 0

1 22 2
0

2 1
 

E پ( -11) w w
w : P

( ) x xx

  
    

     

2
0 0 0

0 02
0

2 1
 

 

 که در رواب  بالا:

(16) 
b h/

h/

E

E z E(z)dz

E z

  
  

    
   
   

 
20

1
20 22

1
 

 

 حل روابط حاکم بر مسئله -3

 روش حل تحلیلي  -3-1

ه، ابتدا بايطد روابط  را از حالطت    براي حل رواب  حاکم بر مسئل

الططف(  -11جفططت شططده ديفرانسططيلي خططارج کططردد از رابطططه ) 

u x 2 2
شود و رابطه زير ب( جايگذاري مي -11در رابطه ) 0

 آيد:دست ميبه

(13) E E w
E

E ( ) xx

     
           

2 2
1 0 0

2 2
0

0
2 1

 

wاز رابطه بطالا   x 0  پ(  -11دسطت آمطده و در رابططه )   بطه

شود که منتر به استخراج رابطه ديفرانسطيلي زيطر   جايگذاري مي

 شود:مي جايي برحسب فق  مولفه جابه

E E E( )
E P E

E E E ( )x x

         
         

          

2 23 2
1 1 0

2 0 23 2
0 0 0

2 1
0

2 1
 

(10)  

برحسطب   3رابطه بالا يک رابطه ديفرانسيلي همگن خطي مرتبه 

صطورت  به استد از حل رابطه بالا، تابع  جايي مترير جابه

  آيد:دست ميزير به

(15) ix
i

i

e




  
3

1

 

الف( و  -11) ( و13( در رواب  )15از رابطه ) با جايگذاري 

نتططايج زيططر ، u0و  w0حططل خصوصططي آنهططا بططراي متريرهططاي 

 شوند:استخراج مي

(16) 
i

i

x
i

i

x
i

i

u u e x

w w e









  

 





3

0 5 6
1
3

0 4
1

 

  

 که

(17) 
i i

i i i
i

E
u

E

E E( )
w E

E E ( )

  

   
      
      

1

0
2

21 0
2

0 0

2 1
2 1

 

 بيطان   i جطايي برحسطب شطش ضطريب    هر سطه مولفطه جابطه   

جطايي در روابط    هطاي جابطه  شوندد با جايگذاري ايطن مولفطه  مي

 (، يک دستگاه شطش رابططه   9شراي  مرزي ارا ه شده در رابطه )

آيد که از حطل  دست ميبه iمتهول برحسب متريرهاي -شش

 شوددنابديهي آن مقدار نيروي کمانش نتيته مي
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 GDQMروش حل عددي  -3-2

ام يططک تططابع g، مشططتق مرتبططه GDQMدر روش حططل عططددي 

صورت زيطر برحسطب مقطادير تطابع در     به ix مفروض در نقطه

 :]60[شود بندي بيان مينقاط شبكه

(10) 
i

ng
(g)

jijg
jx x

f (x)
L f (x )

x 







1

 

(g)که در رابطه بالا 
ij

L    ه مرتبط ضريب وزن بطراي مشطتقgام وn 

بندي است که اين نقاط در مسئله مورد بررسي تعداد نقاط شبكه

در راستاي محور طولي تير استد اين ضرايب براي مشتق مرتبه 

 شوند:اول با استفاده از رواب  زير بيان مي

 الف( -19)

n

i t

t ,t i( )
ij n

i j j t

t ,t j

(x x )

L , i j

(x x ) (x x )

 

 



 

 





11

1

 

 ب( -19)
n

( ) ( )
ij it

t ,t j

L L , i j

 

  1 1

1

 

هططاي مرتبططه بططالاتر از يططک، مقططادير ايططن ضططرايب بططراي مشططتق

 آيند: دست ميصورت زير و با استفاده از رواب  بازرشتي بهبه

 الف( -61)
(g )
ij(g) (g ) ( )

ij ii ij
i j

L
L g L L , i j

(x x )




 
   
 
 

1
1 1 

 ب( -61)
n

(g) (g)
ij it

t ,t j

L L , i j

 

  
1

 

صورت تواند بهتوزيع نقاط شبكه در راستاي محور طولي تير مي

هطاي توزيطع   يكنواخت و يا غيريكنواخطت باشطدد تطاکنون تطابع    

ارا ه شده است کطه   GDQMمختلفي براي نقاط شبكه در روش 

در مقاله حاضر از تابع زير که يک تابع توزيع پرطرفدار در بطين  

 شود:دانشمندان اين حوزه است استفاده مي

(61) i
i

x cos L
n

   
     

  

1 1
1

2 1
 

هطاي  هطاي مولفطه  ططول تيطر اسطتد مشطتق     Lکه در رابطه بالا 

( و 19( بطا اسطتفاده از روابط  )   11جايي در رواب  کمانش )جابه

 شوند: صورت زير به رواب  رسسته تبديل مي( به61)

 الف( -66)
n

( )
i jij

j

u
(x x ) L u (x )

x 


 




2
20

02
1

 

 ب( -66)

n
( )

i jij

j
n

( )
i jij

j

(x x ) L (x ),
x

(x x ) L (x )
x





 
  




  







2
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2
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 پ( -66)

n
( )

i jij

j
n

( )
i jij

j

w
(x x ) L w (x ),

x

w
(x x ) L w (x )

x






 




 







2
20

02
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( را بطه  11تطوان روابط  کمطانش )   ( مطي 66با استفاده از رواب  )

صطورت  روابطي رسسته در تمام نقاط شبكه تبديل کردد در ايطن 

 مولفه n3رابطه رسسته در نقاط شبكه برحسب  n3تعداد 

iu جططاييجابططه (x )0 ،i(x )  وiw (x آينططدد دسططت مططيبططه 0(

(، 9( در رواب  شراي  مطرزي ) 11همچنين با استفاده از رواب  )

آيطد  دست ميجايي بههاي جابهتعداد شش رابطه برحسب مولفه

که اين شش رابطه با شطش رابططه کمطانش اسطتاتيكي در نقطاط      

شودد از متموع روابط  اسطتاتيكي در نقطاط    مرزي جايگزين مي

رابططه   n3دروني شبكه و شش رابطه شراي  مرزي، به تعداد 

iu  جطايي جابطه  مولفطه  n3همگن برحسب  (x )0 ،i(x )  و

iw (x آيند که از حل نابديهي آن نيطروي کمطانش   دست ميبه 0(

 شوددتير استخراج مي

 

 نتایج عددي -3
پذير، از مقدار بي بعد شده زير بطراي  منتور ارا ه نتايج مقايسهبه

 شود:نيروي کمانش در نتايج عددي استفاده مي

(63) 
b h/

h/

P P A, A E(z)dzdy



   
2

0 0
0 2

 

پوشطيده شطده بطا لايطه     از آنتا که مسئله کمانش تيرهاي همگن 

FGP   منتطور  تاکنون در هيچ مرجعي بررسي نشده است لطذا بطه

براي  FGMسنتي نتايج، کمانش يک تير مقايسه نتايج و صحت

( مقطدار  1بررسي و مقايسه درنتر ررفته شده استد در جدول )

با تابع توزيع خواص تواني و سطه   FGMنيروي کمانش يک تير 
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بعد شده وي کمانش بيمقایسه مقدار نیر -1جدول  P L h2 3
0 Lبا شرایط مرزي مختلف ) FGMبراي یک تیر  12 h  5) 

 تئوري و روش حل شراي  مرزي
k 0 k 1 k  2 k  5 k 10 

S-S  0116/10 1006/16 6160/19 6116/65 5911/09 ]69[وو و همكاران 

 1000/10 7355/15 1577/19 6090/60 0016/00 ]31[نگوين و همكاران  

 3005/10 9017/15 1617/19 5015/60 5917/00 ]31[کهيا و توران  

 30006/10 90176/15 16166/19 50130/60 59135/00 روش تحليلي حاضر 

C-C  1579/03 3056/09 1667/60 6950/03 1171/161 ]69[وو و همكاران 

 7005/01 7170/07 7666/61 5901/01 5611/150 ]31[نگوين و همكاران  

 5110/03 5060/09 7009/61 3913/79 9031/151 ]31[کهيا و توران  

 09063/03 57910/09 70116/61 30019/79 9319/151 روش تحليلي حاضر 

C-F  9161/3 3691/0 1601/5 6167/6 1993/13 ]69[وو و همكاران 

 0061/3 6776/0 1977/5 5067/6 1771/13 ]31[نگوين و همكاران  

 0971/3 6966/0 1901/5 5356/6 1590/13 ]31[کهيا و توران  

 09690/3 69656/0 19016/5 53517/6 15935/13 روش تحليلي حاضر 

 

 ريطردار  -(، ريطردار S-Sمفصطل ) -مفصطل  شرط مطرزي مختلطف  

(C-Cو ريردار ،)-( آزادC-F    ارا ه شده و بطا نتطايج موجطود در )

در راستاي  FGMمراجع مقايسه شده استد مدول الاستيسته تير 

 صورت زير است:ضخامت به

(60)  
k

c m m

m c

z
E(z) E E E ,

h
E GPa, E GPa

 
    

 
 

1
2

70 380
 

اسطتد نتطايج ارا طه     3/1مقدار ضريب پواسون نيز ثابت و برابطر  

، و ]31[، نگطوين و همكطاران   ]69[شده توس  وو و همكطاران  

ترتيب براساس تئطوري برشطي تيطر مرتبطه     به ]31[کهيا و توران 

بعطدي  اول، تئوري برشي تير مرتبطه بطالاتر، و يطک تئطوري سطه     

شود تقارب خطوبي بطين نتطايج    طور که مشاهده ميهستندد همان

-31توس  مراجطع    دست آمده از اين مقاله و نتايج ارا ه شدهبه

[ وجود داردد همگرايي در بين نتايج حاصل از مقاله حاضر و 69

بسيار بيشتر از دو مورد ديگر است که علطت آن در   ]31[مرجع 

اين است که پژوهش حاضطر و پطژوهش ارا طه شطده در مرجطع      

اندد هر دو براساس تئوري برشي مرتبه اول تير انتام شده  ]31[

بر اساس  ]31[ه حل ارا ه شده در مرجع البته قابل توجه است ک

است و علت اختلاف کوچطک بطين نتطايج     13روش اجزا محدود

هطاي حطل متفطاوت    ، روش]31[حاصل از اين پژوهش و مرجع 

 استفاده شده در دو پژوهش استد  

( بطا اسطتفاده از هطر دو روش حطل تحليلطي و      6در جدول )

لططف هططاي مختازاي نسططبتعططددي، مقططدار نيططروي کمططانش بططه

و همچنين مقادير مختلف  ،FGPضخامت ورق و ضخامت لايه 

هاي ارا ه شده استد در همه مثال ،پارامتر تخلخل مدل نوع يک

Eعددي اين مقاله از فطوم فطولادي بطا خطواص      GPa200  و

/ 0 استفاده شده استد شراي  مرزي بررسي شده در ايطن   3

( هسطتندد  S-Cريطردار ) -( و مفصطل S-Sمفصل )-جدول مفصل

از  GDQMدست اوردن نتايج عددي با استفاده از روش براي به

شود طور که مشاهده مينقطه شبكه استفاده شده استد همان 31

همگرايي و انطباق خوبي بطين نتطايج حاصطل از دو روش حطل     

ددي و تحليلي وجود دارد که تاييد کننده صحت و دقطت هطر   ع

ازاي تطابع  ( بطه 3استد نتايج مشابهي در جطدول ) دو روش حل 

تخلخل نوع دوم ارا ه شده است که نتطايج حاصطل از دو روش   

حل مختلف در اين جدول نيز از انطباق کامطل برخوردارنطدد در   

( C-Cردار )ري-( براي شراي  مرزي ريردار5( و )0هاي )جدول

( 3( و )6هطاي ) (،مشابه آنچه که در جطدول C-Fآزاد )-و ريردار
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 و  1ازاي تابع تخلخل نوع ، بهFGPبعد شده یک تیر همگن پوشیده شده با لایه مقدار نیروي کمانش بي -2جدول 

 S-Cو  S-Sشرایط مرزي 

L h h h0 e0 
S-S  S-C 

 روش عددي روش تحليلي روش عددي روش تحليلي

11 1/1 3/1 116009/1 116009/1  11603/1 11603/1 

  6/1 115675/1 115675/1  11117/1 11117/1 

 35/1 3/1 116696/1 116696/1  11366/1 11366/1 

  6/1 115963/1 115963/1  11101/1 11101/1 

 7/1 3/1 116631/1 116631/1  11317/1 11317/1 

  6/1 115001/1 115001/1  11171/1 11171/1 

61 1/1 3/1 111656/1 111656/1  113359/1 113359/1 

  6/1 111053/1 111053/1  116903/1 116903/1 

 35/1 3/1 111716/1 111716/1  113066/1 113066/1 

  6/1 111566/1 111566/1  113106/1 113106/1 

 7/1 3/1 111600/1 111600/1  113060/1 113067/1 

  6/1 111095/1 111095/1  113137/1 113137/1 

 
 و 2ازاي تابع تخلخل نوع ، بهFGPبعد شده یک تیر همگن پوشیده شده با لایه مقدار نیروي کمانش بي -3جدول 

 S-Cو  S-Sشرایط مرزي  

L h h h0 e0 
S-S  S-C 

 روش عددي روش تحليلي روش عددي روش تحليلي

11 1/1 3/1 115951/1 115951/1  11101/1 11101/1 

  6/1 110371/1 110371/1  110679/1 110679/1 

 35/1 3/1 116967/1 116967/1  11371/1 11371/1 

  6/1 116563/1 116563/1  11607/1 11607/1 

 7/1 3/1 116766/1 116766/1  11303/1 11303/1 

  6/1 116171/1 116171/1  11666/1 11666/1 

 113177/1د 113177/1د  111516/1 111516/1 3/1 1/1 61

  6/1 111113/1 111113/1  116659/1 116659/1 

 35/1 3/1 111760/1 111760/1  113505/1 113505/1 

  6/1 111660/1 111660/1  113379/1 113301/1 

 7/1 3/1 111763/1 111763/1  113090/1 113090/1 

  6/1 111571/1 111571/1  113109/1 113109/1 
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 و  1ازاي تابع تخلخل نوع ، بهFGPبعد شده یک تیر همگن پوشیده شده با لایه مقدار نیروي کمانش بي -4جدول 

 C-Fو  C-Cشرایط مرزي 

L h h h0 e0 
C-C  C-F 

 روش عددي روش تحليلي روش عددي روش تحليلي

11 1/1 3/1 16390/1 16390/1  111656/1 111656/1 

  6/1 16170/1 16170/1  111053/1 111053/1 

 35/1 3/1 16006/1 16006/1  111716/1 111716/1 

  6/1 16615/1 16615/1  111566/1 111566/1 

 7/1 3/1 16073/1 16073/1  111600/1 111600/1 

  6/1 16616/1 16616/1  111095/1 111095/1 

61 1/1 3/1 116009/1 116009/1  111016/1 111016/1 

  6/1 115675/1 115675/1  111360/1 111365/1 

 35/1 3/1 116696/1 116696/1  111069/1 111069/1 

  6/1 115963/1 115963/1  111306/1 111306/1 

 7/1 3/1 116631/1 116631/1  111060/1 111060/1 

  6/1 115001/1 115001/1  111375/1 111375/1 

 

 و  2نوع  ازاي تابع تخلخل، بهFGPبعد شده یک تیر همگن پوشیده شده با لایه مقدار نیروي کمانش بي -5جدول 

 C-Fو  C-Cشرایط مرزي 

L h h h0 e0 
C-C  C-F 

 روش عددي روش تحليلي روش عددي روش تحليلي

11 1/1 3/1 16613/1 16613/1  111516/1 111516/1 

  6/1 11631/1 11631/1  111113/1 111113/1 
 35/1 3/1 16566/1 16566/1  111760/1 111760/1 
  6/1 16396/1 16396/1  111660/1 111660/1 
 7/1 3/1 16561/1 16561/1  111763/1 111763/1 

  6/1 16313/1 16313/1  111571/1 111571/1 
61 1/1 3/1 115951/1 115951/1  111301/1 111301/1 
  6/1 110371/1 110371/1  111601/1 111601/1 
 35/1 3/1 116966/1 116966/1  111000/1 111000/1 
  6/1 116563/1 116563/1  111019/1 111019/1 

 7/1 3/1 116766/1 116766/1  111033/1 111033/1 
  6/1 116171/1 116171/1  111390/1 111390/1 

 

ارا ه شد، نيروي کمانش محاسطبه و ارا طه شطده اسطتد در ايطن      

دسطت  ا نيز انطباق کامل بين نتايج عددي و تحليلطي بطه  هجدول

 وجود داردد ،آمده

بعد شده تير بطا  ( نمودار مقدار نيروي کمانش بي6در شكل )
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 بعد شده در برابر تغییرا  نسبت ضخامت لایه همگن به ضخامت نمودار تغییرا  نیروي کمانش بي -2شکل 

 S-Sزي و شرایط مر 1کل تیر با تابع تخلخل از نوع 

 

شراي  مرزي دو طرف مفصل در برابطر نسطبت ضطخامت لايطه     

، 6/1ازاي چهطار مقطدار مختلطف    همگن به ضخامت کل تير بطه 

پارامتر تخلخل نطوع يطک رسطم شطده اسطتد       0/1، و 6/1، 0/1

شود که با افزايش ضخامت لايه همگن تيطر از صطفر   مشاهده مي

يابطد و  مطي تا صدرصد، در ابتدا مقدار نيطروي کمطانش افطزايش    

عبطارت  يابطدد بطه  سپش کاهش و در انتها نيز دوباره افزايش مطي 

ديگر نمودارهاي فوق داراي يطک مقطدار بيشطينه و يطک مقطدار      

يک لايه متخلخل است و نسطبت   FGPکمينه نسبي هستندد لايه 

رو بايطد  به لايه همگن چگطالي حتمطي کمتطري دارد و از ايطن    

پيدا کند مقطدار نيطروي   افزايش  FGPهرچه ميزان ضخامت لايه 

شطود  ططور کطه ديطده مطي    کمانش نيز افزايش پيدا کندد اما همان

مقطدار   FGPاي وجود دارد که با افزايش ضخامت لايطه  محدوده

کنطد )ناحيطه وسط  نمودارهطا     نيروي کمانش نيز افزايش پيدا مي

بين نقاط بيشينه و کمينه( که ايطن مهطم بايطد حتمطا در طراحطي      

ورد توجه قرار ريردد با افزايش مقطدار پطارامتر   هايي مچنين سازه

طوري که يابد بهتخلخل، شيب ترييرات نمودارها نيز افزايش مي

پارامتر تخلخل بيشترين ميزان شيب نمودارهطا   0/1ازاي مقدار به

شود که به بيان ديگر با افزايش مقدار پارامتر تخلخل مشاهده مي

نيطروي کمطانش افطزايش     ها روي مقدارتثثير تريير ضخامت لايه

شود بيشطترين ميطزان ترييطرات و    طور که ديده مييابدد همانمي

شيب نمودارها در انتهاي نمودارها و مربوط به زماني اسطت کطه   

دهطد و بطه بيطان    بيشتر ضخامت ورق را لايه همگن تشكيل مطي 

توانطد  روي تير همگن مطي  FGPديگر افزايش يک لايه کوچک 

سختي خمشي تير و نيروي کمانش ايتطاد  ترييرات زيادي را در 

کندد همچنين افزايش پطارامتر تخلخطل موجطب کطاهش نيطروي      

شودد بطه  کمانش و در نتيته کاهش مقدار سختي خمشي تير مي

 FGPمنتور طراحي تيرهاي پوشطيده شطده بطا لايطه     بيان ديگر به

کطه از اسطتحكام لازم نيطز برخطوردار      ،براساس تخلخل نوع يک

تا حد امكان پارامتر تخلخل کوچک باشد؛ البته بايطد  بايد  ،باشند

طوري باشد که وظيفه اصلي آن که جذب انرژي است را مختل 

در محدوده منطقطه بيشطينه    FGPنكند؛ و همچنين ضخامت لايه 

 نمودارهططاي نشططان داده شططده باشططدد نمودارهططاي مشططابهي در  

هطاي دوم و سطوم تطابع توزيطع     ( بطراي نطوع  0( و )3هاي )شكل

اندد رونطد کلطي نمودارهطا بطراي تطابع توزيطع       خلخل ارا ه شدهت

( و تطابع توزيطع يكنواخطت نطوع     3نامتقارن نوع دوم در شطكل ) 

( اسطت بطا ايطن    6( مشابه نمودارهطاي شطكل )  0سوم در شكل )

( ترييرات و شيب نمودارها در ابتدا بسيار 3تفاوت که در شكل )

كنواخطت لايطه   ( که مربوط به تخلخل ي0زياد است و در شكل )
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 بعد شده در برابر تغییرا  نسبت ضخامت لایه همگن به ضخامت نمودار تغییرا  نیروي کمانش بي -3شکل 

 S-Sو شرایط مرزي  2کل تیر با تابع تخلخل از نوع 

 

 
 بعد شده در برابر تغییرا  نسبت ضخامت لایه همگن به ضخامت نمودار تغییرا  نیروي کمانش بي -4شکل 

 S-Sو شرایط مرزي  3ر با تابع تخلخل از نوع کل تی

 

FGP نمودارها مقدار کمينه و بيشينه نسطبي ندارنطد و در    ،است

ازاي اين نطوع تخلخطل بسطيار    اي شيب نمودارها بهيک محدوده

منتور طراحطي تيرهطاي   استد به بيان ديگر بهکم و در حد صفر 

از  کطه  ،براسطاس تخلخطل نطوع يطک     FGPپوشيده شده با لايطه  

بايد تطا حطد امكطان پطارامتر      ،استحكام لازم نيز برخوردار باشند

تطا حطد    FGPتخلخل کوچک باشد و همچنطين ضطخامت لايطه    

بايد در حطدي   FGPامكان نيز کوچک باشدد البته ضخامت لايه 

 باشد که وظيفه اصلي آن که جذب انرژي است را مختل نكندد

تيطر بطا   ( نمودار ترييرات نيطروي کمطانش يطک    5در شكل )

بطراي   e0مفصل نسبت به پارامتر تخلخل -شراي  مرزي مفصل

hنسبت  h /0 0 و سه نوع تابع توزيع تخلخل مختلف رسطم   25

شطود بطا افطزايش تخلخطل     طور که مشاهده ميشده استد همان



 حمزه صالحي پور

    

 73 1011 تابستان، 1 ه، شمار01هاي عددي در مهندسي، سال روش

 
  e0عد شده نسبت به پارامتر تخلخل بنمودار تغییرا  نیروي کمانش بي -5شکل 

hازاي به h /0 0  S-Sو شرایط مرزي  25

 

 
hازاي به  e0بعد شده نسبت به پارامتر تخلخل نمودار تغییرا  نیروي کمانش بي -6شکل  h /0 0  S-Sو شرایط مرزي  5

 

يابد و علت آن هم کاهش جطرم  مقدار نيروي کمانش کاهش مي

عبارت ديگر کاهش سختي تيطر اسطتد   ماده در واحد حتم و به

بيشترين ترييرات نيروي کمانش نسبت بطه تخلخطل مربطوط بطه     

نواخت نوع سوم و کمترين آن مربطوط بطه تطابع    تابع تخلخل يك

تطوان  رو ميتخلخل غيريكنواخت نامتقارن نوع يک استد از اين

نتيته ررفت زماني که استحكام کمانشي تيطر از اهميطت بطالايي    

تواند رزينه مناسبي برخوردار است تخلخل نامتقارن نوع يک مي

شطدد  براي طراحي تير در مقايسطه بطا دو نطوع تخلخطل ديگطر با     

ازاي طور که قابل مشاهده است شيب نمودارهاي فطوق بطه  همان

يابدد بطا افطزايش مقطدار    مقادير بالاي پارامتر تخلخل افزايش مي

درصطد   51، نيروي کمانش حدود 9/1پارامتر تخلخل از صفر تا 

تواند منتطر بطه ناپايطداري کمانشطي سطازه      يابد که ميکاهش مي

 ( بططراي 7( و )6اي )هططشططودد نمودارهططاي مشططابهي در شططكل  

hهططاي نسططبت h /0 0 hو  5 h /0 0 انططدد رسططم شططده 75

( هستند و 5ترييرات نمودارها در اين دو شكل نيز مشابه شكل )

 يابددبا افزايش تخلخل مقدار نيروي کمانش کاهش مي
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hازاي به  e0بعد شده نسبت به پارامتر تخلخل وي کمانش بينمودار تغییرا  نیر -7شکل  h /0 0  S-Sو شرایط مرزي  75

 

 
 ت بعد شده در برابر تغییرا  نسبت ضخامت لایه همگن به ضخامنمودار تغییرا  نیروي کمانش بي -8شکل 

 C-Cکل تیر با شرایط مرزي 

 

بعد شده تير در برابر ترييطرات  نمودار ترييرات نيروي کمانش بي

نسبت ضخامت لايه همگن به ضخامت کل تير با شراي  مطرزي  

( رسطم شطده اسطتد در ايطن شطكل      0ريردار در شكل )-ريردار

و دو نطوع   6/1و  3/1نمودارها براي دو مقدار پطارامتر تخلخطل   

شود که اندد مشاهده ميرسم شده 6و  1تخلخل نوع تابع توزيع 

ترييرات مقدار نيروي کمانش براي تابع توزيع تخلخل نامتقطارن  

نوع دوم در مقايسه با تابع توزيع متقارن نوع يک بيشطتر اسطتد   

نمودارها داراي يک نقطه بيشينه نسبي و يک نقطه کمينه نسطبي  

رار داردد همچنين اين هستند که نقطه بيشينه قبل از نقطه کمينه ق

ازاي نقاط کمينه و بيشينه براي تابع توزيع تخلخطل نطوع دوم بطه   

hمقادير بيشطتري از نسطبت    h0       در مقايسطه بطا نطوع يطک ر

عبارت ديگر نقاط کمينه و بيشينه بطراي تطابع توزيطع    دهدد بهمي

زيطع تخلخطل نطوع يطک     تخلخل نوع دوم در مقايسه بطا تطابع تو  

دهد که درصطد بيشطتري از سطازه را مطاده همگطن      زماني ر  مي

در تابع تخلخل  FGPتشكيل داده باشدد با افزايش ضخامت لايه 

نوع دوم، ترييرات نيروي کمانش در مقايسه با تابع تخلخل نطوع  

تطوان از نمودارهطاي فطوق نتيتطه     يک بيشتر استد همچنين مطي 

رامتر تخلخل روي مقدار نيروي کمطانش  ررفت که تثثير مقدار پا
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براي تابع تخلخل نوع دوم بيشتر از نوع يک اسطتد بنطابراين بطا    

توجه به مطالب بالا زماني که استحكام کمانشي تيطر از اهميطت   

بالايي برخوردار است انتخاب تابع تخلخطل غيريكنواخطت نطوع    

هطاي  استد نمودارهطاي مشطابهي در شطكل   يک رزينه مناسبتري 

آزاد -ريطردار و ريطردار  -( براي شراي  مرزي مفصطل 11و )( 9)

( 0ها نيز مشابه شكل )اندد روند نمودارها در اين شكلرسم شده

شود ( مشخ  مي0-11هاي )استد از مقايسه نمودارهاي شكل

که وجود شرط مرزي ريردار سبب افزايش سختي تير و نيطروي  

سطبب   کطه وجطود شطراي  مطرزي آزاد    شود درحالي کمانش مي

شطودد بنطابراين   کاهش سختي تير و در نتيته نيروي کمانش مطي 

-ازاي شطراي  مطرزي ريطردار   بيشترين مقدار نيروي کمطانش بطه  

ازاي دهطد و کمتطرين مقطدار نيطروي کمطانش بطه      ريردار ر  مي

دهد که در اين حالطت نسطبت   آزاد ر  مي-شراي  مرزي ريردار

ار کمتر است کطه  به شراي  مرزي ديگر ميزان نيروي کمانش بسي

دهد وجود شرط مطرزي آزاد بطه مقطدار قابطل تطوجهي      نشان مي

  دتواند مقدار استحكام کمانشي سازه را کاهش دهدمي
 

 گیرينتیجه -4
در مقاله حاضر، کمانش استاتيكي تيرهاي همگن پوشيده شده با 

، با شراي  مرزي مختلف براساس FGPلايه تشكيل شده از مواد 

دسطت  نكو مورد بررسي قرار ررفتد بطراي بطه  تئوري تير تيموش

آوردن رواب  ديفرانسيلي حاکم بر مسئله از اصطل کطار متطازي    

استفاده شد و سپش با استفاده از دو روش حل تحليلي دقيطق و  

حل عددي، رواب  حطل شطدندد  در روش حطل تحليلطي، ابتطدا      

رواب  ديفرانسيلي جفت شده به يک سطري رابططه ديفرانسطيلي    

و مستقل از هم تبديل شدند و سپش حل شدند که  جفت نشده

دست آمده تعدادي پطارامتر و ثابطت متهطول وجطود     در پاسخ به

داشتد  با استفاده از رواب  شراي  مرزي در دو انتهاي تير، يک 

دستگاه رابطه همگن استخراج شد کطه از رويطه اسطتخراج حطل     

چنطين  دست آمدد همناصفر، مقدار نيروي کمانش محوري تير به

بطراي حطل عطددي     GDQMدر بخش ديگري از مقاله از روش 

رواب  استفاده شدد در بخش نتايج عطددي مشطاهده شطد کطه بطا      

افزايش مقدار پارامتر تخلخطل، مقطدار نيطروي کمطانش کطاهش      

يابد و وجود تخلخل يكنواخت نسبت به دو نوع تابع توزيطع  مي

داردد  تخلخل ديگر، تثثير بيشطتري روي مقطدار نيطروي کمطانش    

از صطفر   FGPهمچنين مشاهده شد که با افزايش ضخامت لايه 

تا صد درصد ضخامت تير، مقدار نيطروي کمطانش تيطر در ابتطدا     

يابد و نقطاط کمينطه و   کاهش، سپش افزايش و دوباره کاهش مي

عنطوان مبنطايي بطراي انتخطاب     تواننطد بطه  بيشينه در نمودارها مطي 

ن نقطاط تيطر داراي   باشطند کطه براسطاس ايط     FGPضخامت لايه 

 دحداقل و حداکثر استحكام کمانشي است
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