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 فرر  . است پرداخته بعدي دو تابعي مدرج مواد از شده ساخته و متغیر ضخامت و ثابت پهناي با ايگوه تیرهاي شکمان تحلیل مقاله به این -چکیده

 آن ضرخامت  راستاي در همچنین و تیر طول راستاي در آنها از یک هر حجمي کسر بطوریکه باشد، شده ساخته سرامیک با فلز ترکیب از تیر آنست که بر
 و حراک   معرادت  . قررار دارد  گسترده و متمرکز محوري هاينیرو اثر تحت همزمان بطور تیر که شودمي همچنین فر . دکن تغییر تواني توابع اساس بر

 سرر  یرک  مرزي شرایط با تیري براي دیفرانسیلي تربیع روش از استفاده با گردیده و سپس استخراج کمینه پتانسیل انرژي اصل از استفاده با مرزي شرایط
 تحرت  تیرر  حالت دو هر در تیر بحراني بار مقدار روي بر گوناگون مشخصا  تأثیر شده، ارائه تحلیل صحت و همگرایي تایید از پس .اندشده گیردار حل

 خواص تغییرا  در هاي توانيایندکس تیر، هندسي مشخصا  به توانمي جمله آن از که اندشده بررسي طول واحد بر گسترده بار تحت تیر و متمرکز بار
 و اينقطره  بارهراي  همزمان اعمال صور  در تیر کمانش تحلیل. کرد اشاره تیر ضخامت تغییرا  چگونگي همچنین و ضخامت و طول راستاي دو هر در

 طري، خ توزیع شامل که اندشده گرفته نظر در بار براي توزیع الگوي سه گسترده بار تحت تیر کمانش تحلیل در. است گرفته قرار بررسي مورد نیز گسترده
 توزیع به متعلق بحراني بار مقدار بیشترین گسترده بار توزیع براي شده بررسي الگوهاي بین در که دهندمي نشان تحقیق این نتایج. است نمایي و دو درجه
 .است بار نمایي توزیع به متعلق بحراني بار مقدار کمترین و است خطي
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Abstract: In this article, mechanical buckling analysis of tapered beams having constant width and variable thickness, made 

of two-dimensional functionally graded materials is studied. The beam is assumed to be made of metal and ceramic, where their 

volume fractions vary in both longitudinal and thickness directions based on the power law. The beam is generally subjected to  
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combined concentrated and distributed axial loads. The set of governing equations are derived using the Principle of Minimum 

total Potential Energy (PMPE), and are solved numerically using Differential Quadrature Method (DQM) for clamped-free 

boundary conditions. Convergence and accuracy of the presented solution are confirmed for both cases of concentrated and 

distributed axial loads. The effects of different parameters on the critical buckling load of the beam for both load cases are 

studied including geometrical parameters, gradation indices in longitudinal and thickness directions, and variation of thickness. 

Also buckling analysis of the beam under a combination of concentrated load and distributed axial loads of linear, quadratic and 

exponential types are investigated. Numerical results show that the highest values of the critical buckling load belong to the 

linear distributed load, and the lowest value is owned by exponential load. 

 

Keywords: Buckling, Distributed load, Tapered beam, Two-dimensional functionally graded materials. 

 
 

 فهرست علائ 

A ريسطح مقطع ت Q(x) نيروي محوري ايجاد شده در اثر بار گسترده محوري 

[A] مشتق اول يمتناظر برا يوزن بيضرا سيماتر xzQ نيروي برشي 

[B] ماتريس ضرايب وزني متناظر براي مشتق دوم q شدت بار گسترده محوري 

b پهناي تير S(x) تغييرات بار گسترده محوري 

E(x,z) دول الاستيسيته دو بعدي تيرم U انرژي پتانسيل 

mE مدول الاستيسيته فلز u هاي محوري در هر نقطه روي محور خنثيتغيير مكان 

cE مدول الاستيسيته سراميک cV ي سراميککسر حجم 

G(x,z) مدول برشي mV ي فلزکسر حجم 

h(x) ضخامت متغير تير {v} بردار جابجايي کل 

[I] ماتريس هماني W کار نيروهاي خارجي 

k ضريب تصحيح تنش برشي w هاي عرضي در هر نقطه روي محور خنثيتغيير مكان 

L طول تير ijγ هاي برشيکرنش 

xxM گشتاور خمشي  نماد تغييرات يا وارياسيون 

xxN نيروي محوري ijε هاي عموديکرنش 

P نيروي محوري فشاري ثابت ν نسبت پواسون 

crP بار بحراني xxσ تنش محوري 

cr
*P بار بحراني بي بعد xzσ تنش برشي 

p ايندکس نمايي پروفيل تغييرات خواص φ چرخش مقطع عرضي 

 
 

 مقدمه -1
هاي با سطح مقطع متغير با توجه به کاربرد بالاي تيرها و ستون

ها متمرکز محققين بسياري روي تحليل کمانش اين نوع از سازه

روش اجزاء محدود به تحليل کمانش  شدند. بگسي با استفاده از

گاهي با سطح مقطع متغير هاي چند تكيهتيرها، محورها و قاب

مرکز اصلي . ت[3]هاي صلب و يا الاستيک پرداخت گاهو تكيه

او در اين تحقيق نشان دادن مزاياي روش حل استفاده شده 

به تحليل کمانش حرارتي  [2]توسط او بود. گاوس و آنتمن 

هاي دايروي با ضخامت غيريكنواخت غيرخطي تيرها و ورق

. تاکيد اصلي آنها در اين پژوهش بر ميزان تأثير [2]پرداختند 

فرضيات و معادلات ساختاري در نظر گرفته شده روي مقدار 

 اي دايروي بود. هووانگ و همكارانهبار بحراني تيرها و ورق

روي تحليل کمانش تيرهاي ساخته شده از مواد مدرج تابعي با 

آنها براي شرايط مرزي . [1]سطح مقطع متغير متمرکز شدند 
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گوناگون تأثير چگونگي تغييرات سطح مقطع تير روي مقدار بار 

بحراني را بررسي کردند. با استفاده از روش اجزا محدود، 

به تحليل خمش، کمانش و ارتعاشات  خانيكيراجاسكاران و 

اي در ابعاد ميكرو و نانو با ضخامت و پهناي آزاد تيرهاي گوه

آنها تأثير چگونگي تغييرات سطح مقطع را . [0]متغير پرداختند 

هاي طبيعي روي خيز استاتيكي، بار بحراني کمانش و فرکانس

بررسي کردند و نشان دادند که تغييرات سطح مقطع اثرات قابل 

توجهي روي رفتار مكانيكي تير دارد. با در نظر گرفتن قيودي 

روي بار بحراني، شامل حد تغيير شكل استاتيكي و حد تنش 

 Iاي با سطح مقطع بيشينه، اوزباساران و ييلماز تيرهاي گوه

. آنها با استفاده از روش اجزا [5]سازي کردند شكل را بهينه

ار حالت محدود صحت نتايج خود را اثبات کردند و در چه

تير را استخراج  مختلف از بارگذاري و شرايط مرزي شكل بهينه

ي آزمايشگاهي، تانكووا و هاکردند. از طريق انجام تست

پيچشي تيرها -مقادير بار بحراني را در کمانش عرضي همكاران

و داراي تنش  Iاي با سطح مقطع به شكل هاي گوهو ستون

نتايجي  . يكي از اهداف آنها تهيه[1]پسماند را بررسي کردند 

هاي جامع از تحقيقات ساير محققين بود تا بتوانند دقت مدل

ارائه شده توسط خود را از طريق نتايج آزمايشگاهي آنها بررسي 

 کنند. 

با توجه به وجود بارهاي محوري فشاري گسترده در کنار 

بارهاي فشاري متمرکز، بسياري از محققين در مورد کمانش 

ها تحت بارهاي ترکيبي متمرکز و گسترده تحقيق يرها و ستونت

اقدام به  بت بودن حجم تير، وانگ و همكارانکردند. با فرض ثا

اي بهينه کردن چگونگي تغييرات سطح مقطع در تيرهاي گوه

. [1]کردند تا بتوان بار بحراني تير را تا حد ممكن افزايش داد 

آنها تير را به شكل همزمان تحت بار فشاري متمرکز و بار 

فشاري گسترده فرض کردند و شرايط مرزي در دو انتهاي تير 

هاي ساده در گاهرا در حالت تير يک سر درگير و تير با تكيه

نظر گرفتند. لي  با استفاده از توابع بسل يک حل دقيق را براي 

حت بارهاي متمرکز و هاي با سطح مقطع متغير تکمانش ستون

مجزا را در بخش نتايج  . او دوازده مساله[8]گسترده ارائه کرد 

مهندسي عددي مقاله خود بررسي کرد که شامل مسائلي مهم در 

يک حل دقيق و تحليلي براي  هستند. دربندي و همكاران

هاي با سطح مقطع متغير تحت بارهاي متمرکز و تونکمانش س

هاي خود با پاسخ . آنها از طريق مقايسه[9]گسترده ارائه کردند 

نتايج گزارش شده توسط ساير محققين دقت بالاي تحليل خود 

ريتز -ادند. رابينسون و آدالي با استفاده از روش رايليرا نشان د

هاي کربني تحت بارهاي اقدام به تحليل کمانش نانو لوله

. آنها از طريق ترسيم [30]محوري متمرکز و گسترده کردند 

مرزي مختلف نواحي پايدار و کانتورهاي پايداري براي شرايط 

ناپايدار را براي اعمال همزمان بارهاي متمرکز و گسترده 

مشخص کردند. کارامانلي و آيدوگلو با استفاده از روش ريتز 

به تحليل کمانش تيرهاي کامپوزيتي تحت بارهاي محوري 

آنها براي . [33]گسترده با الگوهاي توزيع مختلف پرداختند 

شرايط مرزي مختلف مقدار بار بحراني متناظر با الگوهاي توزيع 

بار را با يكديگر مقايسه کردند. آنها همچنين تأثير نسبت طول 

الياف کامپوزيتي را روي مقدار بار  به ضخامت تير و زاويه

سازي تير بر با مدل ررسي کردند. ملايباري و همكارانبحراني ب

شكل برشي مرتبه سوم اقدام به تحليل  مبناي تئوري تغيير

کمانش و پايداري تيرهاي ساخته شده از مواد مدرج تابعي 

. آنها شش الگوي [32]تحت بارگذاري محوري گسترده کردند 

روي تير در نظر  متفاوت را براي توزيع نيروي محوري گسترده

ها با يكديگر، تأثير توان اين الگو گرفتند و همزمان با مقايسه

پروفيل در تغييرات خواص تير در راستاي ضخامت و همچنين 

شرايط مرزي در دو انتهاي تير را روي مقدار بار بحراني بررسي 

 کردند.

با توجه به اين که مواد مدرج تابعي در حالت دو بعدي 

دهند تا توزيع يشتري را در اختيار طراح قرار ميآزادي عملي ب

هاي اخير مواد را بيش از پيش در اختيار داشته باشد، در سال

هاي قابل توجهي در مورد کمانش تيرهاي ساخته شده پژوهش

از مواد مدرج تابعي دو بعدي انجام شده است. با استفاده از 

هاي تئوري تير تيموشنكو، سيسمک  به تحليل کمانش تير

ساخته شده از مواد مدرج تابعي دو بعدي براي شرايط مرزي 
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 هندسه و بارگذاري تیر -1شکل 

 

. او روي تأثير چگونگي تغييرات [31]گوناگون پرداخته است 

خواص مكانيكي و همچنين تغيير شكل برشي در نظر گرفته 

شده در تئوري تير تيموشنكو روي مقدار بار بحراني پرداخته 

است. تحليل ارتعاشات غيرخطي و رفتار پساکمانشي 

تابعي دو بعدي توسط ميكروتيرهاي ساخته شده از مواد مدرج 

. آنها با در نظر [30]ي قرار گرفت مورد بررس چن و همكاران

گرفتن تغييرات خواص در راستاي طولي و همچنين راستاي 

اقدام به حل معادلات غيرخطي براي شرايط مرزي ضخامت تير 

با استفاده از روش اجزا  خانيكيمختلف کردند. راجاسكاران و 

محدود بر تحليل کمانش و ارتعاشات تيرهاي با سطح مقطع 

دار ساخته شده از مواد مدرج تابعي دو بعدي متمرکز متغير پله

هاي مختلف و براي شرايط . آنها طي مثال[35و  31]شدند 

هاي طبيعي را براي مرزي گوناگون مقدار بار بحراني و فرکانس

 اين نوع از تيرها گزارش کردند. 

با توجه به مروري که بر تحقيقات انجام شده صورت 

هاي انجام شده در اين زمينه، گرفت و با هدف تكميل پژوهش

کمانش تير يک سر درگير ساخته شده در اين تحقيق به تحليل 

از مواد مدرج تابعي دو بعدي با سطح مقطع مستطيلي با پهناي 

ثابت و ضخامت متغير تحت اعمال همزمان بار متمرکز و بار 

شود. در بخش دوم با استفاده از تئوري تير گسترده پرداخته مي

تيموشنكو و با فرض اين که خواص به شكل همزمان در 

کنند و ضخامت تير بر اساس توابع تواني تغيير مي راستاي طول

وارد شده بر تير نيز بر اساس  شود. بار گستردهسازي ميمدل

کند. تغير مي ،يكي از سه الگوي خطي، درجه دو يا نمايي

معادلات حاکم و شرايط مرزي با استفاده از اصل انرژي پتانسيل 

ع شوند. در بخش سوم روش تربيکمينه استخراج مي

شود و با استفاده از آن به شكلي مختصر معرفي مي 3ديفرانسيلي

شوند. دست آمده در بخش چهارم حل ميمعادلات حاکم به

نتايج عددي، شامل بررسي همگرايي،  بخش پنجم به ارائه

راستي آزمائي و مطالعات پارامتري پرداخته است، و نهايتاً در 

قات آتي ارائه بندي و پيشنهادات جهت تحقيبخش آخر جمع

 شده است.  

 

 سازي ریاضيمدل -2

 پارامترهاي هندسي و خواص مواد -2-1

( نشان داده شده است، يک تير يک 3گونه که در شكل )همان

تحت  h=h(x)و ضخامت متغير  b، پهناي Lسردرگير با طول 

در انتهاي آزاد خود و نيروي  Pنيروي محوري فشاري ثابت 

در نظر گرفته شده است.  q=q(x) محوري فشاري گسترده

 توان با رابطه زير بيان کرد:تير را مي الاستيسيتهمدول 

(3)   m m c cE x,z E V E V   

و کسر  ترتيب بيانگر مدول الاستيسيتهبه Vو  Eکه در اين رابطه 

بيانگر خواص در فلز  cو  mهاي حجمي مواد است و زيرنويس

ير از جنس يک ماده مدرج و سراميک است. در اين پژوهش ت

مدول ، لذا شودگرفته ميتابعي با خواص همسانگرد در نظر 

 توان با تساوي زير بيان کرد:برشي را مي

(2)  
 

 

E x,z
G x,z 

 2 1
 

نسبت پوآسون است که معمولا به بيانگر  νکه در اين رابطه 

( و فرض 3با توجه به شكل ) شود.شكل ثابت درنظر گرفته مي

توان کسر ميوزيع دو بعدي مواد در طول و ضخامت تير، ت

 صورت زير بيان کرد:حجمي فلز را به
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(1)  
 

nm

m

zx
V x,z

L h x

  
    
    

2
1 1 

 دو مقدار ثابتت هستتند کته چگتونگي     nو  mکه در اين رابطه 

دهند. بديهي استت  تغييرات خواص را در هر دو راستا نشان مي

 :شودحاسبه ميکه کسر حجمي سراميک از رابطه زير م

(0) 
c mV V 1

تير را  الاستيسيتهتوان مدول ( مي0( و )1(، )3با ترکيب روابط ) 

 به شكل زير بيان کرد:

(5)    
 

nm

c m c

zx
E x,z E E E

L h x

  
      

    

2
1 1 

 

 روابط سینماتیکي و رفتاري -2-2

بر اساس تئوري تير تيموشنكو، ميدان جابجايي در تير به شكل 

           :[31]زير است 

(1) 

     

 

   

u x,z u x z x ,

u x,z

u x,z w x

  





1

2

3

0 

هاي جابجايي را در ترتيب مولفهبه 1uو  3u ،2uکه در اين رابطه 

بيانگر جابجايي طولي نقاط  uدهند. نشان مي zو  x ،yراستاهاي 

را نشان  yچرخش حول محور  φواقع بر تار خنثي تير است و 

هاي کرنش از روابط زير قابل محاسبه هستند مولفهدهد. مي

[38]: 

31 2

xx yy zz

3 31 2 1 2

xy xz yz

uu u
, , ,

x y z

u uu u u u
, ,

y x z x z y

 
     

  

    
        

     

 

(1) 

 دهندهنشان ijγهاي عمودي و بيانگر کرنش ijεکه در اين رابطه 

( 1) ( در معادله1) جايگذاري رابطههاي برشي هستند. با کرنش

 هاي کرنش به شكل زير قابل بيان هستند:مولفه

(8) 
xx yy zz

xy xz yz

du d
z , ,

dx dx
dw

, ,
dx


      

      

0 0

0 0
 

هاي تنش به بر اساس قانون هوک و تئوري تير تيموشنكو مولفه

 [:38شوند ]شكل زير محاسبه مي

(9) 
xx xx xz xzE , kG      

ضريب تصحيح تنش برشي است که براي  kکه در اين رابطه 

 .[10]آيد دست ميسطح مقطع مستطيلي از تساوي زير به

(30) k /  2 5
12

6
 

 شود:( منجر به رابطه زير مي9( در معادله )8جايگذاري رابطه )

(33) 
xx xz

du d dw
E z , kG

dx dx dx

   
        

   
 

 

 معادت  تعادل و پایدارياستخراج  -2-1

بر اساس اصل انرژي پتانسيل کمينه معادلات حاکم و شرايط 

 [:39زير استخراج کرد ] توان از رابطهمرزي را مي

(32) 
U W  0 

انرژي پتانسيل کرنشي ترتيب بيانگر به Wو  Uکه در اين رابطه 

عملگر تغييرات  دهندهنشان و کار نيروهاي خارجي هستند و 

يا وارياسيون است. تغييرات ديفرانسيلي انرژي پتانسيل کرنشي 

 به شكل زير است:

 xx xx xx xx xz xz xz xz

V

U dV           
1
2

(31) 

گيري روي ( و سپس انتگرال31( در )8با جايگزيني از معادله )

 ضخامت تيرخواهيم داشت:
L

xx xx xz xz
d u d d w

U N M Q Q dx
dx dx dx

   
      

 
0

 

(30) 

 اند:صورت زير تعريف شدههاي تنش بهکه در اين رابطه منتجه

 
xx xx xx xx xz xz

A A A

N dA, M zdA, Q dA        

(35) 

ترتيب بيانگر نيروي محوري، به xzQو  xxN ،xxMدر اين رابطه 

 اکنون با تير هستند.گشتاور خمشي و نيروي برشي در 

( و انجام عمليات جبري 35) ( در معادله33) جايگذاري رابطه

 شود:هاي تنش حاصل ميهاي زير براي منتجهلازمه، تساوي
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(31) 

 

xx

xx

xz

du d
N R R ,

dx dx
du d

M R R ,
dx dx

dw
Q R

dx


 


 

 
   

 

0 1

1 2

0

 

 که در اين رابطه:

 

     

 
   

 

m
m c

c

m
c m c

k
,

E E x
R x b E h x , R x ,

n L

E E E x
R x b h x

n n n L

 
 

   
      

    
   

     
      

0 1

3
2

2 1

1 0
1

1
12 2 1 2 3

(31) 

 Pري ثابت ي محوري فشاهاتغييرات کار انجام شده توسط نيرو

 :[20]شود به شكل زير محاسبه مي q(x)و گسترده 

(38)  
L

dw d w
W P Q x dx

dx dx


    

0

 

 :[23]که در اين رابطه 

(39)    
L

x

Q x q d   

در واقع بيانگر نيروي محوري ايجاد شده در اثر بار  Q (x)تابع

محوري است. با تعريف متغير بدون بعدي به شكل  گسترده

 زير:

(20)  
 q x

f x
q


0

 

است،  =0x محوري در نقطه شدت بار گسترده 0qکه در آن 

 شود:زير حاصل مي رابطه

(23)    Q x q S x 0 
 که در اين رابطه

(22)    
L

x

S x f d   

 )0f =(3برابر با  =0x در نقطه f(x)( مقدار تابع 20) بر اساس رابطه

 است و اين تابع بدون بعد بيانگر چگونگي تغييرات بار گسترده

تواند به شكل هر تابع دلخواهي باشد. در اين محوري است که مي

صورت توابع شوند که بهپژوهش سه حالت در نظر گرفته مي

 خطي، سهموي و نمايي هستند:

(21) 

 

 

 

x
f x Linear

L
x

f x Quaratic
L

x
f x exp Exponential

L


 


  

   
 
    

  

2
1

1 

ضريبي بدون بعد  β ≤ 1 0 ≥( 21) ذکر است که در رابطهلازم به

راستاي تير  کننده نرخ تغييرات بار گسترده دراست که کنترل

( معادلات زير 22( در رابطه )21است. با جايگذاري رابطه )

 شوند:حاصل مي

(20) 

 

 

   

L x x
S x Linear

L L

x x
S x L Quaratic

L L

L x
S x exp exp Exponential

L

   
     

  
    

       
    

    
      
   

3

1 2
2

1
3 3

 

 ( منجر به رابطه32) ( در معادله38( و )30جايگذاري روابط )

 شود:زير مي

 

L
xx xx xz xz

d u d d w
N M Q Q

dx dx dx dx
dw d w

P Q x
dx dx

   
    

 
   
 


0

0 

(25) 

توان ( مي25) هاز رابط xگيري جز به جز نسبت به با انتگرال

 دست آورد:زير را به رابطه

 

 

x L
xx xx xz

x

xx xx xzL
xz

N u M Q w
dw

P Q x w
dx

dN dM dQ
u w Q

dx dx dx dx
d dw

P Q x w
dx dx





      
      

 
        

  
     

   



0

0

0

 

(21) 

 سازي است:( به شكل زير قابل ساده21معادله )

(21) 

 

 

x L

xx xz

xx x

xx

L

xz

xx
xz

dw
N u Q P Q x w

dx

M

dN
u

dx
dQ d dw

w P Q x w dx
dx dx dx

dM
Q

dx





 
          


 
   
 
  

          
  

  
   

  



0

0

0

 



 اير محي الدین قمشهي و منصونماز نیشاه
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توان به شكل زير در نتيجه معادلات حاکم بر کمانش تير را مي

 استخراج کرد:

(28)  

xx

xz

xx
xz

dN

dx
dQ d dw

w P Q x
dx dx dx

dM
Q

dx



 
      

 

 

0

0

0

 

 صورت زير خواهند بود:رايط مرزي نيز بهو ش

(29)  
xx

xz

xx

u or N ,
dw

w or Q P Q x ,
dx

or M

  

      
  

0 0
0 0
0 0

 

زير  ( منجر به رابطه28) ( در معادله31) جايگذاري رابطه

 شود:مي

 
 

 
 

 
 

 
 

 

dR xd u du
R x ,

dx dxdx
dR xd w d dw

R x
dx dx dxdx

dQ xd w dw
P Q x ,

dx dxdx
dR xd d dw

R x R x
dx dx dxdx

 

   
           

    

   
    

 

2
0

0 2
2

0
0 2

2

2
2

2
2 02

0

0

0

 

(10) 

مربوط به تغيير شكل  شود معادلهگونه که ملاحظه ميهمان

ه دليل اين مساله تقارن ديگر مجزا است ک محوري از دو معادله

در خواص مكانيكي ماده نسبت به تار خنثي است که به شكل 

0 =3R   توان تر نشان داده بود. در نتيجه مياثر خود را پيش

 ( را با استفاده از رابطه29( و شرايط مرزي )10معادلات حاکم )

 سازي کرد:( به شكل زير ساده23)

 
 

 
 

 
 

 

dR xd w d dw
R x

dx dx dxdx

dS xd w d w dw
P q S x ,

dx dxdx dx

dR xd d dw
R x R x

dx dx dxdx

   
           

 
   

  

   
    

 

2
0

0 2

2 2

02 2

2
2

2 02

0

0

 

(13) 

 و شرايط مرزي  

(12)  xz

xx

dw
w or Q P Q x

dx
or M

      
  

0 0
0 0

 

براي تير يک سر درگير شرايط مرزي در دو انتهاي زير به شكل 

 زير هستند:

(11) At x : w ,   0 0 0 

(10)  xz xx
dw

At x L : Q P Q x , M
dx

       0 0 

دهد که در هر سه حالت ( نشان مي22( و )23روابط )

برقرار است. با استفاده از  =Q(L) 0 بارگذاري گسترده رابطه

( در 10توان شرايط مرزي )( مي31) اين نكته و استفاده از رابطه

 انتهاي آزاد تير را به شكل زير بيان کرد:

(15) dw dw d
At x L : R P ,

dx dx dx

 
      

 
0 0 0 

توانند با توجه به اين که هر دو بار محوري ثابت و گسترده مي

کمانش را در دو  لهتوان مسامنجر به کمانش تير شوند، مي

 Pکمانش تحت بار متمرکز  حالت اولحالت بررسي کرد. در 

 حالت دومو  ،q به ازاي يک مقدار مشخص از بار گسترده

به ازاي يک مقدار مشخص از بار  q کمانش تحت بار گسترده

 شود.بررسي مي Pمتمرکز 

(11) 

 
 

 
 

 
 

 

dR xd w d dw
R x

dx dx dxdx

dS xd w dw d w
q S x P ,

dx dxdx dx

dR xd d dw
R x R x

dx dx dxdx

   
           
 

  
  

   
    

 

2
0

0 2

2 2

0 2 2

2
2

2 02
0

 

 

 روش حل عددي ارائه یک  -1

آن است که مقدار اصل کلي در روش تربيع ديفرانسيلي 

ي حل مساله اي در نقاط معيني از بازهمشتقات تابع از هر مرتبه

شوند تا از بر حسب مقادير تابع در همان نقاط تخمين زده مي

اين طريق معادلات ديفرانسيل و شرايط مرزي حاکم بر مساله 

ي حل . ابتدا بازهسازي شوندبا دستگاه معادلات جبري معادل

هاي کمک ماتريسمساله به چند نقطه شبكه بندي شده و به

د در معادلات وضرايب وزني متناظر با هر يک از مشتقات موج

ديفرانسيل، مقدار مشتقات تابع در هر يک از اين نقاط بر حسب 

عنوان مثال فرض شود. بهمقادير تابع در کل بازه تخمين زده مي
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در قالب يک نقطه به شكل زير  Nدر  f=f(x) تابعمقادير کنيد 

 بردار ستوني بيان شود:

(11)  i if f x 
توان به شكل در اين حالت مشتق اول تابع در اين نقاط را مي

 زير بر حسب مقادير تابع تخمين زد:

(18)   
df

A f
dx

 
 

 
 

تناظر براي مشتق ماتريس ضرايب وزني م [A]که در اين رابطه 

 :[22و  21] شود اول است که به شكل زير تعريف مي

(19) 

 

 

N

i k

k
k i, j

N

j kij
k
k j

N

i kk
k i

x x

i, j , , ,..., N; i j

x xA

i j , , ,..., N
x x











 



 
  




 










1

1

1

1 2 3

1
1 2 3

 

زير را در نظر  ابتدا رابطه توانميمشتق دوم  براي محاسبه

 گرفت:

(00)   
d f

B f
dx

  
 

  

2

2
 

 که در اين رابطه

(03)     B A A 
نيز با ماتريس هماني متناظر خواهد بود.  تابعمشتق صفرم يک 

 عبارت ديگر:به

(02)     f I f 
زير را براي مشتقات  توان رابطهبنابراين در حالت کلي مي

 صفرم، اول و دوم يک تابع بيان کرد:

(01) 

    

  

  

f I f ,

df
A f ,

dx

d f
B f

dx



 
 

 
  

 
  

2

2

    

حل مسئله  با افزايش تعداد نقاط در نظر گرفته شده در دامنه

يابد و در نهايت در دست آمده افزايش ميهاي بهدقت پاسخ

بر شود. علاوهتعداد معيني از نقاط همگرايي مورد نظر ايجاد مي

ي تعداد نقاط درنظر گرفته شده، چگونگي توزيع نقاط در دامنه

حل مسئله از اهميت بسيار بالايي برخوردار است. بهترين نوع 

توزيع نقاطي که تاکنون در نظر گرفته شده است توزيعي 

است.  2لوباتو-گوس-کسينوسي موسوم به توزيع چبيشف

خاصيت اين نوع از توزيع آن است که در اين نوع توزيع تراکم 

)مرزها( بيشتر از حل مساله  نقاط در نزديكي ابتدا و انتهاي بازه

زير  از رابطه ] L] 0 , ساير نقاط است. اين توزيع براي بازه

 [:21و  22]  شودمحاسبه مي

(00)  
i

iL
x cos i , , ,..., N

N

    
    

   

1
1 1 2 3

2 1
 

پيشين در  بخشدست آمده در در اين بخش معادلات حاکم به

هر دو حالت بيان شده براي کمانش به شكلي تقريبي حل 

اني کمانش و شكل مود متناظر محاسبه شوند تا مقدار بحرمي

 شوند.

 

به ازاي یک مقدار  Pکمانش تحت بار متمرکز  -1-1

 q مشخص از بار گسترده

( را به شكل 11حاکم ) توان معادله( مي01) با استفاده از رابطه

 جبري زير بيان کرد:

                
           

                 

r B w A dr A w

q s B w ds A w P B w ,

r B dr A r A w

     

  

      

0 0

0

2 2 0 0
 

(05) 

-شكل زير تعريف شده هايي قطري بهکه در اين رابطه ماتريس

 اند:

           

     
ii i

i i iii ii ii

ii ii ii
x xx x x x

r R x , r R x , s S x ,

dR dR dS
dr , dr , ds ,

dx dx dx  

  

  

0 0 2 2

0 2
0 2

 

(01) 

 با تعريف بردار جابجايي کل به شكل زير

(01)  
 

 

w
v

 
  

 
 

 ( را به شكل زير نوشت:05توان رابطه )مي

(08)      K v P G v 



 اير محي الدین قمشهي و منصونماز نیشاه
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 :که در اين رابطه

 
      
      

     

          

 
   

   

r B dr A
r A dr

q s B ds AK ,

r A r B dr A r

B
G

   
  

  
    

 
  
  

0 0
0 0

0

0 2 2 0

0

0 0

(09)  

است، و  Nماتريس مربعي صفر از مرتبه  ] 0 [رابطه  که در اين

( به 08( و )01کمک روابط )( نيز به15( و )11شرايط مرزي )

 شكل جبري زير قابل بيان است:

(50)      T v P O v 
 که در اين رابطه

(53) 

 

 

 

   
 

 

   

   

 

   

N

N

N N

NN

N N

N N

N N

N N

I

I
T

R L A R L I

A

O
A







 

 



 

 
 
 
  
 
  
 
 
 
 
 
  

1 1

11

0 0

1

1 1

1 1

1

1 1

0
0

0
0 0
0 0

0
0 0

 

يانگر سطرهاي ترتيب ببه Nو  3هاي و در اين رابطه زيرنويس

 اول و آخر هر ماتريس هستند.

بار بحراني تير لازم است معادلات جبري  منظور محاسبهبه

به شكل همزمان حل شوند. مشكل اصلي در اين ( 50( و )08)

حالت آن است که تعداد معادلات نهايي بيشتر از تعداد 

هاي نهايي که براي حل معادله شود و ماتريسمجهولات مي

آيند به شكل مربعي نخواهند بود. براي حل اين يدست مبه

کنيم که شامل مشكل نقاط حل مسئله را به دو دسته تقسيم مي

( d)با زيرنويس  0( و نقاط ميانيb)با زيرنويس  1نقاط مرزي

حل مساله  است. نقاط مرزي نقاطي هستند که در دو سوي بازه

)تعداد شرايط  بوده و تعداد آنها برابر با تعداد معادلات مازاد

عنوان نقاط مياني شناخته مرزي( خواهد بود و ساير نقاط نيز به

شوند. در روش تربيع ديفرانسيل از ارضاي معادلات حاکم مي

شود و سطرهاي مربوط به اين نظر ميدر نقاط مرزي صرف

جاي آنها نقاط از معادلات حاکم حذف خواهند شد تا به

ذکر است که . لازم به[21]د معادلات شرايط مرزي نوشته شون

نظر نقاطي که قرار است از ارضاي معادلات حاکم در آنها صرف

توانند نقاط مرزي نبوده و در هر بخش دلخواهي از بازه شود مي

جه به تراکم بالاي نقاط حل مساله در قرار داشته باشند اما با تو

(( ، نقاط 00) لوباتو )رابطه-گاوس-مرزها در توزيع چبيشف

مرزي بهترين انتخاب براي انجام اين مهم هستند. با توجه به 

صورت وجود چهار شرط مرزي در اين مساله، نقاط مرزي به

 شوند:زير انتخاب مي

  NN

b
N

NN

vw

vw
v

v

v



  
  

   
    

   
      

11

11

2

 )52( 

نقاط مياني درنظر گرفته شده که با نماد عنوان بهاط نيز ساير نق

 
d

v نقاطبا حذف معادلات حاکم در  شوند.نشان داده مي 

 شود:( به شكل زير بيان مي08) مرزي، رابطه

   K v P G v       )51 ( 

ربعي از علامت بار بيانگر ماتريس متناظر غيرم رابطهاين که در 

( 51( و )50با ترکيب روابط ) است. N2× (0 – N2)ي مرتبه

 توان رابطه نهايي را به شكل زير بدست آورد:مي

(50)    * *K v P G v       

 که در اين رابطه

 
* * GK

K , G
T O

                      

 (55) 

 

به ازاي یک مقدار  q کمانش تحت بار گسترده -1-2

 Pمشخص از بار مترکز 

( را به شكل 11حاکم ) توان معادله( مي01) استفاده از رابطه با

 جبري زير بيان کرد:

                
           

       
         

r B w A dr A w

P B w q s B w ds A w ,

r B dr A

r A w

      

 

   

   

0 0

0

2 2
0 0

 

(51) 

 توان به شكل زير نوشت:( را نيز مي51رابطه )
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(51)      K v q G v 0 
 که در اين رابطه

 

      
 

     

        
 

 
       

   

r B dr A
r A dr

P B
K ,

r B dr A
r A

r

s B ds A
G

   
  

 
  

 
 

 
  
  

0 0
0 0

2 2
0

0
0

0 0

 

(58) 

( به 08( و )01کمک روابط )( نيز به15( و )11شرايط مرزي )

 شكل جبري زير قابل بيان است:

(59)      T v q O v 0 
 که در اين رابطه

(10) 

 

 

 

    
 

 

   

   

   

   

N

N

N N

NN

N N

N N

N N

N N

I

I
T

R L P A R L I

A

O







 

 

 

 

 
 
 
   
 
  

 
 
 
 
 
  

1 1

11

0 0

1

1 1

1 1

1 1

1 1

0
0

0

0 0
0 0
0 0
0 0

 

( 51بار بحراني تير لازم است معادلات جبري ) منظور محاسبهبه

 به شكل همزمان حل شوند که روند حل آن مشابه روند( 59و )

 ( است.55( تا )52ارائه شده در حالت قبل از روابط )

 

 نتایج عددي و بحث -4

در اين بخش نتايج عددي براي تحليل انجام شده ارائه خواهند 

شود تا ضمن شد. ابتدا همگرايي تحليل انجام شده بررسي مي

تاييد همگرايي تحليل انجام شده، تعداد نقاط مورد نياز براي 

مگرا و قابل اعتماد مشخص شود. پس از دستيابي به پاسخي ه

دست آمده با نتايج گزارش شده نتايج به آن از طريق مقايسه

شود. توسط ساير محققين صحت تحليل انجام شده تاييد مي

سپس تأثير مشخصات تير روي مقدار بار بحراني آن بررسي 

جز در مواردي که صراحتا شود. در تمامي نتايج پيش رو، بهمي

 د مشخصات تير مطابق زير در نظر گرفته شده است:ذکر شو

(13) 
m cE GPa, E GPa, / , L m,

b cm, m , n , k ,

    

   

70 380 0 3 2
5

10 2 3
6

 

xتغييرات ضخامت تير نيز به شكل
h h c

L

 
  

 
0 فرض  1

 =c 0 /5و  cm 5 =0hجز در مواردي که ذکر شود شود که بهمي

در نظر گرفته شده است. همچنين در بارگذاري گسترده مقدار 

در نظر گرفته شده است و  9/0برابر با  βبعد  ضريب بدون

تعريف بدون بعد مقادير بارهاي محوري وارد شده به تير به 

 شوند:شكل زير تعريف مي

(12) * *

m m

PL qL
P , q

E I E I
 

2 3

0 0
 

 که در اين رابطه 

(11) I bh 3
0 0

1
12

 

 

 حل عددي بررسي همگرایي -4-1

روش تربيع اط در حل مساله به( تأثير تعداد نق2در شكل )

( روي مقدار بار بحراني در هر دو حالت Nديفرانسيلي )

-وضوح نشان ميبارگذاري نشان داده شده است. اين شكل به

دهد که تحليل عددي ارائه شده از سرعت همگرايي بسيار 

رو در تمامي نتايج پيش رو از بالايي برخوردار است و از همين

35N= ه خواهد شد.نقطه استفاد 

شكل مودهاي  =N 35( به ازاي 1ل )در شكهمچنين 

به ازاي  کمانش براي بارگذاري يكنواخت و بارگذاري گسترده

(9 /0  =β با توزيع نمايي نشان داده شده است. تطابق شكل )

ها به مود کمانش با شرايط مرزي تير و نيز هموار بودن منحني

 ه است. خود بيانگر دقت تحليل ارائه شد نوبه

 

 صحت سنجي حل -4-2

منظور بررسي صحت تحليل ارائه شده در تحليل کمانش به

( با ضخامت c=EmEتيرها تحت بار متمرکز، يک تير همگن )

درنظر گرفته شده  P( تحت بار محوري ثابت c= 0يكنواخت )

است. به ازاي مقادير مختلف از ضخامت تير، مقدار بار بحراني 

( با مقدار دقيق گزارش شده 3جدول )تير محاسبه شده و در 



 اير محي الدین قمشهي و منصونماز نیشاه
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 )ب( )الف(

 ( )ب( بارگذاري متمرکزβ=9/1تحلیل همگرایي)الف( بارگذاري گسترده متغیر ) -2شکل 
 

 

 
 شکل مود کمانش در دو حالت بارگذاري متمرکز و گسترده -1شکل 

 

 اعتبارسنجي تحلیل ارائه شده براي تیر تحت بار متمرکز -1جدول 

h ارائه شده تحليل [20] بير و همكاران (%)اختلاف 

L
  

00/0 0110/2 0110/2 025/0 

 بار بحراني بدون بعد

(* cr
cr

P L
P

EI


2
) 

31/0 0110/2 0115/2 05/0 

10/0 0110/2 0531/2 30/0 

50/2 0110/2 0051/2 20/0 
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شود که از رابطه زير محاسبه مي [20] توسط بير و همكاران

 مقايسه شده است:

(10) 
cr

EI
P

L




2

24
 

دهد که براي مقادير دست آمده نشان ميدو مقدار به مقايسه

کوچک از ضخامت )تيرهاي نازک و بلند(، اختلاف بسيار 

ناچيزي بين نتايج وجود دارد اما با افزايش نسبت ضخامت به 

يابد. در توجيه اين مساله طول تير اختلاف بين نتايج افزايش مي

ته اشاره شود که در تحقيق پيش رو تير بر لازم است به اين نك

سازي شده است اما در مرجع اساس تئوري تيموشنكو مدل

سازي شده برنولي مدل-تير بر اساس تئوري تير اويلر [20]

شود. با توجه است که در آن از تغيير شكل برشي صرف نظر مي

به افزايش اهميت تغيير شكل برشي در مقابل با تغيير شكل 

شود که با افزايش نسبت خمشي در تيرهاي ضخيم، مشاهده مي

( 3يابد. جدول )ضخامت به طول مقدار اختلاف افزايش مي

بيني شده در اين تر پيشدهد که مقدار دقيقهمچنين نشان مي

است. در  [20]تحقيق کمتر از مقدار گزارش شده در مرجع 

توان به اين نكته اشاره کرد که در تئوري توجيه اين مساله مي

شكل برشي صرف  برنولي چنان که گفته شد از تغيير -تير اويلر

از آنچه که هست  ترتخهمين دليل تير سشود و بهنظر مي

شود و مقدار بار بحراني بيشتر از آنچه که بايد سازي ميمدل

 شود.بيني ميپيش

 منظور بررسي صحت تحليل ارائه شده در تحليل به

کمانش تيرها تحت بار گسترده، يک تير ناهمگن 

m c(E   GPa,  E  GPa,   / )   210 320 0 ا با ضخامت ر 3

( در نظر =β 0( تحت بار گسترده يكنواخت )c=0يكنواخت )

بگيريد. خواص مكانيكي تير تنها در راستاي ضخامت و به 

  کند:شكل زير تغيير مي

(15)    
p

m c m
z

E z E E E
h

 
    

 

1
2

 

توان پروفيل تغييرات خواص است. در اين  pکه در اين رابطه 

 زير اصلاح شود:( به شكل 31حالت لازم است رابطه )

m c
m

E E
R b E h,

p

 
  

 
0 1

 

  
m cm E EE

R b h
p p p p

   
     

       

3
2

1 1 2
12 1 4 2 2 3

 

(11) 

فرض کنيد بار بحراني به شكل زير در حالت بي بعد تعريف 

 شود:

(11) * cr
cr

c

q L
q

E I


3
 

 که در اين رابطه

(18) I bh 31
12

 

تير، مقدار بار به ازاي مقادير مختلف از نسبت طول به ضخامت 

بحراني گسترده تير در حالت بدون بعد محاسبه شده و در 

( با مقدار دقيق گزارش شده توسط ملايباري و 2جدول )

دهد که مقايسه شده است. اين جدول نشان مي [32]همكارانش 

درصد است که دليل اين  5/3تلاف موجود کمتر از حداکثر اخ

هاي استفاده شده براي اختلاف ناچيز هم تفاوت در تئوري

مدلسازي تير است که در تحقيق پيش رو تئوري تير تيموشنكو 

غيير شكل برشي مرتبه سوم يا تئوري ت [32]است اما در مرجع 

 است. 5همان تئوري تير و ورق ردي

بار  منظور بررسي دقت تحليل ارائه شده در محاسبهبه

اي يک سر درگير بحراني تيرهاي با سطح مقطع متغير، تير گوه

 همگن را در دو حالت زير در نظر بگيريد:

(19) 
x

Case A: b b , h h c ,
L

x x
Case B: b b c , h h c

L L

 
   

 
   

      
   

0 0

0 0

1

1 1
 

ي بيانگر مقادير متناظر در لبه 0ويس که در اين رابطه زير ن

( است. با تعريف بار بحراني بدون بعد به =x 0درگير تير )

 شكل زير

(10) * cr
cr

P L
P

EI


2

0
 

 که در آن

(13) I b h 3
0 0 0

1
12

 

b( به ازاي 1مقدار بار بحراني در جدول ) h / L 0 0 0 و  12

در کنار  =c 0، 1/0 ،0/ 1متغير بدون بعد  سه مقدار مختلف از
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*)تحلیل ارائه شده دست آمده از بار بحراني بهاعتبارسنجي  -2جدول  cr
cr

c

q L
q

E I


3
 براي تیر تحت بار گسترده( 

L

h
 p (%اختلاف ) [32]ملايباري و همكاران  تحليل ارائه شده 

5 0 5011/1 1030/1 21/3 

5/0 5802/1 1208/1 55/0 

3 2013/1 2113/1 38/0 

2 9833/5 9511/5 01/0 

20 0 8385/1 9052/1 30/3 

5/0 8205/1 8023/1 12/0 

3 0101/1 0519/1 12/0 

2 2055/1 3151/1 08/0 

300 0 8111/1 8012/1 32/0 

5/0 8110/1 1880/1 10/0 

3 0891/1 0002/1 10/3 

2 2201/1 3219/1 53/3 

 

 اي تحت بار متمرکزاعتبارسنجي تحلیل ارائه شده براي تیر گوه -1جدول 

 
 Case A Case B 

  

b b 0 

x
h h ( c )

L
 0 1 

x
b b ( c )

L
 0 1 

x
h h ( c )

L
 0 1 

0 = c 
 293/2 293/2 تحليل ارائه شده

 293/2 293/2 [25]سلطاني و عسگريان 

1/0 = c 
 013/3 111/3 تحليل ارائه شده

 013/3 111/3 [25]سلطاني و عسگريان 

1/0  = c 
 181/0 029/3 تحليل ارائه شده

 188/0 029/3 [25]سلطاني و عسگريان 

 

 [25]مقادير متناظر گزارش شده توسط سلطاني و عسگريان 

ير گزارش شده بيانگر دقت بالاي مقاد اند. مقايسهارائه شده

ذکر است که سلطاني و عسگريان تحليل ارائه شده است. لازم به

سازي نيز تير را با استفاده از تئوري تير تيموشنكو مدل [25]

کردند و با استفاده از روش اجزا محدود اقدام به تحليل کمانش 

 اند.تير کرده

 مطالعا  پارامتري -4-1

متغير  براي هر دو نوع بارگذاري يكنواخت و بارگذاري گسترده

( mي طول )تأثير توان پروفيل در تغييرات خواص در راستا

( نمايش داده شده است. اين شكل 0روي بار بحراني در شكل )

در هر دو حالت بارگذاري  mدهد که با افزايش مقدار نشان مي

توان در يابد. دليل اين تأثير را ميمقدار بار بحراني افزايش مي
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 )ب( )الف(

 ر روي بار بحراني( بmتأثیر توان پروفیل در تغییرا  خواص در راستاي طول ) -4شکل 

 ( و )ب( بارگذاري متمرکزβ=9/1ي متغیر ))الف( بارگذاري گسترده

 

x( جستجو کرد. توضيح آنكه مقدار عبارت 1رابطه )

L
1 

( افزايش 1) در معادله mکوچكتر از واحد است و هر چه مقدار 

يابد کسر حجمي فلز کاهش يافته و کسر حجمي سراميک 

سراميک  يابد. با توجه به اين که مدول الاستيسيتهزايش مياف

شده در اين پژوهش بسيار بيشتر از مدول  درنظر گرفته

cفلز است ) الاستيسيته

m

E
/

E
 5 ( بديهي است که با افزايش 43

( همچنين 0مقدار بار بحراني تير افزايش يابد. شكل ) mمقدار 

دو نوع بارگذاري به ازاي مقادير  دهد که براي هرنشان مي

کنند سمت اعداد ثابتي ميل ميمقادير بار بحراني به mبزرگ از 

که اين مقدار ثابت در واقع مقادير متناظر بار بحراني براي يک 

 تير کاملا سراميكي هستند.

( براي هر دو نوع بارگذاري يكنواخت و بارگذاري 5شكل )

ل در تغييرات خواص در راستاي متغير تأثير توان پروفي گسترده

دهد. چنانكه در اين ( روي بار بحراني را نشان ميnضخامت )

شكل نشان داده شده است در هر دو حالت بارگذاري با افزايش 

يابد که همانند آنچه که مقدار بار بحراني افزايش مي nمقدار 

 توان در رابطهگفته شد، دليل اين تأثير را نيز مي mبراي متغير 

( جستجو کرد. توضيح آنكه مقدار عبارت 1)
z

h


2
تر کوچک 1

 n( هر چه مقدار 1) همين دليل در معادلهاز واحد است و به

افزايش يابد کسر حجمي فلز کاهش يافته و کسر حجمي 

يابد. مجددا با توجه به اين که مدول سراميک افزايش مي

شده در اين پژوهش بسيار  فتهدرنظر گرسراميک  الاستيسيته

مقدار بار  nفلز است با افزايش مقدار  بيشتر از مدول الاستيسيته

( نيز 5(، شكل )0يابد. همانند شكل )بحراني تير افزايش مي

دهد که براي هر دو نوع بارگذاري به ازاي مقادير نشان مي

 کنندسمت اعداد ثابتي ميل ميمقادير بار بحراني به nبزرگ از 

که اين مقدار ثابت در واقع مقادير متناظر بار بحراني براي يک 

 تير کاملا سراميكي هستند.

گونه که اشاره شد در اين پژوهش تغييرات ضخامت همان

xتير به شكل 
h h c

L

 
  

 
0 در نظر گرفته شده است. در  1

بر روي مقدار بار بحراني  c( تأثير ضريب بدون بعد 1شكل )

ر هر دو حالت از بارگذاري نشان داده شده است. اين تير د
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 )ب( )الف(

 ( بر روي بار بحرانيnتأثیر توان پروفیل در تغییرا  خواص در راستاي ضخامت ) -1شکل 

 ( و )ب( بارگذاري متمرکزβ=9/1)الف( بارگذاري گسترده ي متغیر )

 

 
 )ب( )الف(

 (β=9/1ي متغیر )اني )الف( بارگذاري گستردهتأثیر تغییرا  ضخامت بر روي بار بحر -6شکل 

 و )ب( بارگذاري متمرکز
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 چگونگي تغییرا  بار گسترده متغیر روي بار بحراني -7شکل 

 

و در نتيجه  cدهد که با افزايش مقدار ضريب شكل نشان مي

تر شدن تير، مقدار بار بحراني در هر دو حالت از نوک تيز

ليل اين مساله کاهش سفتي يابد که دبارگذاري کاهش مي

ذکر است که با افزايش مقدار خمشي تير است. البته لازم به

و نوک تيز شدن هر چه بيشتر ستون مقدار جرم آن  cضريب 

هاي بلند از همين دليل معمولا براي ستونيابد و بهنيز کاهش مي

 شود. همين روش براي کاهش وزن کل سازه استفاده مي

( بيان شد در اين پژوهش براي 21ه )گونه که رابطهمان

ي غيريكنواخت سه الگوي توزيع بار بارگذاري فشاري گسترده

است که شامل توزيع خطي، توزيع سهموي در نظر گرفته شده 

در هر يک از  βو توزيع نمايي است. تأثير ضريب بدون بعد 

( 1اين الگوهاي توزيع بر روي مقدار باربحراني در شكل )

دهد که با خوبي نشان ميست. اين شكل بهبررسي شده ا

يابد. دليل افزايش مقدار اين ضريب، بار بحراني تير افزايش مي

توان چنين توضيح داد که با افزايش مقدار اين مطلب را مي

محوري موجود روي تير  شدت بار گسترده βضريب بدون بعد 

  افزايش 0qهمين دليل مقدار بار بحرانييابد و بهکاهش مي

 بايد.مي

( فرض بر آن 1)-(1هاي )هاي ارائه شده در شكلدر تحليل

بود که بارهاي محوري يكنواخت و متغير به شكل مجزا )و نه 

همزمان( به تير وارد شوند. يكي از نكات جذاب در اين تحقيق 

تواند بررسي تأثير همزمان اعمال بارهاي فشاري باشد که در مي

دهند که ها نشان مي. اين شكل( نشان داده شده است8شكل )

با افزايش مقدار هر يک از بارهاي فشاري يكنواخت يا متغير، 

يابد که دليل اين مساله کاهش مقدار بحراني بار ديگر کاهش مي

( 1)-(5) هايسفتي تير در اثر اعمال بار فشاري است. شكل

دهد که در بين الگوهاي بررسي شده براي همچنين نشان مي

پايداري متعلق به  ترين ناحيهمتغير، بزرگ ر گستردهتوزيع با

پايداري متعلق به  ترين ناحيهبارگذاري خطي و کوچک

منظور بررسي چرايي اين مساله در بارگذاري نمايي است. به

( و نيروي fوارد شده بر تير ) ( تغييرات بار گسترده9شكل )

نشان  =9/0β( به شكل همزمان به ازاي Sمحوري معادل آن )

دهد که در حالت خوبي نشان مياند. اين شكل بهداده شده

ترين خطي شدت بار و در نتيجه نيروي محوري معادل آن کم

ترين نواحي همين دليل بزرگمقدار در بين سه الگو است و به

 پايداري متعلق به اين الگوي توزيع است.

د در که در تعريف مقدار بار بحراني بدون بعبا توجه به اين

( از مشخصات هندسي تير طول، ضخامت و پهنا 12رابطه )

استفاده شده است، ممكن است تفاسير انجام شده براي مقدار 

بار بحراني بدون بعد براي حالت با بعد )حالت واقعي( برقرار 

هندسي  همين دليل و در ادامه تأثير اين سه مشخصهنباشند. به

ل با بعد انجام خواهد بر روي مقدار بار بحراني تير به شك

 گرفت.

( تأثير طول تير بر روي بار بحراني در هر دو 30در شكل )



 اير محي الدین قمشهي و منصونماز نیشاه

    

 353 3003 تابستان، 3 ه، شمار03هاي عددي در مهندسي، سال روش

 
 (β=9/1نواحي پایداري در هنگام اعمال همزمان بار متمرکز و بار گسترده متغیر ) -8شکل 

 

 
 (β=9/1) مقایسه الگوهاي بار گسترده متغیر با یکدیگر -9شکل 

 

بارگذاري يكنواخت نشان داده متغير و  حالت بارگذاري گسترده

دهد که با افزايش طول تير مقدار شده است. اين شكل نشان مي

بار بحراني در هر دو حالت بارگذاري دچار افت بسيار شديدي 

 ضريب لاغري تير است.  افزايششود که دليل آن مي

تأثير مقدار ضخامت تير بر روي بار بحراني در هر دو حالت 

( 33تغير و بارگذاري يكنواخت در شكل )م بارگذاري گسترده

دهد که با افزايش نشان داده شده است. اين شكل نشان مي

ضخامت تير، در هر دو حالت از بارگذاري افزايش ضخامت تير 

همراه دارد که دليل اين مساله افزايش افزايش پايداري آن را به

Iممان اينرسي مقطع تير ) bh 31
12

 ( است.

( تأثير مقدار پهناي تير روي بار بحراني در هر دو 32شكل )

متغير و بارگذاري يكنواختت را نشتان    حالت بارگذاري گسترده

دهد که در ( نيز نشان مي32(، شكل )33دهد. همانند شكل )مي

هر دو حالت از بارگتذاري بتا افتزايش پهنتاي تيتر، مقتدار بتار        
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 )ب( )الف(

 (β=9/1روي بار بحراني )الف( بارگذاري گسترده متغیر ) تأثیر طول تیر -11شکل 

 )ب( بارگذاري متمرکز

 

 
 )ب( )الف(

 (β=9/1تأثیر اندازه ضخامت تیر روي بار بحراني )الف( بارگذاري گسترده متغیر ) -11شکل 

 )ب( بارگذاري متمرکز

 

متان  ميابد که دليل اين مساله نيز افزايش بحراني تير افزايش مي

ذکر است که دليل تفتاوت تتأثير   مقطع تير است. لازم به اينرسي

ضخامت و پهناي تير روي مقدار بار بحراني تير در آن است که 

Iتوان اين دو متغير در رابطه  bh 31
12

  .با يكديگر تفاوت دارد 
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 )ب( )الف(

 (β=9/1ده متغیر )تأثیر پهناي تیر روي بار بحراني )الف( بارگذاري گستر -12شکل 

 )ب( بارگذاري متمرکز

 

 گیرينتیجه -1
به تحليل کمانش تيرهاي با سطح مقطع مستطيلي با  مقالهدر اين 

پهناي ثابت و ضخامت متغير و ساخته شده از مواد مدرج تابعي 

دو بعدي پرداخته شد. تير از ترکيب فلز با سراميک در نظر 

از آنها در راستاي  که کسر حجمي هر يک طوريگرفته شد به

طول تير و همچنين در راستاي ضخامت آن بر اساس توابع 

هاي تواني تغيير کند و تير به شكل همزمان تحت اثر نيروي

محوري متمرکز و گسترده بر واحد طول باشد. معادلات حاکم 

و شرايط مرزي با استفاده از اصل انرژي پتانسيل کمينه استخراج 

روش تربيع ديفرانسيلي براي تير با شرايط شدند و با استفاده از 

دست مرزي يک سر درگير به شكلي تقريبي حل شدند. نتايج به

 بندي کرد:توان به شكل زير جمعآمده در اين تحقيق را مي

  با افزايش توان پروفيل در تغييرات خواص در راستاهاي

 يابد.طول و ضخامت تير مقدار بار بحراني افزايش مي

 رات ضخامت تير به شكلي حادتر باشد )تير هر چه تغيي

يابد )البته وزن تير تيزتر باشد(، مقدار بار بحراني کاهش مينوک

 يابد(.نيز کاهش مي

 اعمال هر يک از نيروهاي محوري يكنواخت يا گسترده 

 دهد.متغير، پايداري تير را براي تحمل بار ديگر کاهش مي

 ع بار گسترده، در ميان الگوهاي بررسي شده براي توزي

پايداري متعلق به الگوي خطي است و  ترين ناحيهوسيع

 کوچكترين ناحيه پايداري متعلق به بارگذاري نمايي است.

  با افزايش طول تير، مطابق انتظار مقدار بار بحراني کاهش

 يابد.مي

مطابق انتظار، با افزايش پهنا و ضخامت تير، مقدار بتار بحرانتي   

 .يابدافزايش مي

 

 نامهواژه
1. differential quadrature method 

(DQM) 

2. Chebyshev-Gauss-Lobatto 

3. boundary points 

4. domain points 

5. Reddy’s beam/plate theory 
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