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با  یبراي حل مسائل انتقال حرارت هدایت )MSLFMM( سطحی اصلاح شدهدر تحقیق حاضر یک روش المان مرزي چندقطبی سریع تک -چکیده

صل شده است. اح) SLFMM(سطحی متداول تکچندقطبی سریع در روش  )FFA( اس بزرگ ارائه شده است. این روش با کاربرد تقریب دوردستمقی

هاي دور استفاده سلول ونهاي درهاي همسایه و همچنین تعیین گشتاور المانسلول وندردور از هم هاي از این تقریب جهت محاسبه ضرایب تاثیر المان

هش زمان محاسباتی تاثیر چشمگیري نماید، بلکه بر کانویسی کم میبرنامهپیچیدگی در  روابط محاسباتی و تنها از دشواريانجام این دو مهم نه است.شده 

تداول مقایسه با روش المان مرزي مدر  پیشنهادي زمان محاسباتی روشچندین مثال براي ارزیابی روش پیشنهادي در نظر گرفته شده است.  دارد.

)CBEM( چندسطحی سریع سطحی متداول و روش چندقطبیتکسریع ، روش چندقطبی )MLFMM( دهد که ج نشان مینشان داده شده است. نتای

در نهایت  سطحی متداول بوده و با توجه به سادگی کاربرد آن قابل مقایسه با روش چندسطحی است.سرعت حل این روش بسیار بالاتر از روش تک

ن نتایج . مقایسه میاسازي شده استشبیهبدنه موتور درون یک دائم ی توانایی روش پیشنهادي جهت حل مسائل پیچیده، انتقال حرارت هدایت براي بررس

 درصد است. 5/1مناسب با خطاي کمتر از  انطباقبیانگر  )افزار فلوئنت(نرمروش حاضر و نتایج روش حجم محدود 
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(SLFMM). The FFA is used to compute the influence coefficients of the far elements within adjacent cells, and also to determine 
the moments of the elements within far cells. This approximation not only reduces the difficulty of procedures and programming, 
but also causes a significant decrease in the CPU time. Several problems are considered to verify and evaluate the proposed 
method. The computational cost of the MSLFMM is demonstrated by comparing the Conventional Boundary Element Method 
(CBEM), the SLFMM, and the Multi-Level Fast Multipole Method (MLFMM). It is shown that the MSLFMM is much faster 
than the SLFMM, and comparable with the MLFMM due to its ease of use. Finally, to check the ability of the proposed method 
in modeling a complicated problem, steady-state heat conduction in an engine block is solved. The numerical results show a good 
agreement with those obtained by a Finite Volume Method (FVM), and its difference is less than 1.5%. 
 
 
Keywords: Boundary Element Method; Fast Multipole Method; Far-Field Approximation; Heat Conduction; Large-Scale. 
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  مقدمه -1

هاي عددي انواع ثرترین روشیکی از مؤ 1مرزي ش المانور

مهندسی است که بر پایه تئوري معادلات انتگرالی بنا شده  مسائل

براي  1960در دهه  ]1[ توسط جیسونابتدا است. این روش 

ي به پتانسیل مورد استفاده واقع شده و طی سالیان متماد مسائل

 .]2[ استافته عه یتوس مسائلابزار قوي براي سایر  یک عنوان

فقط روي مرزهاي جسم، تحلیل دقت بالا، نیاز به تولید شبکه 

پیچیده یا نامحدود از جمله مزایاي این روش است.  هايهندسه

، عموما نامتقارن و چگال ثیرأاما در این روش ماتریس ضرایب ت

ورد نیاز و زمان محاسبه ماتریس آید. لذا حافظه مدست میهب

 3Nو زمان حل به روش مستقیم از مرتبه  2Nه ضرایب از مرتب

ها یا تعداد معادلات است). به همین تعداد المان Nخواهد بود (

بزرگ چندان مناسب نیست.  مسائلدلیل کارآیی این روش براي 

 2هاي حل تکرار و تقریب دوردستاستفاده از روش هرچند

و افزایش سرعت  تا حدودي در رفع این عیوبتواند می

نشان دادند که هرگاه ] 3[ثر باشد. براون و اشبی ؤم باتمحاس

در تواند اثر کل المان میها به نسبت ابعاد، از هم دور باشند، المان

  .شودتقریب زده  3مکانینقطه هم

 4استفاده از روش چندقطبی سریعبا  مسالهحل اساسی این  

صورت گرفته است. شیدن به روش المان مرزي براي شتاب بخ

تعامل المان به المان، تبدیل به تعامل گروه به گروه ن روش، یادر 

ها در ساختار درختی ها و انتقالاستفاده از بسط . همچنینشودمی

ابتدا در روش چندقطبی سریع  دهد.هزینه محاسبات را کاهش می

 شدهمعرفی  ]6- 4[ توسط راخلین و گرینگارد 1980اواسط دهه 

مروري  2002در سال ] 7[مورا شینی. استتوسعه یافته  بعدهاو 

بر کارهاي انجام شده در زمینه معادلات لاپلاس، هلمهولتز، کامل 

در سال  وش چندقطبی سریع انجام داده است.موج و گرما به ر

، دو مقاله در جهت معرفی ]9و  8[ و همکاران لیو 2006و  2005

 دادند. حل ارائهطبی سریع براي مسائل پتانسیل کامل روش چندق

چندقطبی  یی، دقت و توان روشابیانگر کار مختلفهاي مثال

جهت همچنین سریع در حل مسائل پتانسیل با مقیاس بزرگ بود. 

توان کار لیو این روش در مهندسی میکاربردهاي  آشنایی بیشتر با

لیو یک روش شن و  2007در سال همچنین  .]10[ کردرا مطالعه 

که براي حل  کردندرائه المان مرزي چندقطبی سریع تطبیقی ا

. آنها ]11[ هاي پیچیده مناسب استمسائل پتانسیل در هندسه

 نوعدرصد از  50نشان دادند که روش پیشنهادي حدود 

  تر است.غیرتطبیقی سریع

سطحی و به دو صورت متفاوت تک سریع روش چندقطبی  

هاي بسیار در . با وجود پیچیدگیدشوچندسطحی اعمال می

دسطحی، به علت سرعت بالاتر، در اکثر اعمال روش چن

استفاده شده است. اما با توجه  از این روش ،هاي پیشینپژوهش

سطحی و عدم نیاز به ساختار درختی، تر بودن روش تکبه ساده

اند و از آن بهره برده روش را مدنظر قرار دادهتحقیقاتی نیز، این 

روش  درکه محاسباتی  پیچیدگی ،در هر صورت .]12-15[

 Nو  5/1Nترتیب به بهاست،  2N مرتبه از 5المان مرزي متداول

چندقطبی روش و  6سطحیتکچندقطبی سریع براي روش 

 در برخی تحقیقات،البته  .]7[ یابدکاهش می 7چندسطحیسریع 

 بر سعی ،ترکیب تقریب دوردست و روش چندقطبی سریع با

  ].18-16[اند کردهزایش سرعت محاسبات اف

سطحی، عاري از ساختار درختی بوده تکرف روش از یک ط

 .]13[ تر از روش چندسطحی استو کاربرد آن به مراتب ساده

نقص این روش، سرعت پایین آن است که استفاده از  ینترمهم

کنون بسیار محدود ساخته است. از طرف دیگر لازمه آن را تا

وش چندسطحی، تشکیل یک ساختار پیچیده درختی از اعمال ر

ها و بر روي برگ هاها و انتقالها است که بسطارتباط میان المان

نشیند. تشکیل این ساختار و در پی آن هاي آن میشاخه

هاي پیچیده ریاضی (خصوصا براي هاي مبتنی بر سريالگوریتم

ین روش را بسیار نویسی اسازي و برنامهبعدي)، پیادهمسائل سه

 در پی توسعه روشلذا پژوهش حاضر . کندمشکل می

بالاتر،  حل سطحی است تا ضمن کارآیی مناسب و سرعتتک

  هاي موجود را مرتفع سازد.پیچیدگی

  

  روش المان مرزي متداول -2

  سازي در این بخش فرمولاسیون معادله انتگرال مرزي و گسسته
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  سازی مرزهای جسمگسسته-1شکل 

  

ت تقال حرارمسائل ان براي با استفاده از روش المان مرزي

توان می. ]10-8[ دشوبه صورت مختصر بیان می پایدارهدایتی 

درون  پایدار هدایت مساله انتقال حرارتیک براي نشان داد که 

  حاکم است.معادله لاپلاس  ،)1(شکل طبق  Vدامنه 

)1(  T(x) , x V   2 0  
 شده است. ریفتع زیرطه که شرایط مرزي مطابق راب

)2(  T(x) T(x) , x S   1  

)3(  T
q(x) (x) q(x) , x S

n


   


2  

  

و شار گرما  q، دمامیدان بیانگر  T در این روابط

S S S 
1 2

بردار  nپارامتر هستند. Vدامنهمرزهاي  

به ترتیب مقادیر  q و Tو مقادیر  عمود بر سطوح نرمال

پلاس با و شار روي مرز هستند. معادله لا دمامعلوم براي 

تواند با استفاده از جواب اساسی شرایط مرزي ذکر شده، می

  .]2[ شودبیان  8يتگرال مرزنمعادله ا صورتهب

)4(  
 

S

C( )T(x)
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 نقطهو  xمکانی نقطه همفاصله میان  r بردار در روابط فوق،

با فرض قرار است.  )1(شکل مطابق  Sروي مرز  yهدف 

این مکانی روي سطح صاف المان، در گرفتن نقاط هم

)Cتصور ) 
1

2
، )1(مانند شکل اگر . ]2[ شودمیحاصل   

المان ثابت تقسیم شده و هر گره روي یک المان  Nبه  Sمرز 

ام iمکانی شده براي نقطه هم قرار گیرد، معادله گسسته

 شود.نوشته می زیرصورت رابطه به

)7(  
N

i ij j ij j

j
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1
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1 2
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j

T  و
j

q نقاط هم و شار روي  دماترتیب مقادیر به

 ضرایب تاثیر به همچنینهستند.  )1(در شکل ام jالمان مکانی

 شوند.تعریف میصورت این 
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S

ij
S
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 1 2
  

  

 Hو  G، ابتدا باید ضرایب تاثیر )7( براي حل دستگاه معادله

ثیر، أهاي ضرایب تمحاسبه شوند. براي محاسبه ماتریس

 .موجود است] 2[و عددي  ]20و  19[ هاي مختلف تحلیلیروش

ها داراي مقدار پتانسیل بنابر شرایط مرزي مساله، برخی از المان
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 معلوم معلوم (شار مجهول) و برخی دیگر داراي مقدار شار

 وسیل مجهول) هستند. لذا پس از بازنویسی دستگاه (پتان

 آید.دست میهدستگاه ب براي ماتریسی سازي آن، شکل سادهمرتب

)9(  A b   
بردار مجهولات  ماتریس ضرایب تاثیر،  A در این رابطه،

 در بردار معلوم bو ) دما و شار مجهولعناصر (شامل مساله 

یک  Aماتریس پرواضح است که سمت راست معادله است. 

عملیات ریاضی و لذا تعداد  ماتریس غیرمتقارن و چگال است.

و به  بوده  2Nرتبهم از A براي تشکیل ماتریسحافظه مورد نیاز 

در حافظه کامپیوتر باید  A همین اندازه فضا براي ذخیره ماتریس

. در صورت حل به روش مستقیم، عملیات ]10[ وجود داشته باشد

به همین دلیل . بود خواهد 3Nمورد نیاز و زمان محاسباتی از مرتبه 

ه مقیاس بزرگ، ک مسالبراي یمتداول است که روش المان مرزي 

توان از وجود آمده میهناکارآمد است. جهت کاهش مشکلات ب

  هاي تکرار کمک گرفت.و حل به روش تقریب دوردست

  

  تقریب دوردست -1-2

 Hو  Gدهند، توابع نشان می) 6) و (5(که روابط  گونههمان

بوده که روي المان متغیر هستند. اگر فاصله  rز بعی ااهر دو ت

توان از برابر بیشتر باشد، آنگاه می 3ها از ابعاد المان میان المان

. بدین صورت کردنظر صرف تغییرات توابع گرین بر روي المان

مکانی المان در نقطه هم 9اياثر کل المان توسط یک چشمه نقطه

گیري بر . در نتیجه انتگرال]3[ شودتقریب زده می yز وي مرر

 ،خواهد شد. لذا با استفاده از این تقریب سادهبسیار روي المان 

 شوند.می نوشتهصورت زیر به )8( روابط

)10(  
j

ij col j
S

j

G G(x, y)dS(y) G(x, y ) S ,

x y dim


 

 


3  

)11(  j
ij col j

S

j

H H(x, y)dS(y) H(x, y ) S ,

x y dim


 

 


3

  

  که در آن 

)12(  j jdim S   

  

  تکرار حل با روش -2-2

 هاي تکرار (ماننداگر از روشدهند که مطالعات پیشین نشان می

) استفاده شود، مدت زمان 10یافتهمانده تعمیمین باقیترکمروش 

این ]. 10[ یابدکاهش می 2Nبه مرتبه  3Nاز مرتبه حل مساله 

مقیاس بزرگ نسبت به  خصوصا براي مسائل با هاروش

تکرار و در  در این نوع روشتقیم برتري دارند. هاي مسروش

در  A 11بردار -ماتریس ضربحاصلهر مرحله آن، مقدار 

شود. این مقدار سپس با محاسبه می )9رابطه (سمت چپ 

مقایسه شده و تا هنگام ارضاي شرط سمت راست معادله 

  د.شوحیح میتص همگرایی

توان زمان ، میاز دو راه بیان شدهمزمان با استفاده ه

محاسبات را تا حدودي کاهش داد؛ بدون آنکه مشکل حافظه 

. جهت حل اساسی این شودصورت اصولی حل مورد نیاز به

مشکل، راه حل مناسب استفاده از روش المان مرزي چندقطبی 

  .سریع است

  

   12روش المان مرزي چندقطبی سریع -3

ملیات ریاضی و همچنین کاهش عیک راهکار جالب جهت 

ع گرین حول حافظه مورد نیاز استفاده از بسط سري تواب کاهش

اي در این روش توابع گرین به گونهنقاط مرجع و هدف است. 

هاي نزدیک به هم در یک گروه شوند که المانبسط داده می

 براي انجام این قرار گرفته و مانند یک چشمه واحد رفتار کنند.

دو نقطه مرجع و هدف گسسته شده و  تقیم میانمس باطارتامر، 

آید. نقاط میانی در واقع همان نقاط می صورت غیرمستقیم دربه

هاي یک ها هستند. با این ایده، برآیند آثار المانبسط یا قطب

هاي یک گروه دور از آن، به صورت یکجا گروه نسبت به المان

عت ایش سراین تعامل گروهی سبب افزشود. منتقل می

هاي یست که ارتباط میان المانشود. این در حالمحاسبات می

 ماند.نزدیک هم در یک گروه به همان صورت مستقیم باقی می

به صورت مستقیم محاسبه و ذخیره  A ماتریس در این روش

براي  GMRESشود، بلکه از یک روش حل تکراري مانند نمی

د. همچنین از شومی ادهاستف) 9( شده در رابطهان بی حل معادله

 A سریع جهت شتاب دادن براي محاسبهروش چندقطبی 
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شود. نتیجه مهم کاهش حافظه مورد نیاز و زمان بهره گرفته می

  در روش چندقطبی سریع است. Nمحاسباتی به مرتبه 

ي یا نزدیکی ت دورو نسبها در حالت کلی، ابتدا مکان المان

ول (گروه) با مختصات از طریق قرار گرفتن درون یک سلها، آن

لازمه این امر تشکیل یک ساختار شود. خاص مشخص می

سلولی بوده که هر سلول شامل تعدادي المان است. بسته به نوع 

سطحی و تشکیل ساختار سلولی، روش چندقطبی به دو نوع تک

فقط یک سطح  سطحیش تکدر رو شود.چندسطحی تقسیم می

ازه وجود دارد، در حالیکه روش چندسطحی اندهاي همسلولاز 

طرحی از این استوار است.  بر مبناي یک ساختار درختی پیچیده

دو روش چندقطبی سریع در کنار روش المان مرزي متداول در 

  شود.مشاهده می )2( شکل

  

   سطحیتک سریع روش چندقطبی -3-1

وش شود، رمشاهده می )ب - 2(کل ش درکه  گونههمان

هاي یک سه مرحله کلی انتقال میان المانسطحی شامل تک

  هاي گروهی دور از آن است.گروه تا المان

اثر همه  :13یا گشتاورهاي حول قطببسط چندقطبی  )1

به نقطه قطب گروه  (شامل نقاط هدف) هاي گروه هدفالمان

 د.وش(نقطه بسط) منتقل شده و با هم تجمیع می

مرحله قبل، از  مقادیر محاسبه شده :14انتقال گشتاور به محل )2

هدف به قطب گروه مرجع منتقل و با  دور هايقطب همه گروه

 شود. هم تجمیع می

همه  برآیند آثار از قطب گروه مرجع به :15بسط محلی )3

 د.شوهاي آن گروه منتقل میالمان

در و  1-1-3بعدي در بخش دو در حالتاین روش معادلات 

  .]10-8[ است آورده شده 2-1-3در بخش  بعديسهحالت 

  

  روابط دوبعدي  -1-1-3

z با فرض استفاده از اعداد مختلط، اگر
نقطه مرجع و  0

c
z 

 روي مرز باشد که zاي نزدیک به نقطه

0c c
z z z z  براي گشتاور هايآنگاه بسط  

  

  .دشوبه صورت زیر مشخص می Hو  Gهاي انتگرال رنلک
 

)13(  
c

k c k c
S

k

G(z ,z)q(z)dS(z) O (z z )M (z )




 
 0 0

0

1

2
  

)14(  
c

k c k c
S

k

H(z ,z)T(z)dS(z) O (z z )M (z )




 
 0 0

1

1

2
  

  

که گشتاورهاي 
k c

M (z  و (
k c

M (z ) یف صورت زیر تعربه

 شوند.می

)15(  
 

c
k c k c

S

e k b c k a c

M (z ) I (z z )q(z)dS(z)

q I (z z ) I (z z ) , k , , ,... 

 

     


1 1 01 2

  

  

)16(  
 

c
k c k c

S

e k b c k a c

M (z ) n(z)I (z z )T(z)dS(z)

T n I (z z ) I (z z ) , k , , , ...

 

     

 1

1 2 3



  

  

فوق متغیر  در روابط
e

T  و
e

q  و  دمابیانگر مقدار به ترتیب

مرز و بردار مماسی روي  جمزدو ω ،روي المان شار
a

z  و

b
z هستند. همچنین توابع کمکی  دو انتهاي المانkI  وkO 

  .شوندصورت زیر معرفی میبه

)17(  

k

k
z

I (z) ,k ;
k!

 0

  

k k

(k )!
O (z) , k ; O (z) Ln(z)

z


   0

1
1  

  

حال فرض شود که 
L

z اي نزدیک به نقطه مرجعنقطه 
0

z 

 اي کهباشد به گونه
0 L c L

z z z z ، ن در ای

 د.شوصورت زیر بیان میصورت بسط محلی به

)18(  
c

l L l L
S

l

G(z ,z)q(z)dS(z) L (z ) I (z z )




 
 0 0

0

1

2
  

لی ضرایب بسط محهمچنین 
l L

L (z سط انتقال گشتاور به تو (

 شود.صورت رابطه زیر محاسبه میبه )M2L(محل 

)19(  l
l L l k L c k c

k

L (z ) ( ) O (z z ) M (z )






  
0

1  

هاي مطرح شده براي انتقال همچنین
k

M براي ،
k

M  نیز

  شوند.استفاده می
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   )CBEMان مرزی متداول (الم روش )الف

  
   )SLFMM( سطحیروش چندقطبی سریع تک )ب

  
  )MLFMMسطحی (روش چندقطبی سریع چند )ج

  چندقطبی سریع چندسطحیج) و  سطحیچندقطبی سریع تکب) هاي المان مرزي متداول، روش الف) طرح گرافیکی -2شکل 

  

   بعديروابط سه -2-1-3

 مرزروي  yه قطن به میزان کافی از xهر گاه نقطه مرجع 
c

S 

هاي قرار براي المانزیر هاي آنگاه با بکارگیري بسط دور باشد،

و  Gهاي هاي داراي کرنلانتگرال ،cS دور مرز گرفته روي

H توان به صورت زیر محاسبه نمود.می ار  
  

 

)20(  

cS

n

n,m c n,m c

n m n

c c

G(x, y)q(y)dS(y)

S (x y )M (y ) ,

y y x y



 

 


  



 
0

1

4  

)21(  

cS

n

n,m c n,m c

n m n

c c

H(x, y)T(y)dS(y)

S (x y )M (y ) ,

y y x y



 

 


  



  

0

1

4  

n,mدر آن  که cM (y n,mو ( cM (y )  گشتاورهاي چندقطبی

حول مرکز 
c

y  نقطه نزدیک به)y (صورت زیر هستند و به

 شوند.تعریف می

)22(  
c

n,m c n,m c
S

M (y ) R (y y )q(y)dS(y)   

)23(  
c

n ,m c
n,m c

S

R (y y )
M (y ) T(y) dS(y)

n(y)
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توابع همچنین 
n,m

R  و
n,m

S 16نیز توابع هارمونیک جامد 

 اند.زیر تعریف شدهه در د کنوشنامیده می

)24(  m im n
n,m nR (x) P (cos )e

(n m)!
  



1
  

)25(  m im
n,m n n

S (x) (n m)!P (cos ) e 


  
 1

1
  

) که ییدر جا , , )    مختصات نقطه هم مکانیx  در دستگاه

 است. مختصات کروي

)26(  

x sin cos

x sin sin

x cos

   

   

  

1

2

3

  

mهمچنین
nP رتبه م از 17تابع لژاندر وابستهn  وm  است که با

تابع لژاندر معمولی 
n

P  است.در ارتباط 

)27(  
m m

m
n nm

d
P (x) ( x ) P (x)

dx
  2 21  

است،  xنزدیک به نقطه مرجع  Lxفرض شود که نقطه حال 

توسط  Gبسط محلی براي انتگرال با کرنل  صورت ینا رد

 شود.رابطه زیر حاصل می

)28(  
cS

n

n,m L n,m L

n m n

G(x, y)q(y)dS(y)

R (x x ) L (x )


 








 
0

1

4

  

که ضرایب بسط محلی 
n,m L

L (x توسط رابطه انتقال گشتاور  (

  اند.زیر داده شده در M2L به محل

)29(  

n,m L

n
n

n n ,m m L c n ,m c

n m n

L c L

L (x )

( ) S (x y )M (y ) ,

x x y x



    
   



 

  

 
0

1
  

  

، بسط محلی Hرنل انتگرال داراي کبراي ضح است که وا

محل براي هاي گشتاور به و انتقالوجود داشته مشابه 
n,m

M 

  ].10[ نیز صادق هستند

  

سطحیسازي روش چندقطبی سریع تکالگوریتم پیاده -3-2  

شود که اي ترسیم میبه گونهربع م یکدر مسائل دوبعدي، ابتدا 

هاي . سپس این مربع به سلولشودهاي جسم را شامل تمام مرز

اي که هر سلول گونهه) تقسیم شده، بترکوچکهاي اندازه (مربعهم

نظر هاي فاقد المان صرفها باشد. از سلولشامل تعدادي از المان

مورد  جسم ايبرشود. براي مثال روند تقسیم دامنه محاسباتی می

مربع اولیه به ست. در این مثال، نمایش داده شده ا 3شکل نظر در 

همسایه اندازه تقسیم شده است. دو سلول را ) سلول هم4×4( 16

؛ در غیر که راس مشترك داشته باشندگویند در صورتی یا نزدیک

، )3( شکل. در ]15[ شوندمی محسوب دور از هم صورتاین

  اند. مشخص شده Cسلول ور براي د و همسایههاي سلول

هاي دور و درون سلول هايروش چندقطبی براي المان

هاي و سلول Cهاي درون سلول روش متداول براي المان

شود. به عبارت دیگر عبارت انتگرال آن استفاده می همسایه

  د.شوصورت زیر تجزیه میبه )4( از رابطه Gداراي کرنل 

)30(  
Near FarS S S

G q dS G q dS G q dS     
  

در این رابطه، انتگرال براي مرز نزدیک 
Near

S هاي درون (المان

آن) با استفاده از روش المان همسایه هاي و سلول Cسلول 

که آید. درحالیدست میهبو به صورت مستقیم مرزي متداول 

هاي واقع در مرز دوربراي سلول
Far

Sبا کاربرد روش  ، انتگرال

د. به عبارت دیگر براي شوقطبی سریع محاسبه میدچن

هستند، ابتدا گشتاور  Cهاي هدف که دور از سلول سلول

ها توسط بسط چندقطبی وفق هاي قرار گرفته در این سلولالمان

از مرکز یابد. سپس انتقال می هاآنبه مرکز  )15(رابطه 

ل گشتاور به محل طبق انتقا ،Cهاي دور به مرکز سلول ولسل

گیرد. این اثر در نهایت توسط بسط صورت می )19(رابطه 

 Cهاي قرار گرفته در سلول به المان )18(محلی منطبق بر رابطه 

از نیز  Hرسد. لازم به ذکر است که انتگرال داراي کرنل می

حالت واضح است که در  .]10[ شودمیه سبمحامشابه  طریق

بعدي را در بر بعدي، یک مکعب بزرگ مرزهاي جسم سهسه

  شود.اندازه تقسیم میهم ترکوچکهاي گرفته و سپس به مکعب

  

   18اصلاح شده سطحیتکچندقطبی سریع روش  -3-3

  استفاده از تقریب دو پیشنهاد مهم جهت در تحقیق حاضر، 
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  Cنزدیک و دور براي سلول ي هاسلول -3شکل 

  

و افزایش سرعت متداول  سطحیروش تک ست دردورد

  شده است.  ارائه محاسبات

  

  هاي نزدیکاستفاده از تقریب دوردست براي سلول -1-3-3

نشان داده شده است، بخش بزرگی از  )3(شکل گونه که در همان

 بوده و با روش همسایههاي غیردامنه محاسباتی داراي سلول

ها افزایش ن سلولراي ایتوان سرعت محاسبات را بندقطبی میچ

هاي و سلول Cهاي قرار گرفته در سلول داد. اما اگر تعداد المان

آن زیاد باشد، استفاده از روش متداول زمان زیادي را همسایه 

. براي کاهش زمان محاسباتی، پیشنهاد این کردصرف خواهد 

دست در اندرکنش میان وراست که در صورت امکان، تقریب د

بنابراین  .شوداستفاده آن همسایه هاي سلول و Cول هاي سلالمان

از  هاي دوربراي محاسبه ضرایب تاثیر المان) 11) و (10روابط (

این شرط سبب  د. کاربردشواستفاده میهاي نزدیک در سلول هم

همسایه هاي شود تا محاسبات روش مستقیم براي سلولمی

 بد.ایش یاو در نتیجه کارآیی روش متداول افزه شتاب یافت

بر ها انتخاب تعداد سلولسطحی متداول، همچنین در روش تک

واضح است که با  .]21و  7[ ثیر زیادي داردأت سرعت محاسبات

همواره هاي نزدیک، دوردست درون سلولاستفاده از تقریب 

  روش اصلاح شده به حالت بهینه نزدیک خواهد بود.
  

  ورهاي دلاستفاده از تقریب دوردست براي سلو -2-3-3

هاي یک سلول حول مرکز آن، فقط گشتاور المانتوجه شود که 

شرط تقریب دوردست  لذا ؛شودهاي دور استفاده میبراي سلول

برقرار است. در نتیجه از تغییرات توابع روي المان  همواره

متوسط ر گشتاور یک المان با استفاده از مقداشده و نظر صرف

) و 15روابط (پس شود. مییب زده مکانی تقرتوابع در نقطه هم

  شوند.صورت زیر ساده می) به16(

 

)31(  
c

APP,k c

e k col c e k col c b a
S

M (z )

q I (z z ) dS(z) q I (z z )(z z )



    
  

  
 

)32(  c
APP,k c e k col c

S

e k col c b a

M (z ) T nI (z z ) dS(z)

T n I (z z )(z z )





  

  


1

1

 

صورت زیر بعدي بهبراي مسائل سه )23) و (22و روابط (

 شوند.میحاصل 
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)33(  
APP,n,m c e n,m col c cM (y ) q R (y y )S   
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چندان پیچیده نیست و  گشتاور هايبعدي رابطهالت دودر ح

براي آن وجود دارد.  )16) و (15روابط (پاسخ تحلیلی مطابق 

افتد و بعدي این امر به این سادگی اتفاق نمیاما در حالت سه

المان  روي یکگیري عددي توابع هارمونمعمولا نیازمند انتگرال

ادرچر است. گو-دي همچون گوسعد هايبعدي به روشسه

نویسی تنها از دشواري برنامهنه، ضمن حفظ دقتتقریب این لذا 

 يچشمگیر لکه بر کاهش زمان محاسباتی تاثیر، بکندمیکم 

 انتقال حرارت مسائل حل براي الگوریتم روش پیشنهادي دارد.

  .شده استه نمایش داد )4(شکل دائم در  هدایت
  

  نتایج و بحث -4

ی روش چندقطبی سریع یاو بیان کارنجی سجهت صحت

دو مساله دوبعدي و  ،)MSLFMMسطحی اصلاح شده (تک

که داراي حل ، دائم هدایت بعدي در زمینه انتقال حرارتسه

زمان حل این مسائل با در نظر گرفته شده است.  ،تحلیلی هستند

یق حاضر، محاسبه شده و با حقاستفاده از روش پیشنهادي در ت

استفاده و بدون استفاده از تقریب  مرزي متداول (با روش المان

حل مستقیم و روش حل  دوردست و همچنین با کاربرد روش

روش و  متداولسطحی تک سریع چندقطبی روش)، تکرار

در انتها نیز براي بررسی دقت چندسطحی مقایسه شده است. 

، استکه داراي هندسه پیچیده  تورموبدنه روش پیشنهادي، یک 

ت. لازم به ذکر است که تمام محاسبات نظر گرفته شده اسدر 

  انجام شده است. زیر با مشخصات یانجام شده در سیستم
  

نصب شده حافظه  (RAM) پردازشگر  

Intel (R) Core(TM) Duo CPU T9600 

@ 8 /2 GHz 
0/4 GB 

  

  عربدائم درون یک مهدایت انتقال حرارت  -1-4

ک مربع ارت دائم درون یبراي حالت دوبعدي، مساله انتقال حر

گرفته شده است. در نظر  )5(شکل و به  ]10[ کار لیومنطبق بر 

) و 100دو ضلع مقابل هم در دماي ثابت (یکی صفر و دیگري 

 اند.دو ضلع دیگر عایق فرض شده

آماده سازي، هر ضلع مربع به تعداد ابتدا براي پیش

) و 25000تا  250هاي ثابت تقسیم شده (از لمانا یکسانی از

براي کند. تغییر می 100000تا  1000ها از المان تعداد کل

حل این مساله دوبعدي یک کد المان مرزي متداول به زبان 

نوشته شده است. در این کد، توانایی استفاده از  فرترن

(علاوه بر روش  19تقریب دوردست و حلگر روش تکرار

حلگر براي حل مستقیم از ) گنجانده شده است. 20مستقیم

 GMRESهاي تکرار از حلگر و براي حل 21حذف گوسی

سطحی چندقطبی تکاستفاده شده است. همچنین یک کد 

چندسطحی نوشته شده سریع متداول و یک کد چندقطبی 

سطحی اولیه (متداول) بر اساس است. سپس کد تک

جهت افزایش ر پیشنهادهاي مطرح شده در پژوهش حاض

 براي بسط هاي سريداد ترمتعکارآیی توسعه یافته است. 

و معیار همگرایی روش  15گشتاور و بسط محلی، تا مرتبه 

در نظر گرفته شده است. همچنین در روش  10- 8 حل تکرار

هاي درون یک سلول چندقطبی چندسطحی، حداکثر المان

   در نظر گرفته شده است. 20برگ 

ه دو مرز روبروي هم عایق هستند، دماي نکبا توجه به ای

به صورت خطی تغییر خواهد  xدر راستاي  مربع وي محورر

هاي المان ، توزیع دماي حاصل از روش)6(شکل کرد. در 

مرزي متداول و چندقطبی سریع مقایسه شده که دقیقا منطبق بر 

پاسخ تحلیلی هستند. با توجه به این شکل، صحت برنامه نوشته 

  د.شوندقطبی سریع اثبات میچ به روش

 هر روش اتی اجراي برنامهار زمان محاسبنمود )7(شکل در 

که تعداد ترسیم شده است. در حالی ،هابر اساس تعداد المان

متغیر است، بسته به  100000تا  1000هاي مرزي از المان

طور کلی یابد. بهحل، زمان محاسباتی افزایش میاستفاده از روش 

ی که مورد استفاده در این پژوهش، نکات ايرایانهتم یسو براي س

  :فت هستندقابل دریا در ادامه می آید
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  )MSLFMMالگوریتم روش پیشنهادي ( -4شکل 

  



  ...با استفاده از تیمسائل بزرگ انتقال حرارت هدا لیتحل

  

  1401 زمستان، 2 ه، شمار41ر مهندسی، سال ي دهاي عددروش  94

  
  مربع کیانتقال حرارت دائم درون  -5شکل 
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  توزیع دمای محاسبه شده روی محور مربع -6شکل 

  

استفاده  یمروش المان مرزي متداول، اگر از حلگر مستق )1

. در کندتواند حل المان مرزي را می 12000 اي باهندسه، کند

) حداکثر تعداد GMRESکه با استفاده از حلگر تکرار (حالی

رسیده ولی بالاتر از آن مقدور نیست.  15000ها به المان

ر داراي سرعت حل روش تکراشود که مشاهده میهمچنین 

 بالاتري است.

ت، کاهش زمان محاسباتی را در دساستفاده از تقریب دور )2

  و هم در  متداولمرزي  پی دارد. این مهم، هم در روش المان
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  (دوبعدی) های مختلفها برای روشزمان محاسباتی نسبت به تعداد المان -7شکل 

  

 قابل مشاهده است. یبه خوبسطحی روش تک

تنها سرعت حل ، نهسریع چندقطبی با استفاده از روش )3

ل مسائل مقیاس بزرگ یابد، بلکه حافزایش بسیار میت محاسبا

 شود.المان) میسر می 100000(در اینجا 

زمان محاسباتی مربوط به روش چندقطبی  ینترکم )4

سطحی و استفاده از چندسطحی است، اما با اصلاح روش تک

تقریب دوردست در آن، سرعت حل آن بسیار بهتر شده است. 

سطحی اصلاح شده، روش تک ردلذا با توجه به سادگی کارب

 رقابت با روش چندسطحی است. قابل

 

  دائم درون یک مکعبهدایت نتقال حرارت ا -2-4

بعدي انتقال حرارت دائم درون این مثال براي یک مساله سه

در نظر گرفته شده است. دو ] 10[ کار لیویک مکعب طبق 

) و بقیه 1و دیگري  0سطح مقابل هم در دماي ثابت (یکی 

سازي براي آمادهپیش ابتدا جهتاند. ح عایق فرض شدهطوس

تا  10ع مکعب به صورت یکسان تقسیم شده (از کد، همه اضلا

هاي ) است. بر این اساس سطوح مکعب به المان130

  تقسیم شده است. 101400تا  600چهارضلعی از 

بعدي یک کد المان مرزي متداول براي حل این مساله سه

مچنین با ن استفاده از تقریب دوردست و هدو(با استفاده و ب

) نوشته شده است. روش حل تکرارحل مستقیم و  کاربرد روش

بعدي، کد با توسعه کد دوبعدي و استفاده از فرمولاسیون سه

بعدي تدوین شده سطحی در حالت سهچندقطبی سریع تک

 این مقاله، در بر اساس پیشنهادهاي ارائه شدهاست. سپس 

ي سري براي هاتعداد ترماعمال شده است. ت دستقریب دور

و معیار همگرایی روش  8تا مرتبه  گشتاور و بسط محلی بسط

  در نظر گرفته شده است. 10-4 حل تکرار

فایل چندسطحی، از سریع براي استفاده از روش چندقطبی 

. ]22[ لی بهره گرفته شده استاجرایی برنامه نوشته شده توسط 

سازي سستهبراي گ یمثلثهاي ن از المانشاد که کد ایتوجه شو

ي ورودي برنامه، حداکثر برا سطوح استفاده شده است.

 در نظر گرفته شده است. 100هاي درون یک سلول برگ المان

  سایر مشخصات ورودي این برنامه همان مثال پیشین است.

هاي بیان شده، جهت حل کدهاي کامپیوتري بر اساس روش

شده  توزیع دماي محاسبه )8(شکل در  ت.مساله اجرا شده اس

  ابق بر پاسخ تحلیلی، د. مطشومی مشاهدهروي سطح مکعب 
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  توزیع دماي محاسبه شده روي سطوح مکعب -8شکل 
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  بعدي)هاي مختلف (سهي روشها برازمان محاسباتی نسبت به تعداد المان -9شکل 

  

صورت ا بهدمو  دما عمود بر سطوح عایق قرار گرفتهسطوح هم

، زمان ییاجهت نمایش کار کند.خطی از صفر تا یک تغییر می

هاي مرزي محاسبه المان بر اساس تعدادروش هر محاسباتی 

از این نمودار  نکات زیر .مقایسه شده است )9(شکل شده و در 

   دریافت هستند.قابل 

تنها استفاده از حلگر تکرار در روش المان مرزي متداول، نه )1
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شود، بلکه حداکثر تعداد زمانی محاسباتی می هشسبب کا

 دهد.افزایش می 15000هاي مرزي را تا المان

استفاده از تقریب دوردست در روش المان مرزي متداول و  )2

اعث افزایش چشمگیر در سرعت بسطحی تک سریع چندقطبی

 د.شومحاسبات می

 چندقطبی شود که استفاده از روشطور کلی مشاهده میهب )3

دهی روش شتاب سبب سطحی و چندسطحی)(تکع سری

 سریع چندقطبی فاده از روشمتداول شده است. همچنین با است

 100000هاي بیشتر از بعدي با تعداد المانحل این مساله سه

 است. شده میسر

ي، از تقریب بعدسهدر حالت اگر روش المان مرزي متداول  )4

ان محاسباتی زم، کنداستفاده دوردست و حلگر تکرار با هم 

هاي پایین، حتی از روش چندقطبی خصوصا براي تعداد المان

علت هزینه بالاي محاسباتی براي محاسبه متر است. این مهم بهک

 بعدي است.ضرایب تاثیر سه

سطحی اصلاح شده میان نمودارهاي ش تکنمودار رو )5

سطحی و چندقطبی چندسطحی، ترسیم شده چندقطبی تک

شده جهت توسعه  ارائههاي یی پیشنهادرآاست. بنابراین، کا

 د.شوخوبی تایید میسطحی و افزایش سرعت آن بهروش تک

  

  بدنه موتورمدل دائم درون یک هدایت انتقال حرارت  -3-4

دائم  هدایتی پیشنهادي، انتقال حرارتروش  دقتبراي بررسی 

که به نسبت داراي یک هندسه پیچیده  22بدنه موتوردرون یک 

سطوح  )الف -10( سازي شده است. مطابق با شکلیهاست، شب

سازي شده مان چهارضلعی گسستهال 33875، توسط بدنه موتور

Tاست. دماي درون سطح سیلندرها   بقیه  فرض شده و 350

سطوح داراي شرط مرزي شار گرما به میزان 
T

/
n


 


0 2 

با  23حجم محدودهادي با روش شنروش پینتایج هستند. دقت 

است. توجه شود که مقایسه شده  24فلوئنت افزارنرم استفاده از

فلوئنت، با همان طرح براي بعدي مورد استفاده تولید شبکه سه

ته بر سطوح در روش چندقطبی پیشنهادي هاي قرار گرفالمان

المان  342403با  بدنهانجام شده است. بر این اساس حجم کل 

توزیع دماي حاصل  )ب - 10( ي گسسته شده است. شکلعدبسه

 نتایج )ج -10(این مقاله و شکل در  از حل به روش پیشنهادي

بررسی براي دهد. نشان می را فلوئنت از حل متناظرحاصل

، توزیع دما بر روي خطوط ترسیم شده بر بدنه تر نتایجدقیق

 ل) استخراج شده و در شکالف - 10(شکل در  2و  1(خطوط 

شود که نتایج دو اند. مشاهده میدر کنار هم ترسیم شده د - 10

 5/1نزدیک بوده و داراي تفاوت اندك به میزان  همهروش بسیار ب

براي درصد هستند. این مهم نشانگر توانایی روش پیشنهادي 

  هاي پیچیده است.تحلیل مسائل داراي مقیاس بزرگ با هندسه

  

  گیرينتیجه -5

سطحی اصلاح تکسریع روش چندقطبی ک در تحقیق حاضر ی

س بزرگ ارائه مقیابا  هدایتی شده براي مسائل انتقال حرارت

شده است. دلیل اصلی پیشنهاد این روش، دشواري کاربرد 

روش  ترل پایینروش چندسطحی از یک طرف و سرعت ح

سطحی متداول از طرف دیگر بوده است. روش پیشنهادي با تک

سطحی حاصل روش چندقطبی تک درکاربرد تقریب دوردست 

براي  به دو صورت متفاوتتقریب استفاده از این شده است. 

شده  دهی حلسبب شتاب هاي دورهاي نزدیک و سلولسلول

  .است

از هم در ي دور هابراي محاسبه ضرایب تاثیر المان )1

تنها شود. این کار نهاز این تقریب استفاده میهاي نزدیک، سلول

ثیر تعداد أد، بلکه از تشوعت محاسبات میسرباعث افزایش 

  .حاسبات خواهد کاستها بر سرعت مسلول

متوسط مقدار  ، ازدر یک سلول دوربراي محاسبه گشتاور  )2

نتیجه این امر . ودشمکانی المان استفاده میدر نقطه هم توابع

روش چندقطبی و در نهایت  يسادگی محاسبه گشتاورها

   افزایش سرعت محاسبات است.

دائم هدایتی براي حل مسائل انتقال حرارت  حاضرروش 

اعتبار و  عدي استفاده شده است.بدوبعدي و سههاي در حالت

کارآیی روش پیشنهادي در مقایسه با روش المان مرزي متداول، 

  چندسطحی نیز سطحی متداول و تک سریع قطبیروش چند
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 سازي بدنه موتورگسسته )الف

 

صل با استفاده از حاتوزیع دماي  )ب

 ) MSLFMMروش پیشنهادي (

 

 

از  توزیع دماي حاصل با استفاده )ج

) در FVMروش حجم محدود (

 افزار فلوئنت نرم

 

 

مقایسه دماي حاصل با استفاده از  )د

) و حجم MSLFMMدي (روش پیشنها

 ) FVMمحدود (

 

  وتورم سازي انتقال حرارت هدایتی دائم درون بدنه یکشبیه -10شکل 
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دهند که استفاده از تقریب نشان مینتایج حاصل بررسی شده است. 

، باعث سطحی اصلاح شدهسازي روش تکضمن سادهدوردست، 

سرعت حل به روش چندسطحی نزدیک گردد. شود که می

با  بدنه موتورسازي انتقال حرارت دائم درون یک همچنین شبیه

دي براي مسائل داراي هاپیچیده، بیانگر توانایی روش پیشنهندسه 

 با وجود آنکه کارآیی این روش جدید برايمقیاس بزرگ است. 

توان آن ، پر واضح است میشده استاثبات  انتقال حرارتمسائل 

  را براي سایر مسائل بزرگ المان مرزي تسري داد.

  

   تشکر و قدردانی -6

حاضر تحت حمایت دانشگاه شهید چمران اهواز (شماره تحقیق 

همچنین  )  صورت گرفته است.SCU.EM98.709طرح 

دانشگاه شهید  در گازشبکه تحقیقات  مرکزنویسندگان از 

  چمران اهواز کمال تشکر را دارند.

 

  نامهواژه

1. boundary element method (bem) 
2. far-field approximation (ffa) 
3. collocation point  
4. fast multipole method (fmm) 
5. conventional boundary element 

method (cbem) 
6. single-level fast multipole method 

(slfmm) 
7. multi-level fast multipole method 

(mlfmm) 

8. boundary integral equation (bie) 
9. point source 
10. generalized minimal residual 

(gmres) 
11. matrix-vector multiplication 
12. fast multipole boundary element 

method (fmbem) 
13. multipole expansion, moments (m) 
14. moment-to-local translation (m2l) 
15. local expansion (l) 

16. solid harmonic function 
17. associated legendre function 
18. modified single-level fast 

multipole method (mslfmm) 
19. iterative solver 
20. direct solver 
21. gaussian elimination 
22. engine block 
23. finite volume method (fvm) 
24. fluent 
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