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همگن و هسته ناهمگن از جنس مواد متخلخل  يهاهیمتشکل از رو میضخ يلیمستط يچیارتعاش آزاد ورق ساندو يپژوهش به بررس نیدر ا -چکیده

 گریو د وتیتنش با يضخامت بر اساس تئور يمواد در راستا يهايژگیو ،يهسته متخلخل مدرج تابع نیشده است. در اپرداخته  ياشباع شده مدرج تابع
با استفاده از اصل  يمرز طیشده و معادلات حاکم و شرابنا  يبعدسهشبه يشکل برش رییتغ ي. حل مساله بر اساس تئورکننديم رییتغ شده دهتوابع دا

که ورق  ریاز روش ساده ناو يبوده و در مطالعات قبل رداریگ-ساده-ساده -رداریگ يگاههیتک طیشرا يدارا ياند. ورق مورد بررسشدهاستخراج  لتونیهم
جهت حل مساله و   يلیفرانسیحاضر از روش مربعات د قیقکه در تح ياستفاده شده، در صورت کنديم يساده بررس يگاه هیتک طیرا در شرا

و  يعدد يهاروش ریروش، کاهش حجم محاسبات نسبت به سا يروش حل، سادگ نیا يایاستفاده شده است. از جمله مزا يعدد لیتحل يسازگسسته
مشخصات هسته  ریشده، سپس تأث انیت به نقاط شبکه بنسب لیتحل يو اعتبارسنج یيگراپژوهش ابتدا هم نیمختلف است. در ا يمرز طیلحاظ شرا تیقابل

ورق  يعیطب يهافرکانس يمختلف رو يگاههیتک طیاسکمپتون، و ضخامت کل ورق و شرا بیتخلخل، ضخامت، ضر بیمانند ضر يچیورق ساندو
 نیا ياصل يهاتیمز گریاز د يخل مدرج تابعارتعاش آزاد ورق با هسته متخل لیتحل در شدهاستفاده  يشده است. به روز بودن تئور يبررس يچیساندو

 است. ریاخ يهاپژوهش نسبت به پژوهش
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along the plate thickness according to Biot’s stress theory and other related functions. Solution to this problem was based on 

Quasi-Three-Dimensional shear deformation theory, which results the governing differential equations and the boundary 

conditions of the plate model. The boundary conditions in the considered plate model were clamped-simple-simple-clamped 

supports, whereas in the previous studies generally Navier method is used in which simple supports is assumed for all sides of the 

plate. In the present study, in order to obtain our proposed numerical solution, the differential quadrature method is applied. 

Among advantages of this method are being simple and straightforward, having reduced computational effort compared to other 

numerical methods and being capable of accounting for plates with different boundary conditions. Convergence and validation of 

the results with respect to the grid points were first presented. The effect of different core properties such as porosity, thickness, 

Skempton’s coefficient, total plate thickness, and different boundary conditions on FGP sandwich plate frequencies were 

investigated. Application of the latest theory for free vibration analysis of FGP sandwich plates is another main advantage of the 

presented method compared to other recent studies.. 
 

 

Keywords: Saturated functionally graded porous (FGP) sandwich plate, free vibration, Biot’s theory, quasi-three-dimensional-

shear deformation theory, differential quadrature method. 
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 مقدمه -1

توجنه نن، کاربرد وسيع ورق در صننعت و نينه هندسنه جالنب 

هاي بسياري براي حنل مسنا ل اسنتاتي  و باعث شده تا تلاش

دينامي  ورق صورت پذيرد. براي مثال در مهندسي عمنران، در 

هاي فنولادي و بتنني، در هناي مسنطح اننواع سنازهساخت پانل

سازي، ساخت هواپيما و موش ، در کشتي صنايع هوافضا، براي

شنود. در مهندسني کار بنرده ميبراي ساخت انواع زيردريايي به

هاي هاي چرخنان در دسنتگاهعنوان ديسن  ها بهمكاني ، ورق

شننوند. همینننين، هايي از کننلام مشنناهده ميترمننه و مسننمت

ها وجنود دارنند. در هناي مسنطح در بدننه ماشنينعنوان پانلبه

عنوان محفظنه در بسنياري از تجهينهات الكتروني ، به مهندسي

هنا گيرنند. ورقالكتريكي و الكترونيكني مورداسنتفاده منرار مي

هاي گوناگون مسنتطيلي، داينروي، لنوزي، مثلثني و داراي شكل

 ماننند صنايعي نيازهايي که در از . بسياري]1[اي هستند ذوزنقه

 استفاده با توانندينم وجود دارند نفت و گاز ساختمان، هوافضا،

 1مرکب متداول، برنورده شوند. مواد هايمعمولي و ورق مواد از

 اينن منواد نينندمي شمار به نيازها اين رفع جهت گهينه مناسبي

بنه  ساده مواد ترکيب از ننها در که هستند پيشرفته مواد از ايدسته

 برتري فيهيكي و مكانيكي خواص که مواد جديدي ايجاد منظور

 يكي از 2ساندويیي هايسازه .]3و 2[ است شده استفاده ند،دار

دلينل اسنتفاده از  .]4و  2[ هسنتند مرکنب منواد گونناگون انواع

وجود  ،هاي اخيرهاي ساندويیي در صنايع مختلف در دههسازه

خمشي بسيار بنالاي اينن  3نسبت استحكام به وزن بالا و سختي

 سه شامل حدامل هاسازه نوع اين ساختار .]5[مواد پيشرفته است 

 بيروننني هايلايننه .اننندمرارگرفته هننم روي اسننت کننه لايننه

 لاينه ميناني بنه نسبت بيشتري سختي و چگالي از طورمعمولبه

 برتري سازه ساندويیي، نسنبت ترينمهم .]6[هستند  برخوردار

 کنه اسنت ويژگي همين .نن است در بالا وزن به خمشي سختي

 و بيشنتر کمانشني مقاومنت يیيسناندو هايسنازه شنده باعث

باشنند.  دارا هاسنازه ساير به نسبت تري رابهرگ فرکانس طبيعي

 هالايه نحوه اتصال همیون مواردي ها وجودباوجود اين ويژگي

 بنه سناندويیي هايسنازه معايب معدود از ننها کيفيت کنترل و

هاي هنا در سنازهکناربرد گسنترده ورق .]4 و 2[ نينندمي شنمار

ناپذير از اين سنازه سنب  تحنت ي و نيه استفاده اجتنابمهندس

هاي مختلنف، محققنين را بنر نن داشنت تنا شرايط و بارگذاري

موادي با ساختارهاي متناسب بنا شنرايط کنارکرد را جنايگهين 

ها کنه در هناي کناهش جنرم سنازههيكي از را مواد سنتي کنند.

ول کنرده هاي اخير توجه محققين بسياري را به خنود مشنغسال

در  ننهنااي از کنه نموننه اسنتاست، استفاده از مواد متخلخنل 

اي مناده متخلخنل بنه مناده .]7[ نشان داده شده است (1)شكل 

پيوسته از خلنل و فنر   همشود که شامل ي  شبكه به گفته مي

 کلمنه .]8[اسنت  باشد که توسط نب ينا سنيال ديگنر پرشنده

 کنه اسنت شدهگرفته رگاهگذ معني به يوناني واژه ي  از 4پروس

 جامد خارجي و داخلي سطح بين مبادله منافذ در اين نقش بيانگر

 .]9[کنند  سطح منتقل خار  يا داخل به را ماده تواندمي که است

گيرد. اينن مكاني  مواد متخلخل از مكاني  خاک سرچشمه مي

نسبت به منواد  هايي نظير سب  بودن، چگالي کمترمواد، ويژگي

پذيري، عايق گرما و صوت، سطح ويژه بهرگ، انعطافمعمولي، 

جاذب انرژي، بازه دمايي بهرگ و نفوذپذيري خوب دارند. مواد 

متخلخننل در هوافضننا، الكترونينن ، مخننابرات، انننرژي اتمنني، 

داروسازي، ذوب فلهات، خودرو، پتروشيمي و جداکنننده سنيال 

 عوامن سنازه طراحنان علامنه به همين جهت موردکاربرد دارند 

 . ]8[ند اشده

رسد نن اسنت کنه نكته ديگر که ذکر نن ضروري به نظر مي

هاي اخير برخي از محققين با در نظر گنرفتن اثنر سنيال در سال

ي متخلخنل، مبحثني را تحنت هاي منادهموجود در داخل حفره

عنوان مواد متخلخل اشباع شده ارا ه کنرده و بنه بررسني رفتنار 

اننند. در ايننن حالننت در کنننار هها در ايننن حالننت پرداختسننازه

هنا، مشخصات هندسي سازه و درصد و چگونگي توزينع حفره

ها نيه بر روي رفتنار سنازه پذيري سيال داخل حفرهميهان تراکم

زاده و همكناران ملن  .]7[ ثير خواهند گذاشنتأمورد بررسي ت

بننالاي  شننده و بهبننود يافتننه مرتبننه (، تئننوري تصننحيح2005)

بنالاي صنفحات  با اصلاح تئوري مرتبهصفحات ساندويیي را 

 ساندويیي فراستيگ پيشنهاد کردند کنه در اينن تئنوري، سنهم 
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 ]7[ي متخلخل یک ساختار ساندویچي با هسته -1شکل 

 

هنناي هاي بننالايي و پنناييني ورقاي رويننهنيروهنناي صننفحه

سننناندويیي و عامنننل اسنننتهلاک معنننادل ورق سننناندويیي 

مساله نيه بنراي تحلينل ارتعناش  شده و همینين ميراييمحاسبه

(، حل 2007ژونگ و همكاران ) .]10[گرفت  مورد بررسي مرار

هناي مسنتطيلي بنا منظور بررسني رفتنار کمنانش ورقدميقي به

گاهي مفصنلي هاي متقارن و با الياف متعامد و شرايط تكينهلايه

در معرض بارهاي درون صنفحه بنا تغيينرات خطني و در ين  

 .]11[ وري برشني مرتبنه ين  ارا نه کردننداساس تئن راستا بر

(، بنه بررسني ارتعناش نزاد ورق 2013خورشيدي و همكاران )

کامپوزيت مستطيلي در تماس با سيال محدود پرداختند. در اينن 

هاي کلاسي  مرتبه ي  تغيير شنكل برشني و تحقيق، از تئوري

اسنت. بسنامدهاي  شندهمرتبه سه تغيير شنكل برشني اسنتفاده 

ريتنه و –ودهاي له  سيالي با استفاده از روش رايلنيطبيعي و م

اسنت  شنده سنازي شناخر رايلني محاسنبهبر اساس کوچ 

گيري اليناف و همینين نسبت منظري، نسبت ضنخامت، جهنت

ها و ابعاد مخهن بر روي بسامدهاي اي لايههاي مادهتأثير ويژگي

 .]12[ شنده اسنتگيري و جه ينات نن گنهارش طبيعي، اندازه

(، به بررسي ارتعاش ي  ورق مدر  تابعي بنر 2009زاده )مل 

بعدي بستر الاستي  پاسترناک با استفاده از تئوري الاستيسيته سه

و روش حننل عننددي مربعننات ديفرانسننيلي پرداخننت. در ايننن 

نزاد صنفحات بنر اسناس دو  و تحلينل ارتعناشتحقيق، تجهيه 

سناس نظرينه هنا بنر اشده اسنت و فرمولپارامتر الاستي  ارا ه 

بعدي است. در اين تحقيق همگرايي سنريع و دمنت کششي سه 

امامي  .]13[شده است بسيار بالا و مابليت اطمينان نتايج گهارش 

(، در پژوهشنني بننه بررسنني 2015نبادي و همكنناران )حسننين

ارتعاش نزاد ي  ورق مدر  تابعي بر بستر الاسنتي  پاسنترناک 

سيلي پرداختند کنه اسنتفاده از با استفاده از روش مربعات ديفران

شنود کنه بنا حنل اين روش، منتج به ي  دستگاه معنادلات مي

هناي طبيعني مساله مقدار ويژه، شكل مودهناي ورق و فرکانس

(، در 2017مؤينند و همكنناران ) پننور .]14[شننود حاصننل مي

پژوهشنني بننه بررسنني تحليننل ارتعنناش نزاد و کمننانش پانننل 

پنذير بنا شنرايط ته انعطافاي ضخيم بنا هسنساندويیي استوانه

مرزي ساده با استفاده از تئوري مرتبه بالاي بهبوديافته پرداختند. 

هاي سادگي، جامعيت روش، و دمت بالاي حل تحليلي از مهيت

نگوينان و  .]15[ هاي ديگر استاصلي اين مقاله نسبت به روش

(، خيه ورق را شامل دو بخش ناشي از خمنش 2017همكاران )

جديدي را  جابجايي از برش در نظر گرفته و ميدان و خيه ناشي

 سنهشكل برشي شبه  فرض کردند و اين تئوري را تئوري تغيير

بنا ابنداع تئنوري تغيينر شنكل  .]16[شده ناميدند  بعدي اصلاح

صورت ها و استفاده از مواد متخلخل بهبعدي ورقبرشي شبه سه

در ايننن هننايي نيننه هنناي سنناندويیي پژوهشهدفمننند در ورق

 ه است:شد ها انجامزمينه

(، با استفاده از ي  تئوري سينوسني 2013تاي و همكاران )

تنابعي بنا  بعدي ساده به تحليل خمش صنفحات مندر شبه سه

گاهي ساده پرداختنند. در اينن پنژوهش، بنا تقسنيم شرايط تكيه

جابجايي عرضي به جابجايي خمشي و جابجايي برشني، تعنداد 
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يابند. معنادلات اينن تحقينق در کناهش مي متغيرها و معادلات

هناي مجنازي حنل شرايط مرزي، با اسنتفاده از اصنل جابجايي

(، با استفاده از ي  2018شهسواري و همكاران ) .]17[شوند مي

بعدي، به بررسي ارتعناش نزاد تئوري هايپربولي  جديد شبه سه

. و کر پرداختنند پاسترناک وينكلر هاي مدر  تابعي بر بسترورق

هناي عرضني را بنه جابجنايي در ننها در اين پژوهش، جابجايي

برشي تقسيم کردنند و سنه الگنوي  راستاي ضخامت، خمشي و

 بررسني منرار تخلخل را با استفاده از روش حل گالرکين منورد

(، به بررسني تشنديد 2018. کانگ گا و و همكاران )]18[دادند 

ر  تنابعي بنا اي متخلخنل مندهاي استوانهغيرخطي اوليه پوسته

پرداختنند. ننهنا در اينن  5هاي چندگاننهاستفاده از روش مقياس

پژوهش، سه دسته از مواد متخلخل مدر  تنابعي شنامل توزينع 

متقارن، توزينع نامتقنارن )توزينع ننرم( و توزينع يكنواخنت را 

هاي بنه بررسني پاسن  (،2018) . زنكنور]19[بررسني کردنند 

هنناي يننه و ورقخمشنني مننواد متخلخننل منندر  تننابعي تنن  لا

بعدي  ساندويیي با استفاده از تئوري تغيير شكل برشي شبه سه

به روش حل ناوير پرداخت. در اينن پنژوهش، هنر دو کنرنش 

نرمال و برشني منورد بررسني مرارگرفتنه و نينازي بنه ضنريب 

نتنايج عنددي بنا  تصحيح برشي نيست. همینين در اين تحقيق،

(، 2019و همكاران ) ومارگ .]20[ مواد غير متخلخل، مقايسه شد

بعدي جديد مرتبه پننج بنه بررسني با استفاده از تئوري شبه سه 

تنابعي تحنت بنار دينناميكي  رفتار اسنتاتيكي صنفحات مندر 

هناي ها جابجاييپرداختند. در اين تئوري، مودهاي تغيينر شنكل

عرضي و محوري شامل توابع مرتبه چهار و مرتبنه پننج جهنت 

برشي هسنتند. نتنايج ننهنا نشنان  و هاي محوريتخمين کرنش

مندر   ها و منوادکه اين تئوري، براي نناليه دميق سازه دهندمي

 .]21[ هاي ديگر بسيار مفيد استتابعي در مقايسه با مدل

ها يكنني از امننروزه افننهايش اسننتحكام و کنناهش وزن سننازه

ن اسننت. ايننن مهننم اهاي طراحننان و مهندسننتننرين دغدغننهمهم

هنا که يكي از اين راه شودهاي گوناگوني حاصل تواند از راهمي

بنا توجنه بنه مهايناي متخلخنل اسنت. مندر   منواد از استفاده

لازم اسنت کنه  ننهاساختارهاي متخلخل و استفاده روزافهون از 

هناي ها و مقنادير فرکانسدر رفتنار دينناميكي سنازه ننهنا يرتأث

ي بنر منرور .شنودشده از اين مواد بررسني  طبيعي سازه ساخته

دهد که تناکنون تحلينل ارتعناش نزاد تحقيقات گذشته نشان مي

سازي شده با مدلورق ساندويیي با هسته متخلخل مدر  اشباع

به کم  تئوري شبه سه بعدي و استفاده از روش حنل مربعنات 

ديفرانسيلي، ارا ه نشده است. بنا توجنه بنه منوارد ذکرشنده در 

 دن بننه پاسنن ،منظننور حننل مسننئله و رسننيبننه  تحقيننق حاضننر

 شوند:هاي زير در نظر گرفته ميفرضيه

 دامنننه ارتعنناش در مقايسننه باضننخامت ورق کوچنن  اسننت-1

 تحليل ارتعاش خطي(.)

 دهد.هاي ورق ساندويیي لغهشي رخ نميبين لايه-2

 هاي ورق به شكل گيردار يا مفصلي خواهند بود.گاهتكيه-3

 

 استخراج معادلات حاکم -2
 منورد هندسنهاسنت،  شدهدادهنشان  (2)شكل که در  گونههمان

متخلخل و  هستهي در اين پژوهش ي  ورق ساندويیي با بررس

از  شنده سناخته هسنتهشامل ي   موردنظر. ورق استيه رو دو

 ضنخامت بنا شده اشباعمواد متخلخل 
ch  ي بيرونني ينهدولاو

يكسان  ضخامت باهمگن 
f ch = 0.5(h -h  .است (

مورد استفاده در هسته ورق ساندويیي  مدر  مواد متخلخل

کنه بنه دلينل  هستنداز مواد ناهمگن  يادستهرو در تحقيق پيش

 يرگمنجر به کناهش چشنم ننهاوجود حفره در خود، استفاده از 

بر اساس  توانديها در اين مواد م. توزيع حفرهشوديوزن سازه م

نيه نشنان  (3)گونه که در شكل اما همان .باشد يالگوهاي مختلف

شننده اسننت، سننه الگننويي کننه بيشننتر موردتوجننه محققننين داده

و  7، توزينع متقنارن6اند عبارتنند از توزينع يكنواخنتمرارگرفته

 .]22[ 8توزيع نامتقارن

براي هسته متخلخل ناهمگن خواص مكنانيكي مناده شنامل 

)و چگنالي  (G)، مدول برشني (E) سيتهمدول الاستي )  را

کنرد و بنه شنكل زينر بينان  يبررس توان در سه توزيع موردمي

 :]22[ شوندميبه شكل کلي زير بيان روابط مورد نظر 

     
 

0 0 0

E z G z ρ z
= = = f z

E G ρ
 )1( 
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 تخلخلي مورق ساندویچي مورد بررسي با هسته -2شکل 

 

 
 

 ]22[ ي ورق ساندویچيي متخلخل هستهي مادههابراي توزیع حفره يبررس الگوهاي مورد -3شکل 

 

بنا توجنه بنه ننوع توزينع  fکه در اين رابطه تابع بندون بعند 

 است: شدهيفها به شكل زير تعرحفره

1
f 1 e  توزيع يكنواخت 

)2( 1

c

z
f 1 e cos

h


 

 
 
 

 توزيع متقارن 

1

c

π z 1
f = 1- e cos +

2 h 2

  
  
  

 توزيع نامتقارن 

از مرکه ورق هسنتند.  zاي به مختصات روابط فوق مربوط به لايه

هناي يعتوزمستطيلي در هر سه حالت  لازم به ذکر است اين ورق

در کنه  گينردميي منرار بررسن مورد نامتقارنيكنواخت، متقارن و 

اين روابط زيرنويس صنفر بينانگر مقندار خاصنيت منوردنظر در 

حالت بدون حفنره 
1(e 0)  اسنت و ضنريب بندون بعند

1e 

معمولاً در همینين شود. شناخته مي 9تخلخلضريب تحت عنوان 

)مواد متخلخل نسبت پواسون  ) و . شنودر نظر گرفته ميثابت د

بننا توجننه بننه همسننانگرد بننودن ايننن دسننته از مننواد رابطننه 

 

E
G

2 1


 
 .در اين دسته از مواد نيه برمرار است 

 

در مورد ارتباط تنش و کرنش در مواد متخلخل توسط  يتحقيقات

؛ او در تئوري خود دو فنرض اساسني ]23[بايوت انجام گرفت 

 :]24[گرفت  را در نظر

 د.شومنجر به انبساط مي ياافهايش فشار درون حفره (1

ها منجر به افنهايش فشنار داخنل اعمال بار فشاري بر حفره (2

 .دشومي ننها

نشان داد که در منواد متخلخنل  هاي بالايهفرضبر اساس  بايوت

 24[شود يمانون هوک به شكل زير اصلاح م با سيال، شدهاشباع

- 26[: 

ij ij u kk ij ij2G p i, j 1,2,3         )3( 

تحنت  هاسنت،فشار سنيال داخنل حفره pکه در اين رابطه 

و  شنوديشناخته م بايوت تنش مؤثر ضريبعنوان 
u ضنريب

 یکنواختتوزیع  توزیع متقارن توزیع نامتقارن
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. اينن دهندينشان م 10زهكشي نشده لامه را براي ماده متخلخل

 :]22[شوند يمحاسبه م (4)رابطه  هايولفرماز  هاضريب

u
u

u

2
λ = G

1- 2




 (الف-4) 

 kkp M  (4-ب) 

0

G
α =1- =1- f

G
 (پ-4) 

0 1   (4-ت) 

تغييرات در محتويات حجم سيال اسنت. اينن  و در اين رابطه

سنيال موجنود در حفنره بنوده و بنراي  حجميب وابسته به ضر

ها کاملاً با سيال پرشنده باشنند )منواد متخلخنل حالتي که حفره

 شنده( مقندار نن برابنر بنا صنفر خواهند بنود. همیننين اشباع

uvنسبت پواسون براي مناده متخلخنل بنوده وM  تحنت ننام

( 5)رابطنه  هنايفرمنولکنه از  شنوديبايوت شنناخته م بضري

 :]23[شوند يمحاسبه م

 

 

 

  

u

u

2

u

u

3 +αB 1- 2
=

3-αB 1- 2

2 -
M = G

α 1- 2 1- 2

£ < 0.5

 




 

 

 

 
)5( 

 

عنوان ضننريب بننه B کننه در ايننن رابطننه متغيننر بنندون بعنند

 يريپنذ. اينن ضنريب مينهان تراکمشوديشناخته م 11اسكمپتون

کنه  ياگوننهبه دهندينشنان م ها راسيال موجود در داخل حفره

B = Bبوده و  يرپذسيال کاملاً تراکم گريانب 0 =  دهندهنشان 1

( 4)هاي هاست. با ي  بررسي مختصر در رابط يرناپذسيال تراکم

Bکه در حالت  نشان داد تواني( م5و ) = ينب روابنط به ترت 0

u   ،
u   ،M = Pو  0 = شننننننننده و حاصل 0

( بنراي منواد جامند 3در رابطنه ) شدهيانببايوت مانون  يجهدرنت

 هنوکهمنان منانون  دروامنعکه حاوي سيال به رابطه مواد جامد

 .ودشيساده م است،

شده رابطه گونه که اشاره شد براي مواد متخلخل اشباعهمان

ξ = تنوان ( مي5) بنه کمن  رابطنه يجنهبرمرار است و درنت 0

 :کردشكل محاسبه اين ها را به فشار داخل حفره

kkp = -Mαε

0 < B < 1
 )6( 

حاسنبه هايي که براي هسته متخلخنل ميتکملازم به ذکر است 

هاي همگننن بنندون تخلخننل يننهروشننوند بايسننتي بننراي يم

(B 0,
1e 0, ):نيه نشان داده شود 

f
u u f

f

2
= M = 0 λ = G

1- 2


 


 )7( 

 :يجهدرنت

2 f
u f

f

2
λ +Mα = G

1- 2




 )8( 

. اسنتهاي بيرونني ورق يهمربوط به پارامترهاي رو fزيرنويس

در اين پنژوهش بنا اسنتفاده از مندل تغيينر شنكل برشني شنبه 

ي اصنفحههاي داخل ييجابجاکردن از  نظر صرفبعدي و با سه

u  و  هاي جابجايي هاي عرضي، ميدانييجابجادر مقايسه با

 :]20[شوند ه ميبه شكل زير در نظر گرفت

     

     

       

1 x

2 y

3 z

w
u x, y, z z f z x, y

x

w
u x, y, z z f z x, y

y

u x, y, z w x, y g z x, y


   




   



  

 
)9( 

 

که در اين رابطه
1u،2u 3وu به ترتيب جابجنايي راسنتاهاي x ،y  و

z کندرا در نقاط اصلي بيان مي. u ،v و w  ميناني  صنفحهدر جابجايي

هستند. 
x  وy گر چنرخش حنول محورهنايبه ترتينب بينان 

yوx هستندu ،v ،w ،x ،y و 
z همگني تنوابعي از  

x وy  .بنا اسنتفاده از تئنوري تغيينر شنكل  در اين پنژوهشهستند

تقريب جديدي از ي جديد، بعدسهبرشي شبه  f z بررسني  منورد

وجود مشتق تنابع گيرد. مي مرار f z ضنريب  صنورتبه
z  در

. اسنت  zمتفناوت بنودن پاسن  در جهنت دهندهنشنانسنوم  معادله

z 0   وابسننته، در مقايسننه بننا  ناشننناختهمتغيننر  عنوانبننهنيننه

 ود.شنيمهاي ديگنر در نظنر گرفتنه يتئور 
df (z)

g z
dz

   نينه

مشتق تابع دهندهنشان f z نسبت به متغير z 20[ است[: 
 

   
2 3

2 2 2

zh 4z df(z)
f z = - g z =

5h + 4z 27h dz
 )10( 
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گنذاري با جايهاي ميدان جابجايي، روابط کرنش بر اساس مؤلفه

ا کرنش ميندان جابجنايي و بن( در رابطه 9رابطه ميدان جابجايي )

 يرغ مؤلفهشش  شامل که ،شودنتيجه مي سازيگيري و سادهمشتق

 :شونديم بيانبه شكل زير  و استصفر از کرنش 
2

1 x

xx 2

2

y2

yy 2

3

zz z

u ψw
ε z f

x x x

ψu w
ε z f

y y y

u dg
ε ψ

z dz

 
   
  

 
   
  


 



  

 
 

 

1 2

x y

31

x z

32

y z

xy

xz

yz

u u w w
z f z f

y x y x x y

uu w
z f w g

z x z x x

uu w
z f w g

z y z y y

     
         

     

   
        

    

   
        

    

 
 
 

 
 
 

 
 
 







  

ي احفنرهفشنار داخنل  رابطهگذاري له با جايئحل مس ادامهدر 

ي بنه شنكل امعادلنه (3تنش بايوت )رابطنه  رابطه( در 6)رابطه 

 :زير حاصل خواهد شد

 2

ij ij u kk ij2G M         )12( 

 شوند:يمزير بيان  صورتبه (12) رابطه گسترش باکه روابط تنش 

  

  

  

2

xx xx u xx yy zz

2

yy yy u xx yy zz

2

zz zz u xx yy zz

2G M

2G M

2G M

           

           

           

  

xy xy

xz xz

yz yz

2G

2G

2G

  

  

  
تننش  در رابطنه (11)رابطنه  ي کنرنشهامؤلفنه گنذاريا جايب 

ي هامؤلفنه دهندهنشانشود که يزير حاصل م طهراب (،13)رابطه 

  است:تنش در راستاهاي متفاوت 

 
2 2

2 yx

u z2 2

2

x

xx 2

w w dg
M z z f f

x y x y dz

w
2G z f

x x

 
        
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بنر ارتعناش نزاد  و شرايط مرزي براي استخرا  معادلات حاکم

ننرژي که حالت جنامع اصنل حندامل ا 12از اصل هميلتون ورق

 به شكل زير استفاده خواهد شد:، است 13پتانسيل
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اننرژي  Uبنوده، يفرانسيليد عملگر تغييرات فوقکه در رابطه 

 انرژي جنبشني، Tپتانسيل کرنشي کل،
extW شنده  کنار انجنام
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2t  نينه
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گر حجنم نمايان Vورق وسطح  دهندهنشان Sها که در اين رابطه

با توجه به بررسي ارتعاش نزاد ورق در اين مقاله و عدم  .هستندنن 

 .استوجود نيروي خارجي، کار نيروهاي خارجي برابر صفر 

کنه انتگنرال زينر  شكلبه  (19) رابطهرابطه هميلتون با استفاده از 

(11) 

(14) 

(13) 

(16) 

(17) 

(18) 

 (14)ادامه 
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 است: يانبنيه مابل کند،يمرا از حالت حجمي به حالت سطح تبديل 
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در رابطنه تغيينر ( 14هاي تنش )رابطنه گذاري مؤلفهبا جاي
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 ،ijQ هاي تننش( منتجنه20بطنه )با استخرا  از را
zzP، ijS و 
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هاي در رابطنه منتجنه(، 14بطه هاي تنش )رابا جايگذاري مؤلفه

کنه شنامل ( و با گسترش روابط، معادلات زينر 21رابطه تنش )

، ijQ هايمنتجه
zzP وijM بر اساس ضنرايب D  بنه هسنتند

 شوند:يمشكل بيان اين 

  ijQلنگر خمشي بر واحد طنول ورق و  ijMها دلهدر اين معا

لازم بنه ذکنر اسنت  نيروي برشي بر واحد طنول ورق هسنتند.

متغيرهاي 
zzP وijS تعبير فيهيكي خاصي ندارند. 

 

   
2

x
xx 1 3 2 42

2
y

3 4 5 z2

w
M D D D D

x x

w
D D D

y y


     

 


  

 

 

   

   

2
y

yy 1 3 2 42

2

x
3 4 5 z2

2
yx

xy 2 1

2

x
xx 2 4 6 72

2
y

4 7 8 z2

w
M D D D D

y y

w
D D D

x x

w
M 0.5D D

y x x y

w
S D D D D

x x

w
D D D

y y


     

 


  

 

  
   

    


     

 


  

 

 

   

 

2
y

yy 2 4 6 72

2

x
4 7 8 z2

2
yx

xy 6 2

2 2

zz 9 10 z 5 52 2

yx
8 8

z
xz 11 x

z
yz 11 y

w
S D D D D

y y

w
D D D

x x

w
S 0.5D D

y x x y

w w
P D D D D

x y

D D
x y

Q D
x

Q D
y


     

 


  

 

  
   

    

 
     

 




 

 
   

 

 
   

 

 

 

(20) 

(22) 



 ...با میضخ يچیارتعاش آزاد ورق ساندو لیتحل 
 

 1402 تابستان، 1ه ، شمار42هاي عددي در مهندسي، سال روش 28

هناي مختلنف بنا زيرنويس D ، ضرايب جديدکه در اين رابطه

 نمده است.  (23ها ذيل رابطه )شوند که تعريف ننحاصل مي
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هاي تننش از بسط منتجه Dهاي طور که گفته شد ضريبهمان
شوند که ضريب حاصل مي

1D  دروامع مشنابه ضنريبD  در
عندد  11رابطه ورق کرشهف اسنت و تعنداد ضنرايب منذکور 

حاکم بنر ورق،  معادلهشاخر بعدي در به دست نوردن  است.
گنذاري در ه به منظور محاسبه نن و جنايک استانرژي جنبشي 

بعدي جابجنايي تئنوري شنبه سنه رابطه هميلتون، رابطه ميندان
( 27( را در رابطننه کلنني انننرژي جنبشنني )رابطننه 9)رابطننه 

 صنورت زينر تعرينف هاي لختي را بنهجايگذاري، سپس مولفه
کنيم که مولفه مي

0I ض همگن بودن )با فر جرم در واحد سطح
h) 2، وI  لختنني دوراننني بننر واحنند سننطح هسننتند. البتننه

 لختيهاي مولفه
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5I فيهيكي ندارند:تعبير 
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هناي لختني بنه منظنور انرژي جنبشي بر حسب مولفنه رابطهو 

 شود:گذاري در رابطه هاميلتون به شكل زير بيان ميجاي
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( و 20گذاري رابطه تغيينرات اننرژي پتانسنيل کرنشني )با جاي

(، 15ابطنه هميلتنون )( در ر25رابطه تغييرات اننرژي جنبشني )

 شوند:( بيان مي26معادلات حاکم به شكل رابطه )

(25) 
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گذاري رابطه تغييرات اننرژي پتانسنيل کرنشني با جايهمینين 

( در رابطنه هميلتنون 25( و رابطه تغييرات انرژي جنبشني )20)

يط مرزي در حالت کلني، بنه شنكل رابطنه (، معادلات شرا15)

 شوند:( بيان مي27)
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 که در اين رابطه
xn وyn ي عمود بر هاي بردار يكهمؤلفه

 باشند.مي yو x سطح در راستاهاي

 ها،منظور حل مساله با استفاده از روش جداسازي متغيربه

 ( را به شكل زير27بردار جابجايي براي مساله ارتعاش ) رابطه

فرکانس طبيعي نوسانات  گيريم که در اين رابطه در نظر مي

i ورق موردنظر بوده و  1 [ 28و  27است]. 
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 رابطنهگنذاري و در ادامه به منظور حل مساله ارتعاش، با جناي

(، 28) رابطننه( در 26ي ديفرانسننيل حنناکم بننر ورق )هامعادلننه

ها(، پننس از هاي نهننايي ورق )هسننته متخلخننل و رويننهمعادلننه

 شوند:زي به شكل زير بيان ميساويرايش نهايي و مرتب
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مساله نيه، به شنكل مورد بحث و به روش مشابه، شرايط مرزي 

 يان هستند:ب مابلزير 

ي هالبهدر 
x a

x 0




 

 

 :)C( 14گاه گيرداريهتك

(30) W
W 0 0 X 0 Y 0 Z 0

x


    


 

 

 :)S( 15غلتكي سادهگاه يهتك

(31) 
2

2

W X
W 0 0 0 Y 0 Z 0

x x

 
    

 
 

(29) 
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  يهالبهدر 
y 0

y b




   

 :)C(گاه گيردار يهتك

(32) W
W 0 0 X 0 Y 0 Z 0

y


    


 

 :)S(غلتكي  سادهگاه يهتك

(33) 
2

2

W Y
W 0 0 X 0 0 Z 0

y y

 
    

 
 

 

 ]27[حل عددي معادلات حاکم به روش مربعات دیفرانسیلي -3
روش مربعننات ديفرانسننيلي بننراي اولننين بننار توسننط بلمننن و 

ازنن توسط سناير ( معرفي شد و پس1972و  1971همكارانش )

و بنراي حنل  مهندسين مكاني  گسترش يافنت يژهومحققين به

 .]30و  29، 27[ مسا ل گوناگون استفاده شد

هايي همیون روش مربعات ديفرانسيلي هرچند در مقابل روش

هاي تر است اما براي هندسهاجهاي محدود، ريته و گالرکين ضعيف

هسنتند حنل هاي ديگر مابنل ساده که هم به اين روش و هم روش

و بنه  ]31[دارد  تنريروش مربعات ديفرانسيلي حجم محاسبات کم

 .شودهمين دليل در اين مقاله از اين روش استفاده مي

Fي تابع دوبعدمقادير چنانیه  F(x, y) ي  ناحينه مسنتطيلي  در

x متشكل از yN N  گرفته شود؛به شكل ماتريسي زير در نظر نقطه 

(34)  ij i j x yF f x , y i 1,2, , N j 1,2, , N   

مشتقات تابع در اين شبكه از نقاط به شنكل زينر تخمنين ننگاه 

 :]32[شود زده مي

که معمنولاً تعنداد نقناط در هنر دو راسنتا بنا لازم به ذکر است 

xشنوند يكديگر برابنر در نظنر گرفتنه مي y(N N )  امنا در

 توانند با يكديگر برابر نباشند.حالت کلي مي

   

   

r
r

r

s T
s

s

F
A F

x

F
F A

y

 
     

 
     

  

     
r s T

r s

r s

F
A F A

x y

 
          

  

 توان به شكل زير تخمين زد:مشتق اول تابع در اين نقاط را مي

(36)    1

N 1N N
N 1

df
A f

dx 


       
 

A](1)که در اين رابطه  ماتريس ضرايب وزنني متنناظر بنراي  [

 :]31[است  شدهيفمشتق اول است که به شكل زير تعر

(37) 
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
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
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







 

 

تنوان رابطنه مي)مرتبه بنالاتر( ام rمحاسبه مشتق تخمين و براي 

 زير را در نظر گرفت: کلي

(38)    
r

r

r

d f
A f r 1,2, , N 1

dx

 
      

 
 

 که در اين رابطه

(39) 
     r 1 r 1

A A A

r 2,3, , N 1

     
     

 
 

بعدي در دو حالت ي پس از معرفي روش مربعات ديفرانسيلي 

هاي مبلي، در اين مسنمت معنادلات حناکم خشبي در دوبعدو 

بننر اسنناس  بننراي شننرايط مننرزي مختلننف حننل خواهننند شنند.

هناي توضيحات مربوط به ماتريس K و M  1در پيوسنت 

( را بنه 29حاکم ) رابطه توان، ميشدهيان با استفاده از روش بو 

 :کردبيان ي  مساله مقدار ويژه است که شكل ماتريسي زير 

(40)      2K u M u  

 در اينن رابطننه همیننين K و M يهناي متقننارنمناتريس 

تي و ماتريس جرم سخماتريس  نوانکه به ترتيب تحت ع هستند

 . شناخته مي شوند

 :کردتوان به شكل زير بيان را نيه مي( 33( تا )30شرايط مرزي )

(41)     T u 0 

ي طبيعني ورق و شنكل مودهناي هنافرکانس محاسنبه منظوربه

(35) 



 رهگذر يو محمد عل يزمان يعل

    

 31 1402 تابستان، 1 ه، شمار42هاي عددي در مهندسي، سال روش

( کنه بنه ترتينب 41( و )40متناظر لازم است معادلات جبنري )

 زمنانهممعادلات حاکم و شرايط مرزي هستند به شكل  گرانيب

اين معنادلات جبنري منجنر بنه ازديناد  زمانهمحل شوند. حل 

منظور حنل به. دشويمتعداد معادلات نسبت به تعداد مجهولات 

 افتنهيمياز روش مربعنات ديفرانسنيلي تعم تنوانيمشنكل م نيا

 له بنه دوانقناط حنل مسن روش ابتدا نيدر ا. ]33[کرد استفاده 

)بنا  17يانينو نقناط م (b سيرننوي)بنا ز 16ينقاط مرز يدسته

تعنداد نقناط  کنهيطورشنوند بهمني يبندمي( تقسd سيرنويز

نن لبه  يبر رو يمرز طياز مرزها با تعداد شرا  يدر هر  يمرز

معنادلات در نقناط  ينظر کنردن از ارضنا. با صنرفاستبرابر 

 يزمنر طيکردن نن معادلات با معادلات شنرا نيگهيو جا يمرز

شد. لازم به ذکر  تعداد معادلات با تعداد مجهولات برابر خواهد

لوبناتو تنراکم -گاوس-شفيچب عيننكه در توز لياست که به دل

 ينظر کنردن از ارضناصنرف ،اسنتبنالا  اريدر مرزها بسن اطنق

 جناديا يچنندان يخطنا ياز نقاط مرز يمعادلات حاکم در برخ

 .]27[ کندينم

منرزي بنر روي هنر لبنه از ورق با توجه به تعنداد شنرايط 

(، لازم اسنت از هنر سنمت شنود( مشاهده 33( تا )30)روابط )

 ي  لبه و براي متغينر Z و X، Yبراي هر ي  از متغيرهاي 

W بنا حنذف ]27[ شنودي انتخاب عنوان نقاط مرزدو لبه به .

( را به شكل زينر 40توان رابطه )معادله حاکم در نقاط مرزي مي

 :کردبيان 

(42)    2K u M u         
 

( و bهايي متناظر با نقاط مرزي )بنا زيرننويس با تفكي  ستون

تنوان اينن ( مي14( و )42در روابنط )( dمياني )با زيرننويس 

 :کردروابط را به شكل زير بيان 

 الف(-43)
   

b db d
K u K u        

    b db d
M u M u       

2 

 ب(-43)         
b db d

T u T u 0  
جابجنايي  نيب توان رابطه زير راب( مي-43)با استفاده از رابطه 

 :کرددر نقاط مرزي و مياني بيان 

(44)     
b d

u p u 

 که در اين رابطه

(45)      
1

b d
p T T


  

تنوان رابطنه النف( مي-43( در رابطه )44) رابطهگذاري با جاي

 :کردزير را بيان 

(46)    * 2 *

d d
K u M u        

 که در اين رابطه

(47) 
 *

d b
K K K p           

 *

d b
M M M p           

عنوان طبيعني بنه يهنا( فرکانس46) ژهينمقندار و لهابا حل مسن

 عنوان بردارهناي وينژه مقادير ويژه و شكل مودهناي متنناظر بنه

 يژهينن. لازم بننه ذکننر اسننت کننه بردارهنناي وننندينيدسننت مبه

( جابجايي در هر شكل مودها را تنهنا 46نمده از رابطه )دستبه

( مقنادير 44با استفاده از رابطنه )و  دهنديدر نقاط مياني نشان م

و از اينن  نندينيدسنت ممتناظر جابجايي در نقاط مرزي نيه بنه

شنود بنا همینين متذکر مي .شونديطريق شكل مودها تكميل م

توجه بنه حجنم بنالاي محاسنبات رياضني معنادلات فنوق بنا 

 اند. افهار متلب حل شدهکدنويسي در نرم

 

 بحث و بررسي نتایج عددي -4
هناي سناندويیي، عددي به عننوان مثنالي از ورقنتايج  ارا ه در

مرمنر شده از جننس ي  ورق شامل هسته متخلخل مدر  اشباع

که خنواص شده است  انتخاب از جنس فولاد هارويهو  18تنسي

شنرايط  اند.شنده ارا نه 1اين مواد در جدول  يازمكانيكي موردن

xي هالبهمرزي به شكل گيردار بر روي  0 ،y b  و ساده

xي هالبهبر روي  = a ،y 0  کنه بنه  اندشده گرفتهدر نظر

شنود. مشخصنات يمنشان داده  clamped (CSSC)شكل 

 شكل زير است:نيه به  موردنظر ورق

b / a 2,, 
1e 0 / 5,

ch / h 0 / 6, h / a 0 /1,

B 0 / 5 
جهت مقايسه نتايج تحليل ورق مورد نظر با نتايج مقالات مشابه اخينر 

ي هننافرکانس، هنناجواببررسنني پننارامتري و همگراينني  منظوربننهو 

 شوند:يمطبيعي ورق در حالت بدون بعد به شكل زير بيان 
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 .]25[خواص مکانیکي مواد  -1جدول 

 3
kg / m  E(GPa) جنس ماده 

 مرمر تنسي 60 25/0 2700

 فولاد 200 33/0 7850

 

(48) 0

0

a
E


   

 شده بررسي خواهد شد و پستحليل عددي ارا ه ييگراابتدا هم

شده در ساير مراجع نتايج با نتايج گهارش يسهق مقاينن از طر از

بنه  ينتشده نيه نشان داده خواهد شد. درنهاصحت تحليل ارا ه

هاي طبيعي و بر فرکانس ورقمشخصات  يرمطالعه و بررسي تأث

 د.پرداخته خواهد شپاس  ديناميكي نن 

له ارونند حنل مسن ييگرادر هر تحليل عددي لازم است هم

نينه گفتنه شند درروش  تنرگوننه کنه پنيشبررسي گردد. همان

 بندييمتقسن نقطنه N مربعات ديفرانسيلي دامنه حل مسئله بنه

دمنت تحلينل افنهايش  Nبا افهايش مقدار  کهيطوربه ،شودمي

بنا   ورقله ابتندا ين  ئمنظور بررسي اينن مسنخواهد يافت. به

 .شودگرفته ميمشخصات مذکور در نظر 

بندي مدل بنر ير تعداد نقاط مشتأثمنظور تحليل همگرايي، به

ي مرار گرفت. روند حل موردبررسورق  طبيعيي هافرکانسروي 

که تعداد اين نقاط ) استبه اين صورت 
xN  وyN 7(، از عدد 

افهايش داده شد سپس  21و  19، 17، 15، 13، 11، 9شروع، و به 

فرکانس اول تا چهارم براي هر سه توزينع يكنواخنت، متقنارن و 

از دست نمد، و ملاحظه شد که با افهايش تعداد نقناط، به نامتقارن

 دروامنعداراي تغييرات زيادي نيستند و  هاس پاي  تعداد به بعد، 

ين در تحقيق حاضر بنابراکنند. يمميل  مبول مابليي گراهمبه ي  

بندي و براساس معيار خطاي )همگرا ي( ي  درصد و توزيع مش

لوبناتو، تعنداد نقناط منش -گنوس-کسينوسي موسوم به چبيشف

x بندي yN N 15 .ير تنأث( 2ر جندول )ددر نظر گرفته شد

ي منرار بررسن موردي طبيعي ورق، هافرکانستعداد نقاط بر روي 

بنراي  ينيگراحلينل همنتايج ت (4) همینين شكلشده است.  داده

 توزينع را در CSSCمنرزيتحنت شنرايط ورق چهار مود اول 

 .دهدمي ها ارا هحفره متقارن

دهنند کنه در نشنان مي 4شنكل ي نمودارها( و 2نتايج جدول )

تحليل عددي ارا ه شنده همگنرا بنوده و از ننرخ  متقارن تلحا

ي شرايط مرزي در اينن ربرمرا .استبالايي برخوردار  ييگراهم

و دمنت  ينيگرانيه گنواهي بنر هم ي توزيع متقارنشكل مودها

بنراي حنالات يكنواخنت و  .هسنتندشنده  تحليل عددي ارا نه

يباً به همين صورت است. لازم به تقرها مود شكلهميرمتقارن غ

ذکر است سيستم ورق مورد تحليل در اين پژوهش ي  سيسنتم 

، کنه در اسنتي و فرکانس درجه نزادنهايت يبپيوسته و داراي 

 اند.(، چهار فرکانس اول گهارش شده4شكل )

)اعتبارسننجي(،  نمنده دستمنظور بررسي صحت نتايج بهبه

ينه همگنن )بندون تخلخنل( بنا لا ت  (b=a) ي  ورق مربعي

)بننا مشخصننات  (SSSS)هاي سنناده گاهيننهتك ) 0/ و  3

(h / a) 0/1  است. بنا تعرينف فرکنانس  شده گرفتهدر نظر

 (:49بدون بعد مطابق رابطه )

(49) * 0

0

h
G


   

 در کننار مقنادير (3) مطابق جدولبيعي ي طهافرکانسمقادير 

و ردي و فان  ]34[ (2014) هبالي و همكارانشده توسط  ارا ه

د شنوگوننه کنه مشناهده ميهمان اند.شده ارا ه .]35[( 1985)

صحت  گرياننتايج از تطابق بسيار خوبي برخوردار هستند که ب

البتنه خطنا در مودهناي  شده است.تحليل انجامو دمت بالاي 

بالاتر بيشتر است  که دليل اين مساله نن است کنه همنواره در 

مودهاي بالاتر تعداد نقاط گره و پادگره در شنكل منود بيشنتر 

است و شكل مود متناظر داراي تغييرات ناگهاني بيشتري است 

با تعداد نقطه مشخصي انجام  تحليل همه مودها ماز ننجا که و 

هنا بيشنتر سنتي و بلننديطبعا در مودهاي بالاتر که پ شود،مي

 کند.است دمت هم کمي کاهش پيدا مي

 شنامل  ورقمشخصنات  يربه بررسي تنأثبعدي  در بخش
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a)بررسي و قیاس فرکانس بدون بعد ) تحلیل همگرایي -2 جدول
E


   0

0

ي ( با لحاظ افزایش تعداد نقاط ورق ساندویچي با هسته

bمتخلخل با مشخصات  / a  2B / ،0 5 e / ،1 0 5ch / h / ،0 6 h / a / ،0 1, 

y=NxN 11 13 15 17 19 21 

1 

 6658/0 6656/0 6642/0 6601/0 6506/0 6342/0 توزيع يكنواخت

 6579/0 6579/0 6567/0 6529/0 6439/0 6279/0 توزيع متقارن

 6580/0 6580/0 6570/0 6533/0 6442/0 6281/0 توزيع نامتقارن

2 

 9200/0 9218/0 9240/0 9255/0 9240/0 9173/0 توزيع يكنواخت

 9109/0 9128/0 9150/0 9166/0 9153/0 9084/0 توزيع متقارن

 9116/0 9134/0 9158/0 9175/0 9162/0 9091/0 توزيع نامتقارن

3 

 3313/1 3303/1 3274/1 3214/1 3115/1 2923/1 توزيع يكنواخت

 3231/1 3222/1 3194/1 3136/1 3039/1 2852/1 توزيع متقارن

 3257/1 3248/1 3224/1 3163/1 3065/1 2877/1 توزيع نامتقارن

4 

 7214/1 7211/1 7225/1 7274/1 7401/1 7661/1 توزيع يكنواخت

 7195/1 7192/1 7205/1 7253/1 7379/1 7638/1 توزيع متقارن

 7255/1 7253/1 7266/1 7314/1 7441/1 7703/1 توزيع نامتقارن

 

 
xها به ازاي شکل مودهاي چهار فرکانس اول براي توزیع متقارن حفره -4شکل  yN N 15  
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اسنكمپتون ضريب تخلخل، ضخامت هسته متخلخل، ضريب 

هاي طبيعي نن پرداخته بر روي فرکانسورق ضخامت کل  و

هاي عددي به جنه منواردي کنه يجهتمامي نت در خواهد شد.

 شندهيانبراي هر سه الگنوي ب صراحتا ذکر شود تمامي نتايج

 ذکورمننننهننننا و شننننرط مننننرزي بننننراي توزيننننع حفره

 (Clamped-Simple- Simple-Clamped) .در  ارا ه خواهند شند

ي طبيعي ورق هافرکانسير شرايط مرزي بر روي تأثپايان نيه به 

 پرداخته خواهد شد. هاحفرهدر هر سه الگوي توزيع 

هاي طبيعي ورق، تخلخل بر روي فرکانس يرهدف بررسي تأث با

hبنننا مشخصنننات،  ورقيننن   / a 0/1 ،
ch / h 0/ و  6

B0/ چگنونگي ( 5) شده اسنت. در شنكل در نظر گرفته 5

هاي طبيعي در چهار مود اول برحسب ضنريب تغييرات فرکانس

و هر سه نوع الگوي توزينع  CSSCتخلخل براي شرط مرزي 

ه ضريب هر چ است. شدهيم ها ترسحفره
1e  بيشنتر شنود مثنل

 تنربهرگ هناحفرهشنوند هرچنه  تنربهرگ هاحفرهاين است که 

خواهند شند  تنرکمشوند مدول الاستيسيته و مدول برشي ورق 

شنود از طرفني چگنالي ورق نينه کنم يميعني سختي ورق کم 

ت در بنه مطعينبنابراين ؛ شوديمشود بنابراين جرم نن نيه کم يم

کننرد.  نظننر اظهننارتننوان ينمي طبيعنني ورق هننافرکانسمننورد 

 ورقگونه که گفته شد با افهايش تخلخنل جنرم و سنختي همان

با افنهايش شود که يمو ملاحظه  يابندهر دو کاهش مي
1e در ،

يابند يعنني جنرم يميي از نمنودار، فرکنانس افنهايش هامسمت

 هامسنمتيافته است و در بعضي  کاهشتر ي، بيشسختبهنسبت 

يابد يعني سختي نسبت به جرم بيشتر کاسنته يمفرکانس کاهش 

از مودهنا ين   هرکندامهنا در يعتوزشده است. براي هري  از 

مقننداري از 
1e  تننرين يشبتننوان يافننت کننه در نن مقنندار يمرا

هدف افهايش فرکنانس  نيد. حال اگريم دستبهفرکانس طبيعي 

طبيعي سيستم باشد ي  مقدار بهينه براي 
1e  وجود دارد. بنراي

مثال بنراي فرکنانس اول و فرکنانس دوم در توزينع يكنواخنت 

يباً در عدد تقر
1e 0/  شنودحاصنل ميترين فرکنانس بيش 6

يبناً در مقندار تقر ولي براي فرکانس سوم در توزينع يكنواخنت

1e 0/ . نتيجنه نيندبنه دسنت ميترين فرکانس طبيعي بيش 5

توان گرفت اين است که با مي 5ديگري که از نمودارهاي شكل 

ترين فرکانس متعلق به چه تنوزيعي توان گفت بيشمطعيت نمي

کنه طور که بينان شند، بسنته بنه اينها است چون همانحفره از

ر مقدا
1e  ترين فرکانس طبيعي ممكن است يشبچه مقدار باشد

کنه ينن امتعلق به توزيع يكنواخت، متقارن و يا نامتقارن باشند. 

نيند بسنتگي بنه يمترين فرکانس با چه توزيعي بنه دسنت يشب

يجنه کلني بنه اينن نتتوان بنه ين  يمدارد. ولي  هاحفرهتوزيع 

0/از  ترکوچ ه براي مقدارهاي يافت ک دستصورت  براي  8

1e ترين فرکانس متعلق بنه توزينع يكنواخنت اسنت ولني يشب

 ومتنني
1e  0/از يشننينه فرکننانس، در توزيننع بتننر شننود يشب 8

 افتد.يماتفاق  هاحفرهنامتقارن 

شخصنات بنا م ورمي که در ابتداي فصل بيان شد گونههمان

b / a  2 ،h / a 0/1 ،
1e 0/ /B0و  5 هنندف  بننا 5

هناي ضنخامت هسنته متخلخنل بنر روي فرکانس يربررسي تأث

چگنونگي ( 6) شده است. در شنكل در نظر گرفته ورق،طبيعي 

ار مود اول براي شرط مرزي هاي متناظر در چهتغييرات فرکانس

CSSC شنده اسنت.  حفره نشنان داده عو هر سه الگوي توزي

دهند که بنا افنهايش ضنخامت ها نشان مياين شكلنمودارهاي 

هاي همگنن مقندار ضنخامت لاينه هسته متخلخل در مقايسه با

 ابتندا هنا،هاي توزيع حفنرههاي طبيعي در تمامي حالتفرکانس

له نن است کنه اکه دليل اين مس ندايافته افهايش و سپس کاهش

افهايش ضخامت هسته متخلخل منجر به کاهش سختي و جنرم 

کاهش فرکانس و دومني متنناظر  باد که اولي متناظر شومي ورق

گر تقابل کناهش جنرم ياننماکه  با افهايش فرکانس طبيعي است

افننهايش چننه هنندف چنننان يجننهدرنتو کنناهش سننختي هسننتند. 

تننوان بننراي اننندازه عنني ينن  سننازه باشنند مييهنناي طبفرکانس

د. کمني دست نوربهضخامت هسته متخلخل ي  مقدار بهينه را 

دهد که مقدار ضنخامت نشان مي( 6) شكلنمودارهاي دمت در 

منود ارتعاشني  مسنتقل از يباًتقر ورق متخلخل بهينه براي هسته

در  تغيينر خواهند نمنود.ها است اما با تغيير الگوي توزيع حفره

نمودار توزيع يكنواخت بالاتر  هاحالت همهيباً در تقر( 6شكل )

 يراز مود چهارم که نمودار توزينع غبهترين فرکانس، يشببوده و 
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aي طبیعي بدون بعد )هافرکانسبر  ضریب تخلخل یرتأث -5شکل 
E


   0

0

 CSSC گاهيکیهورق ساندویچي با شرایط ت (

 

  

  

aبدون بعد ) هاي طبیعيمتخلخل بر فرکانس يضخامت هسته یرتأث -6شکل 
E


   0

0

 CSSC گاهيورق ساندویچي با شرایط تکیه ( بدون بعد
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سنت، ي کوچن  بنالاتر اابنازهي در جه ن صورتبهنن  نامتقارن

ير کمي است. همینين تأثمتعلق به حالت متقارن بوده که داراي 

ضنريب تخلخنل  بنرخلافگر اين هستند کنه يانباين نمودارها 

1(e ترين فرکنانس مربنوط بنه هنر يشبکه مقدار نن بر روي  (

يري بنر اينن تأثمتخلخل  هستهبوده است، ضخامت  مؤثرتوزيع 

 موضوع ندارد.

ضننريب اسننكمپتون  يرمنظور بررسنني چگننونگي تننأثبننه

، ورقهاي طبيعني ها بر فرکانسداخل حفره (پذيري سيالتراکم)

bبننننا مشخصننننات  ورقينننن   / a  hو  2 / a 0/1 ،

ch / h 0/ 6، 
1e 0/ . بنراي هنر سنه گينريميدر نظر م 5

( 7) در شنكل ،CSSCط منرزي شنر ها ووي توزيع حفرهالگ

در  ورقهناي طبيعني ضريب اسنكمپتون بنر روي فرکانس يرتأث

 اند.شده چهار مود اول نشان داده

بسنتگي دارد  هناحفرهضريب اسكمپتون به جنس سيال داخل 

يري سنيال داخنل پنذتراکمهرچه ضريب اسكمپتون افهايش يابند 

شده  نشان داده (7) گونه که در شكلهمانيابد يمکاهش ها فرهح

 پنذيريکاهش تراکم يجهاست با افهايش ضريب اسكمپتون و درنت

 شنود،يهنا مداخنل حفرهسيال که منجر به افهايش سختي سنيال 

. البتنه مينهان اينن خواهد يافنت افهايشورق هاي طبيعي فرکانس

ي که تغييرات اعداد روي اگونههبوده ب و ناچيه بسيار کوچ  يرتأث

 شكلنمودارهاي  چنينهمگر نن است. يانبمحور عمودي نمودار 

مپتون بنر روي كضنريب اسن يردهند کنه مينهان تنأثنشان مي (7)

هننا بننيش از دو هنناي طبيعنني در توزيننع يكنواخننت حفرهفرکانس

 زحندود زينادي مسنتقل اتا  يرالگوي ديگر است اما ميهان اين تأث

تنرين دهد که لهومنا بنيش( نشان مي7شكل ) .استتعاشي مود ار

فرکانس همواره متعلق به الگوي توزينع يكنواخنت نيسنت بلكنه 

شود که بيشترين فرکانس متعلق به مثلا در مود چهارم ملاحظه مي

الگوي توزيع نامتقارن است کنه دلينل اينن مسناله نن اسنت کنه 

لختني )جنرم( زمنان سنختي و ها به شكل همالگوي توزيع حفره

 دهد.ورق را تحت تاثير مرار مي

ي هنافرکانسير شرايط منرزي بنر مقندارهاي تأثدر بررسي 

نشنان  (4) جندول نتنايج ارا نه شنده در يسهمقاطبيعي سيستم، 

 دارهايتوان بر اساس بهرگي مقدهند که شرايط مرزي را ميمي

، SSSS ،SSSC ،SSCCهناي طبيعني بنه ترتيننب فرکانس

SCCC وCCCC بنا  يگنرد عبنارت ؛ بنهکنرد يسنازمرتب

و با توجنه  و افهايش سختي سازه مقيدتر شدن شرايط در مرزها

هاي طبيعي در تمامي مودها افهايش فرکانسبه ثابت بودن جرم، 

 .شوداهده ميمش
 

 جمع بندي نتایج -5
ي ورق زنكور و بعدسهدر اين پژوهش با استفاده از تئوري شبه 

تئوري تننش بنايوت، معنادلات حناکم و شنرايط منرزي بنراي 

و  شننده اشننباعمتخلخننل  هسننتهارتعنناش ورق سنناندويیي بننا 

هاي همگن استخرا  شدند. معادلات حاکم به کمن  روش لايه

يلي براي تحليل ارتعاش نزاد و در شرط عددي مربعات ديفرانس

افنهار متلنب حنل شندند. و با کدنويسي در نرمCSSCمرزي 

توان بينان يمصورت زير از اين پژوهش را به نمدهدستبهنتايج 

 کرد:

 هناي از مهاياي مدل پيشنهادي در اين تحقيق نسبت به مندل

يیي ضنخيم بنا هسنته پيشين بررسي ارتعاش نزاد ورق سناندو

متخلخل مدر  اشباع با استفاده از تئوري شبه سه بعدي بنه روز 

به روش مربعات ديفرانسيلي است. در صنورتي کنه در تحقينق 

( که از اين تئنوري ميندان جابجنايي اسنتفاده ]20[مبلي )مرجع 

شده بود تنها مساله خمش و به روش حل سناده نناوير بررسني 

 شده بوده است.

 مدرتمنند اييوهشنيافتنه، يمتعمديفرانسنيلي  روش مربعات 

 در را محاسنبات حجنم که است ديفرانسيل معادلات حل جهت

 يري کناهشگچشنم شنكل بنه عددي يهاروش ديگر با مقايسه

 به پيشين عددي يهاروش با مقايسه در نن بالاي دمت و دهديم

 .]31[رسيد  اثبات

  در روش پيشنننهادي در تحقيننق حاضننر حجننم محاسننبات

 اي يافته است.کاهش مابل ملاحظه

  اگرچه در اين تحقينق فقنط نتنايج مندل بنا شنرايط منرزي

CSSC  ارا ه شنده اسنت، ولني روش تحلينل ارا نه شنده در 
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/  

  

aبدون بعد )هاي طبیعي بر فرکانس( هاپذیري سیال داخل حفرهتراکم) ضریب اسکمپتون یرتأث -7شکل 
E


   0

0

( ورق ساندویچي با 

 CSSCگاهي شرایط تکیه

 
b)اعتبارسنجي ورق مربعي  -3جدول  a)  هاي ساده گاهیهتک)بدون تخلخل( با  همگن ي فولاديیهلاتک(SSSS)  با مشخصات

( / ) 0 h)و  3 / a) /0 1. 

شماره 

 مود

 (1985)ردي و فان  (2014)هبالي و همكاران  حاضرتحليل 

تئوري پيشنهادي شبه 

 يبعدسه

ي بعدسهتئوري شبه 

 هايپربولي 

درصد اختلاف با مدل 

 پيشنهادي

تئوري تغيير شكل برشي 

 مرتبه سوم

درصد اختلاف با 

 مدل پيشنهادي 

1 0933/0  0933/0  0 9310/0  1/3963 

2 2229/0  2228/0  0/0449 2222/0  0/3150 

3 3426/0  3422/0  0/1169 3411/0  0/4398 

4 4178/0  4173/0  0/1198 4158/0  0/4810 
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aهاي ورق( بر فرکانس بدون بعد ))افزایش گیرداري در لبه شرایط مرزي یرتأث -4جدول 
E


   0

0

هاي ورق ساندویچي با لایه (

bمشخصات  ي مرمر تنسي بافولادي و هسته / a  2، h / a /0 1 ،
ch / h /0 6 ،/ 0 e و 3 /1 0 هاي مختلف در توزیع 5

 ي متخلخل.هاي هستهحفره

 SSSS SSSC SSCC SCCC CCCC شرايط مرزي

1 

 8633/0 6803/0 6601/0 5057/0 4896/0 توزيع يكنواخت

 8585/0 6731/0 6529/0 4970/0 4808/0 توزيع متقارن

 8604/0 6736/0 6533/0 4962/0 4798/0 نتوزيع نامتقار

2 

 0974/1 9734/0 9255/0 8225/0 7617/0 توزيع يكنواخت

 0924/1 9656/0 9166/0 8115/0 7502/0 توزيع متقارن

 0952/1 9669/0 9175/0 8113/0 7494/0 توزيع نامتقارن

3 

 4855/1 4075/1 3214/1 2539/1 1856/1 تتوزيع يكنواخ

 4830/1 4022/1 3136/1 2439/1 1728/1 توزيع متقارن

 4881/1 4062/1 3136/1 2456/1 1733/1 توزيع نامتقارن

4 

 9488/1 7344/1 7274/1 5081/1 5023/1 توزيع يكنواخت

 9582/1 7325/1 7253/1 4966/1 4905/1 توزيع متقارن

 9691/1 7386/1 7314/1 4988/1 4926/1 توزيع نامتقارن

 

تحقيق حاضر مابليت لحاظ کردن ورق با ترکينب اننواع شنرايط 

 .دمرزي مختلف در وجوه مختلف ورق را دار

  در  هناحفرهيع توزبا افهايش ضريب تخلخل براي هري  از

ت که در توان يافيماز مودها ي  مقداري از تخلخل را  هرکدام

 نيد.يم دستبهترين فرکانس طبيعي يشبنن 

 ضنخامت  با افهايش ضخامت هسته متخلخل در مقايسنه بنا

 هناي طبيعني در تمناميمقدار فرکانس بيروني همگن هايرويه

 ابتدا افنهايش و سنپس کناهش ،هاي هستهالگوهاي توزيع حفره

 يابند.يم

 هايش ضنريب ها )افپذيري سيال داخل حفرهبا کاهش تراکم

هنناي طبيعنني ورق ايجنناد اسننكمپتون(، تنناثير ننناچيه در فرکانس

 شود.مي

 هناي طبيعني در بررسي تاثير ضريب اسكمپتون بر فرکنانس

تنرين فرکنانس بسنته بنه منود شنود کنه بنيشورق ملاحظه مي

ارتعاشي ممكن اسنت متعلنق بنه الگنوي توزينع يكنواخنت ينا 

 نامتقارن باشد.

 هناي طبيعني فرکانس ل، تغيينراتپذيري سيابا کاهش تراکم

از دو الگنوي ديگنر  تنريشهنا بدر توزيع يكنواخت حفرهورق 

مود ارتعاشني  زحدود زيادي مستقل اتا  يراست اما ميهان اين تأث

 است.

  متخلخل  هستهبه ازاي ي  مقدار خاص )بهينه( از ضخامت

 .شودمشاهده ميهاي طبيعي ورق ترين افهايش در فرکانسبيش

 گاهي منجر بنه افنهايش سنختي يهتكسختي ميدهاي  افهايش

  شود.يمي طبيعي نن هافرکانسورق و افهايش 
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 وستیپ

(، 40) رابطه در K و  M تي و مناتريس جنرم شنناخته سنخماتريس  هاي،نوانکه به ترتيب تحت ع هستند يهاي متقارنماتريس

 :شوندمي
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x يگر ماتريس صفر از مرتبهبيان [0] و در اين رابطه y x yN N N N باشد ومي ij jik k ،ij jim m به شكل زير تعريف 
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