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 قیدق مطالعه لذا،. است هاسازه نیدر ا تیفعال کنندهعوامل مختل نیتراز مهم يکیمکان يهاستمیدر س يکینامید يداریوقوع انواع ناپا -چکیده

 يداریمقاله، مساله ناپا نیبرخوردار است. در ا یيبالا تیاز اهم ،يمهندس يساختارها نیترياز اساس يکیبه عنوان  رها،یدر ت يکینامید يداریناپا
با  موشنکویت ایمرتبه اول  يبرش ریت يمنظور، تئور نیا ي( مطالعه شده است. براFGM) يهوشمند تابع ایساخته شده از مواد مدرج  يرهایت يکینامید

را داراست. با در نظر  مینازک و ضخ يرهایت يکیرفتار مکان نییتع تیقابل يشنهادیمدل پ ب،یترت نیلحاظ شده است. به ا يبودن هندس يرخطیاثرات غ
 عیتربمتداول به دست آمده است. روش  يمرز طیمعادلات حاکم بر مساله به همراه انواع شرا لتون،یاصل هم يسازادهیو پ ستمیس يگرفتن انواع توابع انرژ

به  یيبا مشتقات جز يلیفرانسید يرخطیمساله به کار گرفته شده و معادلات غ يحل عدد يهاروش نیترشدهاز شناخته يکی( به عنوان DQM) يلیفرانسید
معادلات  م،ستیس يبرا کیهارمون يها. سپس با در نظر گرفتن پاسخشوندينوشته م يبا مشتقات معمول يلیفرانسیصورت معادل به شکل معادلات د

ارائه شده  يمختلف يعدد يهامثال ،يساسا يپارامترها مطالعه منظور به انتها، در. اندشده لیتبد يجبر يرخطیاز معادلات غ يابه مجموعه يلیفرانسید
مطالعه  نیاست. همچنارائه شده و روش حل موجود مشخص شده  يبنداعتبار فرمول بیترت نیشده و به ا سهیحاصل با مراجع مقا يعدد جیاست. نتا

 است. ریمدل کاملاً چشمگ يبودن هندس يرخطیغ تیکه اهم دهدينشان م يرخطیو غ يخط کینماتیس يهامدل انیم ياسهیمقا
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Abstract: Various types of dynamic instabilities in mechanical systems are one of the most important disruptive factors in 

such structures. Therefore, an accurate study of dynamic instability in beams, as one of the fundamental engineering structures, 

is of great importance. In this paper, dynamic instability problem of beams made of Functionally Graded Materials (FGM) is 

investigated. For this purpose, the first-order shear deformation (or the Timoshenko) beam theory with the effects of geometric 

nonlinearity is considered. Thus, the proposed model has the ability to determine mechanical behavior of thin and thick beams. 

By considering the energy functions of the system, and implementing the Hamilton’s principle, the governing equations are  
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obtained along with different types of common boundary conditions. The Differential Quadrature Method (DQM), as one of the 

best-known numerical methods, is used. The nonlinear partial differential equations are written in the form of equivalent 

ordinary differential equations. Then, considering the harmonic responses for the system, the differential equations are converted 

to a set of nonlinear algebraic equations. Finally, in order to study the important parameters, various numerical examples are 

provided. The obtained numerical results are compared with the literature and thus, the validity of the presented formulation and 

solution methodology is revealed. Also, a comparative study between linear and nonlinear kinematic models shows that the 

importance of geometric nonlinearity of the model is quite significant. 

 

Keywords: Dynamic instability, functionally graded material, nonlinear kinematics, Timoshenko beam theory, differential 

quadrature solution method. 
 

 

 فهرست علائم

𝓍  محور طولي تير مختصه(m) q ( بردار جابجايي کلm) 
y  محور عرضي تير مختصه(m) 3K, 2K,1K اجزاي ماتريس سختي (-) 
z  محور قائم تير مختصه(m) X  ماتريس قطري بردارX (-) 
L تير طول (m) 2P, 1P هاي ضرايبماتريس (-) 
b عرض سطح مقطع (m) 5Q,…,1Q گيرمشتق عملگرهاي ماتريس (-) 
h ارتفاع سطح مقطع (m) 0P نيروي استاتيكي (N) 
t زمان (s) 1P نيروي ديناميكي (N) 

P(t) محوري نيروي خارجي (N) crP بار بحراني کمانش (N) 
E ول الاستيسيتهدم (2N/m) 

1 2, ,q q q  ( دامنه بردار جابجايي کليm) 
fV مدول حجمي (-) T دوره تناوب (s) 

k ده انديس ماFGM (-) علائم یوناني  
1u  جابجايي طوليميدان (m) v ضريب پوآسون (-) 
2u  عرضيجابجايي ميدان (m) ρ ( 3چگاليkg/m) 
3u  قائم جابجايي ميدان(m) Ψ  چرخشيجابجايي مؤلفه (-) 

u  جابجايي طوليمؤلفه (m) 
11 13,   کرنش هايمؤلفه (-) 

w  عرضيجابجايي مؤلفه (m) 
11 13,  تنش  هايمؤلفه(Pa) 

sk ضريب تصحيح برشي (-) λ , μ هاي مادهثابت (Pa) 
M, N, Q نيروها و گشتاورهاي منتجه (N( ،)N.m( ،)N) δ  تغييرات عملگرنماد 

S سطح مقطع تير (2m) SΠ انرژي کرنشي (J) 
4, C3, C2, C1C ثوابت الاستيک (kg( ،)2kg.m( ،)kg.m( ،)kg) TΠ انرژي جنبشي (J) 

3, I2, I1I ايب اينرسيضر (kg.m( ،)kg( ،)kg/m) WΠ کار خارجي (J) 
n سازي تعداد نقاط گسسته(-) Ψ  چرخش هايمؤلفهبردار (-) 

ix  سازي مكانگسستهنقاط (m) Ω  فرکانس تحريک(rad/s) 
u  جابجايي طولي هايمؤلفهبردار (m) α,β  ضرايب استاتيكي و ديناميكي بار(-) 
w  عرضيي جابجاي هايمؤلفهبردار (m) ω فرکانس طبيعي (rad/s) 

(r)D گير مرتبه مشتق عملگرr- زیرنویس (-)ام  
 انديس فلز m (-) ضرب درايه به درايه بردارها 
 مشتق نسبت به زمان (-) c انديس سراميک 

M  ماتريس اينرسي(-) max مقدار بيشينه 
K  بالانویس (-)ماتريس سختي  

gK ماتريس سختي هندسي (-) r مرتبه مشتق 
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 مقدمه -1

پديده ناپايداري ديناميكي منجر به بروز مشكلات اساسي در 

توان به به عنوان مثال مي شود.هاي مهندسي ميعملكرد سازه

هايي ترين قسمتبال هواپيما اشاره کرد که از جمله متداول

است که در انواع سوانح هوايي به عنوان عامل حادثه شناخته 

هواپيما به دليل قرارگيري در شرايط کاري  شده است. بال

شود، دچار سخت که شامل تغييرات شديد فشار و دما مي

بر  مؤثرشود. تحليل نظري و تجربي عوامل ناپايداري مي

هايي موضوع پژوهش محققان بسياري ناپايداري چنين سازه

و جديدترين مراجع مرتبط  نيترمهمبوده است که در ادامه به 

 شود.ينه اشاره ميدر اين زم

به تحليل غيرخطي کمانش، ارتعاشات  [1]فو و همكاران 

آزاد و پايداري ديناميكي تيرهاي ساخته شده از مواد مدرج يا 

با استفاده از تئوري تير اويلر  هاآناند. پرداخته 1هوشمند تابعي

محيط دمايي در ناحيه ناپايداري را مورد بحث  ريتأث، 2برنولي –

. شرايط مرزي تير به صورت گيردار بوده و قرار دادند

اند. از عملگرهاي پيزوالكتريک در محدوده سطحي لحاظ شده

و تعادل هارمونيک براي حل مساله  3لرکيناهايي مانند گروش

سازي و تحليل به مدل [2]استفاده شده است. چن و همكاران 

 ناپايداري ديناميكي تيرهاي نازك کامپوزيت چندلايه در حضور

ميدان پيزوالكتريک پرداختند. با در نظر گرفتن يک مدار حلقه 

ها ديناميكي پاسخ هاآنبسته و شرايط مرزي دو سر گيردار، 

سيستم را نيز کنترل نمودند. لايه پيزوالكتريک بالا به عنوان 

عملگر و لايه پيزوالكتريک پايين به عنوان حسگر مدل شده 

د کنترلي بر ناپايداري است و به اين ترتيب، اثرات بازخور

نيز با  [3]ديناميكي مشخص شده است. يانگ و همكاران 

هاي ارتعاشي و پايداري پيشنهاد مدل اجزاء محدود، پاسخ

ديناميكي تيرهاي در حال حرکت را تجزيه و تحليل نمودند. 

اثرات سفتي و ضخامت لايه ميرايي ويسكوالاستيک بر  هاآن

اند و به اين ميكي را گزارش کردهفرکانس طبيعي و نيروهاي دينا

نتيجه رسيدند که وجود لايه ميرايي موجب پايداري تير متحرك 

 كسريبه بررسي مساله ناپايداري ديناميكي تير  [4لي ]شود. مي

 هايگيرداري پرداخته است که داراي سطح مقطع با مساحت

بستر الاستيک قرار گرفته است. در اين  روي بر و بوده متفاوت

 اله، نيرو به صورت دنبال شونده در انتهاي آزاد تير وارد مق

 مود روش و برنولي-اويلر تئوري از مساله، تحليل براي. شودمي

 و داخلي ميرايي اثرات وجود. است شده استفاده 4فرضي

 تحقيق اين هايجنبه نيترمهم از 5فلاتر پديده مطالعه طورنيهم

ر حضور ميدان ناپايداري ديناميكي سازه ورق د است.

بوده است. [ 5]مغناطيسي موضوع پژوهش ژنگ و همكاران 

اي نيروي ي داخل صفحههامؤلفهگيردار بوده و تنها  كسرورق ي

الكترومغناطيس در معادلات وارد شده است. به اين ترتيب 

نشان داده شده است که به ازاي مقادير معيني از ميدان 

ازه دچار ناپايداري مغناطيسي اعمال شده در جهت جانبي، س

، ناپايداري ديناميكي [6]شود. شاه محمدي و همكاران مي

اي درون صفحه و فشار خارجي ها تحت فشارهاي دورهپوسته

در محيط حرارتي را مورد مطالعه قرار دادند. آن ها در اين 

تحقيق براي انجام مطالعات پارامتري، اثرات خواص هندسي و 

ي و دما را مورد بررسي قرار مكانيكي مختلف، شرايط مرز

از مدل تيموشنكو به منظور [ 7]دادند. پولوسكي و سكرنيس 

بررسي رفتار استاتيكي و ديناميكي تير کامپوزيتي تحت 

اند. آنها به اي کمانشي استفاده کردهبارگذاري داخل صفحه

سازي نموده و براي کمک روش اجزاء محدود مساله را گسسته

انسيلي به جبري، روش تعادل هارمونيک تبديل معادلات ديفر

را به کار گرفتند. نتايج حاصل محدوده پايداري سيستم  6بولتين

ي مناسبي مدل دو بعد توسعهبا کند. ميرا و ناميرا را مشخص مي

 يبار بحران ،يعيطب هايفرکانس[ 8] ويدار و ستون، ريت براي

محدوده  زيو نشكل مودهاي ارتعاشات و کمانش  ،کمانش

بار به صورت گسترده و  .است را مطالعه کرده تير يدارياپ

شود. همچنين، قيدهاي يكنواخت در طول سازه وارد مي

مختلفي براي دو انتهاي تير يا ستون در نظر گرفته شده است. 

هاي برشي، انتقالي و مدل پيشنهادي شامل اثرات تغييرشكل

چرخشي است. صالحي پور و همكاران، بررسي پايداري 

هاي دو انحنايي که بر روي بستر الاستيک قرار ديناميكي پوسته
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شده توسط الياف هاي چند لايه تقويتدارند و از کامپوزيت

ساخته   8هاي گرافنيو نانوورق  7هاي کربنيکربن، نانولوله

اند، را مورد بررسي قرار دادند. در اين تحقيق همچنين شده

ر نوع پانل شامل پانل تخت ارزيابي پايداري ديناميكي براي چها

اي، پانل منحني دوگانه با شعاع مثبت و )ورق(، پانل استوانه

همچنين پانل منحني دوتايي با شعاع منفي و مثبت بررسي شده 

رفتار  [10]زاده و همكاران . از سوي ديگر، ملک[9] است

هاي نازك و ضخيم تقويت شده با هسته نرم را ديناميكي ورق

د. براي اين منظور، از تئوري برشي مرتبه اول انبررسي کرده

ها و از تئوري الاستيسيته سه بعدي براي هسته استفاده براي لايه

اي شده است. همچنين، براي تحليل هرچه بهتر مساله، رابطه

غيرخطي براي توزيع شتاب در راستاي ضخامت در نظر گرفته 

وان به تشده است. براي اطلاعات بيشتر در اين زمينه، مي

 مراجعه نمود.[ 17-11]مقالات 

هاي تحقيقاتي در خصوص ناپايداري ترين زمينهاز رايج

 اي در هاي مهندسي، بررسي چنين پديدهديناميكي سازه

با استفاده از  [18]هاي کم ابعاد است. سهماني و همكاران سازه

و نيز تئوري مرتبه بالاي  9تئوري تنش کوپل اصلاح شده

 FGMهاي پوسته-العه پايداري ديناميكي ميكروبه مط 10برشي

مدل شده و  11تاناکا-پرداختند. خواص ماده توسط روش موري

شرايط مرزي ساده براي دو انتهاي تير لحاظ شده است. با 

استفاده از روش تعادل هارمونيک بولتين، معادلات مورد تحليل 

ي و ساير پارامترها 12قرار گرفته و اثرات طول مشخصه ماده

توان که مي مهم بررسي شده است. در نظر گرفتن طول مشخصه

آن را به صورت فاصله ميانگين مولكولي ماده تعبير کرد، اين 

دهد که اثرات اندازه در مقياس ميكرو و نانو تعيين امكان را مي

حل تحليلي براي ، يک [19]شود. شاه محمدي و همكاران 

-هاي حلقوي هيبريدتههاي ارتعاش آزاد و پايداري پوستحليل

کامپوزيت ارائه کردند. در اين تحقيق معادلات ديفرانسيل حاکم 

بر اساس تئوري تغيير شكل برشي عرضي مرتبه اول  گسترش 

يافته و با استفاده از تقريب سري فوريه و روش گالرکين حل 

ها همچنين در تحقيقي ديگر، ناپايداري ديناميكي ده است. آنش

شده با الياف/نانوکامپوزيت هيبريدي را يتپوسته حلقوي تقو

ها در اين تحقيق روشي براي مورد بررسي قرار دادند. آن

هاي ارزيابي دقيق پايداري ديناميكي پوسته بدون هزينه

 هاي عددي، پيشنهادي نمودندمحاسباتي در مقايسه با روش

برنولي -بر مبناي تئوري تير اويلر [21]. انصاري و غلامي [20]

، به تحليل پايداري 13ئوري وابسته به اندازه غيرمحليو ت

ديناميكي نانولوله کربني پرداختند. تير در محيط دمايي قرار 

 گرفته و همزمان نيروهاي استاتيكي و ديناميكي بر آن وارد 

 14هيل-شوند. معادلات حاصل به فرم معادلات متيومي

ل ح 15لياپانوف-و سپس توسط تئوري فلوگه افتهيکاهش

به کمک تئوري  [22]اند. علاوه بر آن، انصاري و همكاران شده

غيرمحلي ارينگن و مدل تير تيموشنكو، ناپايداري ديناميكي 

اند. به اين ترتيب، هاي کربني چند جداره را بررسي کردهنانولوله

هاي مهم از جمله پارامتر غيرمحلي بر ناحيه مؤلفه ريتأث

گيري از تئوري تنش با بهره ناپايداري تير بررسي شده است.

کوپل اصلاح شده و تئوري سينوسي تير، کلاهچي و بيدگلي 

مساله ناپايداري ديناميكي نانولوله کربني تک جداره قرار  [23]

اند. تير مورد نظر گرفته بر روي بستر الاستيک را مطالعه کرده

توسط روش عددي تحليل شده و به اين ترتيب ناحيه پايداري 

دهد که با افزايش طول به شده است. نتايج نشان ميآن محاس

شود؛ يعني مشخصه، ناحيه ناپايداري به سمت راست منتقل مي

هاي تحريک بالاتري اتفاق در فرکانس 16ناحيه دوشاخگي

 افتد.مي

شود که مطالعات با توجه به مرور صورت گرفته مشاهده مي

نظر گرفتن  محدودي در زمينه ناپايداري ديناميكي تير با در

اثرات غيرخطي بودن هندسي موجود است. در مقاله حاضر 

اي با ارائه يک مدل دقيق مورد هدف آن است که چنين مساله

براي اين منظور، تئوري تير تيموشنكو که تحليل قرار گيرد. 

سازي تيرهاي ضخيم را نيز علاوه بر تيرهاي نازك قابليت مدل

ست. با در نظر گرفتن مدل دارد، مورد استفاده قرار گرفته ا

، سينماتيک غيرخطي در محاسبات لحاظ 17کارمن-غيرخطي فن

شده است. در ادامه به کمک روش انرژي، معادلات حاکم بر 
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آيد. ناپايداري تير و انواع شرايط مرزي متداول به دست مي

سازي دامنه نيز به منظور گسسته  18روش تربيع ديفرانسيلي

گير هاي مشتقعملگره شده و با استفاده از طولي تير به کار گرفت

مربوطه، معادلات با مشتقات جزيي به دسته معادلات جبري 

اند. نتايج حاصل از محدوده ناپايداري تير، غيرخطي تبديل شده

 دهنده صحت محاسبات صورت گرفته است.نشان

 

 FGMخواص مواد  -2

با مشخصات  FGM، تيري ساخته شده از مواد (1)شكل مطابق 

در نظر  Lو نيز طول h ، ضخامت b سطح مقطع شامل عرض

شود که تحت بارگذاري ديناميكي در راستاي محوري گرفته مي

در راستاي  قرار دارد. در اين قسمت نحوه توزيع خواص ماده

شود. اين تير از ترکيبي از مواد فلزي و ارائه مي ضخامت

زي در فل تماماًسراميكي ساخته شده است که به صورت ماده 

سطح زيرين  z h / 2   سراميک  تماماًو ماده z h / 2 

ماده  مؤثردر سطح فوقاني تعريف شده است. در نتيجه، خواص 

 ρو چگالي  v، نسبت پوآسون Eشامل مدول الاستيسيته 

 از اندعبارت

(1)      E z E E V z Ec m mf   

(2)      z V zc m mf       

(3)      z V zc m mf      

دهنده خواص فلز و سراميک به ترتيب نشان cو  mکه در آن 

 بوده و

(4)  
k

f

1 z
V z

2 h
 
 
 
 

 

 اده است.انديس م k که

 

 معادلات حاکم و شرایط مرزي -3

 بر اساس تئوري تير تيموشنكو، ميدان جابجايي تير برابر است با

(5) 
       

   

0

0

u x, z, t u x, t z x, t , v x, z, t 0

w x, z, t w x, t

   


 

 –کارمن، روابط کرنش -با در نظر گرفتن فرضيات غيرخطي فن

 آيد.جابجايي به دست مي

(6) 

2

0 0

xx

0

xz

u w1
z

x x 2 x

w1

2 x

 
   

  


   



 
 
 

 
 
 

 

رت زير تعيين هاي به وجود آمده به صوکه در نتيجه آن، تنش

 شود.مي

(7) 
 

2

0 0

xx

0

xz s

u w1
2 z

x x 2 x

w
k

x

 
      

  


    



  
  

  

 
 
 

 

ضريب تصحيح برشي بوده و ثوابت ماده  sk در اين روابط

 از: اندعبارت

(8) 
  

Ev E
,

1 v 1 2v 2(1 v)
   

  
 

 .شودبه اين ترتيب، انرژي کرنشي سازه به شكل زير نوشته مي

(9) 

L

S ij ij

0 S

2L

0 0 0

0

1
dSdx

2

u w w1 1
N M Q dx

2 x 2 x x x

    

  
    

   

       
      

       

 



 

 مي باشد. 1مطابق پيوست  (9)نيروها و گشتاورهاي منتجه در رابطه 

 شود.بندي ميير فرمولهمچنين، انرژي جنبشي تير به صورت ز

(10) 

2 2L

0 0

T

0 S

2 2L

0 0

0 S

u w1
dSdx

2 t t

u w1
z dSdx

2 t t t

 
    

 

 
   

  

    
    
    

    
    
    

 

 

 

22L

0 0 0

1 2 3 1

0

u u w1
I 2I I I dx

2 t t t t t

   
  

    

         
         
         

  

 .استضرايب اينرسي به صورت ذيل  (10)رابطه در که 

(11)     

h

2
2

1 2 3

h

2

I , I , I b z 1,z, z dz



  

 عبارت است از Pعلاوه بر آن، کار حاصل از نيروي محوري 

(12) 
2

L

W
0

1 W
P dx

2 x

 
   

 
 
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 يکینامید يداریدر معرض ناپا ریاز ت کیشمات ينما -1شکل 

 

ي انرژي جنبشي، انرژي کرنشي و کار توان با جايگذاراکنون مي

 خارجي سازه در اصل هميلتون

(13)  
2

1

t

T S W
t

dt 0      

و  u ،wنسبت به پارامترهاي ميدان جابجايي  91و تعيين تغييرات

ψ.معادلات حاکم را به صورت زير نوشت ، 

(14) 
2 2

0

1 22 2

uN
I I

x t t

  
 

  
 

(15) 
2 2

0 0 0

12 2

w w wQ
N P I

x x x x t

   
  

    

 
 
 

 

(16) 
22

0

3 22 2

uM
Q I I

x t t

  
  

  
 

 و سپس شرايط مرزي در دو انتهاي تير به صورت

(17) N 0 or u 0 , @ x 0, L     

(18) w
N Q 0 or w 0 , @ x 0, L

x


    


 

(19) M 0 or 0 , @ x 0, L     

 شوند.ن ميتعيي

هاي منتجه، فرم نهايي معادلات حاکم به با جايگذاري کميت

 آيد.دست مي

(20) 
22 2 2 2

0

1 2 1 22 2 2 2 2

uu w w
C C I I

x x x x t t

      
   

     

 
 
 

 

 

(21) 

22 2 2 2

4 12 2 2 2

22 2 2

0

2 12 2 2 2

w u w u w 3 w w
C C

x x x x x x 2 x x

ww w w
C P I

x x x x x t

       
   

       

     
   

     

    
   
    

 
 
 

 

(22) 

2 2 2

2 3 42 2 2

22

0

3 22 2

u w w w
C C C

x x x x x

u
I I

t t

     
    

    

 
 

 

   
  
  

 

گاه تكيهگاه گيردار، همچنين، شرايط مرزي مختلف براي تكيه

 مي باشد. 2آزاد به صورت پيوست  انتهاي و ساده

 

 فرآیند حل مساله -4

ع ديفرانسيلي، معادلات به در اين بخش، با استفاده از روش تربي

دست آمده به شكل معادلات ديفرانسيلي با مشتقات معمولي تبديل 

گير تعريف شده در اين هاي مشتقعملگرخواهد شد. با استفاده از 

شوند. براي اين سازي ميروش، معادلات در دامنه تير گسسته

 شود.منظور، از فرم زير براي توزيع نقاط استفاده مي

(23) 
i

L i 1
x 1 cos ,     i 1,2, ,n

2 n 1


    



 
 
 

 

 ه اين طريق بردارهاي سينماتيكي تير تعريف شدهب

(24) 
 

 

 

T

1 2 n

T

1 2 n

T

1 2 n

u u u u , 

w w w w , 

Ψ

 

 

    

 

 

 شود.سازي شده حاکم بر سيستم استخراج ميو معادلات گسسته
 

(25) 

        
 

2 1 2

1

¨ ¨
2

2 1 2

C

C I I



  

D u D w D w

D Ψ u Ψ  
 

(26)     2 1

4C  D w D Ψ
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 ادامه

(26) 

           
        

            
 

1 2 2 1

1
1 1 2

1 2 2 1

2

¨
2

1

C
3

2

C

P I

  
 

 
 
 

 



D u D w D u D w

D w D w D w

D Ψ D w D Ψ D w

D w w

 

(27) 
        

    

2 1 2

2

¨ ¨
2 1

3 4 3 2

C

C C I I

 

   

D u D w D w

D Ψ D w Ψ Ψ u

 

ام ميدان مجهولات به -rدر اين روابط، مشتق مكاني مرتبه 
 ت زير محاسبه شده است.صور

(28)  
r

r

rx






u
D u  

 از: اندعبارتگير هاي مشتقعملگرهاي که در آن، مؤلفه

(29) 

 
 

   

n

i k1 k 1,k i

ij n

i j j kk 1,k j

x x
D  ,  

x x x x

   i, j 1, ,n ,    i j

 

 




 

  




 

(30) 
     

 

 

r 1

ijr r 1 1

ij ii ij

i j

D
D r D D ,   

  i, j 1, ,n ,   i j,   r 2, ,n 1




 
  
   
 

     

 

 توان معادلات نهايي مساله را به صورت زير بازنويسي کرد.لذا مي

(31)  
¨

gP 0  Mq K K q  

و  M، ماتريس اينرسيqکه در اين رابطه، بردار جابجايي کلي 

 :برابر هستند با gKماتريس سختي هندسي 

  , (الف-32)

 
 


 
  

u

q w

ψ

 

 (ب-32)

   

 

   

0 0

1 2

0

1

0 0

2 3

I 0 I

  0 I 0 , 

I 0 I

 
 
 
 
 
 

D D

M D

D D

 

 (پ-32) 2

g

0 0 0

0 0

0 0 0

 
 

  
 
 

K D  

( و lKهمچنين ماتريس سختي تير که شامل جملات خطي )

قابل مشاهده  3پيوست  در( است، n2Kو  n1Kغيرخطي )

 .است

 

 تحلیل پایداري دینامیکي -5

ري ديناميكي تير، بار محوري وارده به منظور بررسي ناپايدا

خواهد  1Pو بار هارمونيک ديناميكي  0P ترکيبي از بار استاتيكي

 بود.

(33)  0 1P P P cos t    

فرکانس تحريک است. اين نيرو بر  Ω، (23)که در رابطه 

و  αو توسط ضرايب  crPحسب بار بحراني کمانش استاتيكي 

β شود.بازنويسي مي 

(34)    crP cos t P   
 
 

کردن از  نظرصرفروي بحراني کمانش با لازم به ذکر است که ني

جمله اينرسي )
¨

Mq( و جملات غيرخطي سفتي )1nK  و

2nKآيد.زير به دست مي 20( و به تبع آن، حل معادله مقدار ويژه 

(35)  l cr gP K K q 0  

( با اعمال ωهمچنين فرکانس طبيعي در ارتعاشات آزاد تير )

iپاسخ حالت پايدار  te q q  نظرصرفدر مدل خطي و 

 شود.کردن از نيروي محوري تعيين مي

(36)  2

l  K M q 0  

هاي تجربي و نتايج موجود در مقالات مانند مرجع نتايج آزمون

دهد که وقتي يک ستون به صورت هارمونيک [ نشان مي7]

ايداري شود معمولا پاسخ غالب ناپتحريک مي T طولي با پريود

هاي غالب است و براي ضرايب بالاتر، فرکانس 2Tعرضي در 

کند و فقط ابعاد ماتريس و دترمينان حل غالب خيلي تغيير نمي

رود. بديهي است از نظر رياضي با توجه به نيروي بالا مي

شود که پاسخ زماني مساله داراي دوره مي بينياعمالي، پيش

دوره تناوب تحريک بوده T=2𝜋/Ω باشد که در آن  mTتناوب 

فقط ابعاد  mيک عدد صحيح است. بالا بردن ضريب  mو 
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کند و دترمينان را بزرگ و درجه معادله مقدار ويژه را زياد مي

هاي ناپايداري پايه يا اول خيلي دهد که فرکانسنتايج نشان مي

بولوتين در کتاب خود با نام توسط کند. اين موضوع تغيير نمي

است. اين کتاب در  شده ها نشان دادهيناميكي سازهناپايداري د

 مرجع در و مورد اشاره قرار گرفتهاکثر مقالات مرجع اين مقاله 

 است. موضوع از نظر رياضي کاملاً  به آن اشاره شدههم  [7]

بديهي است. مثلا اگر يک سيستم پيوسته با مدل جرم و فنر دو 

ه آزادي، آنگاه د و يک بار هم با سه درجشودرجه آزادي مدل 

شود که فرکانس پايه محاسبه شده تغيير زيادي ملاحظه مي

و فقط با افزايش درجات آزادي حجم محاسبات بالا  ندارد

شود و دهاي بالاتر بيشتر ميوبا اينكه دقت محاسبه م ،رودمي

افزايش ابعاد شود اما ر ميودهاي بالاتر ميسدسترسي به م

روي مودهاي غالب پايه يار اندکي دترمينان مقدار ويژه تاثير بس

 لذا ميدان جابجايي مساله عبارت است از: دارد. 21بنيادي

(37)    1 2cos t / 2 sin t / 2   q q q  

 

 :توان نوشتمي( در معادلات، 37با جايگذاري رابطه )
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 22( بيانگر دو معادله غيرکوپل38شود که رابطه )ملاحظه مي

ادلات جبري غيرخطي نهايي را به توان معاست. بنابراين مي

 بازنويسي کرد. چنينصورت ساده 

(39) 
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هاي منفي و با حل اين معادله به طور جداگانه براي علامت

 Ωمثبت، دو شاخه مربوط به محدوده پايداري تير در نمودار 

 قبل ازهمان طور که در متن شود. تشخيص داده مي βبرحسب 

( توضيح داده شد براي محاسبه مرزهاي ناپايداري 37ه )رابط

ه رابطاستفاده شده است.  2Tدهاي غالب وديناميكي از روش م

( يک سيستم مقدار ويژه است که دو معادله از هم واجفت 38)

آيد ( بدست مي39هستند و به سادگي معادله جبري غير خطي )

. مثلا در اين شودکه مبين مرزها است و به سادگي رسم مي

يک رابطه درجه دو سهموي است و قابل  αو  رابطه بين 

از  استفاده شود. در اکثر نمودارها بارسم است و مبين مرزها مي

اي با علامت مثبت معادله دو سهمي شاخه پيشنهاديروش 

( رسم شده و به 39( و شاخه ديگر با علامت منفي معادله )39)

( 39نمودارهاي هفتي در مقالات معروف هستند. اگر معادله )

نمودار هفتي به جاي  موجود در شد دو منحنيخطي فرض مي

 شد.منحني سهموي، دو خط مي
 

 تحلیل نتایج -6

هاي ناپايداري ديناميكي در اين قسمت به بررسي ويژگي

 هاي عددي مختلف پرداخته در قالب مثال FGMتيرهاي 

دا به منظور حصول اطمينان از صحت معادلات به شود. ابتمي

دست آمده و روش حل به کار گرفته شده، نتايج تحقيق حاضر 

غيرخطي  راتيتأثبا مراجع مرتبط مقايسه شده است. سپس، 

بودن هندسي مواد، شرايط مرزي دو انتهاي تير، مؤلفه استاتيكي 

ه و نسبت طول به ضخامت تير بر ناحي FGMبار، انديس ماده 

 شود.پايداري در قالب چند مورد مطالعاتي بررسي مي

دهنده اعتبارسنجي صورت گرفته ميان نشان (2)شكل 

 [24] رجعه حاضر و نتايج گزارش شده در مطالعخروجي م

اي از اين است. براي اين منظور، مدل سينماتيكي کاهش يافته

پژوهش)کاهش به تئوري کلاسيک( که تنها شامل روابط 

جابجايي باشد لحاظ شده است. همچنين، با  –رنش غيرخطي ک

هاي مرتبه بالاي توجه به تحليل انجام شده بر اساس تئوري

، نتايج کلاسيک اين مقاله به منظور [24]الاستيسيته در مرجع 

شود در هر دو باشد. چنانچه مشاهده ميمقايسه مدنظر مي

تهاي تير، هاي ساده و گيردار در دو انگاهشرايط مرزي با تكيه

تطابق کاملي ميان نتايج وجود دارد که بيانگر صحت مطالعه 

صورت گرفته است. لازم به ذکر است که ناحيه ميان دو شاخه 

 مربوط به وضعيت ناپايداري ديناميكي بوده و محدوده خارج از 
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 [24]ر و مرجع حاض پژوهش مقایسه نتایج حاصل از محدوده ناپایداري دینامیکي تیر بر اساس -2شکل 

 

 آن نشان دهنده حالت پايدار است.

هاي عددي مختلف براي تيري با سطح مقطع در ادامه، مثال

شود. در نظر گرفته مي Sk=5/6 مربعي و ضريب تصحيح

مورد نظر به ترتيب از  FGMشود که تير همچنين، فرض مي

با مشخصات مادي  4N3Siو  304SUSترکيب مواد 

GPa201.04=mE، .320=mv، 3g/mk8166=mρ  و

GPa43.384=cE، 240.=cv، 3g/mk2370=cρ [52]  ساخته شده

است. در تمامي موارد، شرايط مرزي ساده و گيردار در نظر 

 گرفته شده است.

بر اساس مدل  FGMمحدوده ناپايداري تيرهاي  (3)شكل در 

هاي غيرخطي هندسي به نمايش در آمده است. خطي و انواع مدل

هاي بزرگ در تير بوده طي مساله متناظر با تغييرشكلتحليل غيرخ

اي براي جابجايي است؛ به اين معنا که در هر مورد مقدار بيشينه

، فرکانس βو  αعرضي در نظر گرفته شده و به ازاي مقاديري از 

شود. رافسون تعيين مي –غيرخطي از فرآيند تكرارشونده نيوتن 

ير بزرگ باشد، نتايج مدل شود که چنانچه جابجايي تمشاهده مي

اي متفاوت با نتايج حاصل از غيرخطي به شكل قابل ملاحظه

فرضيات سينماتيک خطي است که اين امر بيانگر وجود خطا در 

 به کار گيري مدل خطي است.

هاي فرکانسي که به پاسخ (4)شكل نتايج ارائه شده در 

ل ي بر اهميت غيرخطي بودن مدديتأک، به منظور اندموسوم

شود، اند. چنانچه ملاحظه ميمورد بررسي به تصوير کشيده شده

هاي فرکانس تحريک تير به شدت وابسته به ميزان تغيير شكل

هاي ايجاد شده در سازه است. بنابراين، در صورت جابجايي

بزرگ در تير، لازم است تا مدل سينماتيكي غيرخطي در 

رات نسبت محاسبات اعمال گردد. نمودارهاي رسم شده، اث

 دهند.طول به ضخامت تير در مدل تير تيموشنكو را نشان مي

اثرات ضريب بار استاتيكي بر محدوده  (5) شكلدر 

پايداري ديناميكي تير مورد تحقيق قرار گرفته است. در هر دو 

هاي نوع شرايط مرزي با افزايش مقادير بار استاتيكي، فرکانس

کاهش خواهند يافت. متناظر با دو شاخه ناحيه ناپايداري 

شود شاخه سمت چپ ، مشاهده مي α=0.75همچنين به ازاي

)که از علامت مثبت در رابطه نهايي تحليل پايداري ديناميكي 

منجر به تعيين   β <0.5 > 0 شود( تنها به ازاي مقاديرناشي مي

 هاي تحريک خواهد شد.مقاديري حقيقي از فرکانس

 ريتأثبه منظور بررسي  (6)شكل در آخرين مورد مطالعاتي، 

ارائه شده است. ملاحظه  FGMانديس ماده در پايداري تيرهاي 

شود که با عبور از ماده سراميكي به فلزي، محدوده ناپايداري مي

کند. همچنين لازم به ي پيدا مياملاحظهقابلديناميكي کاهش 

 دچار  kذکر است، از آنجا که فرکانس طبيعي سازه به ازاي 
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هاي خطي و غیرخطي محدود ناپایداري دینامیکي بر اساس مدل -3ل شک 0.5 , k 1 , L / h 12 , 162.23rad / s      

 

 
0.5هاي فرکانسي به ازاي مقادیر مختلفپاسخ -4شکل  , 0.5 , K 1 , L / h     

 

به صورت فرکانس بدون  نمودارهاشود، محور افقي تغيير مي

بعد m m mL / 2     .تعريف شده است 
 

 گیرينتیجه -7
هاي نچه در اين مقاله مورد ارزيابي قرار گرفت، تعيين مشخصهآ

بر اساس  FGMمكانيكي مربوط به ناپايداري ديناميكي تيرهاي 

مدل سينماتيكي غيرخطي بوده است. تير مورد نظر با استفاده از 

کارمن براي -تئوري تيموشنكو مدل شده و از فرضيات فن

شده است. با به تعيين غيرخطي بودن هندسي ماده استفاده 

کارگيري اصل هميلتون، معادلات ديفرانسيلي و شرايط مرزي 

اند و در ادامه نيز، روش عددي تربيع تير استخراج شده

 ديفرانسيلي براي حل مساله اتخاذ شده است. با ارائه مطالعه 



 دیپورمو رضایزاده فرد و علکرامت ملک

    

 73 1402 تابستان، 1 ه، شمار42هاي عددي در مهندسي، سال روش

 
 ضریب بار استاتیکي بر محدوده پایداري راتیتأث -5شکل  max

/ 0.5 , k 1 , / 12 , 162.23 / s   w h L h rad 
 

 
 بر محدوده پایداري FGMدیس ماده ان راتیتأث -6شکل 

max / 0.5 , 0.5 , / 12  w h L h 

 

هاي پارامتري برحسب شرايط مرزي مختلف و انواع مدل

با  FGMسينماتيكي خطي و غيرخطي، محدوده پايداري تيرهاي 

در نظر گرفتن تغييرات پارامترهاي مختلف به نمايش در آمده 

شود که با در نظر است. از نتايج عددي به دست آمده، نتيجه مي

مدل غيرخطي، کاهش ضريب بار استاتيكي و در مواد از گرفتن 

هاي تحريک بالاتري جنس سراميک، ناپايداري به ازاي فرکانس

افتد. نكته حائز اهميت آن است که اثرات غيرخطي اتفاق مي

بودن هندسي بسيار چشمگير بوده و لذا در شرايط کارکرد 

نماتيكي هاي سيهاي مهندسي، بايد از مدلواقعي تير در سازه

  غيرخطي در تعيين محدوده پايداري ديناميكي استفاده نمود.
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 نامهواژه
1. functionally graded material (FGM) 

2. euler-bernoulli beam theory  

3. galerkin method 

4. assumed mode method 

5. flutter 

6. bolotin’s harmonic balance method 

7. carbon nanotubes )Cnt) 

8. graphene nanoplatelets (Gpls) 

9. modified couple stress theory 

10. high-order shear deformation theory 

11. mori–tanaka scheme 

12. material length-scale parameter 

13. nonlocal theory 

14. mathieu-hill equation 

15. Floquet-lyapunov theory 

16. branching 

17. Von-karman nonlinearity 

18. differential quadrature method  

19. variation 

20. eigenvalue equation 

21. fundamental 

22. uncoupled 

23. Newton-Raphson method 
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