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درون دامنه در  يهاپردازد. ظهور انتگراليم يمرز يهاداخل دامنه در روش المان يهاحل انتگرال يهابر انواع روش يمقاله به مرور نیا -چکیده

. ردیگيماده نشأت م ياثرات ناهمگن ایو  يکیبدنه در مسائل استات يروهاین ،يکینامیدر مسائل د ينرسیعمدتاً از جمله ا ،يمرز يروش اجزا يبندفرمول
و درون دامنه وجود دارد. انتخاب نوع روش  يمرز يهامحاسبه انتگرال يبرا يمتعدد يکردهایرو يمرز يهاالمان يهادر حل مسائل با استفاده از روش

دامنه با دو  وندر يهاانتگرال محاسبه يهااز روش يجامع يمرور ق،یتحق نیدقت حل مسئله دارد. در ا و بر سرعت يمهم اریبس ریتاث يریگانتگرال
 نیدامنه، در ا يبندبه شبکه ازیبدون ن يکردهایرو تیمنحصر به مرز، ارائه خواهد شد. با توجه به محبوب يسازدامنه و گسسته يبندبر شبکه ينگرش مبتن

 وهیبه عنوان ش يشعاع يریگالدوگانه و انتگر و دو روش متداول تقابل افتهیاختصاص  یيهاروش نیچن يبندبه ارائه فرمول يشتریتمرکز ب يبررس
درون  يهامحاسبه انتگرال ياصلاح شده برا يشعاع يریگروش انتگرال اتییجز زین انیدر پا شوند.يها شرح داده مروش نیا انیتر از معیکارآمدتر و سر

 خواهد شد. انیمحدب ب ریغ يهادامنه
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Abstract: In this article, a review of the evaluation methods of the domain integrals in the boundary element method will be 

presented. The emergence of domain integrals in the formulation of the boundary element method mainly originates from the inertia 

term in dynamic problems, body forces in static problems or the effects of material heterogeneity. There are several approaches to 

calculate boundary and domain integrals in boundary element methods. Choosing the type of integration method has a prominent 

effect on the accuracy of the numerical solution. In this research, a comprehensive review on the techniques of domain integrals 

computation will be presented based on two approaches, i.e. domain splitting, and converting the domain integrals to boundary ones. 

The review focuses primarily on the formulation of approaches without requiring domain splitting, because of their popularity. 

Among them, the dual reciprocity method and the radial integration method have been described as the most efficient. At the end, the 

details of the modified radial integration method for calculating the integrals within non-convex domains will be stated. 
 

 

 b.movahedian@iut.ac.ir : مسئول مكاتبات، پست الكترونيكي: *



 ...درون دامنه در يهامحاسبه انتگرال يهابر روش يمرور
 

 1402 تابستان، 1 ه، شمار42هاي عددي در مهندسي، سال روش 78

Keywords: Boundary elements method, Domain integrals, Dual reciprocity method, Modified radial integration method. 

 
 

 فهرست علائم

 يتوابع شعاع يثابت سر بيضر I انتگرال درون دامنه 

 مرز مسأله n  عمود بر مرز كهيبردار 

 دامنه حل Hu پاسخ همگن معادله حاکم 

f بدنه يروين Pu حاکممعادله  يپاسخ خصوص 

if يشعاع هيتابع پا v تابع هسته 

 
]

 مقدمه -1

مدلسازي عددي بسياري از مسائل علمي و مهندسي مستلزم 

هاي عددي براي حل معادلات ديفرانسيل يا استفاده از روش

معادلات انتگرالي بر روي مرز يا داخل دامنه خواهد بود. روش 

ها از زمينهعنوان ابزاري قدرتمند در بسياري هاي مرزي بهالمان

شود. در اين روش در علوم فيزيكي و مهندسي به کار گرفته مي

معادلات ديفرانسيل حاکم به معادلات انتگرالي بر روي مرز 

اي زسازي اين روش، مرز به اجشوند. جهت پيادهتبديل مي

هاي عددي، فرآيند حل شده و همانند ساير روشکوچک تقسيم

ه معادله جبري با جواب يكتا مسئله به برآورد پاسخ يک دستگا

 منجر خواهد شد. 

معادلات مزاياي بسياري از جمله  استفاده از بيان انتگرالي

بندي کل دامنه دارد که اين امر منجر به کاهش عدم نياز به شبكه

سازي اطلاعات در سازي و نيز ذخيرهزمان لازم براي آماده

بندي را براي لفرمو سادگيبه توانحافظه رايانه خواهد شد. مي

ها همه تقريب کرد، چونمنطبق هندسي هر شكل پيچيده 

بوده و در نقاط داخلي تقريب اضافي وارد  مرزمنحصر به 

ها و در حالت کلي هاي مرزي تنششود. در روش الماننمي

شوند. با توجه به مشتقات تابع پاسخ با دقت بالايي محاسبه مي

صورت يک بيان انتگرالي هکه در اين رويكرد حل مسئله باين

توان از آن همانند يک رابطه رياضي پيوسته شود، ميارائه مي

پذير که اين امر در روش اجزا محدود امكان گيري کردمشتق

. به عبارت ديگر، دقت تابع مجهول و مشتقات آن در [1] نيست

هاي مرزي يكسان است. مزيت پيوسته بودن حل در روش المان

باعث برتري اين روش در تحليل مسائل  اسباتيداخل دامنه مح

 [،3و 2] شامل تغييرات شديد تنش همانند مسأله تمرکز تنش

 است. [،7-4مسائل تماس و شكست ]

هاي مرزي داراي رغم وجود مزاياي ذکرشده، روش المانبه

ضرورت وجود حل توان بهها ميمعايبي است که از جمله آن

هاي مرزي ره کرد. روش الماناساسي معادلات ديفرانسيل اشا

تواند مورد استفاده قرار گيرد در بسياري از مسائل تنها زماني مي

که حل اساسي معادله ديفرانسيل معلوم يا قابل محاسبه باشد. به 

تواند مستقيماً براي مسائلي با معادلات طور مثال، اين روش نمي

ر صريح طوها بهديفرانسيل با ضرايب متغير که حل اساسي آن

قابل تعيين نيست، استفاده شود. اين رويكرد در مسائل غيرخطي 

طور مستقيم نهي برقرار نيست، بهها اصل برهمکه در آن

هاي روي دامنه استفاده نيست. در چنين مواردي انتگرالقابل

الشعاع بندي منحصر به مرز را تحتپديدار شده که مزيت شبكه

محاسبه که حل اساسي قابلدهد. همچنين، درصورتيقرار مي

باشد، براي مسائل مختلف متفاوت و برحسب توابع مرتبه بالا 

شود که به نوع دوم بيان مي 2و توابع بسل 1مانند توابع کلوين

کارگيري اين نوع توابع براي استخراج معادلات انتگرال مرزي 

دشوار است. اين فرآيند مستلزم توجه خاص در محاسبه 

ها بر روي مرز و نقاط گوشه و حل عددي مشتقات، حد آن

اي هاي با تكينگي ضعيف و قوي است. چنين رويهانتگرال

کند. هاي مرزي را براي مسائل دشوار مياستفاده از روش المان

هاي زيادي براي فائق آمدن بر معايب هاي اخير تلاشدر سال

ال . در اين راستا، محققين به دنب[1] شده استالذکر انجامفوق
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کاري بودند که مسائل کلي را با استفاده از حل اساسي ساده راه

هاي دامنه که خاصيت و معلوم معادله به بهاي اعمال انتگرال

د. نبرد، تحليل کنمنحصر به مرز بودن اين روش را از بين مي

( است که AEM) 3يكي از اين رويكردها، روش معادله آنالوگ

ز به محاسبه حل اساسي جديد در آن يک مسئله معادل بدون نيا

 1994شود. اصول معادله آنالوگ براي اولين بار در سال حل مي

هاي مرزي روش معادله معرفي شد و با پيوند آن به روش المان

 . [8]آنالوگ توسعه يافت 

بر اساس اين ايده، هر معادله ديفرانسيل اعم از خطي و 

مرتبه با آن هم توان توسط يک معادله ديفرانسيلغيرخطي را مي

(. معادله 1تحت يک منبع فرضي مجهول جايگزين کرد )جدول 

شود. بديهي است، جايگزين، معادله آنالوگ يا معادل ناميده مي

هاي مرزي زماني حائز استفاده از رويكرد آنالوگ در روش المان

اهميت و مؤثر خواهد بود که يک معادله خطي با حل اساسي 

ه آنالوگ انتخاب شود. اين روش مبناي معلوم به عنوان معادل

در چند  قرار گرفته است. [9]حل انواع مسائل ورق در مرجع 

از کاربرد ايده معادله آنولوگ همراه با  يهايسال اخير، نمونه

روش اجزا مرزي در حل مسائل الاستيسته سه بعدي در محيط 

[ و مسأله انتقال حرارت پايدار در محيط 10ناهمگن ]

 [ مورد بررسي قرار گرفته است.11رد دوبعدي ]ناهمسانگ

رويكرد ديگر براي حل معادلات غيراستاندارد يا غيرخطي، 

اي تفكيک معادله به صورتي است که عملگر ديفرانسيل پاره

خطي استاندارد در يک سمت معادله و ساير جملات در 

ترتيب جملاتي که در سمت اينسمت ديگر قرار گيرند. به

اند مانند يک نيروي بدنه معادل سازي و رفتهراست قرار گ

شود که حل مسئله مانند يک مسئله استاتيک بررسي مي

ماند. اين شيوه از حل به دليل اساسي آن بدون تغيير مي

 4هاي دامنه با عنوان روش المان/دامنه مرزياستفاده از انتگرال

(D/BEM) ها [. در هر دو اين شيوه13و  12] شودشناخته مي

ها برحسب هاي دامنه است که اين انتگرالنياز به حل انتگرال

متغير مسئله که معمولاً جابجايي يا مشتقات مكاني يا زماني 

هاي ها يكي از چالشاين متغير است. محاسبه اين نوع انتگرال

هاي متنوعي کارهاي مرزي است که راهاساسي روش المان

 ها ارائه شده است.براي حل آن

 

 هاي دامنهاي محاسبه انتگرالهروش -2
هاي بندي روش المانهاي موجود در فرمولتمامي انتگرال

هاي مرزي غير از انتگرال نيروي بدنه از نوع انتگرال مرزي به

هاي مرزي، هستند. شكل کلي انتگرال دامنه در مسائل المان

 شود:چنين بيان مي vو تابع هسته  f شامل دو جز نيروي بدنه

(1) I v fd


  

تابع هسته با توجه به معادله حاکم بر حل مسئله و نوع حل 

گردد و تابعي از شعاع اساسي در روش المان مرزي تعيين مي

بين نقطه مرجع و نقطه ميدان است که شرح کامل آن در مرجع 

که عنوان مثال زمانيارائه شده است. در موارد خاص به [14]

راحتي صورت ا بههنيروي بدنه ثابت باشد، حل اين انتگرال

ليكن در ساير حالات مانند مسائل غيرخطي و  ؛[1] پذيردمي

گيري از هاي دامنه نيازمند بهرهوابسته به زمان، محاسبه انتگرال

هاي درون دامنه در راهكارهاي خاصي خواهد بود. انتگرال

سازي دامنه و تبديل حالت کلي با دو نگرش گسسته

شوند که در ل روي مرز محاسبه ميهاي دامنه به انتگراانتگرال

 ها پرداخته خواهد شد.ادامه به بررسي آن
 

 ي دامنه حل ساز گسسته 2-1

سازي مرز، همانند آنچه در روش در اين شيوه علاوه بر گسسته

به تعداد محدودي از المان  Ωگردد، دامنه اجزا محدود انجام مي

يرات مجهول ها تغيشود که در آنمثلثي يا مستطيلي تقسيم مي

معلوم فرض شده و با استفاده از توابع شكل به صورت  مسئله

شوند. اين رويه در مقايسه با يابي ميخطي، ثابت و... درون

روش اجزا محدود به ازاي درجات آزادي يكسان منجر به نتايج 

بندي به شبكه ،. هرچند در اين روش[15]شود تري ميدقيق

 شود نيست،دود انجام ميپيچيدگي آنچه در روش اجزا مح

هاي مرزي که کاهش هاي اصلي روش المانليكن يكي از مزيت

 برد. درجات آزادي و ابعاد مسئله است را از بين مي
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 [3اصول معادله آنالوگ ] -1جدول 

 مسئله جايگزين مسئله واقعي

N(u) g(x), x

B(u) g(x), x

N() : linear or nonlinear operator

 

  

*

*

N (u) b(x), x

B(u) g(x), x

N ( ) : linear or nonlinear operator

of order N

 

 
 

  
 

از طرف ديگر در مواردي که نقطه مرجع و نقطه ميدان در يک 

در روند حل  هاي تكينگيرند، بعضاً انتگرالقرار مي المان

 و 8]ها نيازمند توجه خاص است شوند که حل آنظاهر مي

توان در مواردي که محيط مسئله مورد از اين روش نمي .[16

بررسي نامتناهي يا نيمه متناهي است، استفاده کرد. شيوه 

ئل سازي دامنه توسط بسياري از محققين در حل مساگسسته

هاي روي دامنه مورد استفاده قرار ورق براي محاسبه انتگرال

از اين روش براي حل  [3]. در مرجع [18-16 ،8]گرفته است 

معادلات آنالوگ در بررسي انواع مسائل ورق استفاده شده و 

نتايج قابل قبولي بدست آمده است. همچنين اين ايده در حل 

مرزي  يروش اجزامسائل الاستوپلاستيک دو و سه بعدي به 

هاي درون دامنه به کار گرفته شده است براي محاسبه انتگرال

[19.] 

 

 تبدیل انتگرال روي دامنه به انتگرال مرزي  -2-2

هاي روي دامنه به در اين نگرش، با تبديل انتگرال

سازي روش هاي معادل بر روي مرز، گسستهانتگرال

هايي که روش شود.هاي مرزي تنها منحصر به مرز ميالمان

هاي تبديل اين ترين شيوهشوند، مرسومدر ادامه معرفي مي

 ها هستند.نوع انتگرال

 

 5روش بردار گالرکین

اين روش با استفاده از قضيه دوم گرين و جواب خصوصي،  در

شود. استفاده انتگرال روي دامنه به انتگرال روي مرز تبديل مي

هارمونيک  fاست که تابع  پذيراز اين ايده اصولاً زماني امكان

باشد. هارمونيک بودن تابع به اين معني است که در معادله 

2لاپلاس صدق کند

( f 0)  البته، اين رويكرد براي تبديل .

. جهت [20]ها نيز تعميم داده شده است ساير انواع انتگرال

تبديل انتگرال در اين روش نياز به تابع جديدي است که در 

 ر صدق کند:معادله پواسون به شكل زي

(2) 2U v  
 توان نوشت:مي Uو   fبا اعمال قضيه گرين براي توابع 

(3) 

2 2(f U U f )d

U f
f U d

n n





    

  
  

  




 

 

2fو با توجه به اينكه  0  ( صرفاً تبديل به انتگرال 3رابطه )

U[. تابع 21شود ]روي مرز مي U(r)  جواب خصوصي

( است و براي محاسبه آن عملگر لاپلاس در مختصات 2رابطه )

واسون مقدار آن چنين شود که در معادله پقطبي نوشته مي

 شود:محاسبه مي
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(4) 1 d dU 1
(r ) ln r

r dr dr 2



 

گيري از رابطه جواب خصوصي حاصل با دو بار انتگرال

 شود:مي

(5) 21
U r (ln r 1)

8
 


 

( به صورت انتگرال 1به اين ترتيب انتگرال درون دامنه رابطه )

 مرزي چنين محاسبه خواهد شد.

(6) U f
f vd (f U )d

n n 

 
   

   

استفاده از اين روش تنها براي نيروهاي بدنه ثابت و خطي 

[ روش بردار گالرکين 22] پذير است. همچنين در مرجعامكان

2fبراي حالت  a constant   .توسعه داده شده است 
 

  )MRM6( روش تقابل چندگانه

براي حل معادلات  1989روش تقابل چندگانه در سال 

 . اين روش تعميم[23]و پواسون گسترش داده شد  7وتزههلم

حل  جاي استفاده از يکروش بردار گالرکين است. اين روش به

هاي اي از حلاساسي همانند روش بردار گالرکين، از مجموعه

. در اين روش برخلاف [24]گيرد اصلي مرتبه بالاتر بهره مي

وجود ندارد. اين  fروش بردار گالرکين محدوديتي براي تابع 

رويكرد بسيار قدرتمند بوده و مزيت اصلي آن چنين است که 

نكه در مقايسه با احتياج به نقاط داخلي ندارد، ضمن اي

شوند، احتياج به محاسبه هايي که در ادامه معرفي ميروش

وارون يک ماتريس کاملاً پر ندارد. تشريح اين روش براي 

ارائه شده است.  [20]در مرجع  تبديل انتگرال يک تابع معلوم

در ادامه روند حل براي حل معادله ديفرانسيل پواسون به شكل 

 زير معرفي خواهد شد.

(7) 2

0
U f  

فرم انتگرالي پواسون با استفاده از حل اساسي معادله لاپلاس، 

0
v.به شكل زير قابل بيان است ، 

(8) 0

0 0 0

vU
(P)U v f d (v U )d

n n 


    

   
 

اي تواند به مجموعه( مي8انتگرال دامنه در سمت راست رابطه )

هاي مرزي معادل تبديل شود. به اين منظور ابتدا تابع از انتگرال

1
v  2با استفاده از معادله

1 0
v v   معادله به حل اساسي

شود و در ادامه با اعمال قضيه گرين به لاپلاس مرتبط مي

 دهد.انتگرال دامنه، عبارت زير را نتيجه مي

(9) 

2

0 0 1 0

201

0 1 1 0

v f d v f d

fv
(f v )d v f d

n n

 

 

    


    

 

 

 
 

بار ديگر تابع 
1

f شود که رابطه به صورتي در نظر گرفته مي
2

1 0
f f  2را ارضا کرده و با تعريف

1 2
v v  همانند ،

 گيرد،دامنه صورت مي روند قبل تبديل انتگرال

(10) 
1 1

22 1

1 2 2 1

v f d

v f
(f v )d v f d

n n



 

 

 
    

 



 
 

 شود به طوري که،رآيند به دفعات تكرار مياين ف

(11) 
2

j 1 j

2

j 1 j

f f ,

v v j 0,1,2,...







  
 

 شود:و انتگرال دامنه در نهايت چنين خلاصه مي

(12) 
0 0

i 1 i

i i 1

i 0

v f d

v f
f ( ) v ( ) d i 1,2,....

n n












 

  
   

  




 

بندي ( منجر به فرمول12نتيجه حدي سمت راست رابطه )

تر اين روش از منحصر به مرز دقيق خواهد شد. در نگاه دقيق

وت با يابي متفاهاي دروننظر محاسباتي به دليل تشكيل ماتريس

 هاي عمومي و خصوصي مرتبه بالا، پيچيدهاستفاده از جواب

[. همچنين در مواردي محاسبه مقدار اوليه در 26و  25است ]

رابطه بازگشتي که عملگر لاپلاس بر آن حاکم است، دشوار 

گيري از عملگر لاپلاس مرتبه بالا استفاده است ضمن اينكه بهره

. [27]کند وار ميرا براي مسائل غيرهمگن دش MRMاز 

علاوه اين روش احتياج به تعيين ضريب ثابت موجود در حل به

اساسي تغيير مكان دارد. مقادير مختلف اين ضريب منجر به 

. روش متقابل چندگانه مرکب [28]شود هاي مختلف ميجواب

هاي جايگزين براي اين حليكي از راه )MRM-RC( 8بازگشتي
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 .[29]ت رويكرد در مسائل غيرهمگن اس

 

  )DRM9( روش تقابل دوگانه

هاي مرزي براي استفاده از روش تقابل دوگانه در رويكرد المان

. از اين روش ابتدا [30]معرفي شد  1982اولين بار در سال 

منظور تشكيل ماتريس جرم براي حل مسائل ديناميک با به

استفاده شد. سپس اين روش  هاي مرزياستفاده از روش المان

ها تعيين جواب اساسي حل مسائل بيضي که در آنبراي 

پذير نبود و حل مسائل سهمي و هذلولي توسعه سادگي امكانبه

تبديل انتگرال با استفاده از  داده شد. در روش تقابلي دوگانه،

اي از توابع تقريب و تقريب نيروي بدنه به کمک مجموعه

روش و گيرد. تشريح کامل اين ها انجام ميجواب خصوصي آن

 يافت. [31]توان در مرجع کاربردهاي عملي آن را مي

نكته قابل توجه در اين روش، ضرورت استفاده از توابع 

استفاده از  تقريب حتي براي مسائل با نيروي بدنه معلوم است.

شود دقت نتايج محاسباتي روش به اندازه باعث مي اين تقريب

مسائل ديناميكي که [. اين رويكرد براي 30ها نباشد ]ساير روش

يابي زياد براي بيان توزيع نيروي اينرسي نيازمند نقاط درون

درون دامنه است، مناسب نيست. تعداد زياد نقاط منجر به 

شود که خطاهاي عددي را مي 10هاي بدحالتماتريستشكيل 

در   DRMاي از کاربردهاي اخير روش[. نمونه32در پي دارد ]

[ قابل مشاهده 34 و 33 ،20 ،1مسائل مهندسي در مراجع ]

در حل مسائل  DRM است. يكي ديگر از کاربردهاي روش

نازک و ضخيم است که از اين ميان چند نمونه هاي مربوط ورق

از مطالعات مربوط به حل مسائل ديناميک و پايداري ورق در 

[ ارائه شده است. در ادامه بسط رياضي اين 39-35مراجع ]

 ه شرح داده خواهد شد. روش براي يک حالت ساد

 f ، براي حالتي که تابعuجواب عمومي معادله پواسون، 

معلوم باشد شامل پاسخ همگن، 
H

uو جواب خصوصي ، 

P
u 2است که از رابطه

P
u f  شود. در روش حاصل مي

DRM ابتدا ،
P

u هاي به صورت ترکيب خطي از پايه

هاي خصوصي جواب
P, j

u شود مي در نظر گرفته 

(13) 
N L N L

P j P, j j j

j 1 j 1

u u , f f ,

 

 

     

(13در رابطه )
j

اي از ضرايب مجهول وها مجموعه
j

f ها

هاي هاي جوابها با پايهتوابع تقريبي هستند که رابطه آن

خصوصي 
P, j

u 2صورت به

P, j j
u f   .است

j
fتوانند ها مي

هاي از ميان انواع توابع از جمله عناصر مثلث پاسكال، سري

در اين بين،  .مثلثاتي و توابع پايه شعاعي و... انتخاب شوند

ها توسط ترين آنترين و دقيقه عنوان سادهتوابع پايه شعاعي ب

اي از توابع نمونه .محققين مقبوليت بيشتري پيدا کرده است
j

f 

هاي جواب خصوصي نظير مورد استفاده در مراجع در و پايه

 ارائه شده است. 2جدول 

 در ادامه ضرايب مجهول
j

  با درونيابي تابعf  بر روي

لي درون دامنه برآورد نقطه داخ L نقطه مرزي و Nمجموعه از 

هاي گردند. سپس عبارت انتگرال درون دامنه بر حسب پايهمي

جواب خصوصي بيان و با اعمال قضيه گرين براي توابع 
P, j

u 

 توان نوشت: مي vو 

N L

2 2

P j P, j

j 1

N L N L

P, j 2

j P, j j P, j

j 1 j 1

N L N L

P, j

j P, j j P, j

j 1 j 1

vf d

v ( u )d v ( u )d

uv
(u v )d u vd

n n

uv
(u v )d (P) u

n n





 


 

 


 



 



 

      


       

 


     

 



 

  

 

 

 

  )RIM11( گیري شعاعيروش انتگرال

هاي روي دامنه با هدف تبديل انتگرال 2002اين روش در سال 

. از [28]گيري شعاعي ارائه شده است لاساس انتگرا به مرز بر

استوار است، قادر  آنجا که اين شيوه صرفاً بر پايه روابط رياضي

به تبديل هر نوع انتگرال روي دامنه به مرز بدون نياز به استفاده 

اين تبديل  از عملگر لاپلاس و جواب خصوصي مسئله است.

ق است. در هاي روي دامنه شامل توابع معلوم، دقيبراي انتگرال

هاي دامنه شامل متغيرهاي مجهول، تبديل حالي که براي انتگرال

 منظور تقريب مقادير مجهول با استفاده از توابع پايه شعاعي، به
 

(14) 



 يازهر يعطار و مجتب انیموحد رینجار زاده، بش لایل
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واب خصوصي نظير )ج
P, j

u) ( تابع پايه شعاعي
j

f) 
2 3

r r

4 9
 Linear (LR): 1 r 

4 4
r r

ln r
16 32

 2
Thin PlateSpline (TPS): r ln r 

   
3

2 2 2 2 2 2 2c 1
ln c r c c r 4c r c

3 9
      2 2

MultiQuadric (MQ): r c 

2 3 4
r r r

4 9 16
  2

Quadratic (QC): 1 r r  

 

هاي شود. يكي از مزاياي اين روش تبديل انتگرالانجام مي

هاي روي مرزي بدون ظهور تكين درون دامنه، به انتگرال

 تكينگي در نقاط داخلي است.

براي تحليل مسائل  [44و  43] در مراجع RIMروش 

هاي ضعيف و قوي با ر گرفته شد و تكينگيکاالاستوپلاستيک به

هاي روي دامنه به مرز رفع شدند. اين روش، در تبديل انتگرال

هاي دامنه موجود در مسائل ترموالاستيک استفاده و انتگرال

هاي هاي داخلي و تغييرمكان به انتگرالمعادلات انتگرالي تنش

روش  [ از24. در مرجع ][46و  45]مرزي معادل تبديل شدند 

RIM با ضرايب ها در حل عددي مسائل براي تبديل انتگرال

اخيرا نيز حل مسائل انتقال حرارت  متغير استفاده شده است.

هاي نازک و [، و مسائل مرتبط با خمش ورق51-47گذرا، ]

[، با استفاده از اين روش مورد توجه 53-52ضخيم، ]

 پژوهشگران قرار گرفته است. 

هاي شامل تابع با براي انتگرال RIM بنديدر ادامه فرمول

گردد. در صورتي که درون دامنه دوبعدي ضابطه معلوم ارائه مي

  محدود به مرز بسته همزمان يک دستگاه  مختصات ،

 کارتزين 1 2x , x و يک دستگاه مختصات قطبي(r, )  با

الف( در نظر گرفته -1در شكل  p مرکزيت نقطه مرجع )نقطه

 qشود، رابطه بين مختصات قطبي و کارتزين نقطه ميدان )نقطه 

 :شودالف( و نقطه مرجع چنين بيان مي-1در شكل 

(15) 
q p

1 1

q p

2 2

x x r cos

x x r sin

   


  
 

q (15)در رابطه 

i
1, 2x , i  مختصات نقطه ميدان در دستگاه

در مختصات قطبي  dسطح  ءمختصات کارتزين هستند. جز

 عبارت است از:

(16) d d dr r   
ميدان بر روي مرز  ب( زماني که نقطه -1)با توجه به شكل 

 توان نوشتقرار دارد، مي

(17) i ir n
rd d cos d

r
      

و بردار  rdزاويه بين بردار عمود بر کمان  (،17در رابطه )

( و با 17)و  (16است. با توجه به روابط ) dعمود خارجي 

 استفاده از رابطه

(18) 
q p

q p

i i i
,i i ,i

i

x x rr
. r n , r

x r(x , x ) r

 
    

 

r

n
r n 

انتگرال روي دامنه براي تابعي با ضابطه مشخص 
1 2

f (x ,x ) 

 شودچنين تبديل مي

(19) 
1 2

1 r
f (x , x )d F(Q)d

r n 


  

  

 در آنکه 

(20) 
1 2

0

r

F(Q) f (x , x )rdr  

 ix( نياز به تعيين مختصات 20براي محاسبه انتگرال رابطه )

 شود:که اين رابطه چنين بيان مي است r برحسب شعاع

(21) p

i i ,i
x x r r  

 ( 20در بسياري از موارد امكان محاسبه انتگرال رابطه )
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)ب( رابطه بین جز  -ات قطبي و کارتزین)الف( نماي کلي نقطه میدان و نقطه مرجع براي محاسبه رابطه بین مختص -1شکل 

rddدیفرانسیل

 

توان از ده ميصورت تحليلي وجود دارد، اما در موارد پيچيبه

گيري عددي مانند روش مربعي گوسي هاي انتگرالتكنيک

سادگي بهره برد. در روابط پيشين مشاهده شد که تبديل به

تابع موردنظر  هاي دامنه به مرز در حالتي کهمستقيم انتگرال

معلوم باشد، به صورت دقيق قابل محاسبه است. از سوي ديگر 

هاي دامنه شامل توابع مجهول، اين تبديل مستقيم براي انتگرال

ها در اين موارد، همانند ممكن است. براي تبديل انتگرالغير

مشابه يک نيروي بدنه با ضابطه مجهول به  ،DRMروش 

 شود:يه شعاعي، تقريب زده مياي از توابع پاصورت مجموعه

(22) 
M

A A

i i
i 1

b (x) (R)


   

 

ARنقطه مرزي و داخلي،  M( براي 22در رابطه ) x x  

( و نقطه ميدان 2)در شكل  Aفاصله بين نقطه کاربردي )نقطه 

شامل تمامي نقاط مرزي و تعدادي نقاط  12است )نقاط کاربردي

)فاصله بين نقطه  rبايستي برحسب  Rباشند(. فاصله داخلي مي

کارگيري قوانين ميدان( بيان شود که رابطه آن با به مرجع و نقطه

 :[24]شود چنين محاسبه مي (2)برداري براساس شكل 
 

(23) 2 2R r sr R   
 (،23در رابطه )

(24) 
,i i

p A p A

i i i i i

s 2r R ,

R x x R R , R x x



    
 

A( 22در رابطه )

i
 ضرايبي هستند که با اعمال نقطه کاربردي 

A  در همه مجموعه نقاط مرزي و داخلي محاسبه و در نهايت

 گردند:چنين محاسبه مي

(24) 1Φ b 
نيز يک بردار معلوم است  معلوم باشد،  bاگر تابع نيروي بدنه 

-برحسب مقادير گره مجهول باشد،  bکه نيروي بدنه و زماني

آيند. توابع پايه شعاعي بايد دست مياي اين متغير مجهول به

( داراي جواب منحصر به فرد 24واجد شرايطي باشند که رابطه )

اي از قضايا به اثبات رسيد که موعهمج 1938باشد. در سال 

توابع اکيداً يكنوا  ها رده خاصي از توابع شعاعي کهبراساس آن

مثبت معين و مطلقاً  يابيهستند، منجر به تشكيل ماتريس درون

. به هرحال، بعضي از توابع پايه [54]پذير خواهند شد معكوس

را ارضا در مواردي شرايط اين قضايا  TPS13شعاعي مانند تابع 

کنند. در واقع زماني که اين نوع توابع مورد استفاده قرار نمي

اي از نقاط وجود دارند که يک ماتريس گيرند، مجموعهمي

شرايط  1986کنند. در سال ناپذير را توليد مييابي معكوسدرون

هايي به اين قضايا اضافه شد و توابع پايه شعاعي و محدوديت

ها در ناپذيري ماتريسمشكل معكوس براي رفع 14يافتهتكميل

 . [55]بعدي به فرم زير معرفي شدند  Nيک فضاي 

(25) 
k

M N

i i k M j j k k

i 1 j 1

b(x )

(R ) p (x ) x R


 



     
 

 (ب) )الف(
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 rو  Rفواصل  نیارتباط ب -2شکل 

 

 
هاي درون دامنه غیر محدب در روش نماي کلي نقطه میدان، نقطه مرجع، نقطه کاربردي و نقطه کمکي براي محاسبه انتگرال -3شکل 

 [61-58اصلاحي ]گیري شعاعي انتگرال

 

به منظور دستيابي به ماتريس مربعي ضرايب با مرتبه کامل، ارضا 

 مجموعه شرايط تكميلي زير ضروري است. 

(26) 
M

i j i

i 1

p (x ) 0 j 1,..., N


   

تحقيقات نشان داده است که ترکيب توابع پايه شعاعي و 

هاي ها برحسب مختصات کلي منجر به جوابايچندجمله

نيروي بدنه  [24]. در مرجع [57 و 56]شود  قبولي ميقابل

هاي خطي و توابع پايه شعاعي بيان شده ايبرحسب چندجمله

هاي اوليه از ترکيب توابع براي تقريب تنش [57]و در مرجع 

هاي خطي، مرتبه دو و مرتبه سه ايپايه شعاعي با چندجمله

هاي اياستفاده شده است. بديهي است استفاده از چندجمله

. در فرآيند حل [24]الا خواهد برد مرتبه بالاتر دقت روش را ب

گيري شعاعي نيازي به محاسبه جداگانه جواب انتگرال

خصوصي نيست. در بعضي از مسائل براي دستيابي به دقت بالا 

اي ها و افزايش نقاط استفاده از جملات بيشتر براي چند جمله

هاي شعاعي و در نتيجه بالا يابي،  افزايش تعداد انتگرالدرون

زمان حل مسئله را به دنبال خواهد داشت. با اين وجود، رفتن 

هاي حل اين رويه از مقبوليت و محبوبيت بالايي در ميان روش

هاي دامنه برخوردار بوده و در تحقيقات بسياري مورد انتگرال

 توجه و استفاده قرار گرفته است.

در مطالعات اخير از فرم اصلاح شده روش انتگرال گيري 

هاي محدب و مقعر بهره مسائلي در انواع دامنهشعاعي براي 

گيري شعاعي گرفته شده است. اساس حل روش انتگرال

اصلاحي مبتني بر انتخاب يک نقطه کمكي و انتقال مسير بين 

نقطه مرجع و نقطه ميدان به مسير نقطه کمكي و نقطه ميدان 

(. اين روش تا حد بسياري در کاهش حجم 3است )شكل 

q 

R 

A 

  p  
r 

R 
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هاي ي فرآيند حل مسئله و رفع مشكل دامنهمحاسبات، سادگ

مقعر در مواردي که پتانسيل در داخل دامنه متغير است، مؤثر 

است. اين رويكرد اخيراً در حل مسئله کمانش ورق، انتشار 

امواج دو بعدي، مسئله انتشار موج در اقيانوس و انتشار موج 

 .[61-58]الاستيک مورد استفاده قرار گرفته شده است 
 

 بنديع جم -3
هاي هاي محاسبه انتگرالدر اين مقاله مروري بر انواع تكنيک

بندي روش اجزا مرزي ارائه درون دامنه ظاهر شده در فرمول

بندي کلي، اين رويكردها به دو دسته شده است. در يک طبقه

سازي دامنه حل و تبديل به انتگرال مرزي مبتني بر گسسته

ماهيت روش المان مرزي، شوند. با توجه به تقسيم بندي مي

هاي مرزي استفاده از رويكرد تبديل انتگرال دامنه به انتگرال

مورد توجه بيشتري قرار گرفته است. از اين رو در بخش دوم 

هاي بدون نياز به هايي از روشمقاله با تمرکز بيشتر، نمونه

سازي دامنه، شامل روش بردار گالرکين، روش تقابل گسسته

گيري شعاعي تقابلي دوگانه و روش انتگرالچندگانه، روش 

اند. در پايان نيز نتيجه تحقيقات پيشين مولفين در معرفي شده

گيري شعاعي اصلاح شده به رابطه با معرفي روش انتگرال

  د.شهاي محدب و غير محدب بررسي منظور استفاده در دامنه
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