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در اتصال دو پوسته بر اساس  يوستگیپ طیبا در نظر گرفتن شرا يدیبریه يمخروط - يامقاله، ارتعاشات آزاد اتصال دو پوسته استوانه نیدر ا -چکیده

روش  زاستخراج شده و با استفاده ا لتونیاست. روابط اتصال دو پوسته با استفاده از اصل هم دهشپوسته مطالعه  يشکل برش رییتغ مرتبه اول يتئور
فلز  هیدر هسته و دو لا تیکامپوز يهاهیاز لا يدیبریه يهاپوسته نیاست. همچن دهشمختلف حل  يمرز طیشرا يبرا افتهی میتعم يلیفرانسیمربعات د

استفاده شده  ياپوکس - دیآرام ،ياپوکس – شهیش ،ياپوکس –از جنس کربن  تیمقاله مواد کامپوز نیشده است که در ا لیتشک نییدر بالا و پا مینیآلوم
جود داشته و جینتا نیب يخوب اریشده که تطابق بس سهیمقا يبا مطالعات قبل افتهی میتعم يلیفرانسیمقاله با روش مربعات د نیبدست آمده در ا جیاست. نتا

ضخامت به  راتییطول به شعاع پوسته و تغ راتییتغ ت،یمواد کامپوز ،يمود جانب ،يکسر حجم ،يمرز طیراس مخروط، شرا هیاثرات زاو نیاست. همچن
ازه اتصال دو بدون بعد س يعیراس مخروط فرکانس طب هیزاو شینشان داده است که با افزا جیشده است. نتا يبررس يعیفرکانس طب يشعاع پوسته بر رو

در ابتدا  يدیبریبعد سازه اتصال دو پوسته ه نبدو يعیفرکانس طب ،يمقدار مود جانب شیبا افزا نیاست. همچن افتهی شیافزا يمخروط – ياپوسته استوانه
 است. افتهی شیکاهش و سپس افزا
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Abstract: In this research, the free vibration of the joint of two hybrid cylindrical-conical shells have been studied, considering 

the continuity conditions in the joint of the two shells, based on the first order shear deformation shell theory. The equations of the 

joint of two shells have been extracted using the Hamilton’s principle, and solved by applying the generalized differential quadrature 

method under different boundary conditions. Also, hybrid shells are composed of composite layers in the core and two layers of 

aluminum metal at the top and bottom of the shells. In this study, the Carbon- Epoxy, Glass- Epoxy and Aramid-Epoxy composite  
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materials are used. The results obtained in this research are compared with previous studies, and there is a very good agreement 

between the results. Also, the effects of cone angle of the conical shell, boundary conditions, volume fraction, circumferential mode, 

composite materials, variation of length to shell radius and variation of thickness to shell radius, on the natural frequency have been 

investigated. The results have shown that, with the increase of the cone angle of the conical shell, the dimensionless natural 

frequency of the joint of two cylindrical- conical shells increased. Also, with increase of the circumferential mode, the non-

dimensional frequency of the structure of two joined hybrid shells, first decreased and then increased. 
 
Keywords: Conical shell, Hybrid, Free vibration, joint, GDQM 
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]

 مقدمه -1

خروطي کامپوزيتي و اي و مهاي استوانهاستفاده از پوسته

اي و مخروطي کامپوزيتي هاي استوانههمچنين اتصال بين پوسته

سازي و ديگر صنايع در صنايع مختلف از جمله هوافضا، کشتي

باشد. بر همين اساس بصورت روزافزون در حال افزايش مي

اي و مخروطي، هاي استوانهمحققيق در زمينه ارتعاشات پوسته

 از استفاده با [1]اند. علي بيگلو ام دادهتحقيقات زيادي را انج

 پوسته آزاد ارتعاش بعدي سه تحليل ديفرانسيلي مربع روش

 مختلف را مرزي شرايط با ناهمسانگرد لايه چند اياستوانه

 هالبه مرزي شرايط تاثير نتايج نشان داد که. نموده است بررسي

 . است ضخيم پوسته از کوچكتر نازک پوسته رفتار بر

 سادگي به مرزي شرايط براي شعاعي تنش توزيع نين،همچ
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 [2]همچنين آمابيلي  .است گيردار مرزي شرايط از بزرگتر

 لايه چند ايدايره اياستوانه پوسته غيرخطي و خطي ارتعاش

 مرتبه برشي شكل تغيير نظريه از استفاده با را اپوکسي -گرافيت

. داد قرار طالعهم مورد ساده مرزي شرايط ردي با -بالاي آمابيلي

 هايپوسته غيرخطي آزاد ارتعاش مرزي، لايه تئوري اساس بر

 و استاتيكي محوري بار تحت تقويت شده کامپوزيتي اياستوانه

 [3] کيائو و لي توسط پاسترناک الاستيک بستر روي بر ديناميكي

  .شده استارائه 

 و فوريه روش از استفاده با[ 4] موروزوف و لوپاتين سپس

 با لايه چند کامپوزيت اياستوانه پوسته آزاد ارتعاش رکين،گال

 پارامترهاي براي نتايج. کردند تحليل و تجزيه را بسته هايلبه

 اجزاي روش با و پوسته بدست آمده هندسه و الاستيک مختلف

 آزاد ارتعاش[ 6و  5] مهندس و قاسمي.  مقايسه شد محدود

 مرزي شرايط تحت را هيبريدي نازک اياستوانه هايپوسته

. کردند بررسي پوسته لاو اول تقريب تئوري اساس بر ساده

 محيطي، و محوري موج تعداد افزايش با که داد نشان نتايج

 يافته است. افزايش پسرو پيشرو و فرکانس بين شكاف

ارتعاش آزاد پوسته مخروطي  ]7[توتي و همكاران طالبي

طولي را با استفاده دوار تقويت شده با تقويت کننده محيطي و 

به از روش ريتز و روش انرژي تحليل کردند. نتايج نشان داد که 

در پوسته هاي محيطي کنندهز تقويتاستفاده ا يطور کل

فرکانس  يشبا سرعت چرخش کم منجر به افزا يمخروط

 يعيبر فرکانس طب کننده طوليتقويت يرتأث شده است اما يعيطب

 . دارد يچرخش پوسته بستگ کننده و سرعتتقويت  يبه چگال

تحليل ارتعاش آزاد پوسته  ]8[زاده و حيدرپور ملک

مدرج را بر اساس  يمخروطي دوار تشكيل شده از مواد تابع

تئوري مرتبه اول برشي پوسته و با استفاده از روش مربعات 

ديفرانسيلي توسعه يافته براي شرايط مرزي مختلف انجام دادند. 

توسعه يافته سري فوريه و ريلي ريتز  با استفاده از روش حل

ارتعاش آزاد پوسته مخروطي تحت شرايط مرزي مختلف 

مورد تحليل و بررسي قرار گرفت.  ]9[توسط جين و همكاران 

در رفتار  يادينقش ز يفنر مرز يسفت نتايج نشان داد که

 ي، اثر سفتهمچنين .اشته استد يپوسته مخروط يارتعاش

 .بوده است ترفنرها کم يگربا د يسهمقادر  يدوران يمرز يفنرها

ارتعاش آزاد پوسته مخروطي  ]10[کماريان و همكاران 

بر اساس تئوري  ي راهاي کربنکامپوزيتي تقويت شده با نانولوله

مرتبه اول برشي پوسته و با استفاده از روش مربعات ديفرانسيلي 

دند. نتايج نشان داد که کر بررسيبراي شرايط مرزي مختلف 

نقش بسزايي در فرکانس طبيعي  يهاي کربنلولهجمع نانوت

پوسته مخروطي داشته است. سپس ارتعاش پوسته مخروطي 

کامپوزيتي با استفاده از تئوري پوسته نازک دانل و روش فضاي 

د. نتايج شبررسي  ]11 [حالت توسط شكوري و کوچک زاده

کاهش  ينضخامت و همچن يشافزااين تحقيق نشان داد که 

شده است و  يعيطب يفرکانس ها يشل مخروط باعث افزاطو

از  يشتريب يرمقاد يدارا يااستوانه يهاپوسته همچنين

 هستند. يمخروط يهانسبت به پوسته يعيطب يهافرکانس

با استفاده از تئوري مرتبه سوم ردي، ارتعاش آزاد  ]12[جاود 

د. در پوسته مخروطي کامپوزيتي چند لايه را تحليل و بررسي نمو

اين تحقيق نتايج براي اثرات زاويه مخروط، لايه چيني مختلف، 

نسبت طول به شعاع، نسبت ضخامت به شعاع بر روي فرکانس 

 ]13[طبيعي پوسته براي شرايط مرزي ساده بدست آمد. شكوري 

تحليل ارتعاش آزاد پوسته مواد تابعي مدرج مخروطي دوار در 

دانل و تئوري کلاسيک شرايط دمايي بالا را براساس تئوري 

با استفاده از روش  پوسته تحت شرايط مختلف مرزي  و

ديفرانسيل مرتبه چهارم تحليل و بررسي نمود . نتايج نشان داد که 

در همه شرايط با افزايش دما، فرکانس طبيعي کاهش يافته است. 

همچنين در حالت غيردوار کمترين فرکانس در مودهاي محيطي 

سته دوار، با افزايش چرخش پوسته کمترين بالا و در حالت پو

 فرکانس در مود اول محيطي رخ داده است.

ارتعاش آزاد پوسته مخروطي  ]14[ماجي و همكاران 

هاي کربني تحت حرارت را با لولهکامپوزيتي تقويت شده با نانو

استفاده از تئوري مرتبه اول تغيير شكل برشي و روش المان 

ادند. روابط پوسته با استفاده از روش محدود مورد تحليل قرار د

با استفاده از روش د. شيافته حل ديفرانسيل مربعي تعميم
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ريتز ارتعاش آزاد و اجباري اتصال دو  –يافته فوريه توسعه

اي تحت شرايط مرزي مختلف توسط استوانه –پوسته مخروطي 

چن و  بررسي و تحليل شده است.  ]15[ما و همكاران 

اي ارتعاش آزاد و اجباري اتصال پوسته استوانه  ]16[همكاران 

اي را تحت شرايط کننده حلقهمخروطي تقويت شده با تقويت –

مرزي مختلف با استفاده از تئوري فلاگ و توابع بسل ارائه 

ارتعاش آزاد اتصال  ]17[کردند. همچنين سرخيل و فومني 

 مخروطي دوار را با استفاده از روش –اي پوسته استوانه

 تواني تحت شرايط مرزي مختلف تحليل نمودند.سري

سپس ارتعاش آزاد اتصال دو پوسته کامپوزيتي مخروطي بر 

اساس تئوري مرتبه اول تغيير شكل برشي و روش سري تواني 

با در نظر گرفتن شرايط پيوستگي بين دو پوسته توسط ايزدي و 

زاد آارتعاش  ]19[باقري و همكاران د. شبررسي ] 18[همكاران 

اتصال پوسته مخروطي و پوسته کروي ساخته شده با مواد 

را با استفاده از تئوري مرتبه اول تغيير شكل برشي  2مدرج تابعي

يافته روش ديفرانسيل مربعي تعميم پوسته، روش سري فوريه و

با   ]20[پژند و همكاران همچنين رضايي بررسي نمودند.

دانل ارتعاش آزاد اتصال استفاده از روش نيمه تحليلي و تئوري 

مخروطي تشكيل شده با مواد مدرج تابعي  –پوسته مخروطي 

لوله کربن و پليمر اپوکسي را با در نظر گرفتن شده با نانوتقويت

 شرايط پيوستگي در اتصال دو پوسته تحليل کردند.

هاي هدف از اين مقاله تحليل ارتعاشات آزاد اتصال پوسته

خروطي متشكل از کامپوزيت چند لايه و فلز م –اي هيبريدي استوانه

آلومينيم با در نظر گرفتن شرايط پيوستگي در نقاط اتصال دو پوسته 

با استفاده از تئوري مرتبه اول تغيير شكل برشي تحت شرايط مرزي 

باشد. روابط حاکم بر اتصال دو پوسته با استفاده از روش مختلف مي

نين اثرات طول پوسته، مربعات ديفرانسيلي حل شده است. همچ

زوايه راس مخروط، شعاع پوسته، مواد کامپوزيت و مود جانبي، کسر 

حجمي و شرايط مرزي بر روي فرکانس طبيعي اتصال دو پوسته 

 اي مخروطي هيبريدي بررسي شده است.استوانه

 

  معادلات -2

اي در اين بخش روابط حاکم بر اتصال دو پوسته هيبريدي استوانه

بر اساس تئوري مرتبه اول تغيير شكل برشي پوسته مخروطي  -
 –اي ( اتصال دو پوسته استوانه1بدست آمده است. در شكل )

پوسته مخروطي يک  (2مخروطي نشان داده شده و در شكل )

 L ،نشان دهنده شعاع پوستهR هيبريدي ترسيم شده است که 

xنشان دهنده طول پوسته،
R نده شعاع در هر مقطع از نشان ده

نشان دهنده نيم زاويه راس مخروط پوسته  پوسته مخروطي،

 . است ضخامت پوستهمعرف  hمخروطي و 

v همچنين ،u وw  ،به ترتيب نشان دهنده جابجايي طولي

 zوx،ايمحيطي، شعاعي در طول مختصات استوانه

باشند. بر اساس تئوري مرتبه اول تغيير شكل برشي پوسته، مي

 شود:( بيان مي1ها بصورت رابطه )جابجايي

(1) 
o x

o

o

u u z

v v z

w w



  

  



 

( 2هاي طولي، محيطي و برشي بصورت رابطه )همچنين، کرنش
 :] 21[باشد مي
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xx x x
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. استنقطه دلخواه از صفحه مياني پوسته فاصله هر  zکه 

o,همچنين  x,o،   وx ,o دهنده کرنش به ترتيب نشان

طولي،  محيطي و برشي صفحه مياني پوسته بوده که به صورت 

 : ]22[( قابل بيان است 3رابطه )

(3) 
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 مخروطي -اي ل دو پوسته هیبریدي استوانهاتصا -1شکل 
 

 
 پوسته مخروطي هیبریدي -2شکل 

 

 (3)ادامه 
xz,o x

z,o

w

x

cos 1 w
v

R(x) R(x)
 


   



 
    



 

در طول پوسته مخروطي به صورت  R(x)که شعاع متغير 

 :]23[گردد ( بيان مي4رابطه )

(4) 
1

R(x) R Lsin   

xkهمچنين  ،k و
xk 

به ترتيب بيانگر انحناء طولي،  

 شوند:( بيان مي5که بصورت رابطه ) هستندمحيطي و برشي 

(5) 

x

x

x

x

x

k
x

1 sin
k

R(x) R(x)

sin 1
k

x R(x) R(x)







 


 



 
   



 
    

 

 

روابط بين کرنش و تنش براي پوسته مخروطي بصورت رابطه  

 :]23[د شو( تعريف مي6)

(6) 

x

z

xz

x

11 12 16
x

12 22 26

z44 45

xz
45 55

x
16 26 66

Q Q 0 Q

Q Q 0 0 Q

0 0 Q Q 0

0 0 Q Q 0

Q Q 0 0 Q

0

































 
 
  
 
 
 
  

   
   
     

  
  
  
    

 

اي و مواد کامپوزيت لايهبيانگر ضرايب ماتريس سختي  ijQکه 

براي بدست آوردن روابط تعادل پوسته باشد. هر لايه مي فلز در



 ...يطرومخ – يااستوانه يدیبریه يهامطالعه ارتعاش آزاد اتصال پوسته
 

 1402 تابستان، 1ه ، شمار42هاي عددي در مهندسي، سال روش 94

( 7اي از اصل هميلتون استفاده شده که بصورت رابطه )استوانه

 شود: بيان مي

(7)  
2

1

t

t

U T dt 0    

به ترتيب نشان دهنده انرژي کرنشي و انرژي جنبشي  Tو  uکه 

 ( قابل بيان است: 8باشند. انرزي کرنشي بصورت رابطه )مي

(8) 
h / 2 L 2

ij ij

h / 2 0 0

1
U Rdxd dz

2





       

 بود:  ( خواهد9رابطه )همچنين انرژي جنبشي بصورت 

(9) h / 2 0 0

h /2 L 2
1

T h Rdxd dz
2

u i v j w k

V V

V
  





   

  







  
 

jکه  ،i  وk اي در طول مختصات استوانه يكه يب برداربه ترت

،x  وZ باشند. با جايگزين کردن تغييرات انرژي کرنشي مي

پوسته  بر و انرژي جنبشي در اصل هميلتون روابط حاکم

 :استخراج خواهد شدمخروطي 

(10) 

xx

x

22

x

0 12 2

x

x x

22

0 12 2

2

zxz

xz 0 2

xx

x xz

22

x

1 22 2

x

NN 1 sin
(N N )

x R R

u
I I

t t

N N1 2 sin cos
N

x R R R

v
I I

t t

QQ 1 sin cos w
Q N I

x R R R t

MM 1 sin
(M M ) Q

x R R

u
I I

t t

M M1

x R





 

 













 
   

 

 


 

   
    

 

 


 

   
   

  

 
    

 

 


 

 



x z

22

1 22 2

2 sin
M Q

R

v
I I

t t



 




  



 


 

 

 که
i i i

Q ،M،N  وiI دهنده نيروي منتجه، ممان به ترتيب نشان

منتجه، نيروي برشي و ممان اينرسي بوده که بصورت رابطه 
 شوند:( بيان مي11)

(11) 

 

 

 

i i

i i

s i i

2

0 1 2

dz N , i x, , x

zdz M , i x, , x

k dz Q , i xz, z

(1, z, z )dz I , I , I

 

 



  

  

  

 









 

5بيانگر ضريب تصيح برشي بوده که برابر با مقدار  skکه 
6

  

(، زاويه راس مخروط 10در صورتي که در روابط )باشد. مي
)صفر در نظر گرفته شود  0)  روابط مربوطه به روابط

اي تبديل خواهند شد. شرايط مرزي مختلف براي پوسته استوانه

( از اصل هميلتون 12سازه در دو انتهاي آن به صورت رابطه )
 گردد:حاصل مي

(12) 
x x x

x

x x xz x x

Simply : N V W M M 0

Clamp : U V W 0

Free : N N M M 0





 

    

      

     

 

( 1همچنين شرايط پيوستگي بين دو پوسته با توجه به شكل )

 شوند:( تعريف مي13بصورت رابطه )

(13) 

i j i j i j x i x j

i j x i x j

x i x j xz i xz j

x i x j x i x j

u u , v v , w w , ,

, N N

N N , ,

M M , M M

 

 

 

     

   

   

 

 

 

 :توان نوشتمي( 10( در روابط )5( و )3(، )2با جايگذاري روابط )
 

22

x

11 112 2

22

x

12 12

2 2

66 2 2 2

2 2

x

66 2 2 2

x

11 11 12 2

u
A B

x x

1 v cos w 1 sin
A ( ) B ( )

R x R x R x R x

1 u sin v 1 v
A ( )

R R R x

1 sin 1
B ( )

R x R R

sin u sin sin v
A B A

R x R x R



 

 
 

 

     
   

     

   
  

   

    
 

   

    
  

  

 

 الف(-14)
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2

x

12 12 x 122 2

2

12 122 2

2

22 222 2

22

x

22 22 0 12 2 2 2

sin sin sin
B B B

R R R x

sin sin cos
A u A w

R R

sin v sin
A A u

R R

sin cos sin u
A w B I I 0

R R t t





   
   

 

  


  




     
    

  

 

2 2

66 66 66 2

2 2

x

66 66 662 2

22 2

12 12 22 2 2

22 222 2

2 2

x

22 22 662 2 2

2

66 2

1 u sin v v
A A A

R x R x x

sin 1
B B B

x R x R x

1 u 1 1 v
A B A

R x R x R

sin u cos w
A A

R R

1 sin 2 sin u
B B A

R R R

2 sin
A v A

R

 





   
  

   

    
 

   

  
  

    

   


 

     
  

  




66

2

x x

66 66 662 2 2

55 55 2

55 54 x 542

22

0 12 2

2 sin v

R x

2 sin 2 sin 2 sin
B B B

R x R R

cos cos
A A v

R R

cos w cos cos w
A A A

R R R x

v
I I 0

t t







 



   
    

 

 
 

    
     

 

 
 

 

 

 

2

x

44 44 552 2

2

55 552 2 2

x

44 12 12

22 222 2

22 222 2

44 x

2

22 x2

cos w 1
A A A

R x R

cos v 1 w
A A

R R

sin w sin u cos
A A B

R x R x R x

cos v sin cos
A A u

R R

cos sin cos
B B

R R

sin
A

R

cos
A w

R





 
  

  

  


 

    
  

  

   
 



  
 




  




 

22 2

x

11 11 122 2

2

x

12

2 2

66 2 2 2

2 2

x

66 2 2 2

x

11 11 12 2

2

12 2

u 1 v cos w
B D B ( )

x x R x R x

1 sin
D ( )

R x R x

1 u sin v 1 v
B ( )

R R R x

1 sin 1
D ( )

R x R R

sin u sin sin v
B D B

R x R x R

sin
B u

R



 

    
   

    

  


  

   
   

   

    
 

   

    
  

  




12 2

2

x

12 12 x 122 2

2

22 222 2

22 222 2

22 x 44 x 442

22

x

45 45 45 1 22 2

sin cos
B w

R

sin sin sin
D D D

R R R x

sin v sin
B B u

R R

sin cos sin
B w D

R R

sin w
D A A

R x

cos 1 w u
A A v A I I 0

R R t t







 

   
   

 

  




  
  



 
   



   
      

  

 

2 2

66 66 66 2

2 2

x

66 66 662 2

22 2

12 12 22 2 2

22 222 2

2 2

x

22 22 662 2 2

2

66 2

1 u sin v v
B B B

R x R x x

sin 1
D D D

x R x R x

1 u 1 1 v
B D B

R x R x R

sin u cos w
B B

R R

1 sin 2 sin u
D D B

R R R

2 sin
B v B

R

 





   
  

   

    
 

   

  
  

    

   


 

     
  

  


 x

66 66 2

2

x

66 662 2

55 55

2 sin v 2 sin
D

R x R x

2 sin 2 sin
D D

R R

cos cos
A A v

R R





  
 

 

 
  



 
 

22

55 54 x 54 0 12 2

1 w cos w v
A A A I I 0

R R x t t


    

      
   

 

 ادامه
 الف(-14)

 (ب-14)

 (د-14)

 (ر-14)

 (ج-14)
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که ضرايب 
ij ij

B A،  وijC ( تعريف شده15بصورت رابطه ):اند 

(15) 
k

k

N

ij ij k k 1

k 1

N

2 2

ij ij k 1

k 1

N

3 3

ij ij k 1

k 1

A Q (h h )

1
B Q (h h )

2

1
D Q (h h )

3













 

 

 







 

 

 :1ربعات دیفرانسیلي تعمیم یافتهروش م -3
مخروطي از  -اي براي حل ارتعاش آزاد اتصال دو پوسته استوانه

يافته با توجه به در نظر روش عددي مربعات ديفرانسيل تعميم
 . در اين روشگرفتن تمام شرايط مرزي استفاده شده است

مهم است که در  توزيع نقاط و چگونگي نتايج تعداد همگرايي
لوباتو( -گوس-فشيچباي غيريكنواخت )نقطه توزيع له ازاين مقا

 شود:( تعريف مي16استفاده شده است که بصورت رابطه )

(16) 
L i 1

x 1 cos ,  i
2 N 1

if   0 x L        i 1, 2, ..., N


  



  

  
      

تعداد نقاط انتخابي در امتداد طول پوسته  N(، 16در رابطه )
 هر از تابع يک مشتقات مربعي، تفاضلات روش اساس است. بر

xاي دلخواه مانند طهدر نق ايمرتبه x
i

 ( 17بصورت رابطه )
 : ]24[ گرددتعريف مي

(17) 
r Nd f (r)

A f (x )iijr
j 1dx

x xi





 

(r)که 

ijA ( 18ماتريس ضرايب وزني است که همانند رابطه )
 :]25[د شومحاسبه مي

(18) 
     

(r) (1) (r 1)
A A A            2 r N 1ij ij ij

(r) (r 1) (1)
A A A


   


 

 

i

i j j

N

(1)
(1)

ik
ij

k 1,k i

N

i i j

j 1, j i

M( )
 for  i j  

( )M( )

  i, j 1,2,..., N

A        for   i=jA

M( ) ( )    for i 1,2,..., N

 

 




   





     

















 

اي با استفاده از حل معادلات پوسته استوانه -4

 GDQMروش 
ها بر ها در راستاي محيطي، جابجاييبا توجه به تقارن پوسته

 شود:( تعريف مي19بصورت رابطه ) GDQMاساس روش 

(19) 

   

   

   

   

   

x x

u(x, , t) U x cos n cos( t)

v(x, , t) V x sin n cos( t)

w(x, , t) W x cos n cos( t)

(x, , t) x cos n cos( t)

(x, , t) x sin n cos( t)
 

   

   

   

     

     

 

فرکانس طبيعي سازه ω و  شمارنده موج محيطي nکه در آن 

به  [H]( ماتريس 14( در روابط )19با جايگذاري روابط ) ست.ا

هاي آن در پيوست مقاله بيان شده که درايه دست خواهد آمد

i)است. که  ) (i ) (i ) (i )

x
،W،V،U  و(i )


  مشتقات مرتبه( )i 

ت ديفرانسيلي باشند که با توجه به روش مربعاها ميجابجايي

 تعميم يافته جايگزين خواهند شد.

 

 نتایج -5
به هم پيوسته  نتايج حاصل از ارتعاش سازه بخشدر اين 

مخروطي هيبريدي ارائه شده است.  –اي هاي استوانهپوسته

 1خواص مكانيكي مواد کامپوزيتي و فلز آلومينيم در جدول 

اد سازه براي است. کليه نتايج در تحليل ارتعاش آز ارائه شده

2فرکانس بدون بعد بصورت 

y
R / E     بدست آمده

بيانگر چگالي مواد  ρبيانگر فرکانس طبيعي سازه،  ωاست. که 

بيانگر مدول الاستيسيته مواد کامپوزيت در  yE کامپوزيت و

 باشد.راستاي عرضي مي

 

 اعتبار سنجي  -5-1

حاضر با نتايج روش  ازدر اين بخش نتايج بدست آمده 

چيني، زاويه تحقيقات قبلي مقايسه شده است. تاثيرات لايه

راس مخروط و مود جانبي )اعداد داخل پرانتز( بر روي نيم

 مخروطي  -ي ادو پوسته استوانه فرکانس طبيعي اتصال
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 خواص مکانیکي مواد کامپوزیت و آلومینیم -1جدول 

 خواص
 مواد

3
(kg m ) x

 
s

E (GPa) y
E (GPa) 

x
E (GPa) 

 اپوکسي -کربن  181 3/10 17/7 28/0 1600

 اپوکسي -شيشه  6/38 27/8 14/4 26/0 1800

 آراميد اپوکسي 76 5/5 3/2 34/0 1460

 آلومينيم 4/72 4/72 28 33/0 2700

 

فرکانس طبیعي بدون بعد  مقایسه -2جدول 
11( / )R h A   مخروطي -اتصال دو پوسته استوانه اي 

60  30  زوايه مخروط 

 لايه چيني روش حاضر ]23[مرجع  روش حاضر ]23[مرجع 

(3 )0250/0 (3 )0253/0 (4 )0366/0 (4 )0365/0 [0 90] 

(4 )0181/0 (4 )0180/0 (4 )0238/0 (4)0238/0 [0 0 0] 

(4 )0241/0 (4 )0241/0 (4 )0309/0 (4 )0309/0 [0 90 0] 

 

، مقايسه ينا يشده است. برانشان داده  2در جدول  کامپوزيتي

 يداراي و مخروطي اکه دو پوسته استوانه شده استفرض 

 يزمر يطشرا ين. همچنتندهس يكسانطول، ضخامت و شعاع 

گيردار  ،مخروطيپوسته  يآزاد و رو ،ياپوسته استوانه يرو

(FC)  به صورت ابعاد پوسته  شده است.در نظر گرفته

(L / R 1, h / R 0.01)  در  مواد بصورت يكسان يدمانو چ

بيانگر  2نشان داده شده در جدول  يجنتا نظر گرفته شده است.

حاضر و روش بين نتايج حل  يخوب ياربسطابق آن است که ت

 يجموارد نتا ( وجود دارد و در همه]23[ سري تواني )مرجع

 و قابل قبول است. يكسان

 

 مخروطي –اي هاي هیبریدي استوانهنتایج اتصال پوسته -5-2

زاويه راس مخروط، کسر در اين بخش اثرات مود جانبي، نيم

حجمي، مواد کامپوزيت، طول و ضخامت پوسته بر روي 

دون بعد اتصال دو پوسته هيبريدي نشان داده فرکانس طبيعي ب

هاي پوسته هيبريدي بصورت چهار چيني در لايهشده است. لايه

لايه متقارن 
S

[Al / 0 / 90 / در نظر گرفته شده است.  [0

همچنين ابعاد و شرايط مرزي پوسته در حالت کلي بصورت 

L / R 1, h / R 0.01, BC CC    .در نظر گرفته شده است 

( تاثير مود جانبي و تغييرات مواد کامپوزيت در 3در شكل )

ها بر روي فرکانس طبيعي بدون بعد نشان داده شده است. لايه

گردد با افزايش مقدار مود جانبي، همانطور که مشاهده مي

فرکانس طبيعي بدون بعد در ابتدا کاهش و سپس در ادامه و در 

به بعد افزايش يافته است. همچنين بيشترين  9مود فرکانسي 

اپوکسي در  -مقدار فرکانس طبيعي در حالتي که از مواد کربن 

 هاي کامپوزيت استفاده شده است اتفاق افتاده است.لايه

( تاثيرات طول به شعاع پوسته و مود جانبي بر 4در شكل )

روي فرکانس طبيعي اتصال دو پوسته ترسيم شده است. 

شود با افزايش مقدار نسبت طول به شعاع که ديده ميهمانطور 

پوسته فرکانس طبيعي بدون بعد همواره کاهشي بوده است که 

در ابتدا با شيب بيشتر و در ادامه با شيب کمتري کاهش يافته 

است. همچنين اثرات نسبت ضخامت به شعاع پوسته و نسبت 

نشان  (5طول به شعاع پوسته بر روي فرکانس طبيعي در شكل )

 با  شودميداده شده است. همانطور که مشاهده 
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 هاي هیبریدياثر مود جانبي و مواد کامپوزیت بر روي فرکانس اتصال پوسته -3شکل 

 

 
 هاي هیبریدياثر نسبت طول به شعاع پوسته و  مود جانبي بر روي فرکانس اتصال پوسته -4شکل

 

 
 هاي هیبریدينسبت طول به شعاع بر روي فرکانس اتصال پوستهاثر نسبت ضخامت به شعاع پوسته و  -5شکل 
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 هاي هیبریدياثر شرایط مرزي و نسبت طول به شعاع پوسته بر روي فرکانس اتصال پوسته -6شکل 

 

 
 هاي هیبریدياثر زوایه نیم راس مخروط و مود جانبي بر روي فرکانس اتصال پوسته -7شکل 

 

سته فرکانس طبيعي با شيب افزايش نسبت ضخامت به شعاع پو

کمي افزايش يافته است که در نسبت طول به شعاع پوسته در 

 ، شيب افزايش بطور قابل محسوسي بيشتر بوده است.1مقدار 

( اثرات شرايط مرزي و نسبت طول به شعاع 6در شكل )

 –اي پوسته بر روي فرکانس طبيعي اتصال دو پوسته استوانه

شده است. همانطور که نتايج مخروطي هيبريدي نشان داده 

نشان داده است فرکانس طبيعي در حالت شرايط مرزي گيردار 

گيردار از ساير شرايط مرزي بيشتر بوده است. اين بدين دليل  –

گيردار سفتي سازه  -است که در حالت شرايط مرزي گيردار

راس مخروط و بيشتر است. همچنين تاثير تغييرات زاويه نيم

( ترسيم شده 7وي فرکانس طبيعي در شكل )مود جانبي بر ر

راس است. نتايج نشان داده است که با افزايش مقدار زوايه نيم

در پوسته مخروطي، فرکانس طبيعي بدون بعد کاهش يافته 

است. همچنين مشاهده شده است که با افزايش مقدار مود 

جانبي فرکانس در ابتدا کاهش و سپس افزايش يافته است. 

ترين مقدار فرکانس در حالتي که مود جانبي برابر با همچنين بيش

 باشد اتفاق افتاده است.مي 1مقدار 

اثرات کسر حجمي و مود جانبي بر روي فرکانس طبيعي 

مخروطي هيبريدي در  –اي بدون بعد اتصال دو پوسته استوانه

 ( ترسيم شده است. نتايج نشان داده است که با افزايش 8شكل )
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 هاي هیبریديکسر حجمي و نسبت طول به شعاع پوسته بر روي فرکانس اتصال پوستهاثر  -8شکل 

 

مقدار کسر حجمي مواد کامپوزيت نسبت به فلز آلومينيم فرکانس 

طبيعي بدون بعد سازه هبيريدي کاهش يافته است. همچنين 

ها زياد بوده مشاهده شده است که در ابتدا اختلاف بين فرکانس

 ت طول به شعاع پوسته کاهش يافته است.که با افزايش نسب

 

 گیرينتیجه -6
اي هاي استوانهدر اين مقاله، بررسي ارتعاشات آزاد اتصال پوسته

مخروطي هيبريدي با استفاده از تئوري مرتبه اول تغيير شكل  –

تحت شرايط مرزي مختلف ارائه شده است. روابط سازه  3برشي

از اصل هميلتون با در نظر اتصال دو پوسته هيبريدي با استفاده 

ده شها استخراج گرفتن شرايط پيوستگي در نقاط اتصال پوسته

يافته است و با استفاده از روش مربعات ديفرانسيلي تعميم

ترين نتايج روابط حاکم بر اتصال دو پوسته حل شده است. مهم

 حل ارتعاشات آزاد اتصال دو پوسته هيبريدي عبارت است از:

هاي هيبريدي يعي بدون بعد اتصال پوستهفرکانس طب -1

مخروطي با افزايش نسبت طول به شعاع پوسته  –اي استوانه

همواره کاهشي بوده است. همچنين با افزايش مود جانبي در 

 در ادامه افزايش يافته است. بوده وابتدا فرکانس کاهشي 

با افزايش نسبت ضخامت به شعاع پوسته، فرکانس طبيعي  -2

سازه افزايش يافته است. همچنين با افزايش مقدار  بدون بعد

راس مخروط پوسته مخروطي، فرکانس طبيعي بدون زوايه نيم

 بعد کاهش يافته است.

با افزايش کسر حجمي کامپوزيت در مقايسه با فلز آلومينيم،  -3

فرکانس طبيعي سازه کاهشي بوده است. همچنين در شرايط 

فرکانس در سازه اتفاق افتاده گيردار بيشترين  –مرزي گيردار 

 است.

بيشترين فرکانس در حالتي که مواد کامپوزيت از جنس  -4

اپوکسي استفاده گرديده نسبت به ساير مواد کامپوزيت  -کربن 

  بيشتر و بالاتر بوده است.

 

 نامهواژه
1. generalized differential quadrature 

method (GDQM) 

2. functionally graded materials 

(FGM)  

3. first order shear deformation 

theory (FSDT) 
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