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 نی. در اسازديرا تنها به مرز دامنه محدود م يسازنمودن پاسخ سطح المان به مرز آن، گسسته اسیبا مق شدهاسیمق يروش اجزا محدود مرز -چکیده

 هیبه همراه روش توابع پا شدهاسیمق يروش اجزا محدود مرز هیبر پا دیجد يکردیبا رو يدوبعد يپژوهش، حل مسائل انتقال حرارت در فضا
و  ،يرامونیو پ يشعاع يهامختصه يبا ارائه روابط در دستگاه مختصات حاو شده،اسیمق يمورد نظر قرار گرفته است. روش اجزا محدود مرز دهشمتعادل

به  ازین ایحل و  هیمناسب در ناح يبندبه المان يوابستگ يهاچالش ،يدر امتداد شعاع يلیتحلمهیتوسعه حل ن هیمرز مسئله بر پا يسازتنها با گسسته
 کردن اسیپژوهش پس از مق نی. در اسازديمعمول است، را مرتفع م ياجزا محدود و اجزا مرز يهادر روش بیمعادله، چنانکه به ترت ياساس يهاحل

در امتداد  يلیتحلمهیتابع حل ن بیتقر يبرا شدهمتعادل هیو استخراج معادلات مربوطه، از روش توابع پا شدهاسیمق يمرزمرز توسط روش اجزا محدود 
نوع اول،  شفيچب يهايااز نوع چندجمله هیاول هیتابع حل مسئله توسط توابع پا يبخش شعاع نیصورت که پس از تخم نیبه ا شود؛ياستفاده م يشعاع

مجهول مجموعه پاسخ مسئله مرتبط  بیاقدام به برآورد ضرا تی. در نهاابدیآن تحقق  يبیتقر يتا ارضا شوديمعادله بر آن اعمال م يوزن اندهمیعملگر باق
شد که  نشان داده خواهد يعدد جینخواهد بود. در نتا یيدر گام نها ژهیو ریبه حل مسئله مقاد يازین بیترت نی. بدشوديمسئله م يمرز يبا درجات آزاد

 برخوردار است.   زین يمطلوب یياز دقت و همگرا کردیرو نیا
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its relations in radial and circumferential coordinate systems, but only discretizes the boundary of the problem through development 

of a semi-analytical solution in radial direction. So the challenges of appropriate elemental grid for the solution domain, or the need 

for fundamental solutions of the equation, as usual in the finite element method or the boundary element method respectively, do not 

appear. In this research, after scaling the boundary in the scaled boundary finite element method and extracting the related 

equations, the equilibrated basis functions are used to approximate the semi-analytical solution in radial direction. After estimating 

the radial solution by the first kind Chebyshev polynomials, the weighted residual form of the governing equation is applied for 

approximately satisfaction. Finally, the unknown degrees of freedom of the boundary are derived, and there will be no need for the 

usual eigenvalue solution of the SBFEM. It will be shown that this approach benefits good accuracy and convergence rate. 
 
Keywords: scaled boundary finite element method, equilibrated basis functions, weighted residual integration. 
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 مقدمه -1

توانند بر توزيع تنش در يک ساختار تاثير مياثرات حرارتي 

هاي ناگهاني بگذارند و از همين روي، جهت جلوگيري ازخرابي

ها ضروري ها، آگاهي کافي از توزيع حرارت در آندر سازه

هاي حرارتي در اجزاي است. جريان حرارت باعث ايجاد تنش

به  ها در موارديشود. اين تنشاي در معرض دماي بالا ميسازه

باري را هاي فاجعهتوانند شكستحدي شديد هستند که مي

بيني وضعيت سازه مستلزم حل معادلات موجب شوند. پيش

اي همراه با شرايط مرزي حاکم بر رفتار آن است. مشتقات پاره

با توجه به پيچيدگي اغلب مسائل مورد بررسي از منظر هندسه، 

ي عددي تنها راه هابارگذاري و خواص مادي، استفاده از روش

هاي اخير رويكردي ها است. در سالموثر و معقول در حل آن

نيمهتحليلي تحت عنوان روش اجزا محدود مرزي مقياسشده1 

در سال براي حل اين معادلات معرفي گرديده است. اين روش 

و برخي از  [ توسعه يافته1توسط وولف و سانگ ] 2000

ويژگيهاي مطلوب روش اجزا محدود2 و روش اجزا مرزي3 را 

کند. در اين روش در فضاي دوبعدي، با يكديگر ترکيب مي

اي با معرفي يک سيستم مختصات مرزي معادله ديفرانسيل پاره

 و   و محيطي5  مقياسشده متشكل از مختصات شعاعي4 

مبتني بر روش اجزا هاي سازي مرز با المانضمن گسسته

بعدي در جهت شعاعي ، به يک معادله ديفرانسيل يکمحدود

گردد. به اين تحليلي حل ميصورت نيمهشود که بهتبديل مي

يابد که اين امر کاهش کاهش مي "يک"بعد فضايي به  ترتيب،

روش اجزا محدود مرزي [. 2]حجم محاسبات را به دنبال دارد 

ختلف مهندسي همانند مكانيک ، هاي مشده در زمينهمقياس

طور گسترده مورد فضا و مكانيک شكست به-متالورژي، هوا

هاي جالب آن قابليت تحليل گيرد. از ويژگياستفاده قرار مي

مسائل داراي تكينگي همانند ترک، در قالب يک مسئله مقادير 

ساز است که اجازه محاسبه آسان و ويژه بدون نياز به توابع غني

کارآمد ضرايب شدت تنش6 را ميدهد ]3[. عملكرد اين روش 

داراي نتايج خوبي در مقايسه با روش اجزا محدود است و 

[.4نسبت به آن هزينه محاسباتي کمتري دارد ]  

براي حل مسائل انتقال  شدهروش اجزا محدود مرزي مقياس

[ در 5بازيار و طالبي ]توسط هاي ناهمسانگرد حرارت در محيط

هاي مرزي از المانورد استفاده قرار گرفت. ايشان م 2015سال 

با تعداد گره دلخواه متناظر با مراتب تقريب گوناگون استفاده 

از روش المان محدود [ 6]يانگ و وانگ  2021کنند. در سال مي

هاي چندضلعي يا با مش 7شده چند ضلعيمرزي مقياس

رت صوسازي مرزهاي هندسه بهبه منظور گسسته 8چهاردرختي

هاي چندضلعي براي تر استفاده کردند. استفاده از مشدقيق

تطبيق المان با مرز هندسه موجب افزايش تعداد درجات آزادي 

هاي محاسباتي سعي بر به گردد. براي کاهش هزينهسيستم مي

حداقل رساندن تعداد درجات آزادي است. استفاده از روش 

، 9اين چرخهشده با خواص تقارالمان محدود مرزي مقياس

براي تحليل مسائل  [7]همكاران  و رويكردي است که يانگ

انتقال حرارت حالت پايدار بدون کاهش تعداد درجات آزادي 

به کار گرفتند. در اين رويكرد مسئله مقادير ويژه مرتبه دوم به 

تر تقسيم شده است اي از مسائل فرعي مستقل کوچکمجموعه

هاي محاسباتي کاهش له، هزينهها به جاي کل مسئکه با حل آن

براي حل مسائل  2021[ در سال 8يو و همكاران ]يابد. مي

هاي پيچيده از مش چهاردرختي انتقال حرارت گذرا در هندسه

هاي آويزان و مرز هندسي ترکيبي استفاده نمودند که مشكل گره

محاسب و دهد. نامنظم را با دقت قابل توجه مدنظر قرار مي

سازي ترکيبي يک الگوريتم بهينهاز  2017در سال  [9همكاران ]

برنامه نويسي درجه دوم  به همراهکه از الگوريتم ژنتيک 

 تشكيل شده است، به منظورکاهش زمان محاسبه و به 10متوالي

دست آوردن شار حرارتي ناشناخته مسائل انتقال حرارت گذرا  

يز نخستين استفاده کردند. توسعه روش براي مسائل الاستيسيته ن

-[. از آن زمان به10بار توسط ديكز و وولف صورت گرفت ]

ويژه در تخمين ضرايب شدت اي از اين روش بهطور گسترده

در [. 11تنش براي مسائل مكانيک شكست استفاده شده است ]

 معادلات ديفرانسيل شده، روش اجزا محدود مرزي مقياس

زا محدود به فرم اي در جهت محيطي با استفاده از روش اجپاره

اند و در عين حال، در جهت شعاعي به فرم قوي ضعيف درآمده
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اي به نام انتخاب نقطهتحليلي، مانند. در اين روش نيمهباقي مي

ضروري است. اين نقطه بايد بتواند کليه  11بنديمرکز مقياس

هاي دامنه را در اصطلاح ببيند. اين موضوع باعث ايجاد گره

شود که با تقسيم کل هاي پيچيده ميهندسه هايي درمحدوديت

 .(1شكل )تر قابل حل است هاي کوچکدامنه به زيردامنه

هاي ترين روشدر عين حال روش ترفتز يكي از قديمي

مرزي بدون شبكه است. در اين روش پاسخ معادله توسط 

شود که قابليت ارضاي دقيق صورت توابعي تقريب زده مي

[. بنابراين حجم اصلي کار به اعمال 12همگن آن را دارند ]

هاي اساسي با شود. روش حلشرايط مرزي محدود مي

هاي اساسي عملگر معادله به عنوان رويكردي مشابه، از حل

نمايي نيز به  [. روش توابع پايه13کند ]هاي حل استفاده ميپايه

هاي حل در دو روش قبلي، توسط منظور تسهيل استخراج پايه

هاي اخير به منظور [. در سال14د ]شهمكاران معرفي برومند و 

 هاي حل، از جمله در تسهيل بيشتر استخراج پايه

شده توسط هاي ناهمگن، روش توابع پايه متعادلمحيط

اين روش قادر به  د،ش[ ارائه 15نورمحمدي و همكاران ]

طور هايي براي سري پاسخ است که معادله را بهتشكيل پايه

براي حل اين روش  کنند.با دقت بالا ارضا ميتقريبي ولي 

مسائل هارمونيک، الاستيسيته، خمش و پايداري ورق و نيز 

  [.19-16] مسائل شكست توسعه يافته است

شده براي روش توابع پايه متعادل کارگيريدر تحقيق حاضر با به

هاي دو روش حل معادله برخواسته در راستاي شعاعي، قابليت

از يک شود. به عبارت ديگر، يكديگر نمايان ميدر ترکيب با 

شود که قادر به روش تقريبي در راستاي شعاعي بهره گرفته مي

هايي با توان ارضاي تقريبي معادله راستاي شعاعي توليد پايه

 شده ناميده هاي متعادلها در اصطلاح پايهاست. اين پايه

 عه اوليه شوند، زيرا حاصل اعمال معادله تعادل بر مجمومي

ها هستند. سپس روابط حل بر مبناي درجات آزادي توسعه پايه

 يافته و مطابق مرسوم در روش اجزا محدود مرزي حل 

شده عليرغم شوند. نشان داده خواهد شد که ايده مطرحمي

سادگي در کاربرد، بسيار موثر عمل کرده و گستره اعمال روش 

 دهد. را افزايش مي

آيد بدين شرح است؛ در بخش دوم ه ميآنچه در ادامه مقال

کليات روش اجزا محدود مرزي مقياس شده و نحوه استخراج 

شود. در بخش سوم به بيان اصول معادلات حاکم تشريح مي

هاي عددي شود. بخش چهارم مثالروش پيشنهادي پرداخته مي

کند. نهايتا بخش پنجم به براي بررسي عملكرد روش ارائه مي

 پردازد. له ميبندي مقاجمع

  

شده در ترکیب روش اجزا محدود مرزي مقیاس -2

 شدهبا روش توابع پایه متعادل
شده، دستگاه مختصات در روش اجزا محدود مرزي مقياس

داراي دو مختصه شعاعي و محيطي با منشا  (1)مطابق شكل 

عي که با ( است. مختصه شعاOاي به نام مرکز مقياس )نقطه

شود، از صفر تا يک را پوشش نشان داده مي پارامتر نرمال 

0طوري که در مرکز مقياس معادل با دهد، بهمي   و در مرز

1معادل    است. مختصه محيطي  د مرز در امتدانيز

تا  -1شود و در محدوده هر المان مرزي، از مقدار تعريف مي

 xاي درون المان با مختصات دهد. هر نقطه+ را پوشش مي1

( در دستگاه 2( و )1)کارگيري روابط با بهتوان را مي yو

اي المان گره شده و بر اساس مختصات نقاطمختصات مقياس

 [:   2صورت زير نوشت ]مرزي به

(1)    x ξ,η = ξ ηN x 

(2)    y ξ,η = ξ ηN y 

به دستگاه  بالا يک انتقال از دستگاه مختصات کارتزين معادله

و  xه بالا است. در رابط و  شده مختصات مرزي مقياس

y اي المان بر روي مرز گسسته بوده و مختصات نقاط گره

 N   توابع شكل لاگرانژي مرزي مشابه روش اجزا محدود

صورت طور مثال اين توابع براي يک جزء خطي بههستند. به

 شوند: زير بيان مي

(3) 
      

   

1 2
η = N η N η

1 1
= 1- η 1+ η

2 2

 
  

N
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 [.5] يدوبعد يتر در فضاکوچک يهاردامنهیدامنه به ز میتقس -1 شکل

 

براي انتقال مختصات، نياز به ماتريس ژاکوبين است که به 

 شود:تعريف مي (4صورت رابطه )

(4) 

  
  
 
  
   

J 

ه مختصات مشتقات فضايي در دستگا با استفاده از رابطه

 شود:کارتزين و مرزي، چنين نتيجه مي

(5) , ,

, ,

y y1x

x x

y

 

 

  
        

          
      

J
 

کند، با در ها بروز مياز دامنه المان که در انتگرال dVسطح

 نظر گرفتن ملاحظات هندسي برابر است با: 

(6) dV d d   J 
 

طول المان ير انتگرال مرزي، همچنين به منظور محاسبه مقاد

در مرز ) dSکوچک 1شود: صورت زير محاسبه مي( به 
  

(7)       s, ,
dS d d

 
      N x N y

2 2

 

 

1با هدف توسعه روابط بر روي مرز   با استفاده از مشتق ،

(، 5يگذاري معادلات حاصل در رابطه )( و جا2( و )1) معادلات

شكل جديد اين عبارات ماتريسي با هدف تسهيل روابط بعدي 

اجزا محدود مرزي  و نيز به عنوان نوشتار رايج روش

 شود: ( حاصل مي8، مطابق رابطه )شدهمقياس

(8) 1 2 1x

y

 
    

  
    
  

b b 

 شود: که در آن از اختصارهاي زير استفاده مي

(9) 
 

 
,1

,

1 



   
  

   

N y
b

J N x
 

(10)  

 
2 1    
  

  

N y
b

N xJ
 

1درجه حرارت جزء مرزي در  کارگيري توابع شكل ، با به

يابي گشته و بر اين اساس، درون( در کل سطح المان 3) رابطه

 شود: سازي به مرز محدود ميگسسته

(11)      T ,    N T  

اي المان مرزي، خود توابعي از به عبارت ديگر مقادير گره

هستند و به اين صورت در سطح المان گسترش  متغير

يابي توان به نوعي با درونفوق را مي يابند. معادلهمي

مقادير Tها در جهت ، تعميمي از رويكرد تفكيک متغير

کارگيري ( و به11) تفسير کرد. با استفاده از معادله ي محيط

(، مجددا به منظور تبعيت از نوشتار مرسوم در مراجع 8) معادله

 گردد: ( پديدار مي12اين روش، معادله )

(12)    
,x 1 2

,
,y

T 1

T 

 
    

 
B T B T  

Bدر رابطه بالا 
Bو 1

باشند که مي عباراتي مستقل و تابع 2

اند و چنين به نوعي جايگزين ماتريس گراديان حرارتي گشته
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     [:2شوند ]تعريف مي

(13)  
 

 
 

,1 1

,

y1

x





   
    

   

B b N N
J

 

(14)  
 

 
 2 2

, ,

y1

x 

   
    

  
B b N N

J
 

و بدون وجود منابع گرمايي  معادله انتقال حرارت حالت پايدار

 باشد:در محيط ناهمسانگرد به شرح زير مي

(15) T

xx ,xx xy ,xy yy ,yyT k T 2k T + k T 0  S kS 

ضرايب هدايت حرارتي  ijkدرجه حرارت و  Tرابطه بالا  در

باشند. به منظور تسهيل روابط بعدي، شكل ماتريسي ماده مي

ه نيز با استفاده از عملگر گراديان رابط 
T

x y    S 

ij{kو ماتريس ضرايب هدايت حرارتي  }k  آورده شده

 V( در دامنه المان15انتگرال وزني براي معادله ) رابطهاست. 

 گردد:  بيان مين چني S داراي المان مرزي

(16) T

V
w T dV 0 S kS  

w  .با الهام از تابع وزن اعمالي به عملگر در سطح المان است

وزني به فرم  ماندهسازي باقيروش وزني گالرکين براي رابطه

گيري ضعيف، عباراتي که داراي مشتق هستند با اعمال انتگرال

ه انتگرال مرزي از جزء تفكيک گشته و بخش مربوط ببهجزء

 گردد تا رابطه زير حاصل شود: ها استخراج ميآن

(17) 
T

V

T T

V S

w TdV

( ) TdV w TdS



 



 

S kS

Sw kS n kS
 

T

x y[n ,n ]n  بردار يكه عمود بر مرز است. جايگذاري
T

nT = qn kS در رابطه  به عنوان شار عبوري عمود بر مرز

 :شود( منجر به رابطه زير مي16)

(18) T

n
V S

( w) TdV wq dS S kS  

عنوان توزيع مجازي دما به wبا عنايت به نگرش کار مجازي، 

  شود،صورت زير تخمين زده ميدر نظر گرفته و به

(19)      w ,    N w  

 w ماتريسي دوعضوي و تابع اي دير گرهبه عنوان مقا

( کار مجازي داخلي 18سمت چپ معادله )دماي مجازي است. 

انجام شده، و سمت راست معادل با کار مجازي خارجي توسط 

است. در نوشتار روش اجزا  nqحرارتي عمود بر مرز  شار

 شده، گراديان توابع وزن چنين است: محدود مرزي مقياس

(20)    
,x 1 2

,
,y

w 1
w

w 

 
     

 
S B w B w  

( در عبارت سمت چپ 20( و )12(، )6با قرار دادن معادلات )

  شود: ( چنين حاصل مي18) معادله

(21) 

   

   

   

   

T

T

T

T

T

V

1 1
T 1 1

, ,

0 -1

1 1
T 1 2

,

0 -1

1 1
T 2 1

,

0 -1

1 1
T 2 2

0 -1

( w) TdV

d d

d d

d d

1
d d

 







     

    

    

   




 

 

 

 

S kS

w B k B J T

w B k B J T

w B k B J T

w B k B J T

 

هاي فوق حاوي انتگرال بر روي مرز هايي از انتگرالبخش

1در موقعيت مسئله    بوده و تنها وابسته به  هستند که

 شوند: چنين نامگذاري مي

(22) T
1

0 1 1

-1

d e B k B J  

(23) T
1

1 2 1

-1

d e B k B J  

(24) T
1

2 2 2

-1

d e B k B J  

ها گيري آننبوده و عمليات انتگرال  تابعي ازها اين ماتريس

هاي فوق تنها مربوط ماتريس .شودانجام مي بر روي جزء مرزي

شده به يک المان هستند. در روش اجزاي محدود مرزي مقياس

ها در کل دامنه مورد استفاده قرار نهي اين ماتريسحاصل برهم

0هاي کلي به ترتيب گيرد. براي هر حالت، اين ماتريسمي
E ،

1
E 2و

E شوند. از اين پس معادلات حاصل، کليه ناميده مي

کنند. براي هاي مرزي را به طور همزمان تحليل ميالمان

استخراج معادله تعادل راستاي شعاعي لازم است که مشتق 
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 از توابع وزن حذف گردد:  نسبت به متغير
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d d
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S kS

w E T w E T

w E T w E T

w E T

1
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پس از قرار دادن  (18)همچنين عبارت سمت راست معادله 

   آيد:به اين شكل درمي در آن( 19و ) (7)معادلات 

(26)  
TT

n 1

S

w q dS   w Q  

Q هاي مرزي است و چنين سهم شار حرارتي بر روي گره

 آيد: ست ميدبه

(27)  
+1

T

n s

-1

q d   Q N  

 

( 18)در معادله  (26)و  (25)گذاري معادلات در نهايت، با جاي

به منظور حذف تكينگي معادله در  و ضرب کل تساوي در

0مرکز مقياس ) شود:(، معادله نهايي زير نتيجه مي   

 

(28) 
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T
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,T

1
1
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0
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مجازي  درجه حرارتتوجه به دلخواه بودن  با  1w  و

 w ماتريس ضرايب گزاره اول و دوم بايد برابر با صفر ،

 کند:  گردند که روابط زير را ايجاب مي
 

(29)    
T0

1 1,  
   Q E T E T

1 

(30) 
 

     
T

,

,





  

      

0 2

0 1 1 2

E T

E E E T E T 0
 

 

اي مربوط به المان روي مرز مسئله ( مقادير شار گره29معادله )

(1  معادله تعادل روش اجزا محدود ( نيز 30)رابطه ( و

شده در راستاي شعاعي براي مسئله انتقال حرارت مرزي مقياس

صورت تحليلي به عنوان بايد به( 30کند. رابطه )را بيان مي

حل گشته و بدين ترتيب عباراتي براي مقادير  تابعي از متغير

اي متغيرگره T هاي دامنه به دست آيد. به ازاي کليه گره

مراجع موجود در روش اجزا محدود مرزي مقياس شده از يک 

( استفاده 30( و )29تحليل مقادير ويژه براي حل معادلات )

ا در تحقيق حاضر ايده متفاوتي مبتني بر روش توابع کنند، اممي

 شده مطرح خواهد گرديد.پايه متعادل

 

مباني روش پژوهش در حل مسائل همگن انتقال  -3

 حرارت
پس از استخراج معادلات حاکم بر مسئله در بخش قبل، در اين 

با شود. بندي کلي روش حل پرداخته ميبخش به بيان فرمول

اين پژوهش از روش اجزا محدود مرزي نظر به اينكه در 

شده استفاده شده در ترکيب با روش توابع پايه متعادلمقياس

 . [18] گرددشود، مختصري از مباني اين روش ذکر ميمي

هاي ترفتز، پاسخ معادله همگن توسط در تئوري روش

شود که قادرند آن معادله را ترکيبي از توابع پايه تخمين زده مي

حليلي برآورده سازند. چنين کاري براي عموم صورت تبه

تواند پيچيده باشد. در مسائل ميسر نيست زيرا ساختار معادله مي

شده نيز ابتدا پاسخ معادله با ترکيبي خطي ايده توابع پايه متعادل

  شود:هاي اوليه تخمين زده مياز پايه

(31) 
N

T

i i

i 1

u c f


  f c  

ضرايب مجهول اين توابع  icتوابع پايه اوليه و ifدر رابطه بالا 

هاي موردنظر است که با درجه تقريب تعداد پايه Nباشند.مي

توان از ارضاي انتگرال پاسخ در ارتباط مستقيم است. مي

(25) 
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يق آن به شكل زير مانده وزني معادله به جاي ارضاي دقباقي

 استفاده کرد: 

(32) T( L d )


  ω f c 0 

باشد. مي حل ناحيه و عملگر معادله Lدر رابطه فوق 

دارا  عضو را wnشامل توابع وزن بوده و تعداد  ωبردار

 شود: رابطه بالا به شكل زير بازنويسي مياشد. بمي

(33) 0Αc = ,          
TL d


 Α ω f  

wnداراي ابعاد  Αماتريس ضرايب  N  است. براي برقراري

عضو فضاي  cر ثابت لازم است که بردار مقادي( 33) رابطه

هاي که پايه φباشد. لذا ماتريس Αپوچ ماتريس ضرايب 

و داراي ابعاد  ضرايب را شامل شدهفضاي پوچ ماتريس 

 wN N n  شود:   باشد استخراج ميمي 

(34)  nullφ Α  

اي از بردارها هاي فضاي پوچ ماتريس ضرايب، مجموعهستون

، دسته fها در اجزاي بردارشود. با ضرب آنرا شامل مي

شده ساخته هاي متعادلجديدي از توابع تحت عنوان پايه

شوند که داراي خاصيت ارضاي تقريبي صورت همگن مي

 عادله هستند:  اپراتور م

(35) T

j jF  f φ 

است. ترکيب خطي  φام jنمايانگر ستون  jφدر عبارت فوق 

شده، سري پاسخ جديد مسئله خواهد بود که هاي متعادلپايه

 شود:   را شامل مي dمجهولات جديد 

(36) 
wN nN

T

i i j j

i 1 j 1

u= c f = d F =


 

  F d 

شده وارد موقعيت کليدي که روابط روش توابع پايه متعادل

گردد، زماني است که شده ميروش اجزا محدود مرزي مقياس

تحليلي معادله برخواسته از تعادل در راستاي شعاعي حل نيمه

گيري از (، با بهره30) براي حل معادله همگنموردنظر است. 

شده، به جاي ارضاي فرم اصلي معادله، روش توابع پايه متعادل

گردد. ( ارضا مي32صورت انتگرال وزني آن مطابق رابطه )

در واقع امتداد  توجه شود که در اينجا منظور از ناحيه حل 

ناحيه نرمال شعاعي از مرکز مقياس به سمت مرز دامنه، يعني 

اي که در اينجا تابع متغير شعاعي [ خواهد بود. مقادير گره1،0+]

 شود:  هستند به صورت زير تقريب زده مي 

(37) 
O

T

n n

n 0

( ) T ( )




   T Ic f c 

هاي صورت گرفته در پيشينه روش توابع پايه با توجه به بررسي

شف نوع اول به منظور ي چبيهاايشده، از چندجملهمتعادل

nTتخمين پاسخ استفاده شده است. در رابطه بالا  ( ) 

مرتبه  Oبوده و  nشف نوع اول از مرتبه اي چبيچندجمله

تقريب پاسخ راستاي شعاعي است. از آنجا که دامنه تعريف اين 

جايگزين  [1+,1-]است، پارامتر  [1+,1-]توابع بازه 

[0,1]  .ابعاد بردار در راستاي شعاعي شده است( )T 

ماتريس  I، بنابراين هاي مرزي استبا تعداد کل گرهبرابر 

 ncهاي مرزي خواهد بود.د کل گرههماني با ابعاد برابر با تعدا

از آنجا  هاي مرزي است.نيز بردار ضرايب مجهول به تعداد گره

شود، لازم است پارامترهاي که يک دستگاه معادلات حل مي

موثر در انتگرال وزني نيز مطابق آن اصلاح شوند. براي 

توابع وزن مطابق بعدي برخواسته، هاي يکدهي به انتگرالوزن

زير وابسته به تعدادي نقطه وزن در امتداد شعاعي در نظر گرفته 

 شوند: مي

(38) 
2W( )

w w

e ,

 -1 (2 1) / n ,      1,..., n

  

    
 

در اصطلاح يک مرکز وزن در امتداد  ت بالا ادر عبار

 د، به طوري که: باشتعداد کل مراکز وزن مي wn شعاعي است و

(39) 
wn O 

معمولا حساسيت چنداني در روند حل ندارد،   Wمقدار پارامتر وزني

اما در صورت استفاده از مراتب تقريب بسيار بالا در راستاي شعاعي و 

لازم ، Αبه منظور حفظ استقلال خطي سطرهاي ماتريس ضرايب

[. ماتريس 15تغيير يابد ] 1است مقدار اين پارامتر نيز مطابق جدول 

Bداراي ابعاد  fتوابع پايه اوليه Bn (O 1) n   باشد که ميBn 

 هاي مرزي است:  تعداد کل گره

(40) T

0 1 OT ( ) T ( ) T ( )


    
 

f I I I 

 چيدمان توابع وزن متناظر نيز در قالب ماتريسي سازگار با ابعاد
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 .يشعاع يراستا بیمراتب تقر يبه ازا يپارامتر وزن يشنهادیپ ریمقاد -1جدول 
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 باشد: مسئله مي

(41) 
w

T

1 2 n
     ω I I I 

( در روش 30حال با داشتن اين موارد، انتگرال وزني معادله )

 شده به شكل زير خواهد بود: توابع پايه متعادل

(42) 
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( در عبارت بالا، 37با جايگذاري مقدار تابع مجهول از رابطه )

 آيد: صورت زير به دست مياي بهمعادله

(43) 0Αc =  

داراي ابعاد  A ماتريس ضرايب B w Bn n n O 1  

سطر و  wnاي با است. در واقع اين ماتريس داراي شبكه

O 1  هايي است که هر کدام به ابعاد ستون از سلول

B Bn n .هاي ماتريس ضرايب هر کدام از سلول هستندA 

1صورت تر بههايي جزئيدر ماتريس 2 3  A A A A 

ز وزن آيند، به ازاي يک مرکمطابق روابطي که در ادامه مي

راستاي شعاعي و يک درجه تقريب راستاي شعاعي محاسبه 
   گردند: مي

2

1 ,n 1

21

W( )0
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-1
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1
2 e T d
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لازم است که عضو فضاي پوچ  cبراي برقراري تعادل، بردار 

شود. به اين نشان داده مي φ ماتريس ضرايب باشد که با

 شده به فرم ماتريسي چنين خواهند بود: هاي متعادلترتيب، پايه

(45) T=F f φ 

هاي با استفاده از توابع فوق، بردار توابع درجات حرارت گره

 شود: مرزي به صورت زير بازنويسي مي

(46) T( ) T f φd 

( چنين خواهد 11پاسخ کلي در سطح المان با استفاده از رابطه )

 بود: 

(47) TT( , ) ( )   N f φd 

و درجات آزادي  dبه منظور ايجاد ارتباط بين ضرايب مجهول 

1( در مرز مسئله متناسب با 47، معادله )هاي مرزيگره  

 شود:  برآورد مي

(48) T

1
T̂ ( )


 N f φd 

توان رابطه فوق را با برآورد در کليه نقاط المان مرزي مي

 صورت زير نوشت:  به

(49) ˆ T Φd 

هاي مرزي دربردارنده مقادير درجه حرارت در گرهT̂که در آن

 :يزبوده و ن

(50) T

1
( )


 Φ Ν f φ 

صورت زير استخراج ( به49در نتيجه مجهولات رابطه )

 شوند: مي

(51) -1 ˆd Φ T 

معادله زير نتيجه  ،(47با قرار دادن عبارت فوق در رابطه )

 شود: مي

(52)  T -1 ˆT( , ) ( )   N f φΦ T 

ه به مباني روش اجزا براي استخراج ماتريس سختي با توج

 الف(-44)

 (ب-44)

 (پ-44)
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( که در 29شده، با در نظر گرفتن معادله )محدود مرزي مقياس

1مرز    :به فرم زير برآورد گرديد 

 تكراري(-29)   
T0 1

,
   Q E T E T 

( در عبارت فوق، رابطه زير 52و سپس با جايگذاري معادله )

 گردد:  حاصل مي

(53) 
T0 T 1 T

1 1
2

 

 
  

 
Q E f φ d E f φd  

، مقادير برآورد dضرايب مجهول بردار در عبارت فوق به جاي

 شود:  زير حاصل مي شده در مرز قرار گرفته و رابطه

(54) T0 T -1 1 T -1

1 1

ˆ2
 



 
 

 

Q

E f φΦ E f φΦ T
 

با در نظر گرفتن رابطه بالا، ماتريس سختي مسئله انتقال حرارت 

 گردد:  شكل زير استخراج مياز روش حاضر به 

(55) 
T0 T -1 1 T -1

1 1
2

 


 


Κ E f φΦ E f φΦ 

اي بر روي مرز ، لازم جهت استخراج بردار مقادير شار گره

است توابع شكل روش حاضر در نقاط مرزي در بردار شار 

شده ضرب شود. حاصل از روش اجزا محدود مرزي مقياس

( و 11) توابع شكل در روش تحقيق با در نظر گرفتن معادلات

 شوند:  صورت زير حاصل مي( به52)

(56) T -1N( , ) ( )   N f φΦ  

اي در روش هاي گرهبا در نظر گرفتن معادله فوق، بردار شار

 آيد: صورت زير به دست ميبه پژوهش

(57) T -1

1
ˆ


q f φΦ Q  

اي با حل رابطه سختي زير حاصل نهايتا بردار مجهولات گره

 دند: گرمي

ˆ ˆKT q  (58) 

 

 نتایج عددي -4
هاي روش هايي جهت بررسي قابليتدر اين قسمت مثال

پيشنهادي پژوهش حاضر در حل معادله انتقال حرارت ارائه 

شده است و افزون بر آن، اثرگذاري پارامترهاي گوناگون بر 

هايي کيفيت حل نيز مورد بررسي قرار گرفته است. براي مثال

باشند، شرايط مرزي متناظر با تابع حل که داراي حل دقيق مي

شود و از اين مقادير براي رسيدن به مسئله در نظر گرفته مي

شود. در نهايت به عنوان معياري پاسخ مسئله بهره برده مي

جهت سنجش کيفيت پاسخ، درصد خطاي ميانگين زير به کار 

  خواهد رفت:

(59) 
    

  

E

E

N
2

ap i i ex i i

i 1
ave N

2

ex i i

i 1

u x , y u x , y

100

u x , y







  



 

و  exuدر رابطه بالا 
apu  به ترتيب مقدار تابع حل مسئله و

نيز تعداد نقاط  ENمقدار پاسخ تقريبي از روش تحقيق هستند. 

 برآورد خطاي مسئله است. 

 

 ( 1مثال 

ا ناحيه حل مستطيلي با يک مسئله انتقال حرارت دوبعدي ب

[ 6برگرفته از مرجع ] (3)شرايط مرزي دريشله مطابق شكل 

معرفي شده است. معادله لاپلاس حاکم بوده و حل تحليلي 

صورت زير [  به20مسئله پايدار بر اساس مطالب مرجع ]

 شود: حاصل مي

(60)  
100 x y

T x, y sin sin
a b

sinh
2

 



 

 2ال، مطابق جدول پارامترهاي مربوط به اين قسمت از مث

باشند. متر را دارا مي 5و  10به ترتيب مقادير b و aباشند. مي

بندي در مرکز مستطيل قرار گرفته است. در بخش مرکز مقياس

نخست مثال، کانتورهاي درجه حرارت با نظر به خاصيت تقارن 

تنها براي نيمه سمت چپ مسئله با استفاده از روش پژوهش و 

نمايش داده شده است.  (4)د مطابق شكل نيز روش اجزا محدو

انطباق کامل نتايج خبر از کيفيت خوب روش پيشنهادي تحقيق 

 دهد. مي

  0xو 5y+در قسمت بعد شار حرارتي براي مرز 
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 [.5بندي ]شده و مرکز مقیاسجزء محدود مرزي مقیاس -2شکل 

 

 
 [.6] 1در مثال  يمرز طیاختار مسئله و شراس -3شکل 

 

 .1حل مثال  يپارامترها -2جدول 

بالاترين درجه توابع پايه  O


 هاي مرزيتعداد المان  (w) فاکتور وزني 

25 30 120 
 

 

 

 )ب( )الف(

  وش اجزا محدود و )ب( روش حاضر.با استفاده از )الف( ر 1درجه حرارت در قسمت اول مثال  راتییتغ -4شکل 
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سازي قابليت روش حاضر در مقايسه با حل جهت نمايان

تحليلي نمايش داده شده است. پارامترهاي مورد استفاده در اين 

باشند. مطابقت نتايج حاصل از دو مي 2قسمت نيز مشابه جدول 

 به وضوح قابل مشاهده است.  (6)و  (5)هاي روش در شكل

اي متناسب با مثال، تاثير تعداد نقاط گرهدر بخش سوم 

هاي مرزي خطي بر دقت حل مورد بررسي قرار تعداد المان

گرفته است. با محاسبه درجه حرارت نقاط با استفاده از روش 

پژوهش و مقايسه آن با حل دقيق مسئله، نمودار درصد خطا 

هاي راستاي شعاعي، اينتيجه شده است. درجه چندجمله

و همچنين تعداد المان مرزي در اين قسمت   Wنيفاکتور وز

توان دريافت مي (7)باشند. با دقت در شكل مي 2مطابق جدول 

که شيب همگرايي نتايج قابل قبول است. چنانكه مشاهده 

است که  2معادل  7شود شيب همگرايي نمودار در شكل مي

ستاي مرزي با روش اجزا دليل مشابهت ماهيت تقريب در رابه

 باشد. هاي مرتبه اول )خطي( ميمحدود و استفاده از المان

در قسمت بعد، ترسيم تغييرات درصد خطا به جهت بررسي 

تاثير تعداد مراکز وزن در راستاي شعاعي بر کيفيت حل انجام 

شده است. لازم به ذکر است که تعداد مراکز وزن و به تبع آن 

ها ايهش حاضر، متناسب با درجه چندجملهفاکتور وزني در پژو

باشد. تعداد نقاط مرزي مورد استفاده در امتداد هر ضلع دامنه مي

شود. گره مرزي را شامل مي 60نقطه است که در مجموع  15

شود که نشان داده شده است. مشاهده مي (8)نتيجه در شكل 

درصد خطا تا
wn O ماند س از آن ثابت ميکاهش يافته و پ

کند. که دستورالعمل ذکر شده براي تعداد نقاط وزن را تاييد مي

نتايج اين بخش نشانگر اين است که لزوما افزايش دقت با 

آيد و نيازمند رعايت افزايش تعداد نقاط وزن به دست نمي

حساسيت  Wتناسب است. ضمنا نشان داده شد که پارامتر وزني

چنداني در کيفيت نتايج ندارد. البته اين مهم مشروط بر تناسب آن 

 ذکر گرديد. 1با مرتبه تقريب است که در جدول 
 

 ( 2مثال 

در اين مثال مسئله انتقال حرارت حالت پايدار براي ناحيه حل 

مورد بررسي قرار گرفته است. معادله  1همگن مربعي به ضلع 

-له است. شرايط مرزي مسئله بهلاپلاس حاکم بر تعادل مسئ

,0صورت شرايط دريشله در  1y  0و نويمان در, 1x 

در نظر گرفته شده و مقادير آن از پاسخ دقيق مسئله استخراج 

 گردد: مي

(61) 2 cos2 yT e x   

شده و ساير بندي در مرکز مربع در نظر گرفته مرکز مقياس

باشند. در بخش نخست مي 3پارامترهاي مثال به قرار جدول 

هاي حرارتي توزيع دما از روش تحقيق برآورد شده و کانتور

ترسيم گشته است. مقايسه اجمالي حاکي  (9)متناظر در شكل 

باشد. براي مقايسه شار از عملكرد مطلوب روش پيشنهادي مي

0±مرزهاي  اي از روش حاضر و حل دقيق درگره / 5y 

حاصل شده است که دقت  (11)و  (10)هاي نمودار شكل

  کند.مطلوب روش را تاييد مي

هاي مرزي بر دقت حل مورد در بخش بعد تاثير تعداد گره

بررسي قرار گرفته است. پس از مقايسه مقادير درجه حرارت 

صد خطا نقاط به روش پژوهش و نيز حل دقيق، نمودار در

نتيجه شده است که دقت بالاي حل و شيب  (12)مطابق شكل 

 دهد. همگرايي مطلوب را نشان مي
 

 ( 3مثال 

اي داراي هندسه غيرمعمول يک مسئله انتقال حرارت در ناحيه

جهت بررسي انعطاف روش تحقيق مورد نظر قرار گرفته است. 

آن به دامنه حل يک باله مثلثي متصل به يک لوله است. هندسه 

نشان داده شده  (13)شكل  همراه شرايط مرزي تماما دريشله در

است. مجددا معادله لاپلاس بر مسئله حاکم است. اين مثال 

[ مورد تحليل قرار گرفت 21نخست توسط سليماني و همكاران ]

[ براي نشان دادن قابليت روش 5و متعاقب آن بازيار و همكاران ]

اين مثال استفاده کردند. از  شده ازاجزا محدود مرزي مقياس

سازي دامنه استفاده شده اي مرتبه دوم براي مدلگرههاي سهالمان

است. مرکز مقياس مطابق شكل درون ناحيه حل قرار گرفته 

باشند. مي 4صورت جدول است و ساير مشخصات نيز به

المان  90[ و روش حاضر با 5هاي توزيع دما از مرجع ]کانتور

  نشان داده شده است. واضح است (14) مرزي، در شكل
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 .1اي در مرز در قسمت دوم مثال تغییرات شارگره -5شکل 

 

 
 .1اي در مرز  در قسمت دوم مثال تغییرات شارگره -6شکل 

 

 
 .1حاضر در قسمت سوم مثال  قیپاسخ حاصل از روش تحق یيهمگرا -7شکل 
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 .1توابع وزن در قسمت چهارم مثال همگرایي پاسخ مسئله با افزایش تعداد  -8شکل 

 

 .2حل مثال  يپارامترها -3جدول 

بالاترين درجه توابع پايه  )wn (تعداد توابع وزن O


 هاي مرزيتعداد المان  (w) فاکتور وزني 

10 10 25 100 

 

 )ب( )الف(            

 .يبیمسئله و )ب( حل تقر قیبا استفاده از )الف( پاسخ دق 2 درجه حرارت در بخش اول مثال راتییتغ -9شکل 
 

 
0در مرز  ياشارگره راتییتغ -10شکل  / 5y  2در بخش دوم مثال . 
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0در مرز  ياشارگره راتییتغ -11شکل  / 5y  2در بخش دوم مثال. 

 

 
 .2حاضر در بخش سوم مثال  قیتحقپاسخ حاصل از روش  یيهمگرا -12شکل 

 

 
 [.21] 3در مثال  يمرز طیساختار مسئله و شرا -13شکل 

 

 .3حل مثال  يپارامترها -4جدول 

بالاترين درجه توابع پايه  )wn (تعداد توابع وزن O


 هاي مرزيتعداد المان  (w) فاکتور وزني 

20 20 25 90 
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 )الف(                                        )ب(                                          )پ(                   

[ و )ب( روش اجزا محدود مرزي 5با استفاده از )الف( روش اجزا محدود ] 3تغییرات درجه حرارت در دامنه حل مثال  -14شکل 

 [ و )پ( روش تحقیق حاضر.5شده ]مقیاس

 

 
 [.22] 4در مثال  يمرز طیساختار مسئله و شرا -15شکل 

 

که تطابق کامل بين نتايج برقرار بوده و اين نشان از کارآمدي 

 روش پيشنهادي است. 

 

 ( 4مثال 

پذيري روش تحقيق، يک استوانه مجددا براي نشان دادن انعطاف

ناهمسانگرد گريزنده از مرکز به عنوان مثال آخر مطابق شكل 

براي سطوح داخلي و خارجي  .ته شده استدر نظرگرف (15)

باشد. دماي ثابتي لحاظ شده و نوع شرايط مرزي دريشله مي

[ اين مسئله را با استفاده از روش 22ابتدا ژانگ و همكاران ]

[  به روش اجزا 5المان مرزي و سپس بازيار و همكاران ]

شده مورد تجزيه و تحليل قرار دادند. نكته محدود مرزي مقياس

توان نقطه واحدي را مشخص ئز اهميت اين است که نميحا

کرد که از آن کل مرز قابل مشاهده باشد. پس نياز است که اين 

بندي شده و تري تقسيمهاي کوچکدامنه محاسباتي به زيردامنه

براي هر کدام مرکز مقياس مجزايي در نظر گرفته شود. در اين 

بندي متناظر مراکز مقياس راستا دامنه مذکور به چهار زير دامنه با

درجه   85مرزي و در مجموع با  المان 89کارگيري هرکدام با به

سازي شده است. ساير ، گسسته(16)آزادي مطابق شكل 

باشند. در بخش اول ضرايب مي 5مشخصات مطابق جدول 

صورت زير در هدايت حرارتي براي اين مسئله ناهمسانگرد به

 شوند: نظر گرفته مي

(62) 1 , 0 /1 , 0 / 8  xx xy yyk k k  
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 [.5] 4حل در مثال هیناح يبندمیتقس -16شکل 

 

 .4حل مثال  يپارامترها -5جدول 

بالاترين درجه توابع پايه  )wn (تعداد توابع وزن O


  (w) فاکتور وزني 

25 25 25 

 

 

                                                                    

 )ب( )الف(

 حاضر. قی[ و )ب( روش تحق5] شدهاسیمق يبا استفاده از )الف( روش اجزا محدود مرز 4درجه حرارت در بخش اول مثال  راتییتغ -17شکل 

 

کانتورهاي توزيع دما حاصل از روش تحقيق و روش اجزا 

 (17)المان، در شكل  89شده کلاسيک با دود مرزي مقياسمح

نشان داده شده است که از توافق عالي نسبت به مراجع موجود 

برخوردار هستند. همچنين براي نشان دادن تاثير ضرايب هدايت 

بر توزيع دما، با تغيير ضرايب ماتريس هدايت حرارتي حرارتي 

 شود: حاصل مي (18)(، شكل 63صورت رابطه )به

(63) 1 , 0 / 3 , 0 / 8  xx xy yyk k k  

هاي اين بخش نشان از دقت مناسب روش پيشنهادي کليه مثال

 دارند. 

 

 گیرينتیجه

با در اين پژوهش تحليل مسئله انتقال حرارت حالت پايدار 

روش نوين اجزا محدود مرزي  رويكردي جديد بر مبناي

  شدهشده در ترکيب با روش توابع پايه متعادلمقياس



 ...شدهمتعادل هیو توابع پا شدهاسیمق يروش المان محدود مرز بیترک
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 )ب( )الف(

 حاضر. قی[ و )ب( روش تحق5] شدهاسیمق يبا استفاده از )الف( روش اجزا محدود مرز 4در بخش دوم مثال  درجه حرارت راتییتغ -18شکل 

 

واسطه معرفي دستگاه مختصات بهمورد بررسي قرارگرفت. 

شده، تنها مرز مسئله جديد در روش اجزا محدود مرزي مقياس

شود که کاهش يک واحدي ابعاد فضايي مسئله سازي ميگسسته

در نتيجه کاهش حجم عمليات لازم براي حل مسئله را به و 

شده، دنبال دارد. با ترکيب اين روش و روش توابع پايه متعادل

اي هاي گرهنيازي به حل مسئله مقادير ويژه براي حصول پاسخ

روش بر مبناي مسئله  در روش پيشنهادي ابتدا مرزنخواهد بود. 

شود. سپس با توسعه شده گسسته مياجزا محدود مرزي مقياس

شده در امتداد شعاعي، معادله تعادل در روش توابع پايه متعادل

-گردد. در نهايت با فرمولاين راستا به طور تقريبي برآورده مي

اي مرزي، رابطه سختي نهايي بندي مسئله بر اساس مقادير گره

حاصل گشته و از حل آن مقادير مجهول درجات آزادي به 

شان داده شد که روش پيشنهادي از دقت، نرخ آيند. ندست مي

  همگرايي و انعطاف مناسبي برخوردار است.
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