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مطالعه   -چكیده براي  تحلیلي  نیمه  حل  یک  مقاله  این  پوسته در  آزاد  ارتعاشات  سه ي  کامپوزیتي  مخروطي  تقویت هاي  نانوپلاکت فازي  با   هاي شده 

گردد و  سازي مي مدل   2ي مخروطي بر اساس تئوري تغییرشكل برشي مرتبه اولشود. پوسته اي، مستقر بر یک بستر الاستیک ارائه مي و الیاف شیشه  1گرافني
فازي  منظور محاسبه خواص مكانیكي مؤثر ساختار سه   شود. بهتخمین زده مي   3رفتار بستر الاستیک که پوسته را احاطه کرده است بر اساس مدل پاسترناک

هالپین -گرافنينانوپلاکت -پلیمر  مدل  از  اختلاط  قانون  کنار  در  مي   4تساي -الیاف  استفاده  میكرومكانیكي  روابط  مرزي  و  شرایط  و  حاکم  معادلات  شود. 
ي یک حل دقیق در راستاي پیراموني پوسته با استفاده از توابع مثلثاتي مناسب، یک شوند، پس از ارائه استخراج مي   5گیري از اصل هامیلتونمتناظر با بهره 

هاي طبیعي پوسته در مودهاي ارتعاشي گوناگون و  شود. فرکانس ارائه مي   6روش مربعات دیفرانسیليحل تقریبي در راستاي طولي پوسته با استفاده از  
شوند. پس از تأیید پوسته استخراج مي   يهاي گیردار، ساده و آزاد در دو لبه شكل مودهاي متناظر براي شرایط مرزي مختلف شامل ترکیبات مختلفي از لبه

ارائه نتایج  اعتبار  میزان  در راستاي طولي و سنجش  انجام شده  فرکانسهمگرایي حل عددي  بر روي  تأثیر مشخصات گوناگون  مورد شده،  هاي طبیعي 
مي  قرار  مي بررسي  آن جمله  از  که  نیم گیرد  زاویه  پیراموني،  موج  به عدد  نانوپلاکت توان  الیاف، کسر جرمي  و    هاي رأس مخروط، کسر جرمي  گرافني 

 پوسته اشاره نمود.  يشرایط مرزي در دو لبه
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Abstract: In this paper, a semi-analytical solution is presented for the free vibration analysis of a three-phase polymer-based 

truncated conical shell reinforced with Graphene NanoPlatelets (GNPs) and glass fibers, embedded in an elastic foundation. The  
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conical shell is modeled based on the First-order Shear Deformation Theory (FSDT), and the elastic foundation is modeled using 

the Pasternak model. The effective mechanical properties of the three-phase polymer/GNP/fiber composite are estimated utilizing 

the rule of mixture, Halpin-Tsai model, and the micromechanical relations. The set of the governing equations and associated 

boundary conditions are derived using Hamilton’s principle, and are solved analytically in the circumferential direction using 

trigonometric functions and numerically in the meridional direction via the Differential Quadrature Method (DQM). The natural 

frequencies and corresponding mode shapes are derived for various boundary conditions, including different combinations of 

clamped, simply supported, and free edges at both ends of the shell. Convergence of the presented numerical solution is 

examined, the accuracy of the presented results is confirmed, and the effects of various parameters on the natural frequencies of 

the shell are investigated including the circumferential wave number, semi-vertex angle of the cone, weight fraction of the fibers, 

weight fraction of the GNPs, and the boundary conditions. 

 

Keywords: Free vibration; Three-phase structures; Truncated conical shell; Graphene nanoplatelet (GNPs); Pasternak 

foundation. 
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 مقدمه -1

گرافني مانند   هايفرد نانوپلاکت هاي مكانيكي منحصربهمشخصه 

الاستيسيته به    يمدول  )نزديک  بالا  و   5بسيار  فولاد(  برابر 

چگالي بسيار پايين )در حدود آب( کاربرد اين دسته از مواد را  

گزينه عنوان  سازه به  تقويت  براي  جذاب  داده اي  افزايش  ها 

از   نانوپلاکتمشخصه   ديگر است.  مي  هايهاي  به گرافني  توان 

سازه   موارد  اين تقويت  که  نمود  از اشاره  نوع  اين  با  ها 

توجهي استحكام نهايي و چقرمگي   ميزان قابلها بهکنندهتقويت

ازاي هر سيكل   نرخ رشد ترک به  دهد وميشكست را افزايش  

دهد که اين مشخصه  از بارگذاري متناوب در سازه را کاهش مي

و  ديناميكي  بارگذاري  با  مواجهه  در  سازه  رفتار  بهبود  به  منجر 

مي خستگي  پديده  منحصربه[1]  شودتحمل  مشخصات  فرد  . 

گرافني محققين بسياري را به انجام    هاي يادشده براي نانوپلاکت

تقويت  از  دسته  اين  تأثير  مورد  در  روي  کنندهتحقيق  بر  ها 

سازه  مكانيكي  از  مشخصات  استفاده  با  است.  نموده  ترغيب  ها 

همكاران و  تام  محدود،  اجزا  غيرخطي  [  2]  روش  تحليل  يک 

ترک تيرهاي  استاتيكي  خمش  تقويتبراي  با  دار  شده 

آنها   هاي نانوپلاکت نمودند.  ارائه  حرارتي  ميدان  زير    گرافني 

نانوپلاکت توزيع  که  گرفتند  نزديكي   هاينتيجه  در  گرافني 

به  تير  بالايي  و  زيرين  قابل   سطوح  را ميزان  تير  خيز  توجهي 

ها  بعدي ورقسهتئوري شبه  [3]   دهد. افشاري و ادبکاهش مي 

به ناوير حل را  از روش  استفاده  با  و  گرفتند  را  کار  دقيقي  هاي 

تحليل  ورقبراي  آزاد  ارتعاشات  و  کمانش  ضخيم هاي  هاي 

نانوپلاکت تقويت با  آنها  هايشده  نمودند.  ارائه  نتيجه   گرافني 

و   بحراني  بار  بيشتر  چه  هر  افزايش  هدف  با  که  گرفتند 

نانوپلاکتفرکانس  که  است  بهتر  ورق  طبيعي  گرافني   هايهاي 

مطالعه شوند.  توزيع  ورق  بالايي  و  زيرين  سطوح  نزديكي   در 

گرافني بر پاسخ ديناميكي   هايتجربي تأثير استفاده از نانوپلاکت 

ضربهورق  بارگذاري  به  کامپوزيتي  و  هاي  الماراکبي  توسط  اي 

که    [4]  همكاران دادند  نشان  آنها  گرفت.  قرار  بررسي  مورد 

توجهي قابليت  شكل قابل   گرافني به  هاي گيري از نانوپلاکتبهره 

افشاري  بخشد.  هاي کامپوزيتي را در جذب انرژي بهبود ميورق 

تاثير  5] پوسته  گرافني  هاينانوپلاکت[  ارتعاشات  بر  هاي  را 

مخروطي دوار بررسي نمود. او نتيجه گرفت که به منظور بهبود  

تقويت از   گرافني  هاينانوپلاکت کنندگي  اثر  است  بهتر 

با سطح بزرگتر و ضخامت کمتر استفاده   گرافني  هاي نانوپلاکت

به تحليل ارتعاشات آزاد ميكروتيرهاي   [6]  شه و همكارانشود.  

گرافني پرداختند. آنها تأثير   هايشده با نانوپلاکت تقويت  خميده

گرافني بر   هايمشخصات هندسي تير و کسر جرمي نانوپلاکت 

هاي طبيعي ميكروتيرهاي خميده را مورد بررسي  روي فرکانس 

رفتار ديناميكي   يبه مطالعه  [7]   قرار دادند. هووانگ و همكاران

گرافني   هايشده با نانوپلاکتدار تقويتهاي موجغيرخطي ورق 

با   ورق  غيرخطي  پاسخ  آنها  پرداختند.  الاستيک  بستر  بر  مستقر 

هاي ساده را زير شرايط گوناگون ارائه نمودند. با انجام  گاه تكيه

هاي دقيقي را براي  حل   [8]  بعدي، ليو و همكارانيک تحليل سه 

پوسته  تحليل  آزاد  ارتعاشات  و  استاتيكي  کروي خمش  هاي 

نانوپلاکت تقويت با  تحليل    هايشده  در  نمودند.  ارائه  گرافني 

خمش استاتيكي، آنها دريافتند که با هدف کاهش خيز استاتيكي 

نانوپلاکت  است  بهتر  سطوح   هايپوسته  نزديكي  در  گرافني 

شدت   کاهش  براي  اما  شوند،  توزيع  پوسته  خارجي  و  داخلي 

گرافني در   هايتنش در پوسته بهتر است کسر جرمي نانوپلاکت

نزديكي سطح داخلي کاهش و در نزديكي سطح بيروني افزايش 

منظور    در تحليل ارتعاشات آزاد نيز آنها نتيجه گرفتند که به يابد.

هاي طبيعي، انتخاب بهترين الگوي توزيع براي  افزايش فرکانس 

به  هاي نانوپلاکت دارد. گرافني  بستگي  ارتعاشي  مود  به  شدت 

همكاران و  به  [9]  ژانگ  و  اجباري  ارتعاشات  تحليل  شكل    به 

پنل  براي  ضربه  پاسخ  دوانحناييخاص،  با  تقويت  7هاي  شده 

نتايج تحقيق آنها نشان داد که    هاي نانوپلاکت گرافني پرداختند. 

گرافني، انرژي وارد شده    هايبا تقويت پنل به کمک نانوپلاکت

 شود. تري جذب ميبه پنل در اثر ضربه در مدت زمان کم

نانوپلاکت  گرافني   هايهرچند مشخصات مكانيكي مطلوب 

قابل  بهبود  به  سازه منجر  مكانيكي  رفتار  ميتوجه  با  ها  اما  شود، 

ها، استفاده از آنها  کنندهتوجه به قيمت بالاي اين نوع از تقويت

توجيه اقتصادي  نظر  از  دلخواه  مقدار  هر  نميتا  از پذير  باشد. 
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سالهمين در  از رو،  استفاده  محققين  از  برخي  اخير  هاي 

اند که شامل زمينه پليمري  هفازي را پيشنهاد نمودساختارهاي سه 

نانوپلاکت تقويت با  الياف    هايشده  آنها  کنار  در  و  گرافني 

اي يا کربني در مقايسه با باشد. الياف شيشه اي يا کربني ميشيشه

مشخصه  هاي نانوپلاکت از  ضعيفگرافني  مكانيكي  تري هاي 

ارزان  قيمت  اما  به برخوردارند،  و  دارند  نيز  دليل تري  همين 

هاي بيشتري را در تواند گزينهکننده مياستفاده از دو نوع تقويت

تمام  هزينه  به  توجه  با  تا  دهد  قرار  طراح  اهداف  اختيار  و  شده 

البته نوع  مدنظر از طرح خود بتواند طرح مطلوبي را ارائه نمايد.  

مورد  اخير  هاي  سال  در  نيز  فازي  سه  ساختارهاي  از  ديگري 

شده شامل زمينه پليمري تقويتاند که  توجه محققين قرار گرفته

کربنينانولولهبا   شيشه  هاي  الياف  آنها  کنار  در  کربني و  يا  اي 

مكانيكي    باشد.مي رفتار  روي  بر  گسترده  نسبتا  تحقيقاتي 

]سازه  است  گرفته  صورت  مواد  اين  از  شده  ساخته  -13هاي 

روز بودن موضوع، مطالعات چنداني بر روي  با توجه به به[.  10

ساختا مكانيكي  سه ررفتار  پليمرهاي  -گرافنينانوپلاکت-فازي 

الياف انجام نشده است و تعداد محدودي پژوهش در اين زمينه 

مي همكارانيافت  و  رفيعي  غيرخطي   [14]  شود.  بررسي  به 

شده از حرارتي و ارتعاشات تيرهاي ساخته  8خمش، پساکمانش

سه  پليمرساختار  آنها -گرافنينانوپلاکت-فازي  پرداختند.  الياف 

خيز گرافني منجر به کاهش    هايدريافتند که افزودن نانوپلاکت 

پايداري   شود اماميهاي طبيعي تير  و افزايش فرکانس   استاتيكي

مي   آنحرارتي   کاهش  کرميرا  همكاراندهند.  و  به    [15]  اصل 

نانوپوسته غيرخطي  ارتعاشات  استوانه تحليل  کامپوزيتي  هاي  اي 

ساخته سه چندلايه  ساختار  از  پليمرشده  -فازي 

لايه-گرافنينانوپلاکت برخي  در  سهالياف  ساختار  و  فازي  ها 

لايه-کربنينانولوله-پليمر از  ديگر  برخي  در  پرداختند. الياف  ها 

نانوپلاکت چه  هر  که  دريافتند  گرافنآنها  و   يهاي 

فاصله  9کربنيهاي نانولوله نانوپوسته   در  مياني  از سطح  دورتري 

تقويت اثر  گيرند  مي قرار  نشان  خود  از  بهتري  و  کنندگي  دهند 

يابد. تحليل ارتعاشات  هاي طبيعي نانوپوسته افزايش ميفرکانس 

بهينه  و  ورق آزاد  ساختهسازي  کامپوزيتي  ساختار  هاي  از  شده 

پليمرسه و  -گرافنينانوپلاکت -فازي  جيوون  توسط  الياف 

. آنها کسر جرمي الياف [16]  همكاران مورد بررسي قرار گرفت

اي هاي مختلف ورق به گونهرا در لايه  يهاي گرافنو نانوپلاکت 

نمودند که فرکانس اصلي ورق تا حد ممكن افزايش   سازيبهينه

کننده  کنندگي از سوي هر دو فاز تقويتتقويت  ينيابد و بيشتر

 حاصل گردد. 

انجام بررسي  نشان  هاي  مقاله  اين  نويسندگان  توسط  شده 

پوسته مي  ارتعاشات  تحليل  که  کامپوزيتي  دهد  مخروطي  هاي 

نانوپلاکت تقويت  با  قرار    هاي شده  بررسي  مورد  الياف  و  گرافني 

رو به تحليل ارتعاشات آزاد  رو، پژوهش پيش از همين  . نگرفته است 

ساخته پوسته  کامپوزيتي  مخروطي  سه هاي  ساختار  از  فازي  شده 

بستر  -گرافني نانوپلاکت -پليمر  يک  توسط  که  حالي  در  الياف 

الاستيک احاطه شده اختصاص يافته است. پس از تأييد همگرايي  

هاي مختلفي  مشخصه   ات و سنجش اعتبار نتايج بدست آمده، تأثير 

رأس مخروطي، کسر جرمي  همچون عدد موج پيراموني، زاويه نيم 

گرافني و شرايط مرزي بر روي    هاي الياف، کسر جرمي نانوپلاکت 

 . د ن گير هاي طبيعي مورد بررسي قرار مي فرکانس 

 

 معادلات حاکم -2
ابتدا هندسه  ،  شود مي مورد بررسي تشريح    مسأله   ي در اين بخش، 

محاسبه  مؤثر  مكانيكي  مشخصات  نهايت  مي   سپس  در  و  شوند 

متناظر   مرزي  شرايط  و  پوسته  آزاد  ارتعاشات  بر  حاکم  معادلات 

مي  شكل  استخراج  پوسته   ( 1) شوند.  با    ي يک  ناقص  مخروطي 

کوچک   بزرگ  aشعاع  شعاع   ،b  طول  ،L نيم زاويه  و    αرأس  ، 

 دهد. که با يک بستر الاستيک احاطه شده را نشان مي    hضخامت  

لايه در  الياف  راستاي  که  صورتي  مقداري در  پوسته  هاي 

جفت حذف  با  باشد،  درجه  نود  و  صفر  بين  مخالف  شدگي 

برش و  )مؤلفه  رابطه  کشش  تنش  تانسور  تانسور  ijσهاي  با   )

( صفحهijεکرنش  تنش  حالت  در   )( بهzzσ=0اي  زير   (  شكل 

 :[17]  (ijεij=γباشد )مي

xx xx11 12

12 22

x x66

xz xzs 55

z zs 44

Q Q 0 0 0

Q Q 0 0 0

,0 0 Q 0 0

0 0 0 k Q 0

0 0 0 0 k Q

 

 

 

     
    

          =    
         
         

 (1) 
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رابطه   اين  در  برشي    به  5/6sk=که  تنش  عنوان ضريب تصحيح 

 و[ 18] شود شناخته مي

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

4 2 2 4

11 11 k 12 66 k k 22 k

4 4 2 2

12 12 k k 11 22 66 k k

4 2 2 4

22 22 k 12 66 k k 11 k

2 2 4 4

66 11 22 12 66 k k 66 k k

2 2 2 2

44 44 k 55 k 55 55 k 44 k

Q Q m 2 Q 2Q n m Q n ,

Q Q n m Q Q 4Q n m ,

Q Q m 2 Q 2Q n m Q n ,

Q Q Q 2Q 2Q n m Q n m ,

Q Q m Q n , Q Q m Q n ,

= + + +

= + + + −

= + + +

= + − − + +

= + = +

 

 و  kφ=sin(kn(و   km)kφ=cos(که در اين رابطه 

11 22

11 22 12 12 22

12 21 12 21

44 23 55 13 66 12

E E
Q , Q , Q Q ,

1 1

Q G . Q G , Q G ,

= = = 
−  − 

= = =

 (3) 

بيانگر مقادير مؤثر مدول الاستيسيته،  به  ijνو    ijE  ،ijGکه   ترتيب 

مختصات   دستگاه  در  پواسون  نسبت  و  برشي    3-2-1مدول 

 (.1باشد )شكل مي

ساختار   مكانيكي  مشخصات  مؤثر  مقادير  محاسبه  از  پيش 

الياف، بهتر است ابتدا مقادير  -نانوپلاکت گرافني-فازي پليمرسه

پليمر فازي  دو  ساختار  براي  مكانيكي  مشخصات  -مؤثر 

اين  مقادير  آن،  از  پس  و  شوند  محاسبه  گرافني  نانوپلاکت 

الياف محاسبه شوند. گفتني است که در   مشخصات در حضور 

ترتيب به   Fو    M  ،GNPهاي  ها و بالانويساين بخش، زيرنويس

نانوپلاکت گرافني و   پليمري،  بيانگر خواص مكانيكي در زمينه 

بيانگر خواص مكانيكي ساختار دو   GMالياف است و زيرنويس  

-ساختار دو فازي پليمر باشد.نانوپلاکت گرافني مي-فازي پليمر

دهد و  نانوپلاکت گرافني يک رفتار همسانگرد از خود نشان مي

از رابطه زير  -بر اساس اصل هالپين تساي مدول الاستيسيته آن 

 : [19] شود  محاسبه مي

L L GNP w w GNP

GM M

L GNP w GNP

1 V 1 V3 5
E E ,

8 1 V 8 1 V

 +   +  
= + 

− − 
 (4) 

 که در اين رابطه

GNP GNP

L w

GNP GNP

GNP

L w

L w m

l w
2 , 2 ,

h h

E1 1
, , ,

E

 =  =

− −
 =  =  =

+  + 

 (5) 

ترتيب طول، پهنا و ضخامت  به   GNPhو   GNPl  ،GNPwکه    طوريه  ب

و   هستند  گرافني  حجمي   GNPVنانوپلاکت  کسر  بيانگر 

توان آن را  باشد که مينانوپلاکت گرافني در ساختار دوفازي مي 

آنها )   ( محاسبه نمود GNPWاز رابطه زير بر حسب کسر جرمي 

[10]: 

GNP

GNP

M GNP

1
V ,

1
1 1

W

=
 

+ − 
  

 
(6) 

 کسر حجمي زمينه پليمري نيز از رابطه بديهي زير قابل محاسبه است: 

M GNPV 1 V .= −  (7) 

پليمر فازي  رفتار همسانگرد ساختار دو  به  توجه  با  -همچنين، 

مي گرافني،  زير نانوپلاکت  رابطه  از  را  آن  برشي  مدول  توان 

 محاسبه نمود: 

( )
GM

GM

GM

E
G .

2 1
=

+ 
 (8) 

و نسبت پواسون  (  ρتوان چگالي )با استفاده از قانون اختلاط مي 

پليمر فازي  دو  ساختار  در  زير  -را  روابط  از  گرافني  نانوپلاکت 

 بدست آورد: 

M MGM GNP GNP

M MGM GNP GNP

V V ,

V V ,

 =  +

 =  +
 (9) 

مي ميكرومكانيكي،  روابط  از  استفاده  مدولبا  هاي توان 

هاي پواسون را در ساختار  چنين نسبتالاستيسيته و برشي و هم

پليمرسه ناهمسانگرد  گرافني-فازي  روابط  -نانوپلاکت  از  الياف 

 :[16] زير محاسبه نمود 

( )
( )

( )
( )

F

11 11 F GM GM

F F

22 GM 22 GM F

22 GMF F

22 GM 22 GM F

F

12 12 F GM GM

GM
GM 12

F 11

23 12 F GM GM
2 GM
GM 12 GM

11

F F

12 GM 12 GM F

12 13 F F

12 GM 12 GM F

E E V E V ,

E E E E V
E E ,

E E E E V

V V ,

E
1

E
V V ,

E
1

E

G G G G V
G G

G G G G V

= +

 + + −
 =

+ − −  

 =  + 

 
+  +  

  =  + 
 
−  +   

 

+ + −
= =

+ − −

( )

GM

22

23

23

G ,

E
G

2 1

 
 
  

=
+ 

 (10) 

(2) 
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 مسأله   هندسه -1شكل  

 

شكل   بيانگر کسر حجمي الياف است که به  FVکه در اين رابطه  

 :[10] ( قابل محاسبه استFWزير بر حسب کسر جرمي آنها )

F

F

GM F

1
V .

1
1 1

W

=
 

+ − 
  

 
(11) 

فازي    GNPVچنين  هم دو  ساختار  حجمي  کسر  دهنده  نشان 

مي-پليمر گرافني  قابل  نانوپلاکت  زير  بديهي  رابطه  از  که  باشد 

 محاسبه است: 

GM FV 1 V .= − (12) 

فازي  توان با استفاده از قانون اختلاط چگالي ساختار سه در پايان مي 

 الياف را از رابطه زير بدست آورد: -نانوپلاکت گرافني -پليمر 

F F GM GMV V , =  + (13) 

ارائه روند  به  توجه  به با  ضروري  نكته  اين  يادآوري  نظر شده، 

بهمي الياف  جرمي  کسر  که  به رسد  الياف  وزن  نسبت  صورت 

سه  )ساختار  پوسته  کل  تعريف  وزن  کسر  شودميفازي(  اما   ،

به  گرافني  نانوپلاکت  نانوپلاکت جرمي  وزن  نسبت  صورت 

نانوپلاکت گرافني )و نه -گرافني به وزن ساختار دو فازي پليمر

 وزن کل پوسته( تعريف شده است.

ميدان  اول،  مرتبه  برشي  تغييرشكل  تئوري  اساس  بر 

 :[20] شودشكل زير در نظر گرفته مي جابجايي در پوسته به
 

(14) 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 x

2

3

u x, , z, t u x, , t z x, , t ,

u x, , z, t v x, , t z x, , t ,

u x, , z, t w x, , t .



 =  +  

 =  +  

 = 

 

هاي جابجايي  ترتيب بيانگر مؤلفهبه   3uو    1u  ،2uکه در اين رابطه  

 w و    u  ،vهستند و    zو    x  ،θدر هر نقطه دلخواه در راستاهاي  
پوسته مؤلفه مياني  صفحه  روي  بر  را  جابجايي  متناظر  هاي 

(z=0 نشان مي )چنين  دهند. همxφ    وθφ  ترتيب بيانگر چرخش  به

محورهاي   مخروطي  مي  xو    θحول  پوسته  يک  براي  باشند. 
 :[22 و 21] شكل زير است جابجايي به -روابط کرنش

1 2

xx 1 3

3

zz

3 32 1

z 2 xz

2 1

x 2

u u1 sin cos
, u u ,

x r r r

u
,

z

u uu u1 cos
u , ,

z r r z x

u u1 sin
u ,

x r r







   
 =  = + +

 


 =



  
 = + −  = +

   

  
 = + −

 

 (15) 

 

توان براي  مي  0zzε=( و  15( در رابطه )14با جايگذاري رابطه )

( به روابط  z/r≈1±1)  10هاي کم عمقهاي کرنش در پوستهمؤلفه

 :[24و  23] زير رسيد

x

xx

x

z xz x

x

x

u
z ,

x x

sin 1 v cos sin 1
u w z ,

r r r r r

cos 1 w w
v , ,

r r x

1 u v sin 1 sin
v z ,

r x r r x r





 



 


 = +

 

    
 = + + +  + 

  

  
 = − + +  = +

 

    
 = + − + + −  

    

 

گرفتن   نظر  در  با  هاميلتون،  اصل  اساس  عملگر    δبر  عنوان  به 

توان معادلات  به عنوان يک بازه زماني دلخواه، مي   t1[t,2[تغييرات و  

(16) 
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نمود  استخراج  زير  رابطه  از  را  سيستم  يک  ارتعاشات  بر    حاکم 

 [25 ] : 

( )
2

1

t

s f n.c.

t

T U U W dt 0, − − + = (17) 

رابطه   اين  در  ناپايستار  n.c.Wکه  نيروهاي خارجي  کار    11بيانگر 

خارجي   نيروهاي  کار  آزاد  ارتعاشات  تحليل  در  که  است 

و    T  ،sUچنين  شود و همناپايستار برابر با صفر در نظر گرفته مي

fU   و  به پوسته  کرنشي  انرژي  و  جنبشي  انرژي  بيانگر  ترتيب 

 شوند: انرژي پتانسيل بستر هستند که از روابط زير محاسبه مي

( )

22 2

31 2

V

s xx xx z z xz xz x x

V

2 2

2

f w p

S

uu u1
T dV,

2 t t t

1
U dV,

2

1 w 1 w
U k w k dS,

2 x r

     

       
=  + +      

         

=   +  +  +  + 

       
= + +     

        







 

آن به  Sو    Vکه    طوريه  ب و سطح  پوسته  بيانگر حجم  ترتيب 

را  به   pkو    wkو  هستند   بستر  برشي  و  الاستيک  ترتيب ضرايب 

 دهند.نشان مي

توان ( مي17( در رابطه )18( و )16(، )14با جايگذاري روابط )

 شكل زير استخراج نمود: معادلات حاکم را به

( )

( )

2

xxx
xx 0 2

2

x

x z 0 2

zxz
xz w

2 2 2

p 02 2 2 2

xxx
xx

NN sin 1 u
N N I 0,

x r r t

N N1 2sin cos v
N Q I 0,

r x r r t

QQ sin 1 cos
Q N w

x r r r

w sin w 1 w w
k I 0,

r xx r t

MM sin 1
M M Q

r r

k

x





 

 









  
+ − + − =

  

    
+ + + − =

  

  
+ + − +

 

     
+ + − = 

  

−



 
+ − + −

 

2

x
xz 2 2

2

x

x z 2 2

I
t

M M1 2sin
M Q I 0.

0,

r x r t

  

 

 
−



   
+ + − − =

 

=



 

لختي انتقالي )جرم( و لختي دوراني پوسته بر    وابط که در اين ر

 شوند:شكل زير تعريف مي واحد سطح به 
h h

32 2
2

0 2

h h

2 2

h
I dz h, I z dz ,

12
− −


=  =  =  =  (20) 

 باشند:صورت زير ميهاي تنش نيز به و منتجه

h h
xx xx xx xx2 2

h h

x x x x2 2

h

2
xz xz

z zh

2

N M

N dz, M zdz,

N M

Q
dz.

Q

   

− −
   

 
−

        
       

=  =        
               

   
=   

   

 



 (21) 

)منتجه رابطه  در  شده  بيان  تنش  مي21هاي  را  کمک  (  با  توان 

 شكل زير بيان نمود:  ( به 16( و )1روابط )

12 12 12

xx 11

x 12 12

11 x

22 22 22

12

x 22 22

12 x

12 12 12

xx 11

x 12

11

A sin A A cosu v
N A u w

x r r r

B sin B
B ,

x r r

A sin A A cosu v
N A u w

x r r r

B sin B
B ,

x r r

B sin B B cosu v
M B u w

x r r r

D sin
D

x r







  
= + + + +

 

 
+  +

 

  
= + + + +

 

 
+  +

 

  
= + + + +

 

 
+



12

x

22 22 22

12

x 22 22

12 x

66 66 66 x

x 66

66

66

66 66 66 x

x 66

66

66

D
,

r

B sin B B cosu v
M B u w

x r r r

D sin D
D ,

x r r

A A sin Bu v
N A v

r x r r

B sin
B ,

x r

B B sin Du v
M B v

r x r r

D si
D

x


















 +



  
= + + + +

 

 
+  +

 

  
= + − + +

  

 
− 



  
= + − + +

  


−



z 44 xz 55 x

n
,

r

cos 1 w w
Q A v , Q A

r r x



 




     
= − + +  = +    

    
 

 که در اين رابطه

( )

( ) ( )

h
ij 2

ij ij

h 2

ij 2

h h

2 2

44 s 44 55 s 55

h h

2 2

A 1

B Q z z dz, i, j 1, 2,6.

D z

A k Q z dz, A k Q z dz.

−

− −

   
   

= =   
   

  

= =



 

 (23) 

را  مختلف  حالت  سه  پوسته  از  لبه  هر  روي  بر  مقاله  اين  در 

حالات  مي شامل  که  گرفت  نظر  در  مرزي  شرايط  براي  توان 

(18) 

(19) 

(22) 
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( )Cگيردار  ساده   ،)S( آزاد  و   )Fمي حالت (  سه  اين  در  باشد. 

 :باشدميشكل زير  شرايط مرزي به

 گيردار: 

xu 0, v 0, w 0, 0, 0.= = =  =   الف(-24) =

 ساده: 

xx xxN 0, v 0, w 0, M 0, 0.= = = =   ب(-24) =

 آزاد:

xx x xz

xx x

N 0, N 0, Q 0,

M 0, M 0.





= = =

= =
 ج( -24) 

( رابطه  جايگذاري  )22با  حاکم  معادلات  در  نظر  19(  در  و   )

 :[21] گرفتن حل زير

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

i

x

t

u x, , t U x cos n

v x, , t V x sin n
i 1

e ,w x, , t W x cos n
n 1,2,3,

x, , Xt x cos n

x, , t x sin n



     
   

    
= −   

=    
=    

   
      



 

 

آن   در  و    ωکه  است  پوسته  طبيعي  فرکانس  عنوان    nبيانگر  به 

توان معادلات حاکم را شود، ميشناخته مي  12عدد موج پيراموني

 صورت کلي زير بيان نمود: به

( ) ( )

( ) ( )

2 2

22 6611

11

12 66 22 66

12 22

112

2

22 6611

12 66 2

2

2

6

2

2

2

2

0

2 6

U U U
r

V V
r

sin

,

A

2
W W

s

n

in

A sin A nA sin

r

n A A n A A si

r

A cos A
B X

r 2r

B B nB sin
X X

r

n B B n B B s
0

r

I
i

U
n

r r

 +
+ +

+ + 
−


+ − + +

+


+ + 





  −



−

+



+ − =





 

( ) ( )

( ) ( )

( )

12 66 22 66

66

2

2

2 2

66 22 66

12 66

2

44

2

2 44

2

244

02

22 66 66

662

2 2

22 66

U U V

A cos
V V

r r

n A A cos
W

,

n A A n A A sin
A

r r

A sin A n A sin

n B B
X

r

n B

A

B sin B sin
X B

r

B n B s

r

r

cos
I V

r r

in
0

+ + 
− + +

 
−

+
−

+  
 +  +  +

 
−  =

 −

+  +
 −

+ 

+ 


−

+



 

( )

( )
( )

( )

22 4412 22

2 2

2

55 p

55 p

2 2

44 p

w

55

55 2

244

2

2

12 2

02

2

22

X

sin 2
U U V

r 2r r

A k sin
A k W W

r

co

n A A cosA cos A

A s A k n
k W

A sin
A

r

,

r

B cos B sin 2
X

B cos
n 0

r 2r

A
I W

rr


 − − +

+ 
 + + −

  + +
 +
 

+ 
−

+

  
− + − + 

 





 
− 



 
 

+



 =
 

 

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

55

2

22 6611

11

12 66 22 66

12 22

2

2

22 66

2

11

11 2

12 66 22 6

2

55

2

6 2

sin
U U U

r

V V
r

sin 2
A W W

sin
A

I 0,

B B nB sin
B

r

n B B n B B sin

r

B cos B

r 2r

D D nD sin
D X X X

r r

n D D n D D sin
X

r r


  −

 −


−



+
+ +

+ + 
−

 
− + 

 

 
 + − +



+
+

+
+ 




+ 
 =− 

 

( ) ( )

( )

( )

12 66 22 66

662

2 2

66 22 66

12 66

22 66 66

662

2 2

22 66

44

2

44 22

2

2

44 22

n B B n B B sin
B

r r

B sin B n B sin

.

r

n D D
n X

r r

n D D sin D sin
X D

r

D n D s

U U V

A cos
V V

r r

A B cos
W

r

r

A I 0
r

in

 −

+
 + +



+ + 
− + +

  
− 

 

+ 
− − 

 

+  
 +  +  −

 


−

+
+ +  


=



 

)به روابط  از  استفاده  با  و  مشابه  )22روشي   ،)24( و   )25 ،)

 شود:شكل زير نوشته مي شرايط مرزي به

 گيردار: 

U 0, V 0, W 0, X 0, 0,= = = =   الف(-27) =

 ساده: 

12 12

11 11

12 12

11 11

V 0, W 0, 0,

A sin B sin
A U U B X X 0,

r r

sin D sin
U U D X X 0,

r

B
B

r

= =  =

 
 + + =

 
  +

+

=+ +

 ب(-27) 

 آزاد:

(25) 

(26) 

 (26ادامه )



 ي انیو فرهاد ک  يرآباد یام  نی، حسيوسف ی  نیرحسی ام
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( )

( )

( )

( )

12

11 11

12

66

66

12

11 11

12

66

66

A
A U B X Usin nV W cos

r

B
Xsin 0,

r

n sin
A U V V

r r

n sin
B X 0,

r r

W X 0,

U D X Usin nV W cos
r

D
X sin 0,

r

n sin
B U V V

r r

n sin
D X 0.

n

B
B

n

r r

 +  + +  +

 +  =

 
− + − + 

 

 
− + −  = 

 

 + =

 +  + +  +

 +  =

 
− + − + 

 

 
− + − 

+

=


+



 

 

 حل معادلات  -3
پيچيدگي به  توجه  )با  حاکم  معادلات  در  موجود  و  26هاي   )

 ( مرزي  دست 27شرايط  دقيق  حل  وجود  مشكل   (  يا  نيافتني 

مي به همين نظر  از  و  با  رسد  عددي  حل  يک  بخش  اين  در  رو 

 شود. روش مربعات ديفرانسيلي ارائه مياستفاده از 

 به   N,…,x2,x1x  در نقاط  f(x)فرض کنيد مقادير يک تابع مانند  

 در قالب يک بردار ستوني در نظر گرفته شوند: شكل زير 

(28)   ( )ii
f f x , i 1,2, , N.= =  

شكل زير   توان به دو مشتق اول اين تابع در نقاط مذکور را مي

 :[26]  بر حسب مقادير تابع تقريب زد

(29)      
2

2

df d f
A f , B f ,

dx dx

  
= =   

   
 

 که در اين رابطه

( )

( )    

N

i m

m 1
m i, j

N

2
j m

ij m 1
m j

N

m 1 i m
m i

x x

, i, j 1, 2,3,..., N;i j

x xA , B A

1
, i j 1,2,3,..., N

x x

=


=


=



−


= 

 −= =


 = =
 −








 

روش ساير  عدهمانند  شبكهدهاي  اساس  بر  که  فضاي ي  بندي 

مي عمل  مسأله  در  حل  با کنند،  ديفرانسيلي  مربعات  روش 

مي حاصل  نتايج  همگرايي  نقاط،  تعداد  اما  افزايش  شود. 

روش،  اساسي  اين  در  همگرايي  سرعت  افزايش  در  نكته  ترين 

نقاط مي توزيع  براي  انتخاب شده  باشد. در حال حاضر  الگوي 

لوباتو  -گاوس-يكي از بهترين انواع توزيع نقاط توزيع چبيشف

 :[26] شودشكل زير محاسبه مي به   [L,0]ي است که براي بازه

(31) ( )
i

i 1L
x 1 cos , i 1,2,3,..., N.

2 N 1

 −   
= − =  

−   

 

( رابطه  از  استفاده  )29با  حاکم  معادلات  مي26(  را  به (   توان 

 شكل زير در قالب معادلات جبري بيان نمود: 

(32)      2K s M s ,=  
هاي سختي ترتيب بيانگر ماتريسبه   [M]و    [K]که در اين رابطه  

شكل زير   به   {s}  و جرم هستند که در کنار بردار جابجايي کل 

 شوند:تعريف مي

(33) 

 

 

 

 

 

 

 

       
       
       
       
       

 

5N 1

0

0

0

2

2

11 12 13 14 15

21 22 23 24 25

31 32 33 34 35

41 42 43 44 45

51 52 53 54 55

U

V

s ,W

X

I I 0 0 0 0

0 I I 0 0 0

M 0 0 I I 0 0 ,

0 0 0 I I 0

0 0 0 0 I I

k k k k k

k k k k k

K k k k k k ,

k k k k k

k k k k k



 
 
 
 

=  
 
 
  

 
 
 
 = −
 
 
 
 

 
 
 
 =
 
 
 
 

 

رابطه   اين  در  و  به   Iو    [0]که  صفر  ماتريس  بيانگر  ترتيب 

 به   55kتا    11kهاي  هستند و ماتريس   Nماتريس هماني از مرتبه  

 شوند:شكل زير تعريف مي

(34) 

     ( ) 

( )   ( )  

    

     ( ) 

( )   ( )  

2 2

11 11 11 1 22 66

12 12 66 1 22 66 2

13 12 1 22 2

2

14 11 11 1 22 66 2

15 12 6 6

2

6 2

2

1 2 6 2

k A A sin a A sin A n

k n A A a n A A sin a ,

k A cos a 0.5A a

k B B B sin a A B B n a ,

k n B B a A n B B sin a ,

B A a ,

A

A sin 2 ,

sin

= +   +

= + − + 

=  −

= +  +

= + − +

−





− 

 

 ج( -27)

(30) 
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( )   ( )  

    

( ) 

( )  

( )   ( )  

    

  ( ) 

21 12 66 1 22 66 2

22 66 66 1

2 2

22 66 2

23 2

24 12 66 1 22 66 2

25 66 66

4

1

2 2

1 22 66

2

2

2

4

2 44

44

B

A

,

cos

n A A

k n A A a A n A A sin a ,

k A A sin a A

A n A sin a ,

k a ,

k n B B a A n B B sin

o

a ,

k B B A

c

a

os

A

B sin

a B n B sin ac s

= − + + 

= +  −



=

= − + + 

=

−

+  +



+  +

−

− +



−

 +

 

 

    

( )  

( )     ( )

( )  

 ( )   

 

   ( )

1 2

2

55 p 1

2 2

44

3

31 12 22

32

5

3

p 2 w

5 1 5

2

5 1

2

44

2

1

22 44

3

2

34 12

2 2

2

5 2

k A cos A ,

k n A A cos

k

A

k B cos A

B sin 2

k n B cos ,

a A 0.5 sin 2 a

a ,

A k B sin a A

cos A k n a k I,

A I a A sin a

0.5 a ,

A a a

= − 

= + 

= −



 
 

=

− 

−

+ + 

 + + +



−  + −

= − 

 

 

     ( ) 

( )   ( )  

      

    

( ) 

( )   ( )  

2

2

5

41 211 11 22 66

42 12 66 22 66

43 12 22

44 11 11

2

2

1

2 66

45 12 66 22 6

2

1

1

55 1 2

5

2

2

61 2

k

,

B a A sin a ,

a A a ,

A A a A sin 2 a ,

B a A

B B sin B B n

k n B B n B B

n

sin

k B cos 0.5B

k D D sin

D D n

k n D D n D DA n

A I

si a ,

a si a

= +  +

= + − + 

=  −

= 

− 

− + 

−

 +

+ −

= + − + 

 

( )   ( )  

      

( ) 

   ( )

( )   ( )  

    
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51 12 66 22 66
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2 2

22 66
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54 12 66 22 66

55 66

1 2

1 44 1

2

44 1 22 2

1 2

1 44

2

66

2 2

22 66

a A a ,

B a A A cos a

a ,

A a B cos a

a A a ,

B a A A I

a ,

k n B B n B B sin

k B B sin

B n B sin

k n ,

k n D D n D D sin

k D D sin

D n D sin

= − + + 

= +  + −



= −

= − + + 

=



+

−



+

−

+

 − −



 

 

 و در اين رابطه نيز دو ماتريس قطري به صورت زير هستند: 

(35)    1 2 2ii ii
i i

1 1
a , a .

r r
= = 

( شرايط مرزي  29( و )27روشي مشابه و با استفاده از روابط )به

 شكل زير و در قالب معادلات جبري بيان نمود:  توان به را مي

(36)     T s 0 ,= 

با توجه به نوع شرايط مرزي در    [T]که در اين رابطه ماتريس  

تعيين مي انتهاي پوسته  به دو  اين ماتريس در حالت کلي   شود. 

 باشد:شكل زير مي

(37)  

11 12 13 14 15

21 22 23 24 25

10 5N

101 102 103 104 105

T T T T T

T T T T T
T ,

T T T T T



 
 
 =
 
 
 

 

 x=0ي  براي بيان شرايط مرزي در لبه  55Tتا    11Tکه،    طوريه  ب

 شوند:شكل زير تعريف مي کار رفته، به به

( )

 

11 22 33 44 55 1

12 13 14 15 21 23 24 25 31

32 34 35 41 42 43 45 51 52

53 54 1 N

Clamped C : T T T T T I ,

T T T T T T T T T

T T T T T T T T T

T T 0 ,


= = = = =

= = = = = = = = =

= = = = = = = = =

= =

 

 

( )

 

22 33 55 1

12 13 15 21 23 24 25 31

32 34 35 42 43 45 51 52

53 54 1 N

12

11 11 1 1

12

14 41 11 1 1

12

44 11 1 1

S

,

T

A sin

T

T A A I

implySupported S : T T T

,

I ,

T T T T T T T T

T T T T T T

T T 0 ,

a

B sin
T T B A I ,

a

D sin
T D A I

a



= = =

= = = = = = = =

= = = = =


=


=

= = =

= =

=



+

+

= +

 

 

( )

 

 
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12 12

14 11 1 1 15 1

66 66

21 1 22 66 1 1 23 1 N

66 66

24 1 25 66 1 1

31 32 35 33 1 34 11 N
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A sin nA A cos
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a a a

B sin B
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a a

nA A sin
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a a

nB B sin
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a a

T T T 0 , T A , T I ,

T B

Free F :

n





 
= = =


= + =


= − = − =


= − = −

= = = =

+

=

=

 
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54 55

T
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a a a

D
nDD sin
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nB B sin
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a
T T

T T

a

D n D sin
I , D A I

a a





+

= = =

 
= =
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

=
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
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به معناي سطر اول از هر ماتريس    1که در اين رابطه زيرنويس  

و  مي لبه  105Tتا    61Tباشد  در  مرزي  شرايط  بيان    x=Lي  براي 

 (34ادامه )

(38) 
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 شوند:شكل زير تعريف مي باشند و به مي

( )

 

61 72 83 94 105 N

62 63 64 65 71 73

74 75 81 82 84

85 49 92 93 95 101

102 103 104 1 N

Clamped C :
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 باشد. به معناي سطر آخر از هر ماتريس مي   Nکه در اين رابطه زيرنويس  

فرکانس   به استخراج  است  منظور  کافي  پوسته  طبيعي  هاي 

زمان حل شوند. حل  صورت هم( به36( و )32معادلات جبري )

شدن هم بيشتر  به  منجر  جبري  معادلات  دستگاه  دو  اين  زمان 

ماتريس شده،  مجهولات  تعداد  به  نسبت  معادلات  هاي  تعداد 

خارج   مربعي  حالت  از  نهايي  ويژه  مقدار  مسأله  در  موجود 

شوند. با هدف رفع اين مشكل، ابتدا نقاط حل مسئله به دو مي

(  d( و نقاط مياني )با زيرنويس  bدسته نقاط مرزي )با زيرنويس  

از ارضاي معادلات حاکم    کردننظر  تقسيم بندي شوند. با صرف

 شكل زير نوشت: توان اين رابطه را به ( در نقاط مرزي مي32)

(40)    * 2 *K s M s ,   =     
ماتريس  بيانگر  بالانويس ستاره  رابطه  اين  در  غيرمربعي که  هاي 

( 40)  ( و36معادلات )ها،  هاي ماتريسباشد. با تفكيک ستونمي

 شود:شكل زير بازنويسي مي به

 الف(-41)
   

   ( )

* *

b db d

2 * *

b db d

K s K s

M s M s ,

   + =   

    +   

 

 ب(-41)         
d bd b

T s T s 0 ,+ =  
توان مسأله الف( مي-41ب( در رابطه )-41با جايگذاري رابطه )

 شكل زير استخراج نمود: نهايي را به مقدار ويژه

(42)    ** 2 **

d d
K s M s ,   =      

 که در اين رابطه

(43) 
   

   

1** * *

b dd b

1** * *

b dd b

K K K T T ,

M M M T T .

−

−

     = −     

     = −     

 

حل   ويژه  مسألهبا  فرکانس 43)  مقدار  به (  پوسته  طبيعي  هاي 

بردارهاي  عنوان  به  متناظر  مودهاي  و شكل  ويژه  مقادير  عنوان 

مي محاسبه  بدست  ويژه  مودهاي  شكل  که  است  گفتني  شوند. 

 شوند. ب( تكميل مي-41آمده با استفاده از رابطه )
 

 نتایج عددي -4
نتايج عد اين بخش  ارائهددر  براي تحليل  هاي شده در بخش ي 

مي ارائه  عددي پيشين  روش  يک  از  استفاده  به  توجه  با  شود. 

براي حل معادلات حاکم، لازم است که ابتدا همگرايي و اعتبار 

روي   بر  مسأله  مشخصات  تأثير  سپس  و  شود  ارزيابي  نتايج 

هدف  فرکانس  با  گيرند.  قرار  بررسي  مورد  پوسته  طبيعي  هاي 

گزارش نتايج  به  بخشيدن  بهجامعيت  عددي  نتايج  شكل    شده، 

و  طبيعي  فرکانس  براي  زير  تعاريف  از  استفاده  با  و  بعد  بدون 

(39) 
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 شوند: ضرايب بستر در حالت بدون بعد ارائه مي

(44) p* *wM

nm nm w p

M M M

kk a
a , k , k .

E E E a


 =  = =  

نيز نشان داده شده، فرکانس44چنانكه در رابطه ) هاي طبيعي ( 

با دو زيرنويس   شوند،  مشخص مي  mو    nدر مودهاي مختلف 

بيانگر ترتيب مودهاي ارتعاشي در راستاي    mکه متغير    طوريه  ب

متغير   و  است  پوسته  پيراموني    nطولي  موج  عدد  عنوان  زير 

شود. شرايط مرزي نيز با دو حرف لاتين بزرگ نشان  شناخته مي

مي ب داده  بيانگر   طوريه  شوند،  چپ  سمت  از  اول  حرف  که 

ابتداي پوسته )  باشد و حرف دوم از ( ميx=0شرايط مرزي در 

( پوسته  انتهاي  در  مرزي  شرايط  چپ  نشان  x=Lسمت  را   )

 دهد.مي

مثال  تمامي  که در  مواردي  در  جز  به  و  بخش  اين  هاي 

پوسته يک  گردد  اشاره  بدان  مخروطي  صراحتا  با   FCي 

مستقر   h/a=0.05و    a=1 m  ،L/a=3  ،α=45°مشخصات هندسي  

مشخصات   با  بستر  يک  0.01w=بر 
*k    0.001=وp

*k    نظر در 

فاز تشكيل دهنده ي گرفته شده است. مشخصات مكانيكي سه 

هاي  اند، کسر وزني نانوپلاکتهارائه شد   1پوسته نيز در جدول  

با   گرافني با   0.01GNPW=برابر  برابر  الياف  وزني  کسر  و 

=0.85FW   در نظر گرفته شده است با اين توضيح که پوسته از

لايه  و چهار  است  شده  ساخته  يكسان  ضخامت  با  مختلف  ي 

 باشد. مي [°0/90/°0/90]ها به شكل چيدمان الياف در اين لايه

شكل   مختلف    (2)در  مودهاي  در  شده  ارائه  تحليل  همگرايي 

ارتعاشي مورد بررسي قرار گرفته است و شكل مودهاي متناظر 

نشان داده شده است. همانگونه که   (3)در شكل    N=15به ازاي  

مي  (2)شكل   بسيار نشان  همگرايي  از  شده  ارائه  تحليل  دهد 

بررسي  مورد  مودهاي  براي  و  است  برخوردار  خوبي 

(n,m=1,2,3,4مي از  (  محدودي  تعداد  از  استفاده  با  تنها  توان 

هايي همگرا بدست آورد. در ادامه تمامي نتايج پيش نقاط پاسخ 

 اند.هبدست آمد N=11رو به ازاي 

ارائه  مثال  دو  شده  ارائه  تحليل  صحت  سنجش  منظور  به 

همگن  مي مخروطي  پوسته  يک  مثال،  اولين  عنوان  به  شوند. 

  α=30°و  a=1 m  ،h/a=0.01  ،L/a=2همسانگرد را با مشخصات  

از   ،  E=322.27 GPaبا مشخصات مكانيكي    4N3Siساخته شده 

ν=0.24    3وkg/mρ=2370    بستر يک  بر  که  بگيريد  نظر  در 

دو   در  ساده  مرزي  شرايط  براي  است.  شده  مستقر  الاستيک 

( پوسته  ضرايب  SSانتهاي  از  مختلف  مقادير  ازاي  به  و   )

پوسته ) فرکانس طبيعي  بستر، کمترين  برشي  (  m=1الاستيک و 

( بعد  بدون  موج 0.5E))ρ/2ν-b((1=ω*ωبه شكل  عدد  مقدار  و   )

جدول   در  آن  متناظر  شده    2محيطي  گزارش  مقادير  کنار  در 

ي مقادير ارائه  اند. مقايسه[ ارائه شده 27توسط سوفيو و شناک ]

شده در اين جدول بيانگر اين مطلب است که حل عددي ارائه  

شده از دقت بسيار بالايي برخوردار است. لازم به ذکر است که  

با  مقاله  اين  در  شده  گزارش  نتايج  بين  موجود  ناچيز  اختلاف 

[ در آن است که در اين 27نتايج متناظر گزارش شده در مرجع ]

اول   مرتبه  برشي  شكل  تغيير  تئوري  اساس  بر  پوسته  مقاله 

مدلسازي شده است که با تئوري استفاده شده در مرجع مذکور 

 باشد. تر ميها( متفاوت و البته دقيق)تئوري کلاسيک پوسته

پوسته  يک  مثال  دومين  عنوان  مخروطي  به  با    CSي 

ساخته شده    h/a=0.1و    a=0.5 m  ،α=20°  ،L/a=4مشخصات  

نانوپلاکت  با  شده  تقويت  و  اپوکسي  کسر  از  با  گرافني  هاي 

ابعاد    0.01GNPW=وزني   و    mμ=1 GNPl  ،mμ=0.5 GNPwو 

=0.5 nmGNPh    در جدول است.  گرفته شده  نظر  مقادير    3در 

) فرکانس  بر حسب  طبيعي  گزارش  kHzهاي  مقادير  کنار  در   )

ي نتايج گزارش  اند. مقايسه ه [ ارائه شد 21شده توسط افشاري ] 

ارائه شده را   بالاي تحليل  اين جدول صحت و دقت  شده در 

مي  بودن  نشان  يكسان  دليل  به  که  است  ذکر  به  لازم  دهد. 

هاي استفاده شده براي مدلسازي پوسته در اين مقاله و  تئوري 

 باشد. [ اختلاف بين نتايج بسيار ناچيز مي 21مرجع ] 

تأثير عدد    ( 4) شرايط مرزي منتخب، شكل    مورد از   براي چند 

دهد. مطابق  هاي طبيعي پوسته را نشان مي موج پيراموني بر فرکانس 

برا  شكل،  مختلف   ي اين  طولي  مودهاي  و  مرزي  شرايط    تمامي 

 (m=1,2,3,4 )   ( پيراموني  موج  عدد  از  مشخصي  مقدار  (  nهمواره 

به  که  دارد  مقدار  وجود  به کمترين  طبيعي  فرکانس  مقدار  آن  ازاي 

دهد که هر چه ميزان  چنين، اين شكل نشان مي رسد. هم ممكن مي 

حالت   از  )استفاده  باشد  بيشتر  پوسته  مرزهاي  در   تقيد 
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 [ 16و    10مشخصات مكانیكي مواد ]  -1جدول 

 الياف شيشه  هاي گرافنينانوپلاکت اپوکسي 

=3 GPaME =1010 GPaGNPE =73.084 GPa22
F=E11

FE 
=0.34Mν =0.186GNPν =30.130 GPa12

FG 
3=1200 kg/mMρ 3=1060 kg/mGNPρ =0.2212

Fν 
 =2.5 μmGNPl 3=2491.191 kg/mFρ 

 =1.5 μmGNPw  

 =1.5 nmGNPh  
 

 
 تحلیل همگرایي  -2شكل  

 

 
 پوستهارتعاش  شكل مودهاي  -3شكل  
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 m=1همسانگرد مستقر بر بستر پاسترناک به ازاي  SSي مخروطي  ( پوسته1=ω*ω))ν2)ρ/-b(0.5Eهاي طبیعي بدون بعد )فرکانس -2جدول 

)3(MN/m wk (MN/m) pk n 
 [27سوفيو و شناک ] تحليل ارائه شده 

 ها تئوري کلاسيک پوسته تئوري تغيير شكل برشي مرتبه اول

0 0 7 0/1796 0/1763 

5 

0 7 0/1949 0/1910 
0/10 6 0/2021 0/1974 
0/25 6 0/2100 0/2046 
0/50 6 0/2226 0/2162 

10 

0 7 0/2091 0/2047 
0/10 6 0/2157 0/2106 
0/25 6 0/2232 0/2175 
0/50 6 0/2351 0/2284 

50 

0 7 0/2995 0/2918 
0/10 6 0/3037 0/2960 
0/25 6 0/3090 0/3009 
0/50 6 0/3177 0/3089 

 

ساخته شده از   h/a=0.1و  a=0.5 m ،α=20° ،L/a=4با مشخصات   CSي مخروطي  ي مخروطي پوستههاي طبیعي پوستهفرکانس -3جدول 

 kHzهاي گرافني بر حسب اپوکسي و تقویت شده با نانوپلاکت

 

n=1 n=2 n=3 n=4 

 تحليل ارائه شده 
  افشاري

[21] 
 تحليل ارائه شده 

  افشاري
[21] 

 تحليل ارائه شده 
  افشاري

[21] 
 تحليل ارائه شده 

  افشاري
[21] 

m=1 0/3105 0/3105 0/1807 0/1807 0/1517 0/1518 0/1899 0/1901 
m=2 0/3892 0/3892 0/3694 0/3694 0/3136 0/3137 0/3260 0/3264 
m=3 0/4970 0/4971 0/4974 0/4975 0/4587 0/4589 0/4693 0/4699 
m=4 0/5657 0/5657 0/6246 0/6248 0/6078 0/6082 0/6277 0/6285 

 

 
 هاي طبیعي پوسته تحت شرایط مرزي گوناگون تأثیر عدد موج پیراموني بر فرکانس -4شكل  
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 هاي طبیعي آنرأس مخروط بر فرکانستأثیر زاویه نیم -5شكل  

 

 
 هاي طبیعي پوسته گرافني بر فرکانس هايتأثیر کسر جرمي نانوپلاکت -6شكل  

 

با   مقايسه  در  ساده  حالت  و  ساده  حالت  با  مقايسه  در  گيردار 

فرکانس  آزاد(،  پيدا ميحالت  افزايش  پوسته  کنند و هاي طبيعي 

( بيشتر x=Lبزرگتر پوسته )  يميزان تأثير شرايط مرزي در دهانه

 باشد. ( مي x=0کوچكتر آن ) ياز تأثير شرايط مرزي در دهانه 

هاي طبيعي رأس مخروط بر فرکانستأثير زاويه نيم (5)در شكل 

رأس آن مورد بررسي قرار گرفته است. با تغيير مقدار زاويه نيم

زمان تحت تأثير قرار شكل هم   مخروط سفتي و لختي پوسته به

نميمي نتيجه  در  و  تغييرات  گيرند  براي  را  معيني  روند  توان 

نشان    ( 5)هاي طبيعي در تمامي مودها ارائه نمود. شكل  فرکانس 

رأس مخروط و تغييرشكل دهد که با افزايش مقدار زاويه نيممي

استو پوسته  حالت  از  )نهاپوسته  دايروي α=0اي  ورق  به   )

فرکانس طبيعي در بيشتر مودهاي ارتعاشي    ( α=90°)دار  سوراخ 

 يابد.پوسته کاهش مي 

نانوپلاکت  بر فرکانس  هايتأثير کسر جرمي  هاي طبيعي گرافني 

اين   (6)پوسته در شكل   مورد بررسي قرار گرفته است. مطابق 

نانوپلاکت از  ناچيز  مقداري  افزودن  با  گرافني   هايشكل، 

تمامي مي در  طبيعي  فرکانس  در  چشمگير  رشدي  شاهد  توان 

  هاي افزودن نانوپلاکت با  دهد که  نشان مي   (6)مودها بود. شكل  
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 هاي طبیعي پوسته تأثیر کسر جرمي الیاف بر فرکانس -7شكل  

 

تا   پليمر  5گرافني  دوفازي  ساختار  در  وزني  -درصد 

معادل    هاي نانوپلاکت که  کل   75/0گرافني  کسر جرمي  درصد 

مي از  فرکانس   ،باشدپوسته  مختلف  مودهاي  در  طبيعي  هاي 

يافته  65تا    25حدود   افزايش  افزايش  درصد  اين  دليل  اند. 

ميچشم را  بودن  گير  پايين  و  الاستيسيته  مدول  بودن  بالا  توان 

چنين نشان  هم  ( 6)گرافني دانست. شكل    هايچگالي نانوپلاکت

نانوپلاکت مي جرمي  کسر  افزايش  با  چند  هر  که   هايدهد 

يابند، اما نرخ اين افزايش هاي طبيعي افزايش مي گرافني فرکانس 

ميبه کاهش  زياد تدريج  مقدار  از  استفاده  مسأله  همين  و  يابد 

گرافني را با توجه به قيمت بالاي آنها در مقايسه    هاي نانوپلاکت

 نمايد.با الياف توجيه ناپذير مي

هاي  به بررسي تأثير کسر جرمي الياف بر فرکانس   (7)شكل  

چنا  است.  يافته  اختصاص  پوسته  شكل  نطبيعي  اين  در  چه 

مي فرکانس  مشاهده  مقدار  الياف  جرمي  کسر  افزايش  با  شود، 

کاهش  مودها  برخي  در  و  افزايش  مودها  بيشتر  در  طبيعي 

کسر مي افزايش  با  که  است  آن  متفاوت  رفتار  اين  دليل  يابد. 

هم الياف،  و  جرمي  پليمري  زمينه  جرمي  کسر  زمان 

مي  هاي نانوپلاکت کاهش  الياف گرافني  به  نسبت  اولي  که  يابد 

تري دارد اما دومي نسبت به الياف از نسبت سفتي به چگالي کم

 نسبت سفتي به چگالي بالاتري برخوردار است. 

 بنديجمع -5
پوسته آزاد  ارتعاشات  مقاله  اين  کامپوزيتي در  مخروطي  هاي 

نانوپلاکت تقويت با  يک    هايشده  بر  مستقر  الياف،  و  گرافني 

بستر پاسترناک مورد بررسي قرار گرفت. پوسته بر اساس تئوري  

مدل اول  مرتبه  برشي  مكانيكي  سازي شدتغييرشكل  و خواص 

-فازي با استفاده از قانون اختلاط، مدل هالپينمؤثر ساختار سه 

تساي و روابط ميكرومكانيكي محاسبه شدند. معادلات حاکم و  

و   استخراج  هاميلتون  اصل  از  استفاده  با  متناظر  مرزي  شرايط 

تحليلي حل شدند. نتايج مهم بدست آمده از اين صورت نيمهبه

 بندي نمود:توان در زير جمعپژوهش را مي 

نيم ➢ زاويه  افزايش مقدار  رأس مخروط فرکانس طبيعي در  با 

 يابد. بيشتر مودهاي ارتعاشي پوسته کاهش مي

باشد،   ➢ بيشتر  پوسته  مرزهاي  در  تقيد  ميزان  چه  هر 

 کنند. هاي طبيعي پوسته افزايش پيدا ميفرکانس 

دهانه  ➢ در  مرزي  شرايط  تأثير  )  يميزان  پوسته  (  x=Lبزرگتر 

دهانه  در  مرزي  شرايط  تأثير  از  )بيشتر  آن  کوچكتر  (  x=0ي 

 باشد.  مي

نانوپلاکت ➢ از  ناچيز  مقداري  افزودن  مي  هايبا  توان  گرافني 

 شاهد رشدي چشمگير در فرکانس طبيعي در تمامي مودها بود. 
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نانوپلاکت با   ➢ بيشتر کسر جرمي  گرافني   هايافزايش هر چه 

فرکانس رشد  بهنرخ  طبيعي  ميهاي  کاهش  به تدريج  و  يابد 

گرافني با توجه    هاي همين دليل استفاده از مقدار زياد نانوپلاکت

 باشد. به قيمت بالاي آنها مقرون به صرفه نمي

با افزايش کسر جرمي الياف مقدار فرکانس طبيعي در بيشتر  ➢

 يابد.مودها افزايش و در برخي مودها کاهش مي 
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