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Abstract: In this paper, a semi-analytical solution is presented for the free vibration analysis of a three-phase polymer-

based truncated conical shell reinforced with Graphene NanoPlatelets (GNPs) and glass fibers, embedded in an elastic 

foundation. The conical shell is modeled based on the First-order Shear Deformation Theory (FSDT), and the elastic 

foundation is modeled using the Pasternak model. The effective mechanical properties of the three-phase 

polymer/GNP/fiber composite are estimated utilizing the rule of mixture, Halpin-Tsai model, and the micromechanical 

relations. The set of the governing equations and associated boundary conditions are derived using Hamilton’s 

principle, and are solved analytically in the circumferential direction using trigonometric functions and numerically in 

the meridional direction via the Differential Quadrature Method (DQM). The natural frequencies and corresponding 

mode shapes are derived for various boundary conditions, including different combinations of clamped, simply 

supported, and free edges at both ends of the shell. Convergence of the presented numerical solution is examined, the 

accuracy of the presented results is confirmed, and the effects of various parameters on the natural frequencies of the 

shell are investigated including the circumferential wave number, semi-vertex angle of the cone, weight fraction of the 

fibers, weight fraction of the GNPs, and the boundary conditions. 
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 مقاله پژوهشي       

 

 یفازناقص سه یمخروط یهاارتعاشات پوسته  لیتحل

 ک یبستر الاست کیبر  مستقر افیال-یگرافننانوپلاکت -مریپل 
 

 

   ⁕ 3یانیفرهاد ک و 2یرآبادیام نی، حس1یوسف ی  نیرحسیام

 رانی ا شهر،نیشاه ،یدانشگاه آزاد اسلام شهر،ن یعمران، واحد شاه   یگروه مهندس -1

 ران ی آباده، ا ،ی، واحد آباده، دانشگاه آزاد اسلامگروه مهندسی مكانیک  -2

 رانی ا شهر،نیشاه  ،یدانشگاه آزاد اسلام شهر،نیواحد شاه ک،یمكان یگروه مهندس -3
 

و   1گرافنییی   هایشده با نانوپلاکتفازی تقویتهای مخروطی کامپوزیتی سه ی ارتعاشات آزاد پوسته در این مقاله یک حل نیمه تحلیلی برای مطالعه   -چكیده

گییردد و رفتییار بسییتر سییازی می مدل 2ی مخروطی بر اساس تئوری تغییرشكل برشی مرتبه اولشود. پوسته ای، مستقر بر یک بستر الاستیک ارائه می الیاف شیشه 

-فازی پلیمییرمنظور محاسییبه اییواا مكییانیكی مییارر سییااتار سییه  شود. به تخمین زده می  3الاستیک که پوسته را احاطه کرده است بر اساس مدل پاسترناک

شود. معییادلات حییاکش و شییرایط مییرزی متنییا ر بییا و روابط میكرومكانیكی استفاده می   4تسای-الیاف در کنار قانون ااتلاط از مدل هالپین-گرافنی نانوپلاکت

ی یک حل دقیق در راستای پیرامونی پوسته با استفاده از توابع مثلثاتی مناسب، یک حل تقریبی در شوند، پس از ارائه استخراج می   5گیری از اصل هامیلتونبهره

های طبیعی پوسته در مودهای ارتعاشی گوناگون و شكل مودهییای متنییا ر شود. فرکانسارائه می   6روش مربعات دیفرانسیلی راستای طولی پوسته با استفاده از  

شوند. پس از تأیییید همگرایییی حییل عییددی پوسته استخراج می  یهای گیردار، ساده و آزاد در دو لبه برای شرایط مرزی مختلف شامل ترکیبات مختلفی از لبه 

گیرد کییه از آن های طبیعی مورد بررسی قرار می شده، تأریر مشخصات گوناگون بر روی فرکانسانجام شده در راستای طولی و سنجش میزان اعتبار نتایج ارائه 

پوسییته اشییاره   یگرافنی و شرایط مرزی در دو لبه   هایرأس مخروط، کسر جرمی الیاف، کسر جرمی نانوپلاکتتوان به عدد موج پیرامونی، زاویه نیشجمله می 

 نمود.
 

 

 . بستر پاسترناک  ،ی گرافن یهاناقص، نانوپلاکت ی مخروط  یپوسته  ،یفازسه  یارتعاشات آزاد، سااتارها های کلیدی:واژه 

  1/12/1402: ،  اولین انتشار22/08/1401،    پذیرش: 10/04/1401،   بازنگري:  10/04/1401دریافت مقاله: 

 kiani@shaiau.ac.ir رایانامه: ، نویسنده مسئول: *

https://doi.org/10.47176/jcme.42.2.9861
https://jcme.iut.ac.ir/
https://portal.issn.org/resource/ISSN/2228-7698
https://portal.issn.org/resource/ISSN/2423-5741
https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/
https://orcid.org/0000-0001-5984-5874
kiani@shaiau.ac.ir


   یفازناقص سه  ی مخروط  یهاارتعاشات پوسته  لیتحل

    

2140، 2ه ، شمار42هاي عددي در مهندسي، سال روش 71  

 فهرست علائش
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a  شعاع کوچک پوسته w  جابجایي سطح میاني پوسته در راستايz 

[B]  ماتریس ضرایب وزني متناظر براي مشتق دوم V  حجم پوسته 
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wk  ضریب الاستیک بستر ijγ هاي برشي تانسور کرنش مولفه 
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L  طول پوسته ν پواسون   نسبت 

GNPl طول نانوپلاکت گرافني ρ  چگالي 

[M]  ماتریس جرم ijσ  تانسور تنش 

N  تعداد نقاط شبکه در حل به روش مربعات دیفرانسیلي xφ  وθφ  چرخش حول محورهايθ  و x 

n عنوان عدد موج پیراموني ω فرکانس طبیعي 

S  هاها و بالانویسزیرنویس سطح پوسته 

{s}  بردار جابجایي کل b  نقاط مرزي 

T  انرژي جنبشي d نقاط میاني 

[T]  ماتریس شرایط مرزي F  خواص مکانیکي الیاف 

sU  انرژي کرنشي پوسته GM  نانوپلاکت گرافني -خواص مکانیکي ساختار دو فازي پلیمر 

fU  انرژي پتانسیل بستر GNP  خواص مکانیکي نانوپلاکت گرافني 

u   جابجایي سطح میاني پوسته در راستايx M  خواص مکانیکي زمینه پلیمري 

1u ،2u  3وu  جابجایي راستاهايx ،y  وz m هاي طبیعي در راستاي طوليترتیب فرکانس 

v   جابجایي سطح میاني پوسته در راستايθ   
 

 

 مقدمه -1

گرافني مانند   هايفرد نانوپلاکت هاي مکانیکي منحصربهمشخصه

الاستیسیته به    يمدول  )نزدیک  بالا  و    5بسیار  فولاد(  برابر 

چگالي بسیار پایین )در حدود آب( کاربرد این دسته از مواد را  

گزینه عنوان  سازهبه  تقویت  براي  جذاب  داده  اي  افزایش  ها 

از   نانوپلاکت مشخصه  دیگراست.  مي  هايهاي  به  گرافني  توان 

سازه  موارد  این تقویت  که  نمود  از  اشاره  نوع  این  با  ها 

توجهي استحکام نهایي و چقرمگي    میزان قابل ها بهکنندهتقویت 

ازاي هر سیکل    نرخ رشد ترک به  دهد و ميشکست را افزایش  

دهد که این مشخصه  از بارگذاري متناوب در سازه را کاهش مي

و   دینامیکي  بارگذاري  با  مواجهه  در  سازه  رفتار  بهبود  به  منجر 

مي خستگي  پدیده  منحصربه[ 1]   شودتحمل  مشخصات  فرد  . 

گرافني محققین بسیاري را به انجام   هايیادشده براي نانوپلاکت 

تقویت  از  دسته  این  تأثیر  مورد  در  روي  کنندهتحقیق  بر  ها 
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سازه مکانیکي  از مشخصات  استفاده  با  است.  نموده  ترغیب  ها 

همکاران و  تام  محدود،  اجزا  غیرخطي  [  2]   روش  تحلیل  یک 

ترک  تیرهاي  استاتیکي  خمش  تقویت براي  با  دار  شده 

آنها  هاينانوپلاکت  نمودند.  ارائه  حرارتي  میدان  زیر   گرافني 

نانوپلاکت  توزیع  که  گرفتند  نزدیکي   هاينتیجه  در  گرافني 

به تیر  بالایي  و  زیرین  قابل  سطوح  را  میزان  تیر  خیز  توجهي 

ها بعدي ورقسهتئوري شبه  [ 3]   دهد. افشاري و ادبکاهش مي

به ناویر حلرا  روش  از  استفاده  با  و  گرفتند  را  کار  دقیقي  هاي 

تحلیل ورقبراي  آزاد  ارتعاشات  و  کمانش  ضخیم  هاي  هاي 

نانوپلاکت تقویت  با  آنها  هايشده  نمودند.  ارائه  نتیجه    گرافني 

و   بحراني  بار  بیشتر  چه  هر  افزایش  هدف  با  که  گرفتند 

نانوپلاکت فرکانس که  است  بهتر  ورق  طبیعي  گرافني    هايهاي 

مطالعه  شوند.  توزیع  ورق  بالایي  و  زیرین  سطوح  نزدیکي   در 

گرافني بر پاسخ دینامیکي    هايتجربي تأثیر استفاده از نانوپلاکت 

ضربهورق بارگذاري  به  کامپوزیتي  و  هاي  الماراکبي  توسط  اي 

که    [ 4]   همکاران دادند  نشان  آنها  گرفت.  قرار  بررسي  مورد 

توجهي قابلیت  شکل قابل  گرافني به  هايگیري از نانوپلاکت بهره

افشاري  بخشد.  هاي کامپوزیتي را در جذب انرژي بهبود ميورق

تاثیر  5]  پوسته  گرافني   هاينانوپلاکت [  ارتعاشات  بر  هاي  را 

مخروطي دوار بررسي نمود. او نتیجه گرفت که به منظور بهبود  

تقویت  از    گرافني  هاينانوپلاکت کنندگي  اثر  است  بهتر 

با سطح بزرگتر و ضخامت کمتر استفاده    گرافني  هاينانوپلاکت 

به تحلیل ارتعاشات آزاد میکروتیرهاي    [ 6]   شه و همکارانشود.  

گرافني پرداختند. آنها تأثیر    هايشده با نانوپلاکت تقویت   خمیده

گرافني بر    هايمشخصات هندسي تیر و کسر جرمي نانوپلاکت 

هاي طبیعي میکروتیرهاي خمیده را مورد بررسي  روي فرکانس

رفتار دینامیکي    يبه مطالعه  [ 7]  قرار دادند. هووانگ و همکاران

گرافني    هايشده با نانوپلاکت دار تقویت هاي موجغیرخطي ورق

با   ورق  غیرخطي  پاسخ  آنها  پرداختند.  الاستیک  بستر  بر  مستقر 

هاي ساده را زیر شرایط گوناگون ارائه نمودند. با انجام گاهتکیه

هاي دقیقي را براي  حل  [ 8]   بعدي، لیو و همکارانیک تحلیل سه

پوسته  تحلیل آزاد  ارتعاشات  و  استاتیکي  کروي  خمش  هاي 

نانوپلاکت تقویت  با  تحلیل    هايشده  در  نمودند.  ارائه  گرافني 

خمش استاتیکي، آنها دریافتند که با هدف کاهش خیز استاتیکي  

نانوپلاکت  است  بهتر  سطوح    هايپوسته  نزدیکي  در  گرافني 

شدت  کاهش  براي  اما  شوند،  توزیع  پوسته  خارجي  و  داخلي 

گرافني در    هايتنش در پوسته بهتر است کسر جرمي نانوپلاکت 

نزدیکي سطح داخلي کاهش و در نزدیکي سطح بیروني افزایش  

منظور    در تحلیل ارتعاشات آزاد نیز آنها نتیجه گرفتند که به یابد.

هاي طبیعي، انتخاب بهترین الگوي توزیع براي  افزایش فرکانس

به  هاينانوپلاکت  دارد. گرافني  بستگي  ارتعاشي  مود  به  شدت 

همکاران و  به  [ 9]   ژانگ  و  اجباري  ارتعاشات  تحلیل  شکل    به 

پنل براي  ضربه  پاسخ  دوانحنایيخاص،  با  تقویت   7هاي  شده 

آنها نشان داد که    هاينانوپلاکت  نتایج تحقیق  گرافني پرداختند. 

گرافني، انرژي وارد شده   هايبا تقویت پنل به کمک نانوپلاکت 

 شود. تري جذب ميبه پنل در اثر ضربه در مدت زمان کم

نانوپلاکت  گرافني    هايهرچند مشخصات مکانیکي مطلوب 

قابل بهبود  به  مکانیکي سازهمنجر  رفتار  ميتوجه  با  ها  اما  شود، 

ها، استفاده از آنها  کنندهتوجه به قیمت بالاي این نوع از تقویت 

توجیه اقتصادي  نظر  از  دلخواه  مقدار  هر  نميتا  از  پذیر  باشد. 

سالهمین در  از  رو،  استفاده  محققین  از  برخي  اخیر  هاي 

اند که شامل زمینه پلیمري  هفازي را پیشنهاد نمودساختارهاي سه

نانوپلاکت تقویت  با  الیاف   هايشده  آنها  کنار  در  و  گرافني 

اي یا کربني در مقایسه با  باشد. الیاف شیشهاي یا کربني ميشیشه

مشخصه  هاينانوپلاکت  از  ضعیفگرافني  مکانیکي  تري هاي 

ارزان قیمت  اما  به برخوردارند،  و  دارند  نیز  دلیل  تري  همین 

هاي بیشتري را در تواند گزینهکننده مياستفاده از دو نوع تقویت 

تمام هزینه  به  توجه  با  تا  دهد  قرار  طراح  اهداف اختیار  و  شده 

البته نوع  مدنظر از طرح خود بتواند طرح مطلوبي را ارائه نماید.  

مورد  اخیر  هاي  سال  در  نیز  فازي  سه  ساختارهاي  از  دیگري 

شده  شامل زمینه پلیمري تقویت اند که  توجه محققین قرار گرفته

کربني نانولولهبا   شیشه  هاي  الیاف  آنها  کنار  در  کربني  و  یا  اي 

مکانیکي    باشد.مي رفتار  روي  بر  گسترده  نسبتا  تحقیقاتي 

[.  10-13هاي ساخته شده از این مواد صورت گرفته است ] سازه

 روز بودن موضوع، مطالعات چنداني بر روي رفتار  با توجه به به
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 مسأله  هندسه -1شكل 

 

ساختا سهرمکانیکي  پلیمرهاي  -گرافني نانوپلاکت -فازي 

الیاف انجام نشده است و تعداد محدودي پژوهش در این زمینه  

مي همکارانیافت  و  رفیعي  غیرخطي    [ 14]   شود.  بررسي  به 

شده از  حرارتي و ارتعاشات تیرهاي ساخته  8خمش، پساکمانش

سه پلیمر ساختار  آنها -گرافنينانوپلاکت -فازي  پرداختند.  الیاف 

خیز  گرافني منجر به کاهش    هايدریافتند که افزودن نانوپلاکت 

پایداري    شود اما ميهاي طبیعي تیر  و افزایش فرکانس  استاتیکي

مي  آنحرارتي   کاهش  کرميرا  همکاراندهند.  و  به    [ 15]   اصل 

نانوپوسته غیرخطي  ارتعاشات  استوانهتحلیل  کامپوزیتي  هاي  اي 

ساخته سهچندلایه  ساختار  از  پلیمرشده  -فازي 

لایه -گرافنينانوپلاکت  برخي  در  سهالیاف  ساختار  و  فازي  ها 

لایه-کربني نانولوله-پلیمر از  دیگر  برخي  در  پرداختند. الیاف  ها 

نانوپلاکت  چه  هر  که  دریافتند  گرافنآنها  و    يهاي 

فاصله  9کربنيهاينانولوله نانوپوسته   در  میاني  از سطح  دورتري 

تقویت  اثر  گیرند  ميقرار  نشان  خود  از  بهتري  و کنندگي  دهند 

یابد. تحلیل ارتعاشات  هاي طبیعي نانوپوسته افزایش ميفرکانس

بهینه و  ورقآزاد  ساختهسازي  کامپوزیتي  ساختار هاي  از  شده 

پلیمرسه و  -گرافنينانوپلاکت -فازي  جیوون  توسط  الیاف 

. آنها کسر جرمي الیاف  [ 16]   همکاران مورد بررسي قرار گرفت 

اي  هاي مختلف ورق به گونهرا در لایه  يهاي گرافنو نانوپلاکت 

نمودند که فرکانس اصلي ورق تا حد ممکن افزایش    سازيبهینه

کننده  کنندگي از سوي هر دو فاز تقویت تقویت   ینیابد و بیشتر

 حاصل گردد. 

انجام بررسي  نشان  هاي  مقاله  این  نویسندگان  توسط  شده 

پوسته مي  ارتعاشات  تحلیل  که  کامپوزیتي  دهد  مخروطي  هاي 

نانوپلاکت تقویت  با  قرار    هاي شده  بررسي  مورد  الیاف  و  گرافني 

رو به تحلیل ارتعاشات آزاد  رو، پژوهش پیش از همین   . نگرفته است 

ساخته پوسته  کامپوزیتي  مخروطي  سه هاي  ساختار  از  فازي  شده 

بستر  -گرافني نانوپلاکت -پلیمر  یک  توسط  که  حالي  در  الیاف 

الاستیک احاطه شده اختصاص یافته است. پس از تأیید همگرایي  

هاي مختلفي  مشخصه   ات و سنجش اعتبار نتایج بدست آمده، تأثیر 

رأس مخروطي، کسر جرمي  همچون عدد موج پیراموني، زاویه نیم 

گرافني و شرایط مرزي بر روي    هاي الیاف، کسر جرمي نانوپلاکت 

 . د ن گیر هاي طبیعي مورد بررسي قرار مي فرکانس 

 معادلات حاکش  -2
ابتدا هندسه  ،  شود مي مورد بررسي تشریح    مسأله   ي در این بخش، 

محاسبه  مؤثر  مکانیکي  مشخصات  نهایت  مي   سپس  در  و  شوند 

متناظر   مرزي  شرایط  و  پوسته  آزاد  ارتعاشات  بر  حاکم  معادلات 

مي  شکل  استخراج  پوسته   ( 1) شوند.  با    ي یک  ناقص  مخروطي 

کوچک   بزرگ  aشعاع  شعاع   ،b  طول  ،L نیم زاویه  و    αرأس  ، 

 دهد. که با یک بستر الاستیک احاطه شده را نشان مي    hضخامت  

لایه در  الیاف  راستاي  که  صورتي  مقداري در  پوسته  هاي 
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جفت  حذف  با  باشد،  درجه  نود  و  صفر  بین  مخالف  شدگي 

برش و  )مؤلفه  رابطه  کشش  تنش  تانسور  تانسور  ijσهاي  با   )

( صفحهjiεکرنش  تنش  حالت  در   )( بهzzσ=0اي  زیر    (  شکل 

 : [ 17]  (ijεij=γباشد )مي

xx xx11 12

12 22

x x66

xz xzs 55

z zs 44

Q Q 0 0 0

Q Q 0 0 0

,0 0 Q 0 0

0 0 0 k Q 0

0 0 0 0 k Q

 

 

 

     
    

          =    
         
         

 (1 ) 

رابطه   این  در  برشي    به  5/6sk=که  تنش  عنوان ضریب تصحیح 

 و [  18] شود  شناخته مي

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

4 2 2 4

11 11 k 12 66 k k 22 k

4 4 2 2

12 12 k k 11 22 66 k k

4 2 2 4

22 22 k 12 66 k k 11 k

2 2 4 4

66 11 22 12 66 k k 66 k k

2 2 2 2

44 44 k 55 k 55 55 k 44 k

Q Q m 2 Q 2Q n m Q n ,

Q Q n m Q Q 4Q n m ,

Q Q m 2 Q 2Q n m Q n ,

Q Q Q 2Q 2Q n m Q n m ,

Q Q m Q n , Q Q m Q n ,

= + + +

= + + + −

= + + +

= + − − + +

= + = +

 

 و kφ=sin(kn(و  km)kφ=cos(که در این رابطه 

11 22

11 22 12 12 22

12 21 12 21

44 23 55 13 66 12

E E
Q , Q , Q Q ,

1 1

Q G . Q G , Q G ,

= = = 
−   −  

= = =

 (3 ) 

بیانگر مقادیر مؤثر مدول الاستیسیته، به   ijνو    ijE  ،ijGکه   ترتیب 

مختصات   دستگاه  در  پواسون  نسبت  و  برشي   3-2-1مدول 

 (. 1باشد )شکل مي

ساختار   مکانیکي  مشخصات  مؤثر  مقادیر  محاسبه  از  پیش 

الیاف، بهتر است ابتدا مقادیر  -نانوپلاکت گرافني -فازي پلیمرسه

پلیمر فازي  دو  ساختار  براي  مکانیکي  مشخصات  -مؤثر 

این   مقادیر  آن،  از  پس  و  شوند  محاسبه  گرافني  نانوپلاکت 

الیاف محاسبه شوند. گفتني است که در  مشخصات در حضور 

ترتیب  به   Fو    M  ،GNPهاي  ها و بالانویساین بخش، زیرنویس

گرافني و   نانوپلاکت  پلیمري،  بیانگر خواص مکانیکي در زمینه 

بیانگر خواص مکانیکي ساختار دو   GMالیاف است و زیرنویس 

-ساختار دو فازي پلیمر باشد.نانوپلاکت گرافني مي-فازي پلیمر 

دهد و  نانوپلاکت گرافني یک رفتار همسانگرد از خود نشان مي

از رابطه زیر -بر اساس اصل هالپین آن  تساي مدول الاستیسیته 

 :  [ 19]  شود محاسبه مي

L L GNP w w GNP

GM M

L GNP w GNP

1 V 1 V3 5
E E ,

8 1 V 8 1 V

 +   +  
= + 

− − 
 (4 ) 

 که در این رابطه

GNP GNP

L w

GNP GNP

GNP

L w

L w m

l w
2 , 2 ,

h h

E1 1
, , ,

E

 =  =

− −
 =  =  =

+  + 

 (5 ) 

ترتیب طول، پهنا و ضخامت  به GNPhو  GNPl ،GNPwکه   طوريه ب

و   هستند  گرافني  حجمي    GNPVنانوپلاکت  کسر  بیانگر 

توان آن را باشد که مينانوپلاکت گرافني در ساختار دوفازي مي

آنها )   ( محاسبه نمود GNPWاز رابطه زیر بر حسب کسر جرمي 

 [10 ] : 

GNP

GNP

M GNP

1
V ,

1
1 1

W

=
 

+ − 
  

 
(6 ) 

 کسر حجمي زمینه پلیمري نیز از رابطه بدیهي زیر قابل محاسبه است: 

M GNPV 1 V .= −  (7 ) 

پلیمر  فازي  دو  رفتار همسانگرد ساختار  به  توجه  با  -همچنین، 

مي گرافني،  زیر  نانوپلاکت  رابطه  از  را  آن  برشي  مدول  توان 

 محاسبه نمود: 

( )
GM

GM

GM

E
G .

2 1
=

+ 
 (8 ) 

و نسبت پواسون  (  ρتوان چگالي )با استفاده از قانون اختلاط مي

پلیمر فازي  دو  ساختار  در  زیر -را  روابط  از  گرافني  نانوپلاکت 

 بدست آورد:

M MGM GNP GNP

M MGM GNP GNP

V V ,

V V ,

 =  +

 =  +
 (9 ) 

مي میکرومکانیکي،  روابط  از  استفاده  مدول با  هاي  توان 

هاي پواسون را در ساختار  چنین نسبت الاستیسیته و برشي و هم

پلیمرسه ناهمسانگرد  گرافني-فازي  روابط  -نانوپلاکت  از  الیاف 

 : [ 16]   زیر محاسبه نمود

(2 ) 
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( )
( )

( )
( )

F

11 11 F GM GM

F F

22 GM 22 GM F

22 GMF F

22 GM 22 GM F

F

12 12 F GM GM

GM
GM 12

F 11

23 12 F GM GM
2 GM
GM 12 GM

11

F F

12 GM 12 GM F

12 13 F F

12 GM 12 GM F

E E V E V ,

E E E E V
E E ,

E E E E V

V V ,

E
1

E
V V ,

E
1

E

G G G G V
G G

G G G G V

= +

 + + −
 =

+ − −  

 =  + 

 
+  +  

  =  + 
 
−  +   

 

+ + −
= =

+ − −

( )

GM

22

23

23

G ,

E
G

2 1

 
 
  

=
+ 

 (10 ) 

شکل    بیانگر کسر حجمي الیاف است که به   FVکه در این رابطه  

 : [ 10]  ( قابل محاسبه است FWزیر بر حسب کسر جرمي آنها ) 

F

F

GM F

1
V .

1
1 1

W

=
 

+ − 
  

 
(11 ) 

فازي    GNPVچنین  هم دو  ساختار  حجمي  کسر  دهنده  نشان 

مي-پلیمر گرافني  قابل  نانوپلاکت  زیر  بدیهي  رابطه  از  که  باشد 

 محاسبه است: 

GM FV 1 V .= − (12 ) 

فازي  توان با استفاده از قانون اختلاط چگالي ساختار سه در پایان مي 

 الیاف را از رابطه زیر بدست آورد: -نانوپلاکت گرافني -پلیمر 

F F GM GMV V , =  + (13 ) 

ارائه روند  به  توجه  بهبا  ضروري  نکته  این  یادآوري  نظر شده، 

بهمي الیاف  جرمي  کسر  که  به  رسد  الیاف  وزن  نسبت  صورت 

سه )ساختار  پوسته  کل  تعریف  وزن  کسر  شودميفازي(  اما   ،

به گرافني  نانوپلاکت  نانوپلاکت  جرمي  وزن  نسبت  صورت 

نانوپلاکت گرافني )و نه  -گرافني به وزن ساختار دو فازي پلیمر

 وزن کل پوسته( تعریف شده است. 

میدان   اول،  مرتبه  برشي  تغییرشکل  تئوري  اساس  بر 

 : [ 20]   شودشکل زیر در نظر گرفته مي  جابجایي در پوسته به
 

(14 ) 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 x

2

3

u x, , z, t u x, , t z x, , t ,

u x, , z, t v x, , t z x, , t ,

u x, , z, t w x, , t .



 =  +  

 =  +  

 = 

 

هاي جابجایي  ترتیب بیانگر مؤلفهبه   3uو    1u  ،2uکه در این رابطه  
  w و    u  ،vهستند و    zو    x  ،θدر هر نقطه دلخواه در راستاهاي  

پوسته  مؤلفه میاني  صفحه  روي  بر  را  جابجایي  متناظر  هاي 

(z=0نشان مي )چنین  دهند. همxφ    وθφ  ترتیب بیانگر چرخش  به

محورهاي   مخروطي مي   xو    θحول  پوسته  یک  براي  باشند. 

 : [ 22 و 21]   شکل زیر است  جابجایي به-روابط کرنش

1 2

xx 1 3

3

zz

3 32 1

z 2 xz

2 1

x 2

u u1 sin cos
, u u ,

x r r r

u
,

z

u uu u1 cos
u , ,

z r r z x

u u1 sin
u ,

x r r







   
 =  = + +

 


 =



  
 = + −  = +

   

  
 = + −

 

 (15 ) 

 

توان براي  مي  0zzε=( و  15( در رابطه )14با جایگذاري رابطه )

( به روابط  z/r≈1±1)  10هاي کم عمقهاي کرنش در پوستهمؤلفه

 : [24و  23]  زیر رسید

x

xx

x

z xz x

x

x

u
z ,

x x

sin 1 v cos sin 1
u w z ,

r r r r r

cos 1 w w
v , ,

r r x

1 u v sin 1 sin
v z ,

r x r r x r





 



 


 = +

 

    
 = + + +  + 

  

  
 = − + +   = + 

 

    
 = + − + + −  

    

 

گرفتن   نظر  در  با  هامیلتون،  اصل  اساس  عملگر    δبر  عنوان  به 

توان معادلات  به عنوان یک بازه زماني دلخواه، مي  t1[t,2[تغییرات و 

نمود  استخراج  زیر  رابطه  از  را  سیستم  یک  ارتعاشات  بر    حاکم 

 [25 ] : 

( )
2

1

t

s f n.c.

t

T U U W dt 0, − − +  = (17 ) 

رابطه   این  در  ناپایستار  n.c.Wکه  نیروهاي خارجي  کار    11بیانگر 

خارجي   نیروهاي  کار  آزاد  ارتعاشات  تحلیل  در  که  است 

و    T  ،sUچنین  شود و همناپایستار برابر با صفر در نظر گرفته مي

fU  و  به پوسته  کرنشي  انرژي  و  جنبشي  انرژي  بیانگر  ترتیب 

(16 ) 
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 شوند: انرژي پتانسیل بستر هستند که از روابط زیر محاسبه مي

( )

22 2

31 2

V

s xx xx z z xz xz x x

V

2 2

2

f w p

S

uu u1
T dV,

2 t t t

1
U dV,

2

1 w 1 w
U k w k dS,

2 x r

     

       
=  + +      

         

=   +   +   +   +  

       
= + +     

        







 

آن  به  Sو    Vکه    طوريه  ب و سطح  پوسته  بیانگر حجم  ترتیب 

را  به  pkو    wkو  هستند   بستر  برشي  و  الاستیک  ترتیب ضرایب 

 دهند.نشان مي

توان ( مي 17( در رابطه )18( و )16(، )14با جایگذاري روابط )

 شکل زیر استخراج نمود: معادلات حاکم را به

( )

( )

2

xxx

xx 0 2

2

x

x z 0 2

zxz

xz w

2 2 2

p 02 2 2 2

xxx

xx

NN sin 1 u
N N I 0,

x r r t

N N1 2sin cos v
N Q I 0,

r x r r t

QQ sin 1 cos
Q N w

x r r r

w sin w 1 w w
k I 0,

r xx r t

MM sin 1
M M Q

r r

k

x





 

 









  
+ − + − =

  

    
+ + + − =

  

  
+ + − +

 

     
+ + − = 

  

−



 
+ − + −

 

2

x

xz 2 2

2

x

x z 2 2

I
t

M M1 2sin
M Q I 0.

0,

r x r t

  

 

 
−



   
+ + − − =

 

=



 

لختي انتقالي )جرم( و لختي دوراني پوسته بر    وابطکه در این ر

 شوند:شکل زیر تعریف مي واحد سطح به
h h

32 2
2

0 2

h h

2 2

h
I dz h, I z dz ,

12
− −


=  =  =  =  (20 ) 

 باشند: صورت زیر ميهاي تنش نیز بهو منتجه
h h

xx xx xx xx2 2

h h

x x x x2 2

h

2
xz xz

z zh

2

N M

N dz, M zdz,

N M

Q
dz.

Q

   

− −
   

 
−

        
       

=  =        
               

   
=   

   

 



 (21 ) 

)منتجه رابطه  در  شده  بیان  تنش  مي 21هاي  را  کمک  (  با  توان 

 شکل زیر بیان نمود: ( به16( و )1روابط )

12 12 12

xx 11

x 12 12

11 x

22 22 22

12

x 22 22

12 x

12 12 12

xx 11

x 12

11

A sin A A cosu v
N A u w

x r r r

B sin B
B ,

x r r

A sin A A cosu v
N A u w

x r r r

B sin B
B ,

x r r

B sin B B cosu v
M B u w

x r r r

D sin
D

x r







  
= + + + +

 

 
+  +

 

  
= + + + +

 

 
+  +

 

  
= + + + +

 

 
+



12

x

22 22 22

12

x 22 22

12 x

66 66 66 x

x 66

66

66

66 66 66 x

x 66

66

66

D
,

r

B sin B B cosu v
M B u w

x r r r

D sin D
D ,

x r r

A A sin Bu v
N A v

r x r r

B sin
B ,

x r

B B sin Du v
M B v

r x r r

D si
D

x


















 +



  
= + + + +

 

 
+  +

 

  
= + − + +

  

 
− 



  
= + − + +

  


−



z 44 xz 55 x

n
,

r

cos 1 w w
Q A v , Q A

r r x



 




     
= − + +  = +    

    
 

 که در این رابطه

( )

( ) ( )

h
ij 2

ij ij

h 2

ij 2

h h

2 2

44 s 44 55 s 55

h h

2 2

A 1

B Q z z dz, i, j 1,2,6.

D z

A k Q z dz, A k Q z dz.

−

− −

   
   

= =   
   

  

= =



 

 (23 ) 

را   مختلف  حالت  سه  پوسته  از  لبه  هر  روي  بر  مقاله  این  در 

حالات  مي شامل  که  گرفت  نظر  در  مرزي  شرایط  براي  توان 

 ( ) Cگیردار  ساده   ،)S( آزاد  و   )Fمي حالت  (  سه  این  در  باشد. 

 :باشدميشکل زیر  شرایط مرزي به

 گیردار: 

xu 0, v 0, w 0, 0, 0.= = =  =   الف( -24) =

 ساده: 

xx xxN 0, v 0, w 0, M 0, 0.= = = =   ب( -24) =

 آزاد:

(18 ) 

(19 ) 

(22 ) 
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xx x xz

xx x

N 0, N 0, Q 0,

M 0, M 0.





= = =

= =
 ج( -24) 

( رابطه  جایگذاري  )22با  حاکم  معادلات  در  نظر 19(  در  و   )

 : [ 21]  گرفتن حل زیر

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

i

x

t

u x, , t U x cos n

v x, , t V x sin n
i 1

e ,w x, , t W x cos n
n 1, 2,3,

x, , Xt x cos n

x, , t x sin n



     
   

    
= −   

=    
=    

   
      



 

 

آن   در  و    ωکه  است  پوسته  طبیعي  فرکانس  عنوان    nبیانگر  به 

توان معادلات حاکم را شود، ميشناخته مي  12عدد موج پیراموني

 صورت کلي زیر بیان نمود: به

( ) ( )

( ) ( )

2 2

22 6611

11

12 66 22 66

12 22

112

2

22 6611

12 66 2

2

2

6

2

2

2

2

0

2 6

U U U
r
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r
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,

A

2
W W

s

n
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A sin A nA sin

r

n A A n A A si

r

A cos A
B X

r 2r

B B nB sin
X X

r

n B B n B B s
0

r

I
i

U
n

r r

 +
+ +

+ + 
−


+ − + +

+


+ + 





  −



−

+



+ − =





 

( ) ( )

( ) ( )

( )

12 66 22 66

66

2

2

2 2

66 22 66

12 66

2

44

2

2 44

2

244
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22 66 66

662

2 2

22 66

U U V

A cos
V V

r r

n A A cos
W

,

n A A n A A sin
A

r r

A sin A n A sin

n B B
X

r

n B

A

B sin B sin
X B

r

B n B s

r

r

cos
I V

r r

in
0

+ + 
− + +

 
−

+
−

+  
 +  +  +

 
−  =

 −

+  +
 −

+ 

+ 


−

+



 

( )

( )
( )

( )

22 4412 22

2 2

2

55 p

55 p

2 2

44 p

w

55

55 2

244

2

2

12 2

02

2

22

X

sin 2
U U V

r 2r r

A k sin
A k W W

r

co

n A A cosA cos A

A s A k n
k W

A sin
A

r

,

r

B cos B sin 2
X

B cos
n 0

r 2r

A
I W

rr


 − − +

+ 
 + + −

  + +
 +
 

+ 
−

+

  
− + − + 
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+



 =
 

 

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

55

2

22 6611

11

12 66 22 66

12 22

2

2

22 66

2

11

11 2

12 66 22 6

2

55

2

6 2

sin
U U U

r

V V
r

sin 2
A W W

sin
A

I 0,

B B nB sin
B

r

n B B n B B sin

r

B cos B

r 2r

D D nD sin
D X X X

r r

n D D n D D sin
X

r r


  −

 −


−



+
+ +

+ + 
−

 
− + 

 

 
 + − +



+
+

+
+ 




+ 
 =− 

 

( ) ( )

( )

( )

12 66 22 66

662

2 2

66 22 66

12 66

22 66 66

662

2 2

22 66

44

2

44 22

2

2

44 22

n B B n B B sin
B

r r

B sin B n B sin

.

r

n D D
n X

r r

n D D sin D sin
X D

r

D n D s

U U V

A cos
V V

r r

A B cos
W

r

r

A I 0
r

in

 −

+
 + +



+ + 
− + +

  
− 

 

+ 
− − 

 

+  
 +  +  −

 


−

+
+ +  


=



 

)به روابط  از  استفاده  با  و  مشابه  )22روشي   ،)24( و   )25 ،)

 شود: شکل زیر نوشته مي شرایط مرزي به

 گیردار: 

U 0, V 0, W 0, X 0, 0,= = = =   الف( -27) =

 ساده: 

12 12

11 11

12 12

11 11

V 0, W 0, 0,

A sin B sin
A U U B X X 0,

r r

sin D sin
U U D X X 0,

r

B
B

r

= =  =

 
 + + =

 
  +

+

=+ +

 

 

 ب( -27)

 آزاد:

(25 ) 

(26 ) 

 ( 26ادامه ) 
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( )

( )

( )

( )

12

11 11

12

66

66

12

11 11

12

66

66

A
A U B X Usin nV W cos

r

B
Xsin 0,

r

n sin
A U V V

r r

n sin
B X 0,

r r

W X 0,

U D X Usin nV W cos
r

D
X sin 0,

r

n sin
B U V V

r r

n sin
D X 0.

n

B
B

n

r r

 +  + +  +

 +  =

 
− + − + 

 

 
− + −  = 

 

 + =

 +  + +  +

 +  =

 
− + − + 

 

 
− + − 

+

=


+



 

 

 حل معادلات  -3
پیچیدگي به  توجه  )با  حاکم  معادلات  در  موجود  و  26هاي   )

( مرزي  دست 27شرایط  دقیق  حل  وجود  مشکل    (  یا  نیافتني 

ميبه همین نظر  از  و  با  رسد  عددي  حل  یک  بخش  این  در  رو 

 شود. روش مربعات دیفرانسیلي ارائه مياستفاده از 

 به   N,…,x2,x1x  در نقاط  f(x)فرض کنید مقادیر یک تابع مانند  

 در قالب یک بردار ستوني در نظر گرفته شوند: شکل زیر 

(28 )   ( )ii
f f x , i 1,2, , N.= =  

شکل زیر    توان بهدو مشتق اول این تابع در نقاط مذکور را مي

 : [ 26] بر حسب مقادیر تابع تقریب زد

(29 )      
2

2

df d f
A f , B f ,

dx dx

  
= =   

   
 

 که در این رابطه

( )

( )    

N

i m

m 1
m i, j

N

2
j m

ij
m 1
m j

N

m 1 i m
m i

x x

, i, j 1, 2,3,..., N;i j

x xA , B A

1
, i j 1, 2,3,..., N

x x

=


=


=



−


= 

 −= =


 = =
 −








 

روش سایر  عدهمانند  شبکهدهاي  اساس  بر  که  فضاي  ي  بندي 

مي عمل  مسأله  در  حل  با  کنند،  دیفرانسیلي  مربعات  روش 

مي حاصل  نتایج  همگرایي  نقاط،  تعداد  اما  افزایش  شود. 

روش،  اساسي این  در  همگرایي  سرعت  افزایش  در  نکته  ترین 

نقاط مي  توزیع  براي  انتخاب شده  در حال حاضر  الگوي  باشد. 

لوباتو  -گاوس-یکي از بهترین انواع توزیع نقاط توزیع چبیشف

 : [ 26]   شودشکل زیر محاسبه مي به [L,0]ي است که براي بازه

(31 ) ( )
i

i 1L
x 1 cos , i 1,2,3,..., N.

2 N 1

 −   
= − =  

−   

 

( رابطه  از  استفاده  )29با  حاکم  معادلات  مي26(  را  به (    توان 

 شکل زیر در قالب معادلات جبري بیان نمود: 

(32 )      2K s M s ,=  
هاي سختي  ترتیب بیانگر ماتریسبه   [M]و    [K]که در این رابطه  

شکل زیر    به  {s}  و جرم هستند که در کنار بردار جابجایي کل

 شوند:تعریف مي

(33 ) 

 

 

 

 

 

 

 

       
       
       
       
       

 

5N 1

0

0

0

2

2

11 12 13 14 15

21 22 23 24 25

31 32 33 34 35

41 42 43 44 45

51 52 53 54 55

U

V

s ,W

X

I I 0 0 0 0

0 I I 0 0 0

M 0 0 I I 0 0 ,

0 0 0 I I 0

0 0 0 0 I I

k k k k k

k k k k k

K k k k k k ,

k k k k k

k k k k k



 
 
 
 

=  
 
 
  

 
 
 
 = −
 
 
 
 

 
 
 
 =
 
 
 
 

 

رابطه   این  در  و  به  Iو    [0]که  صفر  ماتریس  بیانگر  ترتیب 

 به   55kتا    11kهاي  هستند و ماتریس  Nماتریس هماني از مرتبه  

 شوند: شکل زیر تعریف مي

 

 

 ج( -27)

(30 ) 
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     ( ) 

( )   ( )  

    

     ( ) 

( )   ( )  

2 2

11 11 11 1 22 66

12 12 66 1 22 66 2

13 12 1 22 2

2

14 11 11 1 22 66 2

15 12 6 6

2

6 2

2

1 2 6 2

k A A sin a A sin A n

k n A A a n A A sin a ,

k A cos a 0.5A a

k B B B sin a A B B n a ,

k n B B a A n B B sin a ,

B A a ,

A

A sin 2 ,

sin
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= + − + 

=  −

= +  +
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( )  
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  ( ) 
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22 66 66 1
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22 66 2

23 2

24 12 66 1 22 66 2

25 66 66

4

1

2 2

1 22 66

2

2

2

4

2 44

44

B

A

,

cos

n A A

k n A A a A n A A sin a ,

k A A sin a A

A n A sin a ,

k a ,

k n B B a A n B B sin

o

a ,

k B B A

c

a

os

A

B sin

a B n B sin ac s

= − + + 

= +  −



=

= − + + 

=

−

+  +



+  +
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( )     ( )
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1 2

2

55 p 1

2 2

44
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31 12 22
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5

3

p 2 w

5 1 5

2

5 1

2

44

2

1

22 44

3

2

34 12

2 2

2

5 2

k A cos A ,

k n A A cos

k

A

k B cos A

B sin 2

k n B cos ,

a A 0.5 sin 2 a

a ,

A k B sin a A

cos A k n a k I,

A I a A sin a

0.5 a ,

A a a

= − 

= + 

= −



 
 

=
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−

+ + 

 + + +



−  + −
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     ( ) 

( )   ( )  

      

    

( ) 

( )   ( )  

2

2

5

41 211 11 22 66

42 12 66 22 66

43 12 22

44 11 11

2

2

1

2 66

45 12 66 22 6

2

1

1

55 1 2

5

2

2

61 2

k

,

B a A sin a ,

a A a ,

A A a A sin 2 a ,

B a A

B B sin B B n

k n B B n B B

n

sin

k B cos 0.5B

k D D sin

D D n

k n D D n D DA n

A I

si a ,

a si a

= +  +

= + − + 

=  −

= 

− 

− + 

−

 +

+ −

= + − + 

 

 و در این رابطه نیز دو ماتریس قطري به صورت زیر هستند: 

(35 )    1 2 2ii ii

i i

1 1
a , a .

r r
= = 

( شرایط مرزي  29( و )27روشي مشابه و با استفاده از روابط )به

 شکل زیر و در قالب معادلات جبري بیان نمود:  توان بهرا مي

(36 )     T s 0 ,= 

با توجه به نوع شرایط مرزي در   [T]که در این رابطه ماتریس  

تعیین مي انتهاي پوسته  به دو  کلي  این ماتریس در حالت    شود. 

 باشد:شکل زیر مي

(37 )  

11 12 13 14 15

21 22 23 24 25

10 5N

101 102 103 104 105

T T T T T

T T T T T
T ,

T T T T T



 
 
 =
 
 
 

 

  x=0ي  براي بیان شرایط مرزي در لبه  55Tتا    11Tکه،    طوريه  ب

 شوند:شکل زیر تعریف مي کار رفته، بهبه

( )

 

11 22 33 44 55 1

12 13 14 15 21 23 24 25 31
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53 54 1 N

Clamped C : T T T T T I ,
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B sin
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به معناي سطر اول از هر ماتریس    1که در این رابطه زیرنویس  

و  مي لبه  105Tتا    61Tباشد  در  مرزي  شرایط  بیان   x=Lي  براي 

 شوند:شکل زیر تعریف مي  باشند و بهمي

(34 ) 
(38 ) 
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( )
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 باشد. به معناي سطر آخر از هر ماتریس مي   Nکه در این رابطه زیرنویس  

فرکانس  به استخراج  است  منظور  کافي  پوسته  طبیعي  هاي 

زمان حل شوند. حل صورت هم( به36( و )32معادلات جبري )

شدن هم بیشتر  به  منجر  جبري  معادلات  دستگاه  دو  این  زمان 

ماتریس شده،  مجهولات  تعداد  به  نسبت  معادلات  هاي  تعداد 

خارج   مربعي  حالت  از  نهایي  ویژه  مقدار  مسأله  در  موجود 

شوند. با هدف رفع این مشکل، ابتدا نقاط حل مسئله به دو  مي

(  d( و نقاط میاني )با زیرنویس  bدسته نقاط مرزي )با زیرنویس  

از ارضاي معادلات حاکم   کردننظر  تقسیم بندي شوند. با صرف

 شکل زیر نوشت:  توان این رابطه را به( در نقاط مرزي مي32)

(40 )    * 2 *K s M s ,   =     
ماتریس بیانگر  بالانویس ستاره  رابطه  این  در  هاي غیرمربعي  که 

(  40)  ( و36معادلات )ها،  هاي ماتریسباشد. با تفکیک ستونمي

 شود: شکل زیر بازنویسي مي به

 الف( -41)
   

   ( )

* *

b db d

2 * *

b db d

K s K s

M s M s ,

   + =   

    +   

 

 ب( -41)         
d bd b

T s T s 0 ,+ =  
توان مسأله  الف( مي-41ب( در رابطه )-41با جایگذاري رابطه )

 شکل زیر استخراج نمود:   نهایي را به مقدار ویژه

(42 )    ** 2 **

d d
K s M s ,   =      

 که در این رابطه

(43 ) 
   

   

1** * *

b dd b

1** * *

b dd b

K K K T T ,

M M M T T .

−

−

     = −     

     = −     

 

حل   ویژه  مسألهبا  فرکانس43)  مقدار  به  (  پوسته  طبیعي  هاي 

بردارهاي   عنوان  به  متناظر  مودهاي  و شکل  ویژه  مقادیر  عنوان 

مي محاسبه  بدست  ویژه  مودهاي  شکل  که  است  گفتني  شوند. 

 شوند. ب( تکمیل مي-41آمده با استفاده از رابطه )
 

 نتایج عددی  -4
نتایج عد این بخش  ارائهددر  تحلیل  براي  هاي  شده در بخشي 

مي ارائه  عددي  پیشین  روش  یک  از  استفاده  به  توجه  با  شود. 

براي حل معادلات حاکم، لازم است که ابتدا همگرایي و اعتبار  

روي   بر  مسأله  مشخصات  تأثیر  سپس  و  شود  ارزیابي  نتایج 

هدف فرکانس با  گیرند.  قرار  بررسي  مورد  پوسته  طبیعي  هاي 

گزارش نتایج  به  بخشیدن  بهجامعیت  عددي  نتایج  شکل   شده، 

و   طبیعي  فرکانس  براي  زیر  تعاریف  از  استفاده  با  و  بعد  بدون 

 شوند: ضرایب بستر در حالت بدون بعد ارائه مي

(39 ) 
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 [16و  10مشخصات مكانیكی مواد ] -1جدول 

 الیاف شیشه  هاي گرافني نانوپلاکت اپوکسي 

=3 GPaME =1010 GPaGNPE =73.084 GPa22
F=E11

FE 
=0.34Mν =0.186GNPν =30.130 GPa12

FG 
3=1200 kg/mMρ 3=1060 kg/mGNPρ =0.2212

Fν 
 =2.5 μmGNPl 3=2491.191 kg/mFρ 

 =1.5 μmGNPw  

 =1.5 nmGNPh  

 

 
 تحلیل همگرایی  -2شكل 

 

(44 ) p* *wM

nm nm w p

M M M

kk a
a , k , k .

E E E a


 =  = =  

نیز نشان داده شده، فرکانس44چنانکه در رابطه ) هاي طبیعي ( 

شوند، مشخص مي  mو    nدر مودهاي مختلف با دو زیرنویس  

بیانگر ترتیب مودهاي ارتعاشي در راستاي   mکه متغیر   طوريه ب

متغیر   و  است  پوسته  پیراموني    nطولي  موج  عدد  عنوان  زیر 

شود. شرایط مرزي نیز با دو حرف لاتین بزرگ نشان  شناخته مي

مي بداده  بیانگر    طوريه  شوند،  چپ  سمت  از  اول  حرف  که 

ابتداي پوسته )  باشد و حرف دوم از  ( ميx=0شرایط مرزي در 

( پوسته  انتهاي  در  مرزي  شرایط  چپ  نشان x=Lسمت  را   )

 دهد. مي

مثال تمامي  که  در  مواردي  در  جز  به  و  بخش  این  هاي 

پوسته یک  گردد  اشاره  بدان  مخروطي  صراحتا  با    FCي 

مستقر    h/a=0.05و    a=1 m  ،L/a=3  ،α=45°مشخصات هندسي  

مشخصات   با  بستر  یک  0.01w=بر 
*k    0.001=وp

*k    نظر در 

تشکیل دهنده فاز  مکانیکي سه  ي گرفته شده است. مشخصات 

هاي  اند، کسر وزني نانوپلاکت هارائه شد  1پوسته نیز در جدول  

با   گرافني با    0.01GNPW=برابر  برابر  الیاف  وزني  کسر  و 

=0.85FW    در نظر گرفته شده است با این توضیح که پوسته از

لایه و  چهار  است  شده  ساخته  یکسان  ضخامت  با  مختلف  ي 

 باشد.مي  [°0/90/°0/90]ها به شکل چیدمان الیاف در این لایه

شکل   مختلف    (2)در  مودهاي  در  شده  ارائه  تحلیل  همگرایي 

ارتعاشي مورد بررسي قرار گرفته است و شکل مودهاي متناظر  

 نشان داده شده است. همانگونه که   (3)در شکل  N=15به ازاي 
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 پوسته ارتعاش شكل مودهای  -3شكل 

 

دهد تحلیل ارائه شده از همگرایي بسیار  نشان مي  (2)شکل  

بررسي   مورد  مودهاي  براي  و  است  برخوردار  خوبي 

(n,m=1,2,3,4 مي از  (  محدودي  تعداد  از  استفاده  با  تنها  توان 

هایي همگرا بدست آورد. در ادامه تمامي نتایج پیش  نقاط پاسخ

 اند.هبدست آمد N=11رو به ازاي 

ارائه   مثال  دو  شده  ارائه  تحلیل  صحت  سنجش  منظور  به 

همگن  مي مخروطي  پوسته  یک  مثال،  اولین  عنوان  به  شوند. 

  α=30°و  a=1 m  ،h/a=0.01  ،L/a=2همسانگرد را با مشخصات  

از   ، E=322.27 GPaبا مشخصات مکانیکي    4N3Siساخته شده 

ν=0.24    3وkg/mρ=2370     بستر یک  بر  که  بگیرید  نظر  در 

دو   در  ساده  مرزي  شرایط  براي  است.  شده  مستقر  الاستیک 

 ( پوسته  ضرایب  SSانتهاي  از  مختلف  مقادیر  ازاي  به  و   )

فرکانس طبیعي پوسته ) کمترین  (  m=1الاستیک و برشي بستر، 

( بعد  بدون  موج 0.5E))ρ/2ν-b((1=ω*ωبه شکل  مقدار عدد  و   )

جدول   در  آن  متناظر  شده    2محیطي  گزارش  مقادیر  کنار  در 

ي مقادیر ارائه  اند. مقایسه[ ارائه شده27توسط سوفیو و شناک ] 

شده در این جدول بیانگر این مطلب است که حل عددي ارائه  

شده از دقت بسیار بالایي برخوردار است. لازم به ذکر است که  

با   مقاله  این  در  شده  گزارش  نتایج  بین  موجود  ناچیز  اختلاف 

[ در آن است که در این  27نتایج متناظر گزارش شده در مرجع ] 

اول   مرتبه  برشي  شکل  تغییر  تئوري  اساس  بر  پوسته  مقاله 

مدلسازي شده است که با تئوري استفاده شده در مرجع مذکور  

 باشد. تر ميها( متفاوت و البته دقیق)تئوري کلاسیک پوسته

پوسته  یک  مثال  دومین  عنوان  مخروطي  به  با    CSي 

ساخته شده   h/a=0.1و    a=0.5 m  ،α=20°  ،L/a=4مشخصات  

نانوپلاکت با  شده  تقویت  و  اپوکسي  کسر  از  با  گرافني  هاي 

ابعاد    0.01GNPW=وزني   و   mμ=1 GNPl  ،mμ=0.5 GNPwو 

=0.5 nmGNPh    در جدول است.  گرفته شده  نظر  مقادیر   3در 

) فرکانس  بر حسب  طبیعي  گزارش kHzهاي  مقادیر  کنار  در   )

ي نتایج گزارش اند. مقایسه ه [ ارائه شد 21شده توسط افشاري ]

ارائه شده را  این جدول صحت و دقت بالاي تحلیل  شده در 

مي  بودن نشان  یکسان  دلیل  به  که  است  ذکر  به  لازم  دهد. 

هاي استفاده شده براي مدلسازي پوسته در این مقاله و تئوري 

 باشد.[ اختلاف بین نتایج بسیار ناچیز مي 21مرجع ]

تأثیر عدد    ( 4) شرایط مرزي منتخب، شکل    مورد از   براي چند 

دهد. مطابق  هاي طبیعي پوسته را نشان مي موج پیراموني بر فرکانس 

برا  شکل،  مختلف   ي این  طولي  مودهاي  و  مرزي  شرایط    تمامي 

 (m=1,2,3,4 )   ( همواره مقدار مشخصي از عدد موج پیرامونيn  ) 
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 m=1همسانگرد مستقر بر بستر پاسترناک به ازای   SSی مخروطی ( پوسته1=ω*ω))ν2)ρ/-b(0.5Eهای طبیعی بدون بعد )فرکانس  -2جدول 

)3(MN/m wk (MN/m) pk n 
 [27سوفیو و شناک ] تحلیل ارائه شده 

 هاتئوري کلاسیک پوسته  تئوري تغییر شکل برشي مرتبه اول 

0 0 7 0/1796 0/1763 

5 

0 7 0/1949 0/1910 
0/10 6 0/2021 0/1974 
0/25 6 0/2100 0/2046 
0/50 6 0/2226 0/2162 

10 

0 7 0/2091 0/2047 
0/10 6 0/2157 0/2106 
0/25 6 0/2232 0/2175 
0/50 6 0/2351 0/2284 

50 

0 7 0/2995 0/2918 
0/10 6 0/3037 0/2960 
0/25 6 0/3090 0/3009 
0/50 6 0/3177 0/3089 

 

سااته شده از    h/a=0.1و  a=0.5 m ،α=20°  ،L/a=4با مشخصات   CSی مخروطی ی مخروطی پوسته های طبیعی پوستهفرکانس  -3جدول 

 kHzهای گرافنی بر حسب اپوکسی و تقویت شده با نانوپلاکت

 

n=1 n=2 n=3 n=4 

 تحلیل ارائه شده 
  افشاري

[21] 
 تحلیل ارائه شده 

  افشاري
[21] 

 تحلیل ارائه شده 
  افشاري

[21] 
 تحلیل ارائه شده 

  افشاري
[21] 

m=1 0/3105 0/3105 0/1807 0/1807 0/1517 0/1518 0/1899 0/1901 
m=2 0/3892 0/3892 0/3694 0/3694 0/3136 0/3137 0/3260 0/3264 
m=3 0/4970 0/4971 0/4974 0/4975 0/4587 0/4589 0/4693 0/4699 
m=4 0/5657 0/5657 0/6246 0/6248 0/6078 0/6082 0/6277 0/6285 

 

به  که  دارد  کمترین  وجود  به  طبیعي  فرکانس  مقدار  آن  ازاي 

دهد که هر چه  چنین، این شکل نشان مي رسد. هم مقدار ممکن مي 

گیردار  میزان تقید در مرزهاي پوسته بیشتر باشد )استفاده از حالت  

حالت   با  مقایسه  در  ساده  حالت  و  ساده  حالت  با  مقایسه  در 

فرکانس مي آزاد(،  پیدا  افزایش  پوسته  طبیعي  میزان هاي  و  کنند 

دهانه در  مرزي  شرایط  )  ي تأثیر  پوسته  از  x=Lبزرگتر  بیشتر   )

 باشد.( ميx=0کوچکتر آن )  يتأثیر شرایط مرزي در دهانه

هاي طبیعي  رأس مخروط بر فرکانستأثیر زاویه نیم (5)در شکل 

رأس  آن مورد بررسي قرار گرفته است. با تغییر مقدار زاویه نیم 

زمان تحت تأثیر قرار  شکل هم  مخروط سفتي و لختي پوسته به

نميمي نتیجه  در  و  تغییرات گیرند  براي  را  معیني  روند  توان 

نشان    (5)هاي طبیعي در تمامي مودها ارائه نمود. شکل  فرکانس

رأس مخروط و تغییرشکل  دهد که با افزایش مقدار زاویه نیممي

استو  پوسته  حالت  از  )نهاپوسته  دایروي  α=0اي  ورق  به   )

فرکانس طبیعي در بیشتر مودهاي ارتعاشي    (α=90°)دار  سوراخ

 یابد. پوسته کاهش مي

نانوپلاکت  هاي طبیعي  گرافني بر فرکانس  هايتأثیر کسر جرمي 

این    (6)پوسته در شکل    مورد بررسي قرار گرفته است. مطابق 
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 های طبیعی پوسته تحت شرایط مرزی گوناگون تأریر عدد موج پیرامونی بر فرکانس  -4شكل 

 

 
 های طبیعی آن رأس مخروط بر فرکانس تأریر زاویه نیش -5شكل 

 

نانوپلاکت  از  ناچیز  مقداري  افزودن  با  گرافني    هايشکل، 

تمامي مي در  طبیعي  فرکانس  در  چشمگیر  رشدي  شاهد  توان 

  هاي افزودن نانوپلاکت با  دهد که  نشان مي  (6)مودها بود. شکل  

تا   پلیمر   5گرافني  دوفازي  ساختار  در  وزني  -درصد 

معادل    هاينانوپلاکت  که  کل    0/ 75گرافني  کسر جرمي  درصد 

مي از  فرکانس  ،باشدپوسته  مختلف  مودهاي  در  طبیعي  هاي 

یافته  65تا    25حدود   افزایش  افزایش درصد  این  دلیل  اند. 

ميچشم را  بودن گیر  پایین  و  الاستیسیته  مدول  بودن  بالا  توان 

چنین نشان  هم  (6)گرافني دانست. شکل    هايچگالي نانوپلاکت 

نانوپلاکت مي جرمي  کسر  افزایش  با  چند  هر  که    هاي دهد 

یابند، اما نرخ این افزایش هاي طبیعي افزایش ميگرافني فرکانس

ميبه کاهش  زیاد  تدریج  مقدار  از  استفاده  مسأله  همین  و  یابد 

گرافني را با توجه به قیمت بالاي آنها در مقایسه   هاينانوپلاکت 

 نماید.با الیاف توجیه ناپذیر مي
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 های طبیعی پوسته گرافنی بر فرکانس  های تأریر کسر جرمی نانوپلاکت -6شكل 

 

 
 های طبیعی پوسته تأریر کسر جرمی الیاف بر فرکانس  -7شكل 

 

هاي  به بررسي تأثیر کسر جرمي الیاف بر فرکانس  ( 7)شکل  

چنا است.  یافته  اختصاص  پوسته  شکل  نطبیعي  این  در  چه 

مي فرکانس مشاهده  مقدار  الیاف  جرمي  کسر  افزایش  با  شود، 

کاهش  مودها  برخي  در  و  افزایش  مودها  بیشتر  در  طبیعي 

کسر  مي افزایش  با  که  است  آن  متفاوت  رفتار  این  دلیل  یابد. 

هم الیاف،  و  جرمي  پلیمري  زمینه  جرمي  کسر  زمان 

مي  هاينانوپلاکت  کاهش  الیاف گرافني  به  نسبت  اولي  که  یابد 

تري دارد اما دومي نسبت به الیاف از  نسبت سفتي به چگالي کم

 نسبت سفتي به چگالي بالاتري برخوردار است. 

 

 بندیجمع  -5
پوسته آزاد  ارتعاشات  مقاله  این  کامپوزیتي  در  مخروطي  هاي 
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نانوپلاکت تقویت  با  یک    هايشده  بر  مستقر  الیاف،  و  گرافني 

 بستر پاسترناک مورد بررسي قرار گرفت. پوسته بر اساس تئوري  

مدل اول  مرتبه  برشي  مکانیکي   سازي شدتغییرشکل  و خواص 

-فازي با استفاده از قانون اختلاط، مدل هالپینمؤثر ساختار سه

تساي و روابط میکرومکانیکي محاسبه شدند. معادلات حاکم و 

و   استخراج  هامیلتون  اصل  از  استفاده  با  متناظر  مرزي  شرایط 

تحلیلي حل شدند. نتایج مهم بدست آمده از این  صورت نیمهبه

 بندي نمود:توان در زیر جمعپژوهش را مي

نیم ➢ افزایش مقدار زاویه  رأس مخروط فرکانس طبیعي در با 

 یابد.بیشتر مودهاي ارتعاشي پوسته کاهش مي

باشد،  ➢ بیشتر  پوسته  مرزهاي  در  تقید  میزان  چه  هر 

 کنند.هاي طبیعي پوسته افزایش پیدا ميفرکانس

دهانه ➢ در  مرزي  شرایط  تأثیر  )  يمیزان  پوسته  (  x=Lبزرگتر 

دهانه در  مرزي  شرایط  تأثیر  از  )بیشتر  آن  کوچکتر  (  x=0ي 

 باشد.  مي

نانوپلاکت  ➢ از  ناچیز  مقداري  افزودن  مي  هايبا  توان گرافني 

 شاهد رشدي چشمگیر در فرکانس طبیعي در تمامي مودها بود. 

نانوپلاکت با   ➢ گرافني    هايافزایش هر چه بیشتر کسر جرمي 

فرکانس رشد  بهنرخ  طبیعي  ميهاي  کاهش  به تدریج  و  یابد 

گرافني با توجه    هايهمین دلیل استفاده از مقدار زیاد نانوپلاکت 

 باشد.به قیمت بالاي آنها مقرون به صرفه نمي

با افزایش کسر جرمي الیاف مقدار فرکانس طبیعي در بیشتر  ➢

 یابد.مودها افزایش و در برخي مودها کاهش مي

 

 نامهواژه
1. graphene nanoplatelets (GNPs) 

2. the first-order shear deformation 

theory (FSDT) 

3. Pasternak 

4. Halpin-Tsai model 

5. Hamilton’s principle 
6. the differential quadrature method 

(DQM) 

7. doubly-curved panels 

8. post buckling 

9. carbon nanotubes (CNTs) 

10. shallow shells 

11. non-conservative 

12. circumferential wave number 
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