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Abstract: Interpolation and approximation are the most important parts of partial differential equation solution 

procedures, which significantly affect the cost and the accuracy of the results. This paper is aimed to exhaustively 

investigate the interpolation algorithms and trace their chronologically developments. The interpolation methods are 

classified based on their mathematical representation, and then surveyed separately. An abridgement of calculation 

steps of methods is presented and for details, the reader is referred by the main references. The usage records in applied 

science and engineering are included and their numerical dominance, stability and convergence rate are discussed. 
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 رگتتراريبخش محاسبات است که بر سرعت و دقتتت محاستتبات ت    نیترتوابع هدف حساس  ی ابیدرون  ل،يفرانسیمعادلات د  یحل عدد  ندیدر فرا  -چکيده

 قيتت حقت نیدر آمده است. در ا ریها به رشته تحرابداع و تکامل آن  ی خیتار  ريس  ی و بررس  ی ابیدرون  یهاتمیمقاله با هدف نگرش جامع بر انواع الگور  نیاست. ا

انتتد. مجموعه هر دسته به طور مجتت ا متتورد کنکتتاش قتترار گرفته  ریز یهاتمیاند و الگورشده یبندها دسته آن یجبر شیبر حسب نوع نما  ی ابیدرون  یهاروش

ها به هر کدام از روش بارهدر ی ليشده است و خواننده جهت مطالعات مفصل و تکم  انيها به اختصار بو نحوه انجام محاسبات هر کدام از روش  یی اجرا  ندیفرا

 یداریتت پا ،ی قرار گرفته استتت و قتتدرت محاستتبات ی هم مورد توجه و بررس یمنابع مرتبط با آن رهنمون شده است. سابقه استفاده از هر روش در علوم کاربرد

 .اندشده انيب  یسوابق کاربرد نيها بر اساس همروش یی و نرخ همگرا یعدد
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 فهرست علائم

) تابع پایه شعاعي  )iR x 
ماتریس مربع مورد استفاده در خانواده 

 A هاي حداقل مربعات خطا الگوریتم 

 یابي شعاعي ماتریس گشتاور در درون 
QR  یابي بردار ضرایب الگوریتم درون a 

 در نمایش پایه تواني iبردار مختصات نقطه  u تابع هدف 
ia 

بردار ضرایب نظیر نقطه  iدرایه u اي تابع هدف بردار مقادیر گره 
Qx ( )i Qa x 

 û بیان تقریبي تابع هدف 
ماتریس مربع مورد استفاده در خانواده 

 B هاي حداقل مربعات خطا الگوریتم 

 تأثیر بردار مقادیر تابع هدف در نقاط ناحیه 
sU توابع پایه مرتبهn برنشتین 

i,nB 

 شاخص دامنه
ΩV  هاي حداقل مربعات خطا یاب روش ماتریس درون C 

) هاي واحد تابع تقریبي کلي در روش پاره )V̂ x  تابع اصلاح کننده C 

) هاي واحد ام در روش پارهiتابع تقریبي زیرناحیه  )iV̂ x  ضریب کنترل شکل تابع وزن c 

 d متغیر فاصله W تابع وزن

 هاي واحد تابع ترکیب غیرمنفي در روش پاره 
iW  ضریب طول ناحیه هموار 

wd 

 E مجموع مربعات خطا  x مختصات نقاط

 یابينصف بعد دامنه درون 
mx  میانگین مربعات خطا 

aveE 

 یابي نقطه محل درون 
Qx  تابع قطعهi  در روش قطعه محور ( )if x 

 ضریب داخلي تابع وزن 
dα  بعد ناحیه هموار h 

 امiحجم قطعه 
iΔV  ماتریس توابع شکل N 

 ام iتابع شکل  تابع دلتاي دیراک 
iN 

 اسپلاین  Pتوابع پایه مرتبه  گیريمتغیر انتگرال 
i,PN 

 P یابي هاي پایه درونبردار تک جمله  ناحیه )دامنه( محاسباتي

 هاي واحد ام در روش پاره  iزیرناحیه
 

بردار مختصات نقاط مسیر منحني بیزیر 
 iP )مختصات نقاط کنترل( 

 ايیابي چند جمله ماتریس گشتاور در درون   
QP 

 

 

 مقدمه -1

تقریب   1یابيدرون مهم  2سازيو  هدف،  و  توابع  ترین 

تحلیلحساس بخش  به  ترین  که  است  محاسباتي  مکانیک  هاي 

هاي پیوسته نتایج را به شدت محیط   3هنگام تحلیل بدون شبکه

بدون شبکه، درونثر ميأمت تحلیل  در یک  باید  سازد.   فقطیابي 

محیط   فضاي  در  دلخواه  آرایش  با  که  نقاطي  وجود  براساس 

شده پراکنده  انجام  پیوسته  الماني    شوداند  هیچ  ایجاد    برايو 

اتصال و پیوستگي نقاط وجود نداشته باشد. نبود المان در محیط  

شود که گاه مانع حصول ها و ناملایماتي ميباعث ایجاد چالش

هاي قدرتمند و  نتیجه مطلوب است. به همین دلیل ابداع روش

توابع هدف هنوز مورد توجه عمیق  پرسرعت جهت درون یابي 

روش علاقمندان  و  تحقیقات محققین  است.  شبکه  بدون  هاي 

ریزي  اي برنامهیابي بدون شبکه توابع به گونهمورد نظر بر درون

شوند که بتوانند تمام یا برخي از اهداف زیر که مورد اجماع  مي

هاي بدون شبکه است را محقق  عموم محققین در کاربرد روش

 نمایند:

گونه1 به  باید  بر دقت . قدرت روش  نقاط  آرایش  که  باشد  اي 

محیط   تأثیرآن   در  نقاط  پراکنش  واقع  در  باشد.  نداشته  مهمي 

نقاط    کاملاً پراکنش  بر  باشد و هیچ شرط و محدودیتي  دلخواه 

 اعمال نشود. 

کاملا2ً باید  الگوریتم  ناپایداري  4پایدار  .  و  در    5باشد  عددي 

 خلال محاسبات آن ایجاد نشود. 

توابع حاکم بر محیط، تا مرتبه خاصي که مورد نظر  6. باز تولید3



 محمد نجار 
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 است در نتایج ایجاد شود. 

ناحیه4 زیر  بحث  7.  مورد  محیط  کل  به  نسبت  محاسباتي  هاي 

 کوچک باشند و تعداد محدودي از نقاط را شامل باشند.

مي5 ارائه  که  الگوریتمي  و  .  ساده  کارآمد،  اجرایي  نظر  از  شود 

 محدود باشد. اجزايتر از روش روان باشد و کاربرد آن آسان

مقدار تابع  یاب،  . ترجیح محققین آن است که الگوریتم درون6

گره در  و  واحد  برابر  را  اصلي  گره  نظیر  غیراصلي  شکل  هاي 

 برابر صفر نتیجه دهد.

یاب باید با  . میدان تقریبي ایجاد شده توسط توابع شکل درون7

 باشد. 8فضاي محیط سازگار بوده و داراي پیوستگي

همزمان  شوند،  برآورده  فوق  الزامات  تمامي  که  صورتي  در 

محاسباتي   دقت  و  بدون شبکه  الگوریتم  کاربرد  سادگي  شرایط 

ت هم  عددي  حل  ميأمطلوب  بر   تأثیرشوند.  مین  اول  شرط 

سادگي کاربرد روش واضح است و نیاز به توضیح ندارد. شرط 

هاي قدرت الگوریتم است همواره  لفهؤ دوم که برقراري آن از م

این شرط   باید مورد توجه و رصد محققین قرار گیرد، چرا که 

همواره با پراکنش آزاد و بي قید و شرط نقاط در دامنه در تقابل  

 شود. دچار خدشه مي بوده و بعضاً

و پیوستگي( براي همگرایي    9برقراري شرط سوم )سازگاري

نتایج در اثر کاهش فاصله نقاط الزامي است. شرط چهارم که از 

کوچک زیرناحیه  شرط  بعد  به  مي  10این  به  نامیده  منجر  شود 

نواري ماتریسي  سیستم  محاسبات مي  11ایجاد  نظر  از  که  شود 

یابي توابع هدف هاي درونعددي بسیار کارآمد است. زیرناحیه

در   نوار  عرض  کمترین  تا  باشند  کوچک  امکان  حد  تا  باید 

ها ایجاد شود و حداکثر کارآمدي در محاسبات ملاحظه ماتریس

الگوریتمشود ابداع  از  پنجم  شرط  روش.  با  که  هاي  هایي 

و  گران ميخسته قیمت  شکل  توابع  ایجاد  به  پردازند کننده 

قیمت و پرزحمت  گرانهاي  که الگوریتم  کند. چراجلوگیري مي 

وجود داشته    با  مطلوبي  محاسباتي  دقت  است  ممکن  که  آن 

روش دسته  در  نميباشند،  قرار  کاربردي  ششمین  هاي  گیرند. 

مرزي ضروري شرایط  اعمال  سادگي  باعث  شده،  بیان   12شرط 

ميمي باعث  و  برقراري  شود  براي  کمتري  محاسبات  که  شود 

از  آن  شرط  این  اعمال  که  داشت  توجه  باید  شود.  انجام  ها 

توان  یابي نیست. بدیهي است که ميهاي درونالگوریتمالزامات  

اقناع   براي  را  دیگري  اقدامات  مجموعه  شرط،  این  غیاب  در 

اعمال   بر    کردشرایط مرزي ضروري  را  بیشتري  البته هزینه  که 

 [. 1]  کندمحاسبات تحمیل مي

 [: 1]  کردهاي زیر تقسیم توان به دستهیابي را ميهاي درونروش

محدود.روش1 انتگرال  نمایش  بر  مبتني  به    13هاي  خود  که 

 شوند:هاي زیر تفکیک ميدسته

 ( 14SPH) . قطعات هیدرودینامیک هموار شده1. 1

 (  RKPM 15) . روش بازتولید قطعات اساسي2. 1

 هاي زیردر دسته 16هاي مبتني بر نمایش دنباله محدود. روش2

 (17LSQ )ت .روش حداقل مربعا1. 2

 ( 18WLSر ).روش حداقل مربعات وزن دا2. 2

 ( 19MLSک ). روش حداقل مربعات متحر 3. 2

 (20PIM)ي ایابي نقطههاي درون. روش4. 2

 21اياي چند جملهیابي نقطه. روش درون1. 4. 2  

 22اي شعاعيیابي نقطههاي درون. روش2. 4. 2  

 ( 23PU) هاي واحدهاي پاره. روش5. 2

 24هاي مبتني بر نمایش پارامتري. روش3

( الگوریتم1شکل  از  کلي  نماي  درون(  مهم  نشان هاي  را  یابي 

 .دهدمي

روش با گرچه  اما  ندارند  چنداني  قدمت  محدود  انتگرال  هاي 

 ( شده  هموار  هیدرودینامیک  قطعات  الگوریتم  (  SPHمعرفي 

اقبال محققین روش گرفتند. مورد  قرار  بدون شبکه  تحلیل  هاي 

 25هاي نواحي محليها تابع هدف با استفاده از دادهدر این روش

( و به کمک یک  27تأثیریا نواحي    26)با عنوان نواحي هموارشده

( آن در شکل  کلي  که صورت  انتگرالي  معرفي شده  1عبارت   )

  شود. شرایط سازگاري )قدرت باز تولید توابع است، ساخته مي

از توابع تقریبي( با انتخاب مناسب توابع    ترهدف با مرتبه پایین

 شوند.برقرار مي 28وزن
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 نمایش سری محدود  -ب نمایش انتگرال محدود  -الف

 یابی های درون بندی کلی الگوریتمدسته  -1شکل 

 

هاي محدود قدمت بسیار زیادي  هاي مبتني بر دنباله روش 

با قدرت به    29محدود   اجزاي ها در الگوریتم  دارند. این روش 

الگوریتم  در  و  شدند  گرفته  کاربرد  کار  هم  شبکه  بدون  هاي 

یافته  روش وسیعي  این  سازگاري  پایه اند.  توابع  به    30اي ها 

روش آن  این  در  پایه  توابع  جملات  دارد.  بستگي  در  ها  ها 

تحلیلي   محاسبات  نتایج  دقت  بر  موارد  گذار  تأثیر بسیاري 

 هستند. 

هم قدمت بالایي دارند    31هاي مبتني بر تفاضل محدودروش

تیلور  سري  تئوري  اساس  بر  شده  32و  روشبیان  این  ها  اند. 

سیستم تحلیل  براي  قويمعمولا  صورت  از  استفاده  با   33ها 

به کار گرفته ميمعادلات تعادل حاکم بر آن شوند. در چنین  ها 

 مرسوم نیست.  34هایي معمولا تعریف توابع شکلروش

 

 های مبتنی بر نمایش انتگرال محدود روش  -2
 ( SPHروش قطعات هيدرودیناميک هموار شده ) -1-2

 ایده اصلی الگوریتم  -1-1-2

روش دسته  از  شده  هموار  هیدرودینامیک  قطعات  هاي  روش 

قدیمي عنوان  به  و  است  شبکه  شبکه بدون  بدون  روش  ترین 

[. محققین با هدف ایجاد یک روش  2]   شوداي شناخته ميقطعه

آسان که دقت مناسبي هم داشته باشد به ابداع آن پرداختند. این 

باز سه   ابتدا براي حل مسائل فیزیک ستارگان در فضاي  روش 

گرفته شد کار  به  از روش، 5و    4،  3]   بعدي  استفاده  از  پس   .]

شرایط   در  که  کردند  معرفي  پرقدرت  روشي  را  آن  سازندگان، 

مي ارائه  معقول  و  موجه  نتایج  دشوار  و  بدون  پیچیده  و  کند 

توان آن را براي مسائل پیچیده فیزیک  مشکلات قابل توجهي مي

[. از آنجا که حرکت کلي اجرام آسماني مشابه  5]   هم به کار برد

از این روش براي    حرکت اجرام در مایعات و گازها است بعداً

 ها استفاده شد.  مطالعه آن

مورد   محیط  شده،  هموار  هیدرودینامیک  قطعات  روش 

اي از قطعات )نقاط( مادي که در مطالعه را به صورت مجموعه

هم   بر  خاص  مکاني  محدوده  مدلتأثیریک  هستند  سازي گذار 

محدودهمي از کند.  دارند  اثرگذاري  هم  بر  مادي  قطعات  که  اي 

شود و حدود آن توسط یک تابع  نامیده مي  تأثیر این پس ناحیه  

کنترل مي تابع هموار  یا  تابع وزن  نام  به  [.  7و    6]   شودریاضي 

بیان  تقریب  گسسته  قطعات  همین  اساس  بر  هدف  توابع  سازي 

روشمي و  درونشود  براي  مختلفي  این  هاي  اساس  بر  یابي 

    [.2]   قطعات ابداع شده است 

براساس آنچه بیان شد، روش قطعات هیدرودینامیک هموار  

هاي داراي طبیعت گسسته بسیار مناسب  شده براي تحلیل محیط

هاي بدون شبکه خالص است،  که از نوع روش  است و از آنجا

شود.  هاي سه بعدي به سادگي توسط آن انجام ميتحلیل محیط

یاب مبتني بر نمایش انتگرالي قلب روش از یک الگوریتم درون 

دیراک  دلتاي  تابع  خصوصیات  از  اقتباس  با  شده    35و  تشکیل 

)[. تابع  8و    1]   است  )u = u x   که در آنx   بردار مختصات نقاط
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صورت  به  = x, y, zx  از استفاده  با  بگیرید.  نظر  در  را  است 

هاي تابع دلتاي دیراک نمایش انتگرالي زیر براي این تابع  ویژگي

 قابل بیان است: 

(1 ) ( ) ( ) ( )
+

-

u = u δ - d
∞

∞x ξ x ξ ξ 

رابطه این  )در  )δ x  زیر صورت  به  که  است  دیراک  دلتاي  تابع 

 شود: تعریف مي

(2 ) ( )
0 - 0

δ - =
1 - = 0





x ξ
x ξ

x ξ
 

کاملاً فوق  انتگرالي  نمایش  اگرچه  که  داشت  توجه  دقیق    باید 

در   آن  کاربرد  اما  یا  فراینداست  دشوار  عددي  تحلیل  هاي 

از   استفاده عملي  امکان  کردن  فراهم  منظور  به  است.  غیرممکن 

زیر   محدود  انتگرال  با  فوق  نامحدود  انتگرال  رابطه،  این 

 [: 8و  4، 3] د  شو جایگزین مي 

(3 ) ( ) ( ) ( )h

Ω
u = u w - ,h dξx ξ x ξ 

رابطه   این  )در  )hu x نظیر تقریبي  )  تابع  )u x    و  است

( )w - ,hx ξ هاي تابع اساسي یا تابع وزن  تابعي است که با نام

هم طول ناحیه هموار است   hشود و شناخته مي  36یا تابع هموار

شود را یابي در محدوده آن انجام مياي که درونکه ابعاد ناحیه

مي وزن مشخص  تابع  که  شرایطي  در  حتي  )کند.  )w - ,hx ξ 

( رابطه  خاص،  مواردي  در  مگر  نباشد،  دیراک  دلتاي  (  3تابع 

 است.  تأثیر( در ناحیه 2نمایش تقریبي رابطه انتگرالي نامحدود )

تفاضل نمایش  روش    برعکس  توابع،  محدود  )دیفرانسیل( 

کنیم. در حالت گذاري ميفوق را روش انتگرال محدود توابع نام

نامیده   هم  توابع  اساسي  تقریب  محدود،  انتگرال  نمایش  کلي 

تابع  مي که  همگراست  و  موجود  هنگامي  اساسي  تقریب  شود. 

 . [ 8و   1باشد ]  2-1-2ذکر شده در بخش وزن واجد شرایط 

 

 خصوصيات تابع وزن -2-1-2

)  تأثیر . تابع وزن باید در تمامي نقاط ناحیه  1 )   :مثبت باشد یعني 

(4 ) 
( ) ( )P w - ,h > 0∀ ∈Ω :
ξ

x ξ 
است. اگر چه   ξک نقطه از محیط با مختصات ی  Pدر این رابطه 

اما   نیست،  الگوریتم  ریاضي  الزامات  جزء  بودن  مثبت  خاصیت 

معني برآورد  ذاتاًبراي  که  فیزیکي  پارامترهاي  برخي   مثبت    دار 

کاربرد آن ضروري    بنابراینهستند )مانند چگالي( اهمیت دارد و 

نسخه برخي  در  البته  بازتولید  است.  روش  مانند  الگوریتم  هاي 

 ( اساسي  آن RKPMقطعات  بررسي  به  آتي  فصل  در  که   )

درجات   و  است  نشده  رعایت  قاعده  این  پرداخت،  خواهیم 

 [. 9]  ها ایجاد شده است بالاتري از سازگاري هم توسط آن

بودن  2 محلي  تضمین  براي  فشردگي درون  فرایند.  شرط  یابي، 

شود. این شرط با تخصیص )تراکم( توسط تابع وزن اعمال مي

ناحیه   از  خارج  نقاط  در  وزن  تابع  به  صفر  محقق   تأثیرمقادیر 

 شود: مي

(5 ) 
( ) ( )P : w - ,h = 0 
ξ

x ξ 
تقریبي   تابع  مقدار  کار،  این  انجام  )با  )hu x   مقادیر به  فقط 

ها  در نقاط واقع در ناحیه هموار که تابع وزن در محل آن uتابع 

 غیر صفر است بستگي خواهد داشت. 

،  شوددر تعیین تابع وزن لحاظ مي   شرط دیگري که معمولاً  -3

 شرط واحد بودن است: 

(6 ) ( )
Ω

w - ,h d =1 x ξ ξ 

را   تابع هدف  انتگرالي  تقریب  مرتبه صفر  پیوستگي  این شرط، 

مي لزوماً تضمین  اما  در   کند.  پیوستگي  این  وجود  باعث 

 شود. سازي گسسته نميتقریب 

نزولي بودن تابع وزن از دیگر شروطي است که   شرط اکیداً  -4

یابي نیست اما با توجه  اگرچه جزء الزامات فني و ریاضي درون

آن افزایش فاصله  با  اثرگذاري قطعات )نقاط(  ها یک  به کاهش 

الگوریتم از  بسیاري  در  و  است  منطقي  درونالزام  در هاي  یابي 

 شود.نظر گرفته مي

در صورتي که طول ناحیه هموار به صفر میل کند مقدار تابع  -5

 :کندوزن هم باید به مقدار دلتاي دیراک میل  

(7 ) ( ) ( ) ( )( )h 0 w s,h s→  → 
مي  را  اخیر  در صورت شرط  که  دانست  اضافي  یک شرط  توان 

شود. بدیهي است که برقراري شرایط قبلي خود به خود برقرار مي 

عملي، طول ناحیه هموار هرگز برابر صفر نخواهد   مسئله در یک  

بود، اما برقراري این شرط به وضوح متذکر این موضوع است که 

 شود.( به مقدار دقیق خود همگرا مي 1عبارت انتگرالي رابطه )
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روش  براي  مناسب  وزن  تابع  تعیین  براي  کلي  هاي  در حالت 

یابي انتگرال محدود، شرایط دوم و سوم )یعني محلي و واحد  درون 

 شوند. بودن( به عنوان حداقل معیارهاي لازم در نظر گرفته مي 

 

 صورت عملياتی الگوریتم -3-1-2

تحلیل در  کاربرد  عددي،  براي  وزن    پسهاي  تابع  انتخاب  از 

انتگرال محدود )مناسب، درون یاب جمعي زیر  ( با درون3یاب 

 شود:   جایگزین مي 

(8 ) ( ) ( )
n

h

i i i

i=1

u = w - u ΔVx x x 

تعداد قطعات )نقاط( ناحیه هموار و   nدر این رابطه
iΔV  حجم

 ام است. iقطعه 

توان با عبارت زیر که دربرگیرنده مفهوم توابع  ( را مي8رابطه )

 شکل است، شبیه دانست: 

(9 ) ( ) ( )
n

h

i i

i=1

u = N ux x 

درون الگوریتم  شکل  توابع  صورت  این  قطعات در  یابي 

 هیدرودینامیک هموار به صورت زیر خواهند بود: 

(10 ) ( ) ( )i i iN = w - ΔVx x x 
در   یکنواخت  صورت  به  )قطعات(  نقاط  که  این  فرض  با 

)   تأثیر ناحیه   رابطه  مطابق  باشند،  شده  توابع  10پراکنده   ،)

توابع   رفتار  بنابراین  دارند.  بستگي  وزن  تابع  به  فقط  شکل 

مت  به شدت  انتخابي  أ شکل  وزن  تابع  از  به  است ثر  توجه  با   .

پنج  که شرایط  وزني  تابع  انتخاب  که  در  این  بحث شده  گانه 

  اجزاي قبل را داشته باشد و همزمان مانند توابع شکل روش  

کرونیکر  دلتاي  خصوصیات  باشد    37محدود  داشته  هم  را 

دشوار است، توابع شکل روش اخیر فاقد خصوصیات دلتاي  

 کرونیکر هستند. 

 

 انتخاب توابع وزن -4-1-2

و   همگرایي  در  مهمي  بسیار  نقش  وزن  توابع  کلي،  حالت  در 

روش کاربرد  دقت  با  مطلب  این  دارند.  شبکه  بدون  هاي 

نتایج  گونه بررسي  و  محاسبات  در  وزن  توابع  از  مختلفي  هاي 

آنتقریب  از  حاصل  و  سازي  است  گرفته  قرار  بررسي  مورد  ها 

نشان داده شده است که انتخاب مناسب توابع وزن بر پایداري و  

الگوریتم   است تأثیردقت  ] 12-10]  گذار  مطالعه  در  هم  13[.   ]

و   انجام شده گزارش شده است  در محاسبات  ناپایداري  نوعي 

علت آن به عملکرد توابع هموار )وزن( ارتباط داده شده است.  

 [ تحقیق  و 14در  معیارها  لازم،  مطالعات  انجام  از  پس   ]

مشخصات تابع وزن مناسب ارائه شده است. با توجه به اهمیت  

و   پایداري  همگرایي،  سطح  ارتقاء  امید  با  محققین  وزن،  توابع 

دقت الگوریتم انواع مختلفي از توابع وزن را در مطالعات خود  

پنج اند.آزموده به خصوصیات  توجه  با  توابع  در  گانهاین  که  اي 

مي  2-1-2بخش   نمودار  بیان شد ساخته  داراي  اغلب  و  شوند 

 شکل هستند. 38ايزنگوله

 [ تحقیق  قطعات 3در  روش  مرجع  نخستین  عنوان  به  که   ]

از تابع وزن زیر استفاده شده    شدهیدرودینامیک هموار معرفي  

 است: 

(11 ) 

( )

( ) ( )( )

i

3

d

w - =

α 1+3d 1- d d 1
w d =

0 d > 1

 



x x

 

رابطه  این  در 
dα   بیان شرایط  برقراري  وظیفه  که  است  ضریبي 

( را دارد. در مطالعه مذکور براي مسائل  2-1-2شده در فصل )

5بعدي مقدار این ضریب برابر تک

4h
، در حالت دو بعدي برابر  

2

5

πh
و در حالت سه بعدي برابر   

3

105

16πh
   انتخاب شده است.   

 بعد ناحیه هموار است. hدر این روابط 

 [ مطالعه  خود  4محققین  محاسبات  در  زیر  نمایي  تابع  از  هم   ]

 اند:استفاده کرده

(12 ) ( ) ( )
2

-d

i dw - = w d = α ex x 

  مقدار
dα    مسائل حالت  در  فوق  عبارت  در  کاربرد  براي 

برابرتک 1بعدي 

πh
برابر بعدي  دو  حالت  در   ،

2

1

πh
در     و 

حالت سه بعدي برابر  
3

1

π πh
 شده است. در نظر گرفته 

فاصله نسبي دو نقطه است که   d( پارامتر12( و )11در روابط )

 تواند برابر عبارت حاصل رابطه زیر باشد: مي
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(13 ) i

w w

- d
d = =

d d

x x
 

هیدرودینامیک،  هموار  قطعات  الگوریتم  در 
wd  ناحیه طول  به 

گرفته مي نظر  در  آن  از  دارد و مضربي  بستگي  شود. دو  هموار 

دقیقاً را  کمیت  این  مقدار  فوق  ناحیه    تحقیق  طول    تأثیر برابر 

 اند. فرض کرده

[  15که اولین بار در تحقیق ]   39تابع وزن اسپلاین مرتبه سوم

معرفي شد، مورد اقبال محققین بعدي قرار گرفته است. در این  

تابع وزن هم از همان مفهوم فاصله نسبي نقاط که توسط رابطه 

 به صورت زیر استفاده شده است:  شد( بیان 13)

(14 ) 

( ) ( )

( )

i

2 3

3

d

w - = w d =

2 1
- d + d 0 d < 1

3 2

1
α × 2 - d 1 d < 2

6

0 d 2









 



x x

 

در این رابطه  
dα  1بعدي با مقدار  در مسائل تک

h
، در مسائل    

دوبعدي با مقدار  
2

15

7πh
بعدي با مقدار  و در مسائل سه   

3

3

2πh
 

مي  سوم، جایگزین  مرتبه  اسپلاین  وزن  تابع  اگرچه  شود. 

رایجمحبوب و  در  ترین  شده  منتشر  مقالات  در  وزن  تابع  ترین 

حیطه قطعات هیدرودینامیک هموار است، اما از آنجا که مشتق 

مي است،  خطي  چند  تابع  یک  آن  دوم  اثرات  مرتبه  تواند 

 نامطلوبي بر پایداري و همگرایي الگوریتم داشته باشد.

 [ منابع  بالاتر چهارم و  16و    10در  مراتب  اسپلاین  توابع   ،]

( را برطرف کنند. در این  14اند تا آثار سوء تابع )پنجم ارائه شده

منابع، تابع وزن اسپلاین مرتبه چهارم به صورت زیر داده شده  

 است:  

(15 ) 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

4 4 4
d + 2.5 - 5 d +1.5 +10 d + 0.5 0 d < 0.5

4 4
2.5 - d - 5 1.5 - d 0.5 d < 1.5

4
2.5 - d 1.5 d < 2.5

0 d 2.5

w - = w d =

α ×
d

















ix x

 

مقدار ضریب  
dα    در عبارت فوق براي مسائل تک بعدي برابر

1

24h
 داده شده است.  

 تابع وزن اسپلاین مرتبه پنجم هم عبارت است از: 

(16 ) 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

5 5 5
3 - d - 6 2 - d +15 1- d 0 d < 1

5 5
3 - d - 6 2 - d 1 d < 2

5
3 - d 2 d < 3

0 d 3

w - = w d =

α ×
d



















ix x

 

وزن   توابع  و  کرده  ترکیب  را  قبلي  توابع  هم  محققین  بعضي 

کرده ایجاد  را  ] جدیدي  تحقیق  در  عملکرد  این  نمونه  [  15اند. 

 شود که تابع وزن زیر را ارائه کرده است: ملاحظه مي

(17 ) ( ) ( )
22

-d

i d

3
w - = w d = α -d e

2

 
 
 

x x 

ضریب مقدار 
dα  تک مسائل  براي  فوق  عبارت  برابر  در  بعدي 

1

π
 پیشنهاد شده است.   

مهم از  اینیکي  اشکالات  منفي ترین  مقادیر  توابع حصول  گونه 

این    شدبیان    طور که قبلاًها در بعضي نقاط است. همانبراي آن

هاي فیزیکي در  تواند با مفاهیم و طبیعت ذاتي کمیت ویژگي مي

 تضاد باشد. 

پیشنهاد شده منابع  در  دیگري هم  مورد  توابع وزن  کمتر  که  اند 

 شود. نظر ميگیرند و از ذکر آنها صرفاستفاده قرار مي 

 

 ( RKPMروش بازتوليد قطعات اساسی ) -2-2

هموار هیدرودینامیک  قطعات  آن  که  روش  به  قبل  فصل  طي 

بسیار   مرزي  غیاب شرایط  در  داراي    مؤثرپرداخته شد،  و  بوده 

محیط براي  روش  این  دلیل  همین  به  است.  مطلوب  هاي  دقت 

 [ است  کارآمد  بسیار  محیط17نامحدود  براي  اما  محدود [.  هاي 

مجهولات   مرزي،  شرایط  حضور  با  کاهش    مسئلهکه  دچار 

شوند، دقت به طور چشمگیري کاهش یافته و قابل رقابت با  مي

[. به همین دلیل محققین، 18]  محدود نخواهد بود   اجزايروش  

اصلاح   براي  را  کردند  فرایندمطالعاتي  آغاز  روش   محاسباتي 
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پاره19]  درون[.  بخش  بر  شده  انجام  اصلاحات  از  یاب  اي 

 الگوریتم متمرکز شدند.

قطعات  الگوریتم  اصلاح  بر  دانشمندان  تمرکز  با  همزمان 

نتایج   و  سیگنال  پردازش  علوم  شده،  هموار  هیدرودینامیک 

اي از ها که سابقه طولاني داشتند، گستره حاصل از تحقیقات آن 

را  ارتعاشات  تئوري  تا  فیزیک  و  برق  مهندسي  تا  ریاضیات 

هاي حوزه فرکانس را  [ و تحلیل 20خود قرار داد ]  تأثیر تحت  

نهایتاً کرد در علوم مختلف وارد   فرکانس  بر حوزه  تمرکز  به    . 

موجک  تئوري    40ها تئوري  بر  مبتني  تحلیل  اولین  شد.  منجر 

]موجک  تحقیق  در  محیط 21ها  براي  آلماني  زبان  به  هاي [ 

ها به عنوان رکن  . پس از آن تئوري موجک شد محدود گزارش  

اساسي در مطالعات بعدي به کار گرفته شد و مراحل توسعه را  

 .کرد طي  

موجکانعطاف مسائل  پذیري  با  آن  تطبیق  قابلیت  و  ها 

گسسته در  آن  کاربردي  جذابیت  باعث  حل  مختلف  و  سازي 

[ کاربرد  22[ و اولین بار در تحقیق ] 20]  شدمعادلات دیفرانسیل  

 اجزاي ها به جاي توابع شکل المان پایه در محاسبات روش  آن

و  مشکلات  بررسي  این  در  گرفت.  قرار  بررسي  مورد  محدود 

تئوري  ناکارآمدي از  حاصل  توابع  مستقیم  کاربرد  در  هایي 

روش  موجک در  گزارش    اجزايها  و  ملاحظه  به  شدمحدود   .

هاي مراتب پایین به دلیل فقدان نظم  عنوان مثال کاربرد موجک

امکان آنساختاري  تعامد  اما  نبود  ملزومات  پذیر  جزء  که  ها 

سیگنال پردازش  ایجاد  اصلي  محاسبات  در  خللي  است  ها 

مهمنمي اعمال کرد.  که  بود  این  شده  گزارش  دشواري  ترین 

بر   ضروري  مرزي  به   فرایندشرایط  هم  الگوریتم  محاسباتي 

 پذیر نبود.آساني امکان

که   شده  هموار  هیدرودینامیک  قطعات  الگوریتم  ترکیب 

المان  بودن  نقیصه  مي   اجزاي پایه  طرف  بر  را  با  محدود  کرد 

موجک  توابع  انعطاف تئوري  و  که چهره جذاب  در  ها  پذیري 

روش  گسسته  در  بود،  کرده  ارائه  دیفرانسیل  معادلات  سازي 

 ( اساسي  قطعات  تلاش  RKPMبازتولید  و  کارگرفته شد  به   )

[ با ارائه یک تابع  22شد که نقایص گزارش شده در تحقیق ] 

کننده براي شرایط مرزي برطرف شود  از  23]  اصلاح  [. یکي 

از   خاصي  مرتبه  تضمین  مذکور  الگوریتم  مبدعین  اهداف 

تقریب در  استپیوستگي  بوده  محدود  انتگرال  [.  1]  سازي 

-این روش، با اعمال یک تابع اصلاح   شد گونه که بیان  همان 

درون  الگوریتم  را  کننده،  هموار  هیدرودینامیک  قطعات  یاب 

مي  مي ارتقا  بنابراین  درون دهد.  گفت،  انتگرال  توان  یاب 

محدود به کار گرفته شده در الگوریتم قطعات هیدرودینامیک  

( ارائه شد به صورت زیر  3هموار شده که قبلا توسط رابطه ) 

 شود براي کاربرد در روش بازتولید اساسي قطعات اصلاح مي 

 [23 :] 

(18 ) ( ) ( ) ( ) ( )h

Ω
u = u C , w - ,h dx ξ x ξ x ξ ξ 

)در این رابطه  )C ,x ξ   کننده است. ایده اصلي اعمال اصلاحتابع

بهبود   کننده  اصلاح  هیدرودینامیک  تقریبتابع  قطعات  سازي 

اي که  هموار به ویژه در مجاورت مرزهاي محیط است به گونه

)پیوستگي خطي   )1C  [. به عنوان مثال از 1]  براي آن ایجاد شود

زیر مي در مسائل تک  عبارت  کننده  تابع اصلاح  به عنوان  توان 

 بعدي استفاده کرد:  

(19 ) ( ) ( ) ( )( )1 2C , = c + c -x ξ x x ξ x 
رابطه   این  )در  )1c x    و( )2c x    توسط که  هستند  ضرایبي 

[ با اعمال شرایط باز تولید توابع به صورت  23محققین تحقیق ] 

 اند:زیر به دست آمده

(20 ) 
( )

( )

( ) ( ) ( )
2

1 2

0 2 1

m
c =

m m - m

x
x

x x x
 

( )
( )

( ) ( ) ( )
1

2 2

0 2 1

m
c =

m m - m

x
x

x x x
 

عبارات  
0m  ،

1m   و
2m  شوند نامیده مي  41که گشتاورهاي وزن

 شوند:به صورت زیر محاسبه مي

(21 ) 

( ) ( )0
Ω

m = w - dx x ξ ξ 

( ) ( )1
Ω

m = w - dx ξ x ξ ξ 

( ) ( )2

2
Ω

m = w - dx ξ x ξ ξ 

گسسته ) با  رابطه  انتگرال  از  18سازي  استفاده  با  هدف  تابع   )

تقریب  زیر  جمعي  صورت  به  آن  پیراموني  سازي  قطعات 

 شود: مي
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(22 ) ( ) ( ) ( )
n

h

i i i i

i=1

u = C , w - u ΔVx x x x x 

( معادله  با  فوق  رابطه  مقایسه  بازتولید 9با  روش  توابع شکل   )

 شوند: اساسي قطعات به صورت زیر معرفي مي

(23 ) ( ) ( ) ( )i i i iN = C , w - ΔVx x x x x 
ممکن است فاقد شرایط    42شدهتوجه کنید که توابع وزن اصلاح

بودن )شرایط اول و چهارم بیان شده در  بودن و اکیدانزوليمثبت 

 ( باشند.2-1-2بخش 

هیدرودینامیک   قطعات  روش  بر  فوق  اصلاحات  انجام 

منجر   قطعات  اساسي  بازتولید  ابداع روش  به  که  هموار شده 

با مرزهاي محیط را  ، نه شد  ناکارآمدي روش در مواجهه  تنها 

مي  بزرگ جبران  خطاي  بلکه  که  کند  دامنه  داخل  از  نمایي 

[. روش  20]  کند را رفع مي این روش است  هاي ذاتي  ویژگي 

باز تولید اساسي قطعات با موفقیت در حل بسیاري از مسائل  

و  حوزه  سازه  جامدات،  مکانیک  جمله  از  علوم  مختلف  هاي 

[  9مکانیک سیالات به کار رفته است. به عنوان نمونه تحقیق ] 

غیرخطي   و  الاستیسیته  خطي  مسائل  حل  در  را  آن  کاربرد 

] کرد مادي گزارش   منابع  [  هم محققین  25و    24ه است. در 

در   تغییراتي  مختصر  انجام  و  الگوریتم  توسعه    فرایند با 

ایجاد   آن  براي  را  امتیازاتي  آن،  و  ه کرد محاسباتي  اند 

بیان   هم  را  مطالعات خود  عملي  تحقیق  ه کرد کاربردهاي  اند. 

تحلیل  26]  در  قطعات  اساسي  بازتولید  الگوریتم  کاربرد  به   ]

شکل  تغییر  سازه غیرخطي  در  بزرگ  است. هاي  پرداخته   ها 

براي  27]   مرجع  لازم  شرایط  و  الگوریتم  معرفي  به  ابتدا   ]

با   و  پرداخته است  دلخواه  تا یک مرتبه  توابع هدف  بازتولید 

[ شرایط لازم براي امکان دسترسي  29و    28استفاده از منابع ] 

اصلاح   نسخه  چند  است. سپس  کرده  بیان  را  توابع شکل  به 

هاي مختلف علم مکانیک به کار  شده مهم آن را که در شاخه 

بررسي  مي  معرفي و  تئوري قطعه  کرد رود  از  استفاده  است.  ه 

[ به آن پرداخته شده است  30که در مطالعه ]  43واحد طبقاتي 

و با هدف اصلاح مشتقات توابع شکل ایجاد شده است، یکي  

نسخه  این  بیان  از  اصلاحي  نسخه  دیگر  است.  اصلاحي  هاي 

[ روش توسعه یافته )غني شده( باز تولید  27شده در مطالعه ]

 [ مرجع  از  بخشي  در  که  است  قطعات  براي  31اساسي   ]

است.  درون  شده  ابداع  ناپیوسته  مشتقات  داراي  توابع  یابي 

هاي غیر از مکانیک  کاربردهاي دیگري از الگوریتم در شاخه 

پاره  اي از دیگر مطالعات گزارش شده است  جامدات هم در 

مي  مطالعات،  این  از  کاربردي  نمونه  یک  عنوان  به  به  توان 

 [ میدان  32تحقیق  در  را  الگوریتم  کاربرد  که  کرد  اشاره   ]

 صوت و محاسبات مرتبط با آن آزموده است. 

 

 های محدود های مبتنی بر دنبالهروش  -3
امروزي،  هاي محاسبه هاي دور و در غیاب ماشیندر گذشته گر 

سريتقریب  توسط  تحلیلي  توابع  بیان  و  مهمسازي  ترین ها 

آن مقادیر  عددي  محاسبه  با  راهکار  است.  بوده  نقاط  در  ها 

ویژگي  با  محققین  بیشتر  سريآشنایي  محاسباتي  ایده  هاي  ها، 

تعیین تابع تحلیلي در حالي که مقدار عددي آن در محل تعداد  

ایده   این  از  استفاده  با  ارائه شد.  باشد  نقطه مشخص  محدودي 

مجموعه به  تحلیلي  تابع  یک  انتساب  براي  مقادیر  کلي،  از  اي 

اي، معمولا یک سري با تعداد محدودي جمله و با ضرایب  نقطه

اي شود و با استفاده از اطلاعات نقطهمجهول در نظر گرفته مي

انتخاب مي شوند موجود، ضرایب مجهول جملات سري چنان 

که مقدار عددي حاصل از مجموعه سري در نقاط مورد نظر بر 

آن به  مقدار  نسبت  را  ممکن  خطاي  کمترین  یا  شود  منطبق  ها 

اي سرچشمه تولید ها داشته باشد. واضح است که چنین ایدهآن 

یابي مختلفي است که داراي ضعف و قوت  هاي درونالگوریتم

 نسبي هستند.

یابي زمان  هاي درونترین منابعي که الگوریتمیکي از قدیمي

در     [ ارائه شده است.33]   مرجعخود را معرفي کرده است در  

به   محققین،  توسط  شده  انجام  مطالعات  مرور  با  تحقیق  این 

سري بررسي  به  ساده  بسیار  پایه  صورت  توابع  بر  مبتني  هاي 

درونجملهتک به  سپس  و  است  شده  اشاره  جبري  با  هاي  یابي 

است.  سري شده  پرداخته  هم  گویا  پایه  توابع  داراي  هاي 

چنین  همگرایي  و  پایداري  براي  معیارهایي  همچنین 

 هایي هم بیان شده است. الگوریتم
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روش همین  توسعه  و  چندین مطالعه  به  قدیمي  هاي 

درون قدرتمند  به  الگوریتم  امروزه  که  است  شده  منجر  یابي 

هاي فراوان از  هاي سریع، موارد استفادهواسطه حضور پردازنده

شود. در ادامه به بررسي  هاي فیزیکي ملاحظه ميها در تحلیلآن

 پردازیم.ها ميترین آنتعدادي از رایج

 

 (LSQ)روش حداقل مربعات  -1-3

نقشه  و  نجوم  میدان  در  مربعات  حداقل  در روش  و  برداري 

تعیین خلال تلاش هاي دانشمندان علوم نجوم و ریاضي براي 

مسیرهاي دریایي ایمن براي دریانوردان ابداع شد. تسلط کامل  

این  حل  در  موفقیت  کلید  آسماني  اجرام  حرکات  و  رفتار  بر 

و  متوالي  مطالعاتي  گام  چندین  روش حاصل  این  بود.  مسائل 

جزئیات  پیشرفت که  است  هجدهم  قرن  در  آن  از  ناشي  هاي 

]آن  مرجع  در  اولین 34ها  اما  است.  آمده  تفصیل  به   ]

یابي حداقل مربعات در هاي مدون از ابداع روش درون گزارش 

ریاضي  دو  توسط  جداگانه  طور  به  نوزدهم  قرن  دان اوایل 

معروف، لژاندر و گاوس، ارائه شد. پس از ارائه اولیه الگوریتم 

[ کاربردهاي غیرمستقیمي از آن را 35]  رجع حداقل مربعات، م 

مي   حوزه در   که  است  کرده  گزارش  زیستي  مبناي علوم  تواند 

یابي حداقل مربعات نسخه امروزي الگوریتم باشد. اصول درون 

شود هاي عددي مختلف به کار گرفته مي که امروزه در تحلیل 

[ مرجع  که  است  شده  ارائه  علمي  منابع  نمونه 36در  از [  اي 

 ها است.آن 

دلخواه   تابع  یک  تقریبي  بیان  براي  مربعات  حداقل  روش 

اي است  توسط تابعي با پیچیدگي کمتر که اغلب یک چند جمله

)اگر  تابع واقعي به عبارت دیگر،  رود.  به کار مي )u x    باشد بیان

)  آن به صورت  تقریبي )û x  در صورتي شوددر نظر گرفته مي .

تقریبي   تابع  جملهبه صورت  سادگي  براي  که  نظر  چند  در  اي 

 : ردتوان آن را به صورت زیر بیان ک ميشود 

(24 ) ( ) ( )Tû =x P x a 
هاي پایه  جملههاي آن تکبرداري است که درایه Pدر این رابطه

صورت  تقریب  به  حداقل  یا  کامل  صورت  به  و  هستند  سازي 

خیام معروف  مثلث  از  مي-متقارن  برداشته  شوند. پاسکال 

تکبه حالات  در  مذکور  بردار  مثال  دوعنوان  و  با بعدي  بعدي 

تعیین  جملهانتخاب تک زیر  به صورت  مرتبه دوم  تا  کامل  هاي 

 شود: مي

(25 ) 
 T 2= 1, x, xP 

 T 2 2= 1, x, y, x , xy, yP 
ستوني  تک aبردار  مجهول  ضرایب  شامل  پایه  جملههم  هاي 

تک  تعداد  که  صورتي  در  برابر جملهاست.  پایه  باشد  mهاي 

داراي مذکور  با  mبردار  برابر  ترتیب  به  درایه 
1a  ،

2a، ،
ma 

 خواهد بود. 

این براي  راه  بردار یک  مجهول  ضرایب  بتوان  چنان   aکه  را 

)که مقادیر تابع تقریبي  رد محاسبه ک  )û x    داراي کمترین فاصله

واقعي تابع  مقادیر  به  نسبت  ))خطا(  )u x حداقل سازي  باشد، 

دامنه  محدوده  در  تابع  دو  خطاي  مربعات  است.   میانگین 

مربعات را مي میانگین  دامنه  محدوده  در  دوتابع  به خطاي  توان 

 : کردصورت زیر محاسبه 

(26 ) ( ) ( )
2

ave
Ω

Ω

1
ˆE = u - u dΩ

V
   x x 

پارامتر  
ΩV    دامنه براي  که  است  دامنه  شاخص  رابطه  این  در 

مساحت  تک برابر  دوبعدي  حالت  در  و  دامنه  طول  برابر  بعدي 

مي  گرفته  نظر  در  که  دامنه  این  به  توجه  با    فرایند شود. 

شود، سازي فقط بر قسمت انتگرالي رابطه فوق اعمال ميحداقل

توان شاخص خطا که حداقل شدن آن مورد نیاز است را به  مي

 : کردصورت زیر بیان 

(27 ) ( ) ( )
2

Ω
ˆE = u - u dΩ   x x 

تابع   دو  مربعات خطاي  میانگین  واقع شاخص  در  فوق  عبارت 

( بیان شده بود را به مجموع مربعات خطا  26که توسط رابطه )

که  کردتبدیل   این  به  توجه  با  است.  )ه  )û x  اي  تابع چندجمله

( را به  27توان رابطه )، مياست (  24معرفي شده توسط رابطه )

 : کردصورت زیر بازنویسي  

(28 ) ( )
2

T

Ω
E = u - dΩ   x P a 

براي حداقل  ادامه  را  در  آن  مربعات خطا، مشتق  سازي مجموع 

بردار  مجهول  ضرایب  به  قرار   aنسبت  صفر  برابر  و  محاسبه 
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دهند و از حل دستگاه معادلات حاصل ضرایب مجهول  مي
1a ،

2a،    ،
maکم تقریبي  که  تابع  براي  را  ممکن  خطاي  ترین 

 آورند.کنند به دست ميایجاد مي

توان به برازش منحني بر تعدادي با استفاده از تئوري فوق مي 

نقطه  پردا داده  تابع واقعيخت اي هم  مقادیر  کنید  ). فرض  )u x 

 n  نقطه دامنه معلوم باشد. در این حالت با استفاده از nفقط در

نقطه  تقریبيداده  تابع  موجود  )اي  )û x   مي مقدار شود  تعریف  و 

کم  با  نقاط دامنه را  در سایر  ده ترین خطاي ممکن حدس ز تابع 

از نقاط   یابي شده لزوماً. در این روش تابع تقریبي درون شود مي 

نمي دامنه  شده  کم مشخص  با  بلکه  از گذرد  ممکن  ترین خطاي 

آن  )ها عبور ميمجاورت  که شرط 2کند )شکل  بدیهي است   .))

براي   مقدار   مسئله وجود جواب  داراي  نقاط  تعداد  که  است  آن 

تک  تعداد  از  تابع  درون جمله معلوم  پایه  بیشتر هاي  یابي 

)باشد )n > mتقریبي تابع  اگر  در چنین حالتي   .( )û x   را همان

) چندجمله  رابطه  توسط  شده  ارائه  مجموع 24اي  کنیم،  فرض   )

در معلوم  اطلاعات  از  استفاده  با  خطا  مشخص  nمربعات  نقطه 

 شود:شده از دامنه به صورت زیر تعیین مي 

(29 ) ( ) ( )
n

2
T

i i

i=1

E = u -   x P x a 

ام iپارامتر تحت اندیس را در محل نقطه  iدر این رابطه اندیس

 .کندمحاسبه مي

مجهول ضرایب  باید  اکنون 
1a ،

2a،  ،am
چنان    را 

را   ممکن  مقدار  حداقل  فوق  خطاي  شاخص  که  کنیم  محاسبه 

خطا   مربعات  مجموع  شاخص  مشتق  منظور  بدین  باشد.  داشته 

( )E   مجهول بردار  به  نسبت  قرار   aرا  صفر  برابر  و  محاسبه 

بردار ضرایب  مي معادله حاصل،  و حل  کار  این  انجام  با  دهیم. 

 آید: مجهول به صورت زیر به دست مي

(30 ) 
=a Cu 

هاي آن مقادیر داده شده  برداري است که درایه  uه  در این رابط

در و nتابع  هستند  محاسباتي  دامنه  ماتریس   Cنقطه  یک  هم 

 شود: است که از رابطه زیر محاسبه مي nمربعي با بعد

(31 ) 
= -1C A B 

مرتبه  Aماتریس با  مربعي  ماتریس  ماتریس  mیک  از   Bو 

 شوند:هستند که توسط روابط زیر بیان مي m×nمرتبه

(32 ) 
( ) ( )

n
T

i i

i=1

=A P x P x 

( ) ( ) ( )  1 2 nB = P x P x P x 
واقع  ستون  Bدر  که  است  بردار ماتریسي  ترتیب  به  آن  هاي 

 ها در نقاط دامنه محاسباتي هستند. جملهتک

بردار  )  aجایگذاري  رابطه  توسط  تابع 30که  در  شد  محاسبه   )

)تقریبي )û x  ( معرفي شده است، عبارت زیر  24که در رابطه )

 دهد: را براي تابع تقریبي نتیجه مي

(33 ) ( ) ( )Tû =x P x Cu 
( در عبارت فوق، 31از رابطه ) Cدر نهایت جایگذاري ماتریس 

 آورد: شکل کلي تابع تقریبي را به صورت زیر به دست مي

(34 ) ( ) ( )Tû = -1
x P x A Bu 

 ( رابطه  ماتریسي  معادل  دیگر  سوي  بیان  9از  زیر  صورت  به  را   )

 : شود مي 

(35 ) ( ) ( )
n

i i

i=1

û = N u =x x Nu 

( با عبارت  34یاب معرفي شده در رابطه )مقایسه عبارت درون

حداقل   روش  شکل  توابع  ماتریس  فوق،  استاندارد  و  کلي 

 دهد: مربعات را به صورت زیر نتیجه مي

(36 ) ( )T= -1
N P x A B 

درون درونروش  براي  معمولا  مربعات  یابي خطي  یابي حداقل 

[، صورت درجه دوم آن را براي 37رود، اما تحقیق ] به کار مي

هاي نقاط یک ورق نازک با انحناي ثابت به  جایيیابي جابه درون

 [ مطالعه  در  است.  برده  درون38کار  هم  حداقل  [  خطي  یابي 

تراکم سیالات  تحلیل  براي  به  مربعات  زیاد  سرعت  داراي  پذیر 

 کار رفته است. 
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الگوریتم درون بیان  اگرچه  آن  یابي حداقل مربعات که جزئیات 

در  شد را  بزرگي  تحول  معادلات  فرایند،  عددي  حل  هاي 

ایجاد   آنها   کرددیفرانسیل  رفع  که  است  نقاط ضعفي  داراي  اما 

 [ مطالعه  گرفت.  قرار  محققین  توجه  نتایج 40و    39مورد   ]

ارائه   الگوریتم  همگرایي  و  دقت  پایداري،  بر  را  مطالعات خود 

به زوال پایداري   [ هم صراحتاً 41]   مرجع اند. در مطالعات  کرده

نقاط   تعداد  که  هنگامي  ویژه  به  و  خاص  حالات  در  الگوریتم 

)یابي درون )n  تک تعداد  درونجملهبه  پایه  )یابي هاي  )m 

است. شده  اشاره  باشد  این   نزدیک  علاقمندي    مرجعدر  به 

کاهش  در جهت  الگوریتم  اصلاح  راهکارهاي  ارائه  به  محققین 

 [. 43و   42] ت یابي اشاره شده استعداد نقاط درون

 

 (WLS)دار روش حداقل مربعات وزن -2-3

طور که در بخش قبل ملاحظه شد روش حداقل مربعات، همان

محاسبات استانداردي را به ویژه براي برازش منحني در مسائل  

اي بیش از تعداد پارامترهاي مجهول ارائه  هاي نقطهبا تعداد داده

مربعات کرد میانگین(  )یا  مجموع  به  شده  برازش  دقت سطح   .

دادهمانده و  شده  برازش  تابع  مقدار  بین  اختلاف  که  هاي  ها 

مشاهداتي در نقاط هستند بستگي دارد. مبناي محاسباتي روش  

داده دقت  که  است  استوار  فرض  این  بر  مربعات  هاي  حداقل 

دروننقطه ناحیه  نقاط  تمام  در  بیان  اي  به  است.  یکسان  یابي 

شود که انحراف معیار خطا در تمام نقاط ناحیه  دیگر فرض مي

[. در صورت تخطي از این فرض، ضرایب تابع  44]  یکسان باشد

و   نبوده  برخوردار  مطلوبي  شرایط  از  شده  پذیري  تأثیربرازش 

شود  بیشتري از برخي نقاط خواهند داشت. این پدیده باعث مي

دچار   شده  برازش  تابع  ناحیه،  نقاط  در  تغییراتي  مختصر  با  که 

مشکل   این  بروز  از  احتراز  جهت  شود.  توجهي  قابل  تغییرات 

شود. یکي  هاي ریاضي خاصي بر متغیرهاي تابع اعمال ميتبدیل

رایج تبدیلاز  این  وزنترین  مربعات  روش حداقل  مبناي  دار ها 

است ]    [.45]  بوده  مرجع  مربعات  45در  حداقل  الگوریتم   ]

از منظر  وزن انحراف معیار خطا و هم  از منظر یکساني  دار هم 

یابي خاص مورد بررسي قرار گرفته است و  یک الگوریتم درون

اثبات   قدرت بیشتر آن نسبت به نسخه عمومي حداقل مربعات 

 شده است. 

یابي حداقل مربعات  درون  فرایند اصول و مراحل محاسباتي  

[ ارائه شده است. در این  45دار در منابع مختلف از جمله ] وزن

روش براي تخمین مقدار تابع هدف در هر نقطه از محیط، نقطه  

با ایجاد  مذکور به عنوان نقطه مرکزي در نظر گرفته مي شود و 

به مرکزیت آن، الگوریتم درونزیرناحیه یاب  اي با ابعاد محدود 

مي اعمال  آن  درون  نقاط  و  مذکور  زیرناحیه  این  بر  با  شود. 

مي را  بحث  مورد  الگوریتم  دسته  توضیحات،  از  توان 

هاي محلي دانست که مقدار تابع هدف در محل یک  یابدرون

مي تخمین  مجاور  نقاط  در  آن  مقادیر  حسب  بر  را  زند.  نقطه 

درونروش از  هاي  مهمي  شاخه  عنوان  به  محلي  یابي 

درونالگوریتم توسعه    یابي،هاي  و  ابداع  در  وسیعي  کاربرد 

داشتهروش بدون شبکه  المانهاي  مثال روش  به عنوان  هاي  اند 

گالرکین46]   44پراکنده المان  بدون  روش  باز  47]   45[،  روش   ،]

 [ قطعات  اساسي  پترو23تولید  محلي  شبکه  بدون  روش   ،]-

کره48]   46گالرکین روش  و  محدود[  از  49]   47هاي  همگي   ]

 کنند.هاي محلي استفاده ميیابدرون



 محمد نجار 

 

 1403، 1ه ، شمار43هاي عددي در مهندسي، سال روش 84

وزن مربعات  حداقل  جدید  الگوریتم  محاسباتي  تفاوت  دار  تنها 

با   که  است  آن  خطا  مربعات  حداقل  استاندارد  نسخه  با  خطا 

ضرب مقادیري مثبت در مقادیر مربع اختلاف مقدار تابع تقریبي  

از مقدار مشاهداتي در هر نقطه، میزان اثرگذاري آن نقطه را در  

ميدرون  فرایند مشخص  هر  یابي  براي  نظر  مورد  ضریب  کنند. 

توسط    شود معمولاًنقطه که از این پس وزن آن نقطه نامیده مي

درون محدوده  نقاط  در  وزن  تابع  نام  به  مشخص تابعي  یابي 

ها  براي آن  تأثیرشود. مقدار تابع وزن در نقاطي که بیشترین  مي

مورد نظر است نزدیک به یک و در نقاط با درجه اهمیت کمتر  

 کند.تر بوده و به تدریج به صفر میل ميکوچک

دست  براي  فوق  توضیحات  به  توجه  معادلات با  به  یابي 

درون وزنالگوریتم  مربعات  روابط  یابي حداقل  است،  کافي  دار 

(29( تا  بیان  36(  مربعات  حداقل  روش  براي  که  با    شد(  را 

. در این صورت شاخص خطا در  کنیم  اعمال وزن نقاط اصلاح

 دار به صورت زیر خواهد بود: الگوریتم حداقل مربعات وزن

(37 ) ( ) ( ) ( )
n

2
T

i i i

i=1

E = w u -   x x P x a 

رابطه این  )در  )iw x  نقطه محل  در  وزن  تابع  ناحیه  iمقدار  ام 

حداقلدرون به  که  صورتي  در  است.  فوق  یابي  شاخص  سازي 

طي   با  داده  فرایندبپردازیم  توضیح  قبل  فصل  در  آنچه  شبیه  ي 

آید. به دست مي(  31( و )30از روابط ) aشد، بردار مجهولات

ماتریس  که  تفاوت  این  با  رابطه     Bو Aهايالبته    (32)از 

 شوند:محاسبه مي

(38 ) 
( ) ( ) ( )

n
T

i i i

i=1

= wA x P x P x 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 n n

=

w w w  

B

x P x x P x x P x
 

 

تابع تقریبي در ناحیه مورد نظر به صورت زیر خواهد   بنابراین

 بود: 

(39 ) ( ) ( )û = T -1
x P x A Bu 

که با توجه به آن توابع شکل الگوریتم به صورت زیر به دست 

 آیند:مي

(40 ) ( )= T -1
N P x A B 

باید توجه داشت که همانند الگوریتم حداقل مربعات خطا سطح  

دار هم از نقاط برازش شده توسط الگوریتم حداقل مربعات وزن

 گذرد.یابي نمي ناحیه درون

یابي تا حدود زیادي به  دقت و پایداري این الگوریتم درون

ین روش  ترشکل و نحوه اعمال مقادیر وزن بستگي دارد. ساده

توابع وزن   از  نقاط مختلف دامنه استفاده  اعمال مقادیر وزن در 

 [ با  ي در واقع تلاش مي فرایند چنین     [. 51  و  50است  کند که 

را   الگوریتم  پایداري  و  همگرایي  مناسب،  وزن  توابع  انتخاب 

] أت تحقیق  محاسبات  در  نمونه  عنوان  به  کند.  تابع  46مین  از   ]

 گوسي زیر به عنوان تابع وزن استفاده شده است: 

(41 ) ( )

22
m

2
m

xx
--

cc

i
x

-
c

e - e
w =

1- e

  
  

   

 
 
 

x 

در این رابطه 
mx  یابي و نصف اندازه دامنه درونc   ضریبي است

mxکند و برابر که شکل تابع وزن را مشخص مي

2
پیشنهاد شده   

 است. 

وزن مربعات  حداقل  برخي الگوریتم  توسعه  در  دار 

روش روش ازجمله  دیفرانسیل  معادلات  حل  شبکه  بدون  هاي 

با  هم  محققین  برخي  است.  داشته  اساسي  نقش  محدود  نقاط 

درون الگوریتم  در  جزئي  تغییرات  بیان  ایجاد  اصلاح  یا  یاب 

محاسبات   دقت  سطح  ارتقاي  باعث  حاکم  دیفرانسیل  معادلات 

 [ مطالعه  مثال  عنوان  به  اند.  با 52شده  را  محدود  نقاط  روش   ]

درون وزنکاربرد  مربعات  حداقل  مسائل  یابي  حل  براي  دار 

تئوري حساب محدود  با اعمال  کار برده است و  به  الاستیسیته 

 [ مرجع  در  نتایج  53که  در  را  بهبودهایي  است،  شده  معرفي   ]

 فرایندباید توجه داشت که در یک    بنابراینه است.  کردگزارش  

درون الگوریتم  اصلاح  بر  علاوه  معادلات تحلیلي  اصلاح  یاب، 

مي که  حاکم  گسسته دیفرانسیل  نوع  شامل  بیان  تواند  و  سازي 

 . شودهاي آنها باشد، منجر به افزایش دقت محاسبات ميمتغیر

 

 : (MLS)روش حداقل مربعات متحرک -3-3

روش دسته  از  که  متحرک  مربعات  حداقل  نمایش  روش  هاي 
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درونسري یک  و  بوده  محدود  توسط  هاي  است  محلي  یاب 

و    54]  دانان براي برازش منحني و تولید سطوح ارائه شدریاضي

در  55 عالي    فرایند[  54]   مرجع[.  بیان  با  الگوریتم  محاسباتي 

و   توابع  تخمین  در  روش  این  امروزه  است.  شده  داده  توضیح 

تحلیل میدان  در  ویژه  به  شکل  توابع  شبکه  ایجاد  بدون  هاي 

است  گرفته  قرار  محققین  اقبال  مورد  و  یافته  بسیار  [.  1]  توفیق 

 [ مرجع  محققین  بار  اولین  مربعات  46براي  حداقل  روش  از   ]

شکل   توابع  و  کردند  استفاده  مکانیک  مسائل  حل  در  متحرک 

المان تحلیلي  روش  براي  استخراج  لازم  را  خود  پراکنده  هاي 

المانکرد بازنگري و اصلاح ند. روش  پراکنده سپس مورد  هاي 

[ قرار گرفت و منجر به ابداع روش بدون  47محققین مطالعات ] 

یابي در روش بدون [. مبناي درون56و    47]  المان گالرکین شد

المان گالرکین هم همان الگوریتم حداقل مربعات متحرک بوده  

روش ابداع  گالرکین  است.  المان  بدون  و  پراکنده  المان  هاي 

 .کردهاي بدون شبکه ایجاد  هاي اساسي در حوزه روشپیشرفت 

مهم، روش حداقل مربعات متحرک    به دلیل وجود دو ویژگي 

اقبال محققین را برانگیخته است. اول آن که میدان تقریبي تولید  

شده توسط آن در کل دامنه پیوسته و هموار است و دوم توانایي  

باز   را  دلخواهي  مرتبه  تا  که  است  تقریباتي  تولید  در  الگوریتم 

 [.    1]  کنندتولید مي

تقریب  دلخوابراي  تابع  )ه  سازي  )u x  نقطه محل  در 

ابتدا دامنه را با تعداد مناسبي نقطه  از دامنه کلي  xمحاسباتي 

اي را  ، منطقهتأثیرکنیم و با استفاده از مفهوم ناحیه  سازي ميمدل

گیریم. بدیهي  در نظر مي و در همسایگي آن xبه مرکزیت نقطه 

ناحیه   در  مدل  نقاط  از  تعدادي  که  مي   تأثیراست  گیرند. قرار 

تقریبي  تابع  متحرک،  مربعات  )روش حداقل  )û x   نمایش با  را 

 کند: سري محدود زیر معرفي مي

(42 ) ( ) ( )û = T
x P x a 

)در این رابطه   )P x اي پایه است که داراي جملهبردار تکm 

درایهاست درایه   مثلث  .  در  شده  درج  جملات  بردار  این  هاي 

خیام مثلث    -معروف  آن  از  متقارن  طور  به  که  هستند  پاسکال 

مي ميانتخاب  سعي  گونهشوند.  به  مذکور  جملات  اي شود 

آن مجموعه  که  شوند  کامل  انتخاب  خاصي  تواني  مرتبه  تا  ها 

( رابطه  تک 25باشد.  بردار  و  جمله(  دوم  مرتبه  کامل  پایه  هاي 

)دهد.  مرتبه سوم دو بعدي را نشان مي  )a x    هم بردار ضرایب

 شود: است که به صورت زیر بیان مي xمجهول نظیر نقطه 

(43 ) ( ) ( ) ( ) ( ) T

1 2 m= a ,a , ,aa x x x x 
)براي محاسبه بردار ضرایب )a x  از مقادیر تابع هدف در محل ،

شود. یعني  استفاده مي xنقطه محاسباتي   تأثیرنقاط درون ناحیه  

که  صورتي  ناحیه   nدر  در  محاسباتي  تأثیرنقطه  قرار   xنقطه 

سازي  داشته باشد، از مقادیر تابع هدف در این نقاط براي تقریب 

محاسباتي نقطه  در  هدف  تابع  در    xمحلي  برد.  خواهیم  بهره 

ب  به ترتیxنقطه   تأثیرصورتي که مختصات نقاط واقع در ناحیه  

1x    ،
2x    ،    ،

nx  ( رابطه  از  استفاده  با  مقادیر 42باشند،   )

 شوند: تقریبي تابع هدف در این نقاط به صورت زیر محاسبه مي

(44 ) ( ) ( ) ( )T

j jû , = j = 1,2, ,nx x P x a x 
)هاي بردار ضرایباکنون لازم است درایه )a x  را چنان محاسبه

که شاخص خطاي  مقادیر   nکنیم  به  نسبت  تقریبي فوق  مقدار 

ها حداقل مقدار ممکن باشد. در روش حداقل مربعات واقعي آن

دار خطا به عنوان شاخص خطا  متحرک هم مجموع مربعات وزن

گرفته مي نظر  با حداقلدر  بردار ضرایب مجهول  سازي  شود و 

مي دست  به  خطا     آید.آن  دار  وزن  مربعات  مجموع  شاخص 

 شود: توسط رابطه زیر تعریف مي

(45 ) 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n
2

i i i

i=1

n
2

T

i i i

i=1

ˆE = w u - u , =

w u -

  

  





x x x x

x P x a x

 

رابطه  این  )در  )iw x  نقطه محل  در  وزن  تابع  ام iمقدار 

)و )i iu = ux   مقدار تابع در محل نقطهi .ام است 

ضرایب بردار  محاسبه  )براي  )a x   فوق خطاي  شاخص  باید 

به اقناع معادله زیر   بنابراینحداقل مقدار ممکن را داشته باشد.  

 پردازیم:مي

(46 ) E
= 0



a
 

( و حل معادله  46( در معادله ) 45با جایگذاري شاخص خطا از رابطه ) 

 آید: ماتریسي حاصل، بردار ضرایب به صورت زیر به دست مي 
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(47 ) 
=a Cu 

هاي آن مقادیر داده شده  برداري است که درایه uدر این رابطه 

هم یک ماتریس مربعي  Cهستند و  تأثیرنقطه ناحیه   nتابع در

 شود: است که از رابطه زیر محاسبه مي nبا بعد

(48 ) -1=C A B 
مرتبه Aماتریس با  مربعي  ماتریس  ماتریس mیک  از   Bو 

 شوند:هستند و توسط روابط زیر بیان مي m×nمرتبه

(49 ) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n
T

i i i

i=1

1 1 2 2

= w

=

w w w  



n n

A x P x P x

B

x P x x P x x P x

 
بردار  ) aجایگذاري  رابطه  توسط  تابع  47که  در  شد  محاسبه   )

)تقریبي )û x  ( معرفي شده است، عبارت زیر  42که در رابطه )

 دهد: را براي تابع تقریبي نتیجه مي

(50 ) ( ) ( )û = T
x P x Cu 

( در عبارت فوق،  48از رابطه ) Cدر نهایت جایگذاري ماتریس 

 آورد: شکل کلي تابع تقریبي را به صورت زیر به دست مي

(51 ) ( ) ( )T -1û =x P x A Bu 
( توابع شکل روش  35در نهایت با مقایسه رابطه فوق با رابطه )

نقطه محاسباتي در محل  متحرک  مربعات  به صورت   xحداقل 

 شوند:زیر بیان مي

(52 ) ( )T -1=N P x A B 
مي ملاحظه  فوق  محاسباتي  روند  به  توجه  تغییر  با  با  که  شود 

نقطه محاسباتي تغییر مي Bو Aهايماتریس xمحل  کنند.  هم 

تابع هدف و مشتق   بنابراین از  به هنگام محاسبه مشتقات  گیري 

( محاسبات  51رابطه  در  هم  را  ماتریس  دو  این  مشتقات  باید   )

در  کردوارد   مفصل  طور  به  هدف  تابع  مشتق  محاسبه  نحوه   .

[ بیان شده است و از ذکر آن در این متن خودداري 47مرجع ] 

 شود. مي

حداقل   الگوریتم  که  داشت  توجه  باید  که  این  دیگر  نکته 

بنابراین    نیست.  کرونکر  دلتاي  داراي خاصیت  متحرک  مربعات 

کند. از این رو آن عبور نمي   تأثیرتابع برازش شده از نقاط ناحیه  

 .گویندميیاب ساز و نه درونرا یک روش تقریب 

مربعات   حداقل  روش  در  وزن  تابع  کارگیري  به  اهداف 

در روش آنچه  با  انتگرال محدود  متحرک  نمایش  بر  مبتني  هاي 

تابع    شدبیان   متحرک  مربعات  در روش حداقل  است.  متفاوت 

مقادیر   اعمال  با  که  آن  اول  است.  اصلي  هدف  دو  داراي  وزن 

متفاوتي   اهمیت  درجه  مختلف،  نقاط  در  مانده  مقادیر  بر  وزن 

مقادیر   دورتر  نقاط  به  اساس  این  بر  کند.  ایجاد  کدام  هر  براي 

کوچک ميوزن  تخصیص  این تري  وزن  تابع  نقش  دومین  یابد. 

محاسباتي  نقطه  محل  تغییر  با  که  به  xاست  دامنه  از  نقاطي 

تدریج و آرام وارد محاسبات شوند و نقاط دیگري هم به تدریج  

د. چنین نقشي از آن جهت بسیار مهم است  شونکم اثر و حذف  

مي باعث  پیوسته  که  و  هموار  دامنه  کل  در  شکل  توابع  شود 

مي وزن  تابع  تئوریک  نظر  از  واجد  باشند.  که  تابعي  هر  تواند 

اکیداً و  فشردگي  بودن،  مثبت  اختیار    شرایط  باشد  بودن  نزولي 

ویژگي1]  شود قبلاً[.  مذکور  شرایط  به    هاي  مربوط  بخش  در 

بیان یابدرون تفصیل  به  محدود  انتگرال  نمایش  بر  مبتني  هاي 

شدند. لازم به ذکر است که از همان توابع وزن معرفي شده در  

مينمایش هم  محدود  انتگرال  حداقل  هاي  الگوریتم  در  توان 

 .کردمربعات متحرک استفاده 

حداقل   روش  هدف(  توابع  تولید  باز  )قابلیت  سازگاري 

به کامل بودن مرتبه تک پایه بستگي  جملهمربعات متحرک  هاي 

مطالعات   که  57]   مرجعدارد.  در صورتي  که  است  داده  نشان   ]

تک  مرتبهجملهمجموعه  تا  پایه  سازگاري   kهاي  باشند  کامل 

مرتبه  از  هم  بود.  kالگوریتم  طرح 58]   مرجع خواهد  با  هم   ]

جالب ایجاد الگوریتم حداقل مربعات متحرک پیوسته به    فرایند

بررسي ارتباط بین الگوریتم حداقل مربعات متحرک با روش باز  

مذکور عباراتي شبیه    مرجعتولید قطعات اساسي پرداخته است.  

 [ مطالعه  در  قطعات 23آنچه  روش  در  سازگاري  ایجاد  براي   ]

 هیدرودینامیک هموار به دست آمده است را نتیجه گرفته است. 
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طور که از نام روش مشخص است، تابع تقریبي در روش  همان
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نقطهدرون عبور  یابي  مدل  نقاط  در  خود  واقعي  مقادیر  از  اي 

کند. این روش با پراکنش تعدادي نقطه بر سطح دامنه، آن را  مي

ميمدل نقطهکنسازي  مدل  ایجاد  از  پس  براي  د.  دامنه  از  اي 

نقطه  درون آن  حول  دلخواه،  نقطه  یک  در  هدف  تابع  یابي 

نظر زیرناحیه در  باشد  نقاط مدل  از  مناسبي  تعداد  که شامل  اي 

گرفته شده و با استفاده از یک سري محدود مقدار تابع در محل  

 شود. یابي ميآن نقطه درون

هدف تابع  روش،  جزئیات  درک  )براي  )u x  دامنه در  را 

خواهیم مقدار تابع در نظر بگیرید. فرض کنید مي محاسباتي 

را در محل نقطه 
Qx  شود که از این پس نقطه مرکزي نامیده مي

ناحیهکنیمحاسبه   زیر  ایجاد  م.  مرکزي  نقطه  حول  چنان  را  اي 

نظر  مي در  با  باشد.  مدل  نقاط  از  مناسبي  تعداد  شامل  که  کنیم 

)زیرناحیه( پیرامون نقطه مرکزي،   تأثیرگرفتن نقاط درون ناحیه  

درون نقطهروش  به  یابي  زیر  محدود  سري  کاربرد  با  اي 

 پردازد:یابي تابع هدف ميدرون

(53 ) ( ) ( ) ( )
n

Q i i Q

i=1

û , =x x B x a x 

رابطه  این  )در  )iB x    درایهi  پایه جملات  شامل  بردار  ام 

نقطه   تأثیراز ناحیه   xیابي در محل نقطه دلخواهدرون
Qx    بوده و

( )i Qa x   درایهiام بردار ضرایب نظیر نقطه
Qx    است. برحسب

تک درونجملهنوع  پایه  نسخههاي  روش  یابي،  از  مختلفي  هاي 

شود که در ادامه به بررسي دو نمونه  اي ایجاد ميیابي نقطهدرون

 پردازیم.  مهم آن مي

 

 ایای چندجملهیابی نقطهدرون -1-4-3

سطري  بردار  تشکیل  هنگام  به  که  صورتي  )در  )iB x   از

پاسکال استفاده    -دهنده مثلث خیامتشکیل هاي جبريجملهتک

چندجمله نسخه  درونشود  الگوریتم  نقطهاي  ایجاد یابي  اي 

)59]  شودمي عبارت  صورت  این  در  مي53[.  را  به  (  توان 

 : کردصورت زیر بازنویسي  

(54 ) 
( )

( ) ( ) ( ) ( )

Q

n
T

i i Q Q

i=1

û , =

=

x x

P x a x P x a x
 

)در این رابطه )P x پایه است که در حالت  بردار تک جمله اي 

آن تشکیل  نحوه  حداقل   دقیقاً  اخیر  الگوریتم  در  آنچه  مشابه 

  اي پایه حتماً جمله. جملات تکاست مربعات متحرک بیان شد  

از مثلث خیام برداشته شوند و  -باید به صورت متقارن  پاسکال 

)هاي انتخابي کامل باشند. تعداد تک جمله  ترجیحاً )m  ًهم دقیقا 

ناحیه   در  موجود  نقاط  تعداد  با  برابر  نقطه   تأثیرباید 
Qx  .باشد

اگر  ناحیه    nیعني  در  نقطه  تأثیرنقطه 
Qx    ،باشد داشته  وجود 

)کنیمفرض مي nهاي پایه را هم برابرجملهتعداد تک )m = n .

( را بر تمامي نقاط درون ناحیه  54در این صورت اگر معادله )

همزمان  تأثیر معادلات  دستگاه  یک  کنیم  ایجاد   nاعمال  بعدي 

آن بردار مجهولاتمي از حل  )شود که  )Qa x آید. به دست مي

 : کردتوان به صورت زیر بیان دستگاه معادلات مذکور را مي

(55 ) 
Q s=P a U 

رابطه این  در 
sU    ناحیه نقاط  در  هدف  تابع  مقادیر    تأثیربردار 

 است: 

(56 )  T

s 1 2 n= u u uU 
ضرایب ماتریس 

QP  مرتبه مربع  ماتریس  یک  که  است،    nهم 

مي نامیده  گشتاور  حسب  ماتریس  بر  زیر  صورت  به  و  شود 

 شود: مختصات نقاط درون زیرناحیه معرفي مي

(57 ) 

( )

( )

( )

T

1

T

2

Q

T

n

2 2

1 1 1 1 1 1

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

n n n n n n

= =

1 x y x x y y

1 x y x x y y

1 x y x x y y

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
  

P x

P x
P

P x
 

( ماتریسي  معادله  مورد  55حل  زیرناحیه  نظیر  ضرایب  بردار   )

 دهد:بحث را به صورت زیر نتیجه مي

(58 ) -1

Q s=a P U 
( عبارت  در  فوق  بردار ضرایب  نهایت جایگذاري  تابع  54در   )

یاب معتبر در محدوده زیرناحیه مورد بحث را به صورت  درون

 دهد:زیر نتیجه مي

(59 ) ( ) ( )T -1

Q Q sû , =x x P x P U 
 ماتریس توابع شکل الگوریتم به شکل زیر خواهد بود:  بنابراین
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(60 ) ( )T -1

Q=N P x P 
زیرناحیه، ممکن  نقاط درون  آرایش  از جمله  به دلایل مختلفي 

ماتریس  است 
QP  آن  وارون نتیجه  در  که  نباشد    فرایند پذیر 

ميدرون شکست  به  ميیابي  شرایطي  چنین  در  با  انجامد.  توان 

الگوریتم مانند  کاربرد  )دوران(   جایيجابههایي  تبدیل  نقاط، 

مثلثي و  مختصات  ] دستگاه  ماتریسي  منفرد 60سازي  مشکل   ،]

 . کردبودن این ماتریس را حل 

تواند امتیاز اگرچه عدم نیاز الگوریتم حاضر به تابع وزن مي

مهمي براي الگوریتم به حساب آید، اما شرط برابري تعداد نقاط  

تک تعداد  با  ناحیه  که جملهزیر  است  محدودیتي  هم  پایه  هاي 

توان از آن چشم پوشید. امتیاز دیگر روش حاضر آن است نمي

تک از  ترکیب خطي  که  تابعي  هر  درونجملهکه  پایه  یاب  هاي 

 شود. باشد به طور دقیق توسط الگوریتم بازتولید مي

پذیر باشد،  به هر حال در صورتي که ماتریس گشتاور وارون

ناحیه   زیر  نقاط  پراکنش  نحوه  به  فقط  شده  ایجاد  شکل  توابع 

 هاي زیر خواهند بود: وابسته بوده و داراي ویژگي

هستند. این مطلب   48توابع شکل ایجاد شده مستقل خطي  -الف

پذیر بودن ماتریس  با توجه به استقلال خطي توابع پایه و وارون

 شود. گشتاور به سادگي اثبات مي

آن   -ب محل  در  زیرناحیه  نقاط  از  یک  هر  نظیر  شکل  توابع 

نقطه برابر یک و در محل سایر نقاط زیرناحیه برابر صفر است  

مي کرونیکر(.  دلتاي  باعث  )خاصیت  خاصیت  این  که  دانیم 

 شود. تسهیل اعمال شرایط مرزي ضروري مي

نقاط   -ج از  کدام  هر  محل  در  شکل  توابع  مقادیر  مجموع 

 زیرناحیه برابر واحد است. 

(61 ) ( )
n

i

i=1

= 1N x 

تک  -د وجود  پایه،  جملهبا  توابع  عنوان  به  اول  مرتبه  هاي 

 شوند:هاي مختصات توسط الگوریتم بازتولید ميمؤلفه

(62 ) ( )
n

i i

i=1

=N x x x 

هاي  با توجه به ساختار الگوریتم که مبتني بر ایجاد زیرناحیه  -  ه

 محاسباتي است، توابع شکل داراي خاصیت فشردگي هستند. 

در ایجاد توابع شکل نیازي به اعمال تابع وزن وجود ندارد.    -و

البته نبود تابع وزن نزولي و هموار به ایجاد ناهمواري در نتایج  

 شود. یابي منجر ميدرون

 

 ای با پایه شعاعی یابی نقطهدرون -2-4-3

اي  یابي مبتني بر پایه چندجملههمانگونه که ملاحظه شد، درون

مرتبه   با  توابع  بازتولید  توان  و  مطلوب  دقت  سادگي،  دلیل  به 

سفانه  أهاي پایه مورد توجه قرار گرفت. متتر از تک جملهپایین

مي  بعضاً مواجه  مواردي  با  الگوریتم  اجراي  هنگام  که  به  شویم 

وارون گشتاور  امکان ماتریس  دلیل  همین  به  و  نبوده  پذیر 

نميدرون فراهم  گشتاور  یابي  ماتریس  ایجاد  جهت  شود. 

هاي پایه شعاعي را [ تک جمله61پذیر، محققین تحقیق ] وارون

تک خیامجملهجایگزین  مثلث  و هکردپاسکال    -هاي  اند 

اند. با استفاده از  هکرداي با پایه شعاعي را ابداع  یابي نقطهدرون

( رابطه  شعاعي،  پایه  الگوریتم  53توابع  محاسبات  اساس  که   )

 شود: اي است به صورت زیر بازنویسي ميیابي نقطهدرون

(63 ) 
( )

( ) ( ) ( ) ( )

Q

n
T

i i Q Q

i=1

û , =

=

x x

R x a x R x a x
 

رابطه     این  )در  )iR x   فاصله اساس  بر  که  تابع شعاعي است 

ام زیر دامنه که با  iاز زیر دامنه تا نقطه xنقطه دلخواه
ir    نشان

 شود: شود محاسبه ميداده مي

(64 ) ( ) ( )
1

2 2 2

i i ir = x - x + y - y 
 

 

 ( )T
R x درایه که  است  سطري  بردار  یک  شامل هم  آن  هاي 

نقطه واقع  nنسبت به هرکدام از xمقادیر تابع شعاعي در نقطه

 در زیر ناحیه است: 

(65 ) ( ) ( ) ( ) ( ) T

1 2 n= R R RR x x x x 
تابع  اعمال  )با  )Qû ,x x  ( رابطه  زیرناحیه 63از  نقاط درون  بر   )

 آید:انتخاب شده، ماتریس گشتاور به صورت زیر به دست مي

(66 ) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 2 1 n 1

1 2 2 2 n 2

Q

1 n 2 n n n

R r R r R r

R r R r R r
=

R r R r R r

 
 
 
 
 
  

R 
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ویژگي به  توجه  ميبا  سادگي  به  فاصله  مفهوم  نتیجه  هاي  توان 

گرفت که ماتریس گشتاور متقارن است. با معلوم شدن ماتریس  

( رابطه  اعمال  از  معادلات حاصل  نقاط  63گشتاور دستگاه  بر   )

 : کردتوان به صورت زیر بیان زیرناحیه را مي

(67 ) 
s Q=U R a 

زیر   صورت  به  مطالعه  مورد  زیرناحیه  ضرایب  بردار  بنابراین 

 شود: محاسبه مي

(68 ) -1

Q s=a R U 
( رابطه  از  ضرایب  بردار  جایگذاري  نهایت  معادله 68در  در   )

(، ماتریس توابع شکل الگوریتم را به صورت زیر به دست  63)

 آورد:مي

(69 ) ( )T -1

Q=N R x R 
انواع مختلفي از توابع پایه شعاعي در مطالعات مختلف معرفي 

رایجشده از  یکي  که  محبوباند  و  آنترین  پایه  ترین  توابع  ها 

ربعي چند  ]   49شعاعي  تحقیق  محققین  بار  اولین  از 62است.   ]

درون براي  شعاعي  پایه  دادهتوابع  استفاده  یابي  جغرافیایي  هاي 

[ تابع پایه شعاعي زیر را  63کردند و همین محققین در مطالعه ] 

 پیشنهاد کردند:

(70 ) 
( )

( ) ( ) ( )

i

1 1
2 2 2 2 22 2

i i i

R =

x - x + y - y + c = r + c 
 

x

 

رابطه  این  کنترل    cدر  را  تابع  منحني  شکل  که  است  ضریبي 

ميمي و  مسائل  کند  در  آن  کاربرد  براي  را  مناسبي  مقادیر  توان 

 . کردمختلف پیشنهاد 

برازش   در  گسترده  طور  به  ربعي  چند  شعاعي  پایه  توابع  از 

پاره دیفرانسیل  معادلات  تقریبي  و حل  شده  سطوح  استفاده  اي 

 [ نمونه در مطالعات  به عنوان  توابع در 65و    64است.  این  از   ]

[ به  67و    66]   مرجعبررسي مسائل سیالات استفاده شده است.  

با   بیضوي  مرزي  مقادیر  و  دیفرانسیل  معادلات  مسائل  حل 

پرداخته شعاعي  توابع  از  ]  اند.استفاده  تحقیق  به  68در  هم   ]

یابي با استفاده از توابع پایه شعاعي پرداخته  ارزیابي خطاي درون

 [ مطالعات  است.  همگرایي 70و    69شده  بررسي  بر  هم   ]

هاي حل معادلات دیفرانسیل با استفاده از توابع شعاعي  الگوریتم

 اند. متمرکز شده

گوسي بعضاً  50تابع شعاعي  نمایي  که  نامیده   51تابع شعاعي  هم 

در  مي که  است  شعاعي  پایه  توابع  از  دیگري  نوع    مرجع شود، 

 [ به صورت زیر معرفي شده است: 71] 

(71 ) ( )
( ) ( )

2 2
2i i
i

-c x-x + y-y -cr

iR = e = e
 
  x 

این حالت هم تعیین  cدر  تابع را  نزول  که نحوه  ضریبي است 

مسائل مختلف محاسبه    مؤثرکند و مقدار بهینه آن براي حل  مي

 شود. مي

براي   محققین  توسط  هم  شعاعي  توابع  از  دیگري  انواع 

اند که در متن حاضر از  یابي توابع هدف به کار گرفته شدهدرون

شود. این توابع شعاعي از هر نوعي  ها خودداري ميتوضیح آن

که باشند همواره داراي مقادیر مثبت بوده و با استفاده از یک یا  

آن منحني  و شکل  تغییرات  نحوه  کنترل  چند ضریب شکل،  ها 

اي  یابي چند جملهشود که تنها تفاوت درونشود. یادآور ميمي

درون تکبا  جایگزیني  شعاعي  با  جملهیابي  الگوریتم  پایه  هاي 

پایه شعاعي   که  است توابع  این جایگزیني آن است  امتیاز مهم   .

یابي با توابع پایه شعاعي( به  در الگوریتم حاصل )الگوریتم درون

گشتاور   ماتریس  شکل،  ضرایب  مقادیر  برخي  از  احتراز  شرط 

وارون عملاً همواره  و  بوده  حل    پذیر  آن  بودن  منفرد  مشکل 

 [.  68] د شو مي

متأ  فوق،  مهم  امتیاز  کنار  توابع  در  تولید  باز  امکان  سفانه 

درون  ندارد. براي  وجود  شعاعي  پایه  توابع  بر  مبتني  یابي 

یابي توابع پیوسته توسط توابع پایه  درون   فرایند اگرچه    بنابراین 

وجود  حیث  این  از  مشکلي  و  است  همگرا  همواره  شعاعي 

مي  باعث  توابع خطي  بازتولید  امکان  فقدان  اما  که  ندارد  شود 

آزمون گذراندن  در  توفیقي  مذکور  استاندارد الگوریتم  هاي 

الگوریتم   در  رفع    اجزايمرسوم  جهت  باشد.  نداشته  محدود 

نقایص محققین تحقیق ] الگوریتم درون 72این  یابي جدیدي [ 

-جمله اند که همزمان توابع پایه شعاعي و تک را تعریف کرده 

مي -هاي خیام  کار  به  پایه  توابع  عنوان  به  را  به  پاسکال  و  برد 

 پردازد. یابي تابع هدف مي درون 
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به درون از جمله روش  که  موفقي  منحني  هاي  برازش  یابي و 

دسته  داده بر  از  مي اي  پراکنده  نقاط  در  متمرکز  پردازد،  هاي 

این روش که  اولین بار در مرجع    .هاي واحد است روش پاره 

معرفي  73]  زیرناحیه شد [  به  را  مطالعه  مورد  محیط  هاي  ، 

مي  تفکیک  محلي  کوچکي  تقریبي  توابع  ایجاد  از  پس  و  کند 

زیرناحیه  این  آن در  پیوستن  هم  به  از  تقریبي  ها،  تابع  یک  ها 

. جزئیات محاسباتي الگوریتم در مرجع  کند کلي استخراج مي 

 در مطالعات   [ هم تبیین شده است. این روش بعداً 75و    74] 

گرفته  77 و  76]  کار  به  مکانیک  مهندسي  مسائل  تحلیل  در   ]

کاربرد   براي  مذکور  تحقیق  دو  محققین  اصلي  انگیزه  شد. 

هاي واحد در علوم مهندسي، رفع ناکارآمدي روش  روش پاره 

است.    اجزاي  بوده  مکانیک  مسائل  برخي  حل  در  محدود 

 [ تحقیق  الگوریتم  77محققین  ساختار  در  مهم  ویژگي  دو   ]

 اند: برشمرده 

قادر   و  بوده  انعطاف  داراي  الگوریتم  ساختار  که  آن  اول 

قضاوت  و  دانش  پاسخ  است  به  نسبت  کاربران  اولیه  هاي 

وارد    مسئله  خود  محاسبات  در  شیوه  کند را  به  ویژگي  این   .

بزرگ درون  است.  مربوط  الگوریتم  محلي  عامل  یابي  ترین 

سازي  یاب، توانایي آن در تقریب موفقیت یک الگوریتم درون 

پاسخ   روش    مسئله معقول  در  این    اجزاي است.  محدود 

چندجمله تقریب  توابع  نگاشت  با  محدوده  سازي  در  اي 

مي المان  ایجاد  حل  ها  از  تحلیلي  دانش  که  مواردي  در  شود. 

محدود    اجزاي هاي  اي ، کاربرد توابعي غیر از چندجمله مسئله 

نزدیک  پاسخ  را  آنها  کاربرد  دهد،  نشان  دقیق  پاسخ  به  تر 

دقیق  مي محلي  ایجاد  را  حل  تري  بیشتر  توفیق  باعث  که  کند 

 شود. عددي مي 

هاي محدود محاسباتي  دومین ویژگي الگوریتم ساخت ناحیه

مي واقع  در  است.  هندسي خاص  نظم  یک  به  تقید  توان بدون 

ایجاد   هندسي  ویژگي  هر  با  را  نواحي  الگوریتم کرداین   .

تر  هاي واحد محیط مورد مطالعه را به تعدادي ناحیه کوچکپاره

پاره از  خاصي  هندسي  تقید  بدون  ساخته  که  محیط  سازي 

ميمي حتي  و  تفکیک شوند  باشند  داشته  همپوشاني  توانند 

قطعه  مي هر  محدوده  در  را  مطالعه  مورد  تابع  سپس  کند. 

بر کردیابي  درون حاکم  تابع  قطعات،  نظیر  توابع  ترکیب  از  و  ه 

 . کندکل دامنه را برآورد مي

روش از  یکي  فوق،  بحث  به  توجه  دقت  با  ارتقاي  هاي 

دیگر الگوریتم کوچک  ایجاد شده است و روش  سازي قطعات 

تقریب توابع  عملکرد  بهبود  بهبود  روش  دو  این  است.  ساز 

شوند. روش  شناخته مي pو  hهاي الگوریتم به ترتیب با نسخه

نسخه عمومي فوق و با    تواند با ترکیبي از دوهاي واحد ميپاره

 گام بردارد.   مسئلهعلم به اثرات اطلاعات اولیه در بهبود حل 

    در محدوده vتابع دلخواه   یابيدرونهدف  فرض کنید که  

بیان  است  که  همانطور  دامنه    شد.  ابتدا  واحد  قطعات  الگوریتم 

کوچک قطعات  به  را  مطالعه  داراي  مورد  است  ممکن  که  تري 

ميهم تفکیک  باشند  هم  دامنه  پوشاني  دیگر،  بیان  به  کند. 

بهیعني    مسئلهمحاسباتي    ،d کوچک با زیرناحیه  که  تر 
iΩ 

 شود به طوري که: شوند تفکیک مينشان داده مي

(72 ) 
d

i

i=1

Ω Ω 

پاره تعداد الگوریتم  شامل  واحد  پیوسته   dهاي  غیرمنفي  تابع 

است که دامنه هرکدام از آنها یکي از نواحي کوچک ایجاد شده  

با    است  را  آنها  و 
iW  مي گونهنشان  به  توابع  این  اي  دهند. 

 هاي زیر باشند:شوند که داراي ویژگي انتخاب مي

(73 ) 
( )i isupp W Ω 

( )
d

i

i=1

Ω : w =1  x x 

ها  حال اگر توابع تقریبي محلي در محدوده هر کدام از زیرناحیه

روش از  یکي  )مثلاًبا  قبلي  وزن  هاي  مربعات  دار خطا( حداقل 

زیرناحیه  محدوده  در  و  باشند  با  iتعیین شده  ام 
iv̂    داده نشان 

 شود: شود، تابع تقریبي کلي به صورت زیر محاسبه مي

(74 ) ( ) ( ) ( )
d

i i

i=1

ˆ ˆv = v Wx x x 

شد بیان  که    همانگونه 
iv̂    محدوده در  هدف  تابع  تقریب 

با  iزیرناحیه  و  زیرناحیه  درون  نقاط  به  توجه  با  که  است  ام 

روش از  تقریب استفاده  ميهاي  تعیین  قبلي  نحوه   شود.سازي 
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 [ آمده است. 75و  74] مراجع تعیین توابع الگوریتم هم در 

پاره  راجعم توابع  از  متعددي  کاربردهاي  را مختلف،  واحد  هاي 

اند. استفاده از این توابع به همراه توابع پایه شعاعي در ارائه کرده

 [ ] 78و    74تحقیق  مرجع  همچنین  است.  شده  گزارش   ]79  ]

با واحد  پاره  روش  از  مورد   ترکیبي  را  محدود  احجام  روش 

روش احجام محدود را در مسیر   مطالعه قرار داده است و عملاً

به  روش هم  دیگري  منابع  است.  داده  قرار  شبکه  بدون  هاي 

اي هاي اصلاح شدهاند و نسخهبررسي و اصلاح روش پرداخته

هاي آن اند که نمونهرا ایجاد و در حل برخي مسائل به کار برده

 اند.[ ارائه شده81و   80در مراجع ] 

 

 های مبتنی بر نمایش پارامتری. روش 4
مي  را  منحني  یک  هندسي  ضمني مدل  صورت  دو  به  و   52توان 

. در فضاي دو بعدي کرد توسط معادلات جبري بیان    53پارامتري 

از  تابع صریحي  به شکل  این بیان مي   yو xمعادله ضمني  شود 

م  مختصاتي لفه ؤ تابع  توسط   yو xهاي  را  منحني  بر  واقع  نقاط 

مي مربوط  هم  به  ضمني  رابطه  پارامتري، یک  بیان  در  اما  کند. 

از   به   yو  xهاي مختصاتي  مؤلفه هرکدام  بر منحني،  نقاط واقع 

شوند. طور مجزا توسط تابع صریحي از یک متغیر مستقل بیان مي 

توان به ترتیب توسط حالت کلي دو بیان ضمني و پارامتري را مي 

   : کرد عبارات اول و دوم رابطه زیر بیان  

(75 ) 
( )f x, y = 0 

( ) ( ) ( )( )u x u , y u a u b  C 
دایره  مثال  عنوان  مبدبه  بر  آن  مرکز  که  یک  شعاع  با   أاي 

 توان توسط معادله ضمني مختصات واقع شده است را مي

(76 ) ( ) 2 2f x, y x + y -1 = 0 
 یا پارامتري 

(77 ) ( )
( )

( )

x u = cosu π
u 0 u

y u = sin u 2


  


C 

 . کردبیان 

فر به  ضمني  تابع  یک  توسط  هم  رویه  یک  مشابه،  طور  م به 

( )f x, y,z 0   کره مي مثال  عنوان  به  شود.  بیان  با  تواند  اي 

مختصات قرار دارد توسط تابع    أشعاع واحد که مرکز آن بر مبد

 شود: ضمني زیر بیان مي

(78 ) ( ) 2 2 2f x, y,z x + y + z -1 = 0 
یک نمایش پارامتري )که البته منحصر به فرد نیست( براي این  

 تواند ارائه شود: کره به صورت زیر مي

(79 ) ( )

( )

( )

( )

x u, v = sin u cos v
0 u π

u, v y u, v = sin usinv
0 v 2π

z u, v = cos u


 

 
 



S 

رویه  پارامتري  معرفي  براي  مستقل  پارامتر  دو  که  کنید  توجه 

 گیرد. مورد استفاده قرار مي

بربرتري   پارامتري  یا  ضمني  بیان  دو  از  دشوار    دیگري  یکي 

. در واقع هر کدام منافع و معایب خاص خود را نسبت به  است 

مدل یک  دارند.  همزمان دیگري  کاربرد  با  موفق  هندسي  سازي 

مي ایجاد  بیان  دو  بیان هر  دو  این  مقایسه  به  ادامه  در  شود. 

 [: 82]   شودميپرداخته 

اي مقید )محدود( به مرزهاي  هاي قطعهها و رویهبیان منحني ❖

با تعیین   هندسي توسط توابع ضمني دشوار است. در حالي که 

مي پارامترها  بازه  منحنيمناسب  رویهتوان  و  قطعهها  را  هاي  اي 

بیان   پارامتري  توابع  یک  کردتوسط  نمایش  دیگر  سوي  از   .

سادگي   به  که  راستي  خط  )مانند  مرز  بدون  نامحدود  هندسه 

معادله ضمني   )توسط  )f x, y ax + by + c = 0 شود( بیان مي

 به صورت پارامتري دشوار است. 

پارامت ❖ دامنه  که  حالتي  ه  باز uر  در  a,b   نمایش باشد، 

)پارامتري  )uC ا طبیعي  حرکتي  مسیر  )ز  یک  )aC  تا( )bC 

مي ضمني ایجاد  نمایش  در  مسیري  چنین  که  حالي  در  کند، 

توان  شود. با وجود این خاصیت به سادگي ميمنحني ایجاد نمي

و   کردتري از نقاط را در امتداد این مسیر تعیین  هاي جزئيبازه

تفکیک   بخش جزئي  به چندین  را  منحني  درباره  کرددر واقع   .

ساده رویه باعث  این خاصیت  روي  ها  المان  شبکه  ایجاد  سازي 

 شود. آنها مي

محاسبات   ❖ برپایه  عملي  کاربردهاي  در  پارامتري  نمایش 

رایج مختلف  اشکال  نمایش  و  ایجاد  براي  و  عددي  تر مؤثرتر 

بیزیر مانند  پارامتري  توابع  از  بسیاري  ضرایب  بي  54است.  -و 
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ویژگي  55اسپلاین هندسي  دربرگیرنده  مهم  این هستندهاي   .

روش ایجاد  به  پیششرایط  و  هاي  اشکال  طرح  در  رو 

هاي هندسي مناسب منجر  هاي عددي پایدار با ویژگيالگوریتم

 شود. مي

پیچیدگي بسیاري از اعمال هندسي و محاسباتي به شدت به  ❖

روش بیان و نمایش منحني بستگي دارد. جهت مشخص شدن 

 :کنیدموضوع به دو حالت زیر توجه  

کاربرد  با  رویه  یا  منحني  یک  روي  نقطه  یک  محاسبه  و  تعیین 

ریشه  محاسبه  نیازمند  و  بوده  دشوار  ضمني  صفر نمایش  هاي 

به  پارامتري  نمایش  کاربرد  با  که  آن  حال  است.  ضمني  معادله 

. کردسادگي مي توان نقاط مختلفي را روي منحني یا رویه تعیین  

نقطه خاصي روي منحني  این که  بررسي  به طور معکوس براي 

 تري دارد.)رویه( قرار دارد یا نه، نمایش ضمني کاربرد ساده 

هاي ضمني و پارامتري توابع و  مطالعه بیشتر درباره نمایش  براي

آنها  ویژگي بخش اندآمده[  85-83]   راجعمدر  هاي  این  در   .

مدل  منحصراً مدرباره  بحث  پارامتري  نمایش  و    شوديهاي 

پراکنده  نقطه  برتعدادي  شده  برازش  منحني  پارامتري  معادله 

 . شودميتعیین 

توابع  دلخواه  انتخاب  با  که  است  واضح 

)مختصاتي )x u،( )y uو( )z u از مي مختلفي  انواع  توان 

ک منحني ایجاد  را  هندسي  هم  ردهاي  موانعي  عمل  در  هرچند   .

ها را در سیستم  وجود دارند که دسترسي به برخي انواع منحني

ميمدل  ناممکن  شده  گرفته  کار  به  شرایط  سازي  بهترین  سازد. 

 که گردد به نحوي  آن است که توابع محدود  مسئلهحل 

 هاي مورد نظر را داشته باشندتوانایي نمایش دقیق منحني  -الف

عین حال ساده قابل    و در مؤثردر حالت کلي به طور دقیق،   -ب

 پردازش عددي و کامپیوتري باشند

 محاسبه تابع و مشتقات آن ساده باشند  -ج

گرد  -د خطاي  و  اعشار  ارقام  به  نسبت  توابع  عددي  پردازش 

 کردن حساسیت شدید نداشته باشد

ذخیره  به  -ه براي  حافظه  از  کمي  نیاز  حجم  پردازش  و  سازي 

 داشته باشند.

ها هستند. اگرچه اي یکي از انواع رایج چنین توابعي، چند جمله 

دقیق  نمایش  قابلیت  اما  هستند  آخر  شرط  دو  واجد  توابع  این 

منحني  از  چنین برخي  است  بدیهي  ندارند.  را  مهم  هاي 

جمله منحني  چند  توابع  توسط  باید  تقریب هایي  شوند. اي  سازي 

این  توابع چند جا  در  اساس  بر  که  رایج  الگوریتم  بیان جمله دو  اي 

منحنيمي  پارامتري  توابع  و  مي شوند  تعیین  را  بررسي ها  را  کنند 

تواني گردد مي  پایه  روش  ترتیب  به  دو  این  بیزیر   56.  روش  و 

هستند. اگر چه این دو روش از نظر ریاضي معادل هم هستند اما 

نمایش  براي  چشمگیر  طور  به  بیزیر  الگوریتم  که  دید  خواهیم 

 تر است.مؤثر اشکال در کامپیوتر سازگارتر و 

 

 ها نماش پایه توانی منحنی -1-4

مختصات که  صورتي  nدر  سه 1+ فضاي  در  بعدي  نقطه 

مي باشد،  شده  با مشخص  تواني  پایه  داراي  منحني  یک  توانیم 

برازش    nمرتبه آنها  بر  منحني  این    پارامتريبیان  .  گرددرا 

 : عبارت است از

(80 ) 
( )

( ) ( ) ( )( )
n

i

i

i=0

u

x u , y u ,z u = u 0 u 1



 

C

a
 

که در آن
ia  بردار مختصات نقطهi ام است. یعني 

(81 ) ( )i i i i= x , y ,za 
( عبارت  مي80بنابراین  را  زیر  (  یافته  بسط  صورت  به  توان 

 : کردبازنویسي  

(82 ) ( )

( )

( )

( )

n
i

i

i=0

n
i

i

i=0

n
i

i

i=0

x u = x u

u y u = y u 0 u 1

z u = z u






  











C 

 این عبارت به صورت ماتریسي زیر هم قابل بیان است

(83 ) ( )  0 1 n

n

1

u
u 0 u 1

u

 
 
   
 
 
 

C a a a 

مشتق  iبا  )مرتبه  معادله  طرفین  از  معادله 80گیري  حل  و   )

 حاصل خواهیم داشت: 
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(84 ) 
( ) ( )i

u=0

i

u
=

i!

C
a 

آ در  )ن  که  ) ( )i

u=0uC   مرتبه برداري iمشتق  )تابع  )uC 

uدر = n.  است  0 شوند و  توابع پایه نامیده مي  iuتابع 1+
ia 

 ضرایب نمایش پایه تواني هستند.

یک  داشتن  با  و  منحني  پارامتري  معادله  شدن  معلوم  با 
0u 

)مشخص، مختصات نظیر آن از منحني پایه تواني یعني  )0uC 

و مطلوب با کاربرد الگوریتم ریاضي موسوم به   مؤثربه صورت  

 شود: [ به صورت زیر محاسبه مي82]  57هرنر

(85 ) 

( )0 1 0 0u u +C a a  
( ) ( )0 2 0 1 0 0u u + u +C a a a  

( )

( )( )
0

3 0 2 0 1 0 0

u

u + u + u +

C

a a a a
 

( )

( )( )( )
0

4 0 3 0 2 0 1 0 0

u

u + u + u + u +

C

a a a a a
 

 1:مرتبه 

 2:مرتبه 

 3:مرتبه 

 

 4: مرتبه  

هاي  جهت ایجاد درک بهتر از روابط و توضیحات فوق به نمونه

 :کنیدزیر توجه 

 

 نمونه اول:

nدر صورتي که   باشد 1=

( ) 0 1u + u 0 u 1  C a a 

مي نشان  را  مستقیمي  خط  نقطهپاره  دو  بین  که  دهد 
0a  و

0 1+a a    واقع است. در این حالت مشتق اول تابع ثابت بوده و

)دهد امتداد پاره خط را نشان مي )( )1

1u C a. 

 نمونه دوم:

nدر صورتي که   =  باشد 2

( ) 2

0 1 2u + u + u 0 u 1  C a a a 
نقطه   دو  بین  سهمي  قوس  یک  کلي  حالت  در 

0a   و

0 1 2+ +a a a   در یک صفحه قوس سهمي همواره  بود.  خواهد 

 گیرد. خاص قرار مي 

 با بسط تابع پایه تواني به دست آمده به صورت 
2

0 1 2x = x + x u + x u 
2

0 1 2y = y + y u + y u 

پارامتر حذف  با  سپس  به   uو  دومي  درجه  ضمني  تابع  همان 

 دهد.آید که هندسه سهمي را نشان ميدست مي

 نمونه سوم: 

nدر صورتي که  =  باشد 3

( ) 2 3

0 1 2 3u + u + u + u 0 u 1  C a a a a 

مي نشان  را  کلي  منحني  یک  حاصل  سوم  درجه  که  تابع  دهد 

تواند به طور کامل در فضاي سه بعدي تابیده باشد و هرگز  مي

مي منحني  این  نگیرد.  قرار  صفحه  یک  نقطه در  داراي  تواند 

عطف یا نقطه انتقالي تیزگوشه یا حتي حلقه بسته  باشد. منحني  

مي  ایجاد  زماني  نقطه  تابدار  چهار  که  شود 
0a،1a  ،

2a و
3a 

   همگي در یک صفحه نباشند.

گرفته    اي در نظراي نقطه نقطه عطف در یک منحني صفحه 

اولاً مي  که  باشد   شود  هموار  آن  در  بحث  مورد  منحني 

ثانیاً نباشد( و  از   )تیزگوشه  بر منحني در محل آن  خط مماس 

در  تغییر  دهنده  نشان  تعریف  این  کند.  عبور  منحني  درون 

دوم  مشتق  یا  عطف  نقطه  محل  در  است.  منحني  تقعر  جهت 

تابع صفر است و یا بردارهاي مشتق اول و دوم با هم موازي 

 هستند.

شرط لازم )و نه کافي( براي تیزي در یک نقطه آن است که 

تیز   نقطه  محل  در  یعني  باشد.  صفر  آن  محل  در  اول  مشتق 

است. صفر  کاملاً سرعت  هم  حلقه  وجود  ریاضي   قواعد 

 اند.[ مورد بررسي قرار گرفته86]   مرجعمشخص هستند و در 

 

 منحنی بي یر -2-4

پایه  الگوریتم  دو  هر  که  آنجا  چند  از  از  بیزیر  و  تواني  هاي 

مي اي جمله  استفاده  مختصات  توابع  بیان  در  نظر  ها  از  کنند، 

بیان دیگر  خانواده و معادل محسوب مي ریاضي هم  به  شوند. 

هر منحني که توسط یکي از این دو الگوریتم قابل بیان باشد،  

مي  هم  دیگري  الگوریتم  توسط  حال  این  با  شود.  بیان  تواند 

کلي  حالت  پایه بیزیر  روش  از  توجه  تري  است.  تواني  هاي 

نسبتاً  بیزیر  الگوریتم  درباره  ما  بحث  که  است    کنید  خلاصه 

 [87-90 .] 

 [: 82]  هاي تواني داراي معایب زیر است الگوریتم پایه
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ناتوان    -الف تا حدودي  منحني  با شکل  مواجهه  در  این روش 

است. در واقع ضرایب
ia  که مختصات چند نقطه خاص را در ،

ارائه   منحني  شکل  به  نسبت  محدودي  هندسي  بینش  دارند  بر 

 کنند. مي

جملهالگوریتم  -ب چند  اجرایي  بیشتر  ايهاي  تواني  پایه  هاي 

هندس ماهیت  تا  دارند  جبري  هرنر(، ي  ماهیت  الگوریتم  )مانند 

 شود. ارتباط فکري بین هندسه منحني و تابع برقرار نمي بنابراین

ضعیف هستند. به    هاي پایه تواني از نظر عددي کاملاًروش  -ج

عنوان مثال در صورتي که ضرایب تابع تغییرات شدیدي از نظر  

محاسباتي هرنر وابسته به ارقام اعشار   فرایندبزرگي داشته باشند  

 [. 91و نحوه گرد کردن خواهد بود ] 

منحني  شد.  ابداع  نقایص  این  درمان  انگیزه  با  بیزیر  الگوریتم 

 شود: ام بیزیر توسط معادله زیر بیان ميnمرتبه 

(86 ) 
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
n

i,n i

i=0

u

x u , y u , z u = B u 0 u 1



 

C

P
 

پایه   )توابع  )
i,n

B u  جمله مرتبه ايچند  کلاسیک  ام  nهاي 

آن قدمت  چه  اگر  که  هستند  سال  برنشتین  به  باز   1912ها 

 اند:[ به صورت زیر تبیین شده92]   مرجعدر  دگردمي

(87 ) ( )
( )

( )
n-ii

i,n

n!
B u = u 1- u

i! n - i !
 

الگوریتم   هندسي  )ضرایب  )iP    منحني مسیر  نقاط  مختصات 

اصطلاحاً که  هستند  مي  هدف  نامیده  کنترل    براي شوند.  نقاط 

هاي محاسباتي زیر توجه  درک بهتر الگوریتم ارائه شده به نمونه

 د: کنی

 نمونه اول:

nدر صورتي که   ( خواهیم داشت87باشد با کاربرد معادله ) 1=

( )0,1B = 1- u 

1,1B = u 
جایگذاري توابع پایه فوق در تابع بیزیر ارائه شده توسط عبارت  

 دهد ( معادله پارامتري زیر را نتیجه مي86)

( ) ( ) 0 1u 1- u + uC P P 

دو   بین  که  است  راستي  خط  دهنده  نشان  آمده  دست  به  تابع 

نقطه  
0P  و

1P .قرار دارد 

 نمونه دوم:

و   باشد  داشته  وجود  کنترل  نقطه  سه  که  صورتي  nدر  = 2 

( روابط  کاربرد  با  شود  )86اختیار  و  به  87(  بیزیر  منحني   )

 آید:صورت زیر به دست مي

( ) ( ) ( )
2 2

0 1 2u 1- u + 2u 1- u + uC P P P 
نقاط بین  که  است  سهمي  قوس  یک  حاصل  معادله 

0P    تا
2P 

 هاي زیر استقرار دارد و داراي ویژگي

کنترل    -الف نقاط  آن  رئوس  که  ضلعي  چند 
iP   چند باشند 

شود و این چند ضلعي شکل منحني را  ضلعي کنترل نامیده مي 

 زند.به خوبي تقریب مي

 کنند: نقاط کنترل ابتدا و انتها در تابع ارائه شده صدق مي -ب

( )0 = 0P C 

( )2 = 1P C 
ترتیب   -ج به  آن  انتهاي  دو  در  منحني  بر  مماس  امتدادهاي 

موازي با بردارهاي  
1 0-P P  و

2 1-P P .هستند 

منحني در مثلث   -د
0 1 2P PP   .محصور )محاط( است 

 نمونه سوم: 

که   صورتي  nدر  = 3 ( روابط  کاربرد  با  )86باشد  و   )87 )

 خواهیم داشت

( )

( ) ( ) ( )
3 2 2 3

0 1 2 3

u

1- u + 3u 1- u + 3u 1- u + u

C

P P P P
 

 شوند:هاي این تابع هم به صورت زیر بیان ميویژگي

تقریب    -الف خوبي  به  را  منحني  شکل  کنترل  ضلعي  چند 

 زند. مي

 کنند: نقاط کنترل ابتدا و انتها در تابع ارائه شده صدق مي -ب

( )0 = 0P C 

( )3 = 1P C 
ترتیب   -ج به  آن  انتهاي  دو  در  منحني  بر  مماس  امتدادهاي 

موازي با   
1 0-P P   و

3 2-P P  .هستند 

: منحني در ناحیه محدب حاصل 58خصوصیت ناحیه محدب  -د

 از تعریف نقاط کنترل محاط است.

محدود   -ه  حرکت  از  59خصوصیت  بیش  راستي  خط  هیچ   :
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مي  قطع  را  کنترل  ضلعي  چند  که  دفعاتي  منحني  تعداد  کند، 

نمي  قطع  را  شده  سه ایجاد  حالت  )در  هیچ  کند.  بعدي 

اي بیش از تعداد دفعاتي که چند وجهي کنترل را قطع  صفحه 

کند(. این خاصیت نشان  کند، رویه ایجاد شده را قطع نمي مي 

چند  مي  اندک  فاصله  با  و  خوبي  به  بیزیر  منحني  که  دهد 

مي  تعقیب  را  کنترل  کنترل  ضلعي  از چند ضلعي  بیش  کند و 

 شود. دچار چرخش نمي 

مح  -و در  یعني  ابتدا  uل  در  = معاد 0 امتدادي  در  ل  منحني 

0 1 2P P P  ل  کند و در انتها یعني در محدوران ميu = چرخش  1

ل منحني در امتدادي معاد
1 2 3PP P  .است 

تواند باعث وجود حلقه در چندضلعي کنترل در شرایطي مي  -ز

به   منجر  هم  شرایطي  در  و  شود  بیزیر  منحني  در  حلقه  ایجاد 

 شود.  ایجاد حلقه در منحني نمي

ایجاد  در صورتي که مراتب بالاتري از منحني هاي بیزیر را هم 

آن ساختار  در  فوق  شرایط  ميکنیم،  ملاحظه  هر  ها  در  شود. 

الگوریتم برازش منحني، خصوصیات منحني یا رویه ایجاد شده  

آن هندسي  خصوصیات  و  الگوریتم  پایه  توابع  انتخاب  ها به 

هاي زیر  بستگي دارد. در الگوریتم بیزیر این توابع داراي ویژگي

 هستند:

 نامنفي بودن:  -الف

(88 ) ( ) ( ) ( )( )i,nB u 0 i & n & u 0 u 1      

 

 قسمتي از واحد بودن:  -ب

(89 ) ( ) ( )( )
n

i,n

i=0

B u = 1 n & u 0 u 1    

 مقدار واحد در شرایط زیر:  -ج

(90 ) ( ) ( )0,n n,nB 0 = B 1 = 1 n 

)تابع    -د )i,nB u   تنها در یک نقطه از دامنه خود حداکثر خواهد

iبود. مختصات این نقطه 
u =

n
 است. 

 :60خاصیت تقارن-ه

)هاي  اي، مجموعه چند جملهnبراي هر مقدار دلخواه   )i,nB u 

1نسبت به نقطه 
u =

2
 تقارن هستند.م 

 :61رابطه بازگشتي -و

مرتبه   توابع  است،  بازگشتي  رابطه  به  موسوم  که  زیر  عبارت 

 د: کنبالاتر را با توجه به توابع مرتبه پایین محاسبه مي

(91 ) ( ) ( ) ( ) ( )i,n i,n-1 i-1,n-1B u = 1- u B u + uB u 

غیرمعمول   حالات  در  که  کنید  iتوجه  < iیا   0 > n  در که 

مي رخ  بازگشتي  عبارت  کاربرد  بیزیر  خلال  تابع  مقدار  دهند، 

 شود. برابر صفر جایگزین مي

مشتق اول توابع پایه الگوریتم بیزیر به صورت زیر محاسبه    -ز

 شوند:مي

(92 ) ( )
( )

( ) ( )( )i,n

i,n i-1,n-1 i,n-1

dB u
B u = = n B u - B u

du
 

مقدار صفر   زیر  نامتعارف  در شرایط  که  توجه داشت  باید  البته 

 شود: جایگزین پارامترها مي

( ) ( )-1,n-1 n,n-1B u = B u = 0 
(  87جهت استفاده از رابطه بازگشتي، ابتدا با استفاده از معادله )

 خواهیم داشت: 

( )0,0B u = 1 

( سایر توابع به صورت زیر  91در ادامه با کاربرد رابطه بازگشتي) 

 آیند: به دست مي

( ) ( ) ( ) ( )

( )

0,1 -1,0 0,0B u = uB u + 1- u B u

= u×0 + 1- u ×1 = 1- u
 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1,1 0,0 1,0B u = uB u + 1- u B u

= u×1+ 1- u ×0 = u
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0,2 -1,1 0,1

2

B u = uB u + 1- u B u

= u×0 + 1- u × 1- u = 1- u
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1,2 0,1 1,1B u = uB u + 1- u B u

= u× 1- u + 1- u ×u = 2u 1- u
 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2,2 1,1 2,1

2

B u = uB u + 1- u B u

= u×u + 1- u ×0 = u
 

بازگشتي ساده91)  عبارت  الگوریتم  مي(  ارائه  را  که  اي  کند 

اي برنشتین را به  توان به وسیله آن مقادیر جملات چند جملهمي

پارامتر از  مشخصي  مقدار  این  کردمحاسبه   uازاي  اصول   .

مي را  کار  الگوریتم  به  به سادگي  کامپیوتري  برنامه  با یک  توان 

برد. مسیر محاسبه  
1,3B ( نشان داده شده است. 3در شکل  ) 

( رابطه  بردن  کار  به  مي92با  به سادگي  هم  کلي  (  عبارتي  توان 
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ارائه   بیزیر  منحني  مشتق  )کردبراي  رابطه  مطابق  منحني  86.   )

 : شدبیزیر به صورت زیر بیان 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
n

i,n i

i=0

u x u , y u ,z u = B u 0 u 1  C P 

 گیري از تابع فوق خواهیم داشت: با مشتق

( ) ( ) ( )
n n

i,n i i,n i

i=0 i=0

u B u = B u
 

   
 
 C P P 

 

 : کند( عبارت فوق را به صورت زیر بیان مي92اعمال رابطه )

( ) ( ) ( )( )
n

i-1,n-1 i,n-1 i

i=0

u = n B u - B u C P 

 سازي مجموعه فوق خواهیم داشت: در نهایت با بسط و ساده

 

(93 ) ( ) ( )( )
n-1

i,n-1 i+1 i

i=0

u = n B u - C P P 

 

مشتق به  با  بیزیر  تابع  دوم  مشتق  فوق  عبارت  از  مجدد  گیري 

 شود: صورت زیر حاصل مي

 

(94 ) ( ) ( ) ( )( )
n-2

i,n-2 i+2 i+1 i

i=0

u = n n -1 B u - 2 + C P P P 

 

توان مشتقات یک تابع بیزیر  ( مي94( و )93)ط با استفاده از رواب 

 را در نقاط مرزي به صورت زیر به دست آورد

( ) ( )1 00 = n -C P P 

( ) ( )( )0 1 20 = n n -1 - 2 +C P P P 

( ) ( )n n-11 = n -C P P 

( ) ( )( )n n-1 n-21 = n n -1 - 2 +C P P P 
 

 شود که: مطابق عبارات فوق ملاحظه مي

مرتبه  ❖ بیزیر  منحني  یک  با  nمشتق  بیزیر  منحني  یک  ام 

nمرتبه  است.  1-

)به   عبارات حاصل براي مشتقات در دو انتها متقارن هستند. ❖

 دلیل تقارن توابع پایه( 

مرتبه   ❖ به kمشتق  فقط  انتهایي  نقاط  از  هریک  در  kام  +1 

 نقطه از نقاط کنترل در آن نقطه بستگي دارد.

 

این   نظیر  تابع  بگیرید.  نظر  در  را  دوم  مرتبه  بیزیر  منحني  یک 

 منحني به صورت زیر قابل بیان است: 

( ) ( )
2

i,n i

i=0

n = 2        u B u C P 

 با بسط عبارت فوق خواهیم داشت

( ) ( ) ( )
2 2

0 1 2u 1- u + 2u 1- u + uC P P P 
 : کردتوان به صورت زیر بازنویسي عبارت فوق را مي

( )

( ) ( ) ( )0 1 1 2

u

1- u 1- u + u + u 1- u + u



      

C

P P P P
 

مي ملاحظه  فوق  عبارت  در  دقت  درون  با  عبارات  که  شود 

ميکروشه بنابراین  هستند.  درجه یک  بیزیر  توابع  گفت  ها  توان 

یابي خطي دو تابع بیزیر مرتبه  که تابع بیزیر مرتبه دوم از درون

مي حاصل  رويیک  نقطه  هر  کلي  حالت  در  )شود.  )uC  با

 آید. یابي خطي به دست ميکاربرد سه درون

 به عنوان مثال نقطه
0u = u   را در نظر بگیرید. در مرحله اول، با

هاي مرتبه اول نقاطي را بین هر دو نقطه کنترل  یابکاربرد درون

 .شودمجاور هم تعیین مي

( )1,0 0 11- u + uP P P 

( )1,1 1 21- u + uP P P 
درون با  هم  باز  دوم  مرحله  در  یک،  سپس  مرتبه  نقاط یابي 

جدیدي را بین نقاط مجاور حاصل شده در مرحله قبل محاسبه  

 : شودمي

( )2,0 1,0 1,11- u + uP P P 
در این حالت چون تنها سه نقطه کنترل وجود داشت، در مرحله  

شود که همان نقطه نظیر  دوم فقط یک نقطه حاصل مي
0u = u 

 روي منحني بیزیر است یعني: 

( )0 2,0u C P 
مراحل  بودند،  بیشتر  اولیه  کنترل  نقاط  اگر  که  است  بدیهي 

یافتند تا در نهایت  محاسباتي فوق همانند آنچه بیان شد ادامه مي
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نحوه محاسبه   -3شکل 

1.3B  توسط رابطه بازگشتی 
 

وجو با  شود.  حاصل  نقطه  nد  یک  اولیه،  1+ کنترل   nنقطه 

مي ایجاد  محاسباتي  منحني  مرحله  روي  نظر  مورد  نقطه  و  شد 

مرتبه  با  مي nبیزیر  مرحله  قرار  زیر  کلي  رابطه  ام jگرفت. 

 دهد: محاسبات را نشان مي

(95 ) ( )j,m j-1,m-1 j-1,m1- u + u

j = 1, ,n m = 1, ,n +1- j

P P P
 

هاي  هاي بیزیر و پایه در انتهاي این فصل به مقایسه الگوریتم 

مي  از  تواني  بیزیر  الگوریتم  که  است  واضح  بسیار  پردازیم. 

 ( روابط  است.  برخوردار  قویتري  هندسي  ) 93مبناي  و   )94  )

مي  بیان  را  بیزیر  توابع  مشتقات  استقرار  که  همراه  به  کنند 

کاربردهاي   مستعد  را  الگوریتم  محدب،  سطح  در  منحني 

منحني  طرح  در  مي وسیع  ابزار   د. کن ها  کنترل  نقاط 

پایه  روش  به  نسبت  را  طرح  قدرتمندتري  براي  تواني  هاي 

مي  قرار  طراح  اختیار  در  منحني  علاوه  شکل  به  دهند. 

الگوریتم بازگشتي نسبت به روش هرنر حساسیت کمتري به  

الگوریتم   که  این  گرفتن  نظر  در  با  دارد.  عددي  خطاهاي 

واقع در  یابي بازگشتي تکرار ساده درون  نقاط  بین  هاي خطي 

درک   سادگي  به  فوق  مطالب  است  منحني  همسایگي 

شوند. شاید تنها ایراد الگوریتم بیزیر این باشد که ارزیابي  مي 

 و تطبیق یک نقطه خاص با منحني دشوار است. 

 

 اسپلاین 62یابی قطعه محوردرون -4-3

بر واحد  منحني  یک  n  برازش  هندسي   1+ نقطه 

 0 1 n, , ,P P P  گونه با  به  کند  عبور  نقاط  این  همه  از  که  اي 

توجه به تعداد نقاط موجود، منجر به ایجاد توابع جبري با مرتبه  

مي  بزرگ  آنتواني  کاربرد  که  در  شود  محاسبات  فرایندها  هاي 

ها عبور عددي دشوار است. نقاطي که منحني برازش شده از آن

نامیده ميمي کنترل  نقاط  رفع مشکل مذکور و    برايشوند.  کند 

استفاده   محور  قطعه  توابع  از  شده  برازش  تابع  درجه  کاهش 

این  مي به  فرایندشود.  را  منحني  برازش  براي  نظر  مورد  دامنه   ،

تر که شامل تعداد کمتري از نقاط است چندین قسمت کوچک

این قطعات، یک منحني عبور  تفکیک مي از  بر هر کدام  کند و 

ها مقدار تابع را دهد و در نهایت از ترکیب توابع این منحنيمي

[. از این پس به هر کدام  82کند ] دلخواه برآورد ميدر هر نقطه  

اي و به دامنه  هاي برازش شده یک منحني قطعهاز جزء منحني

آن از  کدام  ميهر  قطعه  یک  نقاط ندگویها  به  هندسي  نظر  از   .

قطع نقاط  دامنه،  قطعات  از  کدام  هر  انتهاي  دو  در    63واقع 

مشخص مي را  قطعه  هر  محدوده  واقع  در  قطع  نقاط  گویند. 

از هم مي کنترل مستقل  نقاط  نقاط قطع و  کنند. در حالت کلي 

قطعه توابع  و  لزوماًهستند  شده  برازش  قطع   اي  نقاط  از 

معمولاًنمي صفر،  مرتبه  پیوستگي  ایجاد  جهت  اما  در   گذرند. 

مي گرفته  نظر  در  کنترل  نقطه  هم  قطع  نقاط  هر محل  به  شود. 
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توانند نقش توابع پایه  اي مشخص شوند، ميحال اگر توابع قطعه

به  را  هدف  تابع  و  کنند  ایفا  محدود  سري  نمایش  یک  در  را 

 د:  کننصورت زیر ارزیابي 

(96 ) ( ) ( )
n

i i

i=0

u f uC P 

روش  جمله  )از  رابطه  پایه  توابع  که  راحتي  96هایي  به  را   )

تغییر  96کند روش اسپلاین است. رابطه )معرفي مي اندکي  با   )

 شود: توسط الگوریتم اسپلاین به صورت زیر بیان مي

(97 ) ( ) ( )
n

i,P i

i=0

u N uC P 

رابطه  این  در 
i,PN   مرتبه پایه  و   Pتوابع  بوده  اسپلاین 

iP   هم

 دهد.نقاط کنترل را نشان مي

هر   گذراندن  ضمن  اسپلاین  الگوریتم  پایه،  توابع  تعیین  براي 

اي از نقاط دامنه نظیر خود، مقادیر مشتقات کدام از توابع قطعه

قطعه تابع  قرار  دو  برابر  مشترک  قطع  نقطه  در  را  مجاور  اي 

یاب  توان پیوستگي تابع دروندهد. با انجام چنین عملیاتي ميمي

تضمین   دلخواهي  مرتبه  هر  تا  پایه  کردرا  توابع  بیان  براي   .

هاي مختلفي وجود دارد  ها روشهاي آناسپلاین و بیان ویژگي

مي آن جمله  از  تفاضلکه  الگوریتم  به  تقسیم شدهتوان  ،  64هاي 

توانيسري شکوفایي93]   65هاي  روش  فرمول  94]   66[،  و   ]

اشاره  96و  95]   67بازگشتي به  کرد [  توجه  با  حاضر  متن  در   .

 شود. سادگي کاربرد رابطه بازگشتي به اختصار آن را بررسي مي

ترتیب iدر صورتي که قطعه به  آن  نقاط قطع  ام که 
iu    و

i+1u 

، تابع مرتبه صفر نظیر این قطعه به رفته شودهستند را در نظر گ 

 شود: صورت زیر تعریف مي

(98 ) ( ) i i+1

i,0

1 u u < u
N u =

0 otherwise





 

و با معلوم شدن آن، عبارت زیر توابع پایه مراتب بالاتر را ایجاد 

 کند:مي

(99 ) 
( )

( ) ( )

i,p

i i+P+1
i,p-1 i+1,p-1

i+P i i+P+1 i+1

N u =

u - u u - u
N u + N u

u - u u - u

 

از رابطه  پایه مرتبه صفر  تابع  با معلوم بودن  مطابق روابط فوق 

(  99(، توابع مراتب بالاتر به ترتیب با کاربرد متوالي رابطه )98)

  شود که تابع پایه مرتبه صفر عملاً آیند. ملاحظه ميبه دست مي

پله  تابع  سایر  یک  در  و  واحد  برابر  دامنه خود  در  که  است  اي 

از حوزه بالاتر  مرتبه  پایه  توابع  همچنین  است.  صفر  برابر  ها 

قطعه   و  بحث  مورد  قطعه  در  قبل  مرتبه  پایه  تابع  دو  ترکیب 

آید. به هر حال با معلوم بودن نقاط حوزه مجاور آن به دست مي

درون براي  لازم  مرتبه  ميو  راحتي  به  را  یابي  پایه  توابع  توان 

با عبارت  کردایجاد   که در صورت مواجهه  به ذکر است  . لازم 

0ي  معنبي

0
تابع پایه ایجاد شده  شود.  آن را برابر صفر منظور مي  

که بر اساس مشخصات یک قطعه خاص تعیین شده است، در  

فاصله درون توابع  محدوده کل  است. محاسبه  کاربرد  قابل  یابي 

توان  ( مي4را با استفاده از مثلث بدون راس شکل ) Pپایه مرتبه 

 انجام داد. 

 

 گيرینتيجه  -5
هاي  یابي توابع جبري به عنوان بخشي از الگوریتمنیاز به درون

پایه   و  مهندسي  محققین علوم  دیفرانسیل،  معادلات  حل عددي 

گذشته از  تا  داشت  آن  بر  بر  را  را  وسیعي  تحقیقات  دور  هاي 

ریزي کنند که به شرح  یابي برنامههاي درونابداع و توسعه روش

آننمونه از  شد.هایي  پرداخته  مقاله  این  در  ابداع    ها  مسیر  در 

هاي محاسباتي،  آلیاب، حرکت به سوي ایدههاي درونالگوریتم

 هدف اصلي محققین بوده است. استقلال از آرایش نقاط و نحوه 

آن زیرناحیهپراکندگي  در  اصليها  از  محاسباتي  ین  ترهاي 

درون شاخصه الگوریتم  یک  بسیاري  هاي  در  است.  موفق  یابي 

پایه از  که  زماني  ویژه  به  و  چند جملهموارد  آرایش  هاي  و  اي 

ها  ناحیهشود، تعداد نقاط واقع در زیرمنظمي از نقاط استفاده مي

شاخص   این  بر  تعیین  تأثیرهم  شرایطي  چنین  در  است.  گذار 

زیرناحیه درون  نقاط  تعداد  حداقل  براي  ضروري  شاخصي  ها 

ناحیه زیر  بودن  کوچک  که  است  ذکر  به  لازم  هاي  است. 

نامیده مي که شرط فشردگي  از معیارهاي محاسباتي     شود، خود 
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 مثلث بدون راس برای محاسبه توابع پایه اسپلاین  -4شکل 

 

در برخي موارد در تقابل با   یاب مناسب است که عملاًیک درون

مي قرار  فوق  دیگر    پرهیزگیرد  شرایط  عددي  ناپایداري  از 

روش ساختار  در  مهم  درونشاخصه  ناپایداري  هاي  است.  یابي 

ایجاد   با  الگوریتم  نتایج  شدید  تغییرات  صورت  به  عددي 

زیرناحیه هندسه  در  مختصري  در    افتدمياتفاق  ها  تغییرات  و 

شود.  بدترین شرایط منجر به عدم توفیق و واگرایي الگوریتم مي 

پایه، چرخش دستگاه مختصات و تغییر ماهیت چند جمله هاي 

سازي، از راهکارهاي غلبه بر این معضل  هاي مثلثيکاربرد روش

 محاسباتي است. 

از   الگوریتم  نتایج  استقلال  و  عددي  پایداري  ایجاد  از  پس 

توانند سازگاري و پیوستگي نتایج  آرایش نقاط، اهداف بعدي مي

الگوریتم قابلیت همگرایي به   الگوریتم باشند. بدین معني که اولاً

خاصي  مرتبه  تا  را  هدف  توابع  بازتولید  شرایط  و  دقیق  نتایج 

تابع و مشتقات آن تا مرتبه مورد نظر پیوسته    داشته باشد و ثانیاً

باشند. ایجاد این دو هدف با دقت در جزئیات الگوریتم و ایجاد 

براي   زیرناحیهتأثیرشرایطي  تغییرات  تدریجي  و  آرام  ها  گذاري 

مي محاسبات  الگوریتمبر  از  بسیاري  در  محقق شود.  هاي  تواند 

یابي توابع وزن چنین شرایطي را بر فضاي الگوریتم حاکم درون

 .کندمي

وجود شرایط دلتاي کرونیکر، نقطه جذاب دیگري است که  

توانایي محاسباتي الگوریتم را به ویژه در برابر مرزهاي ضروري  

مي تقویت  در  محیط  ضروري  مرزي  شرایط  اعمال  کند. 

درونالگوریتم که  دیفرانسیلي  معادلات  حل  آنها  یابهاي  هاي 

که   صورتي  در  اما  است.  آسان  بسیار  هستند  شرط  این  واجد 

اعمال   براي  نباشد  کرونیکر  دلتاي  خصوصیات  واجد  الگوریتم 

الگوریتم به  ضروري  مرزي  روش  شرایط  مانند  دیگري  هاي 

نیاز خواهد بود که باعث    69یا ضرایب لاگرانژ  68ضرایب جریمه

 شود. طولاني و پیچیده شدن روند حل معادلات دیفرانسیل مي

سادگي   فوق  محاسباتي  مطلوب  شرایط  تمامي  کنار  در 

دیگر خصیصه الگوریتم  و رواني محاسبات  که  کاربرد  اي است 

هاي پیچیده اگرچه واجد  توان از آن چشم پوشید. الگوریتمنمي

ریزي و  تمامي شرایط مطلوب فوق باشند به دلیل دشواري برنامه

محاسبات هزینه انجام  براي  زیاد  زمان  محاسباتي و صرف  هاي 

مورد اقبال عموم   فاقد قابلیت کاربرد عملي خواهند بود و عملاً

 گیرند.هم قرار نمي

درون الگوریتم  یک  ابداع  که  است  واجد واضح  که  یابي 

هاي فوق باشد اگر غیرممکن نباشد بسیار دشوار  تمامي شاخصه

وقفه، هاي بيهدف اصلي محققین از انجام تلاش  بنابرایناست.  

درون الگوریتم  یک  مهمابداع  که  است  بهینه  شرایط  یاب  ترین 

لازم را به طور کامل محقق کند و تا حدود زیادي به شرایط کم  
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 نامهواژه
1. Interpolation 

2. Approximation 

3. Meshless 

4. Stable 

5. Instability 

6. Reproduce 

7. Subdomain 

8. Continuity 

9. Consistency 

10. compact subdomain 

11. banded system matrix 

12. essential boundary conditions 

13. finite integral representation 

methods 

14. smoothed particle hydrodynamics 

15. reproducing kernel particle 

method 

16. finite series representation 

methods 

17. least square method 

18. weighted least square method 

19. moving least square method 

20. point interpolation methods 

21. polynomial point interpolation 

method 

22. radial point interpolation methods 

23. partition of unity methods 

24. parametric representation methods 

25. local domains 

26. smoothing domains 

27. influence domains 

28. weight functions 

29. finite element method 

30. basic functions 

31. finite difference 

32. taylor series 

33. strong form 

34. shape functions 

35. dirac delta 

36. smoothed function 

37. kronecker delta 

38. bell shaped 

39. cubic spline 

40. Wavelet 

41. moments of weight 

42. corrected weight functions 

43. hierarchical partition of unity 

44. diffuse element method  

45. element free galerkin method 

46. meshless local petrov galerkin 

method 

47. finite sphere method 

48. linearly independent 

49. Multiquadric 

50. Gaussian 

51. Exponential 

52. implicit equations 

53. parametric functions 

54. Bezier 

55. B-spline 

56. power basis 

57. horner's method 

58. convex hull property 

59. variation diminishing property 

60. Symmetry 

61. recursive definition 

62. piece wise 

63. break point 

64. divided differences 

65. truncated power functions 

66. Blossoming 

67. recurrence formula 

68. penalty function 

69. lagrange multiplier 
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