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 گذار تأثيربخش محاسبات است که بر سرعت و دقت محاسبات  نی ترتوابع هدف حساس ي ابیدرون ل،يفرانسیمعادلات د يحل عدد فراینددر  -چکيده

  ن یدر آمده است. در ا  ریتحر  رشته   به   هاابداع و تکامل آن  ي خیتار  ريس  ي و بررس  ي ابیدرون  يهاتم یمقاله با هدف نگرش جامع بر انواع الگور  نیاست. ا
مجموعه هر دسته به طور مجزا مورد کنکاش قرار    ریز  يهاتم یالگور  و  اندشده  يبنددسته   هاآن  يجبر  شیبر حسب نوع نما  ي ابیدرون  يهاروش  قيحقت

هر   بارهدر  ي ليشده است و خواننده جهت مطالعات مفصل و تکم  انيب  اختصار  به   هاو نحوه انجام محاسبات هر کدام از روش  یي اجرا  فرایند.  اندگرفته 
قرار گرفته است و قدرت    ي هم مورد توجه و بررس   يکاربرد  علوم  در  روش  هر  از  استفاده  سابقه .  است  شده  رهنمون  آن  با  مرتبط  منابع  به   هاکدام از روش

 . اند شده انيب يسوابق کاربرد نيهم اساس بر هاروش یي و نرخ همگرا يعدد يداریپا ،ي محاسبات
 
 

 

 .بدون شبکه  يهاروش ،يسازبیتقر ،ي ابیدرون ،يعدد يهاروش :يد يکل يهاواژه
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Abstract: Interpolation and approximation are the most important parts of partial differential equation solution procedures, 

which significantly affect the cost and the accuracy of the results. This paper is aimed to exhaustively investigate the interpolation 

algorithms and trace their chronologically developments. The interpolation methods are classified based on their mathematical 

representation, and then surveyed separately. An abridgement of calculation steps of methods are presented and for details, the 

reader is referred by the main references. The usage records in applied science and engineering are included and their numerical 

dominance, stability and convergence rate are discussed. 
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 مقدمه -1

تقريب   1يابيدرون مهم  2سازيو  هدف،  و  توابع  ترين 

تحليلحساس بخش  به  ترين  که  است  محاسباتي  مكانيک  هاي 

هاي پيوسته نتايج را به شدت محيط   3هنگام تحليل بدون شبكه

بدون شبكه، درونثر ميأمت تحليل  در يک  بايد  سازد.   فقطيابي 

محيط   فضاي  در  دلخواه  آرايش  با  که  نقاطي  وجود  براساس 

شده پراکنده  انجام  پيوسته  الماني    شوداند  هيچ  ايجاد    برايو 

اتصال و پيوستگي نقاط وجود نداشته باشد. نبود المان در محيط  

شود که گاه مانع حصول ها و ناملايماتي ميباعث ايجاد چالش

هاي قدرتمند و  نتيجه مطلوب است. به همين دليل ابداع روش

توابع هدف هنوز مورد توجه عميق  پرسرعت جهت درون يابي 

روش علاقمندان  و  تحقيقات محققين  است.  شبكه  بدون  هاي 

ريزي  اي برنامهيابي بدون شبكه توابع به گونهمورد نظر بر درون

شوند که بتوانند تمام يا برخي از اهداف زير که مورد اجماع  مي

هاي بدون شبكه است را محقق  عموم محققين در کاربرد روش

 نمايند:

گونه1 به  بايد  بر دقت . قدرت روش  نقاط  آرايش  که  باشد  اي 

محيط   تأثيرآن   در  نقاط  پراکنش  واقع  در  باشد.  نداشته  مهمي 

نقاط    کاملاً پراکنش  بر  باشد و هيچ شرط و محدوديتي  دلخواه 

 اعمال نشود. 

کاملا2ً بايد  الگوريتم  ناپايداري  4پايدار  .  و  در    5باشد  عددي 

 خلال محاسبات آن ايجاد نشود. 



 محمد نجار 

    

 71 1403 ستانتاب، 1 ه، شمار43هاي عددي در مهندسي، سال روش

توابع حاکم بر محيط، تا مرتبه خاصي که مورد نظر  6. باز توليد3

 است در نتايج ايجاد شود. 

ناحيه4 زير  بحث  7.  مورد  محيط  کل  به  نسبت  محاسباتي  هاي 

 کوچک باشند و تعداد محدودي از نقاط را شامل باشند.

مي5 ارائه  که  الگوريتمي  و  .  ساده  کارآمد،  اجرايي  نظر  از  شود 

 محدود باشد. اجزايتر از روش روان باشد و کاربرد آن آسان

مقدار تابع  ياب،  . ترجيح محققين آن است که الگوريتم درون6

گره در  و  واحد  برابر  را  اصلي  گره  نظير  غيراصلي  شكل  هاي 

 برابر صفر نتيجه دهد.

ياب بايد با  . ميدان تقريبي ايجاد شده توسط توابع شكل درون7

 باشد. 8فضاي محيط سازگار بوده و داراي پيوستگي

همزمان  شوند،  برآورده  فوق  الزامات  تمامي  که  صورتي  در 

محاسباتي   دقت  و  بدون شبكه  الگوريتم  کاربرد  سادگي  شرايط 

ت هم  عددي  حل  ميأمطلوب  بر   تأثيرشوند.  مين  اول  شرط 

سادگي کاربرد روش واضح است و نياز به توضيح ندارد. شرط 

هاي قدرت الگوريتم است همواره  لفهؤ دوم که برقراري آن از م

اين شرط   بايد مورد توجه و رصد محققين قرار گيرد، چرا که 

همواره با پراکنش آزاد و بي قيد و شرط نقاط در دامنه در تقابل  

 شود. دچار خدشه مي بوده و بعضاً

و پيوستگي( براي همگرايي    9برقراري شرط سوم )سازگاري

نتايج در اثر کاهش فاصله نقاط الزامي است. شرط چهارم که از 

کوچک زيرناحيه  شرط  بعد  به  مي  10اين  به  ناميده  منجر  شود 

نواري ماتريسي  سيستم  محاسبات مي  11ايجاد  نظر  از  که  شود 

يابي توابع هدف هاي درونعددي بسيار کارآمد است. زيرناحيه

در   نوار  عرض  کمترين  تا  باشند  کوچک  امكان  حد  تا  بايد 

ها ايجاد شود و حداکثر کارآمدي در محاسبات ملاحظه ماتريس

الگوريتمشود ابداع  از  پنجم  شرط  روش.  با  که  هاي  هايي 

و  گران ميخسته قيمت  شكل  توابع  ايجاد  به  پردازند کننده 

قيمت و پرزحمت  گرانهاي  که الگوريتم  کند. چراجلوگيري مي 

وجود داشته    با  مطلوبي  محاسباتي  دقت  است  ممكن  که  آن 

روش دسته  در  نميباشند،  قرار  کاربردي  ششمين  هاي  گيرند. 

مرزي ضروري شرايط  اعمال  سادگي  باعث  شده،  بيان   12شرط 

ميمي باعث  و  برقراري  شود  براي  کمتري  محاسبات  که  شود 

از  آن  شرط  اين  اعمال  که  داشت  توجه  بايد  شود.  انجام  ها 

توان  يابي نيست. بديهي است که ميهاي درونالگوريتمالزامات  

اقناع   براي  را  ديگري  اقدامات  مجموعه  شرط،  اين  غياب  در 

اعمال   بر    کردشرايط مرزي ضروري  را  بيشتري  البته هزينه  که 

 [. 1]  کندمحاسبات تحميل مي

 [: 1]  کردهاي زير تقسيم توان به دستهيابي را ميهاي درونروش

محدود.روش1 انتگرال  نمايش  بر  مبتني  به    13هاي  خود  که 

 شوند:هاي زير تفكيک ميدسته

 ( 14SPH) . قطعات هيدروديناميک هموار شده1. 1

 (  RKPM 15) . روش بازتوليد قطعات اساسي2. 1

 هاي زيردر دسته 16هاي مبتني بر نمايش دنباله محدود. روش2

 (17LSQ )ت .روش حداقل مربعا1. 2

 ( 18WLSر ).روش حداقل مربعات وزن دا2. 2

 ( 19MLSک ). روش حداقل مربعات متحر 3. 2

 ( 20PIM)ي ايابي نقطههاي درون. روش4. 2

 21اياي چند جملهيابي نقطه. روش درون1. 4. 2  

 22اي شعاعييابي نقطههاي درون. روش2. 4. 2  

 ( 23PU) هاي واحدهاي پاره. روش5. 2

 24هاي مبتني بر نمايش پارامتري. روش3

( الگوريتم1شكل  از  کلي  نماي  درون(  مهم  نشان هاي  را  يابي 

 .دهدمي

روش با گرچه  اما  ندارند  چنداني  قدمت  محدود  انتگرال  هاي 

 ( شده  هموار  هيدروديناميک  قطعات  الگوريتم  (  SPHمعرفي 

اقبال محققين روش گرفتند. مورد  قرار  بدون شبكه  تحليل  هاي 

 25هاي نواحي محليها تابع هدف با استفاده از دادهدر اين روش

( و به کمک يک  27تأثيريا نواحي    26)با عنوان نواحي هموارشده

( آن در شكل  کلي  که صورت  انتگرالي  معرفي شده  1عبارت   )

  شود. شرايط سازگاري )قدرت باز توليد توابع است، ساخته مي

از توابع تقريبي( با انتخاب مناسب توابع    ترهدف با مرتبه پايين

 شوند.برقرار مي 28وزن
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 نمایش سري محدود  -ب نمایش انتگرال محدود  -الف

 یابي هاي درون بندي کلي الگوریتمدسته  -1شکل 

 

هاي محدود قدمت بسيار زيادي  هاي مبتني بر دنباله روش 

با قدرت به    29محدود   اجزاي ها در الگوريتم  دارند. اين روش 

الگوريتم  در  و  شدند  گرفته  کاربرد  کار  هم  شبكه  بدون  هاي 

يافته  روش وسيعي  اين  سازگاري  پايه اند.  توابع  به    30اي ها 

روش آن  اين  در  پايه  توابع  جملات  دارد.  بستگي  در  ها  ها 

تحليلي   محاسبات  نتايج  دقت  بر  موارد  گذار  تأثير بسياري 

 هستند. 

هم قدمت بالايي دارند    31هاي مبتني بر تفاضل محدودروش

تيلور  سري  تئوري  اساس  بر  شده  32و  روشبيان  اين  ها  اند. 

سيستم تحليل  براي  قويمعمولا  صورت  از  استفاده  با   33ها 

به کار گرفته ميمعادلات تعادل حاکم بر آن شوند. در چنين  ها 

 مرسوم نيست.  34هايي معمولا تعريف توابع شكلروش

 

 هاي مبتني بر نمایش انتگرال محدود روش  -2
 ( SPHروش قطعات هيدرودیناميک هموار شده ) -1-2

 ایده اصلي الگوریتم  -1-1-2

روش دسته  از  شده  هموار  هيدروديناميک  قطعات  هاي  روش 

قديمي عنوان  به  و  است  شبكه  شبكه بدون  بدون  روش  ترين 

[. محققين با هدف ايجاد يک روش  2]   شوداي شناخته ميقطعه

آسان که دقت مناسبي هم داشته باشد به ابداع آن پرداختند. اين 

باز سه   ابتدا براي حل مسائل فيزيک ستارگان در فضاي  روش 

گرفته شد کار  به  از روش، 5و    4،  3]   بعدي  استفاده  از  پس   .]

شرايط   در  که  کردند  معرفي  پرقدرت  روشي  را  آن  سازندگان، 

مي ارائه  معقول  و  موجه  نتايج  دشوار  و  بدون  پيچيده  و  کند 

توان آن را براي مسائل پيچيده فيزيک  مشكلات قابل توجهي مي

[. از آنجا که حرکت کلي اجرام آسماني مشابه  5]   هم به کار برد

از اين روش براي    حرکت اجرام در مايعات و گازها است بعداً

 ها استفاده شد.  مطالعه آن

مورد   محيط  شده،  هموار  هيدروديناميک  قطعات  روش 

اي از قطعات )نقاط( مادي که در مطالعه را به صورت مجموعه

هم   بر  خاص  مكاني  محدوده  مدلتأثيريک  هستند  سازي گذار 

محدودهمي از کند.  دارند  اثرگذاري  هم  بر  مادي  قطعات  که  اي 

شود و حدود آن توسط يک تابع  ناميده مي  تأثير اين پس ناحيه  

کنترل مي تابع هموار  يا  تابع وزن  نام  به  [.  7و    6]   شودرياضي 

بيان  تقريب  گسسته  قطعات  همين  اساس  بر  هدف  توابع  سازي 

روشمي و  درونشود  براي  مختلفي  اين  هاي  اساس  بر  يابي 

    [.2]   قطعات ابداع شده است 

براساس آنچه بيان شد، روش قطعات هيدروديناميک هموار  

هاي داراي طبيعت گسسته بسيار مناسب  شده براي تحليل محيط

هاي بدون شبكه خالص است،  که از نوع روش  است و از آنجا

شود.  هاي سه بعدي به سادگي توسط آن انجام ميتحليل محيط

ياب مبتني بر نمايش انتگرالي قلب روش از يک الگوريتم درون 

ديراک  دلتاي  تابع  خصوصيات  از  اقتباس  با  شده    35و  تشكيل 

)[. تابع  8و    1]   است  )u = u x   که در آنx   بردار مختصات نقاط
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صورت  به  = x, y, zx  از استفاده  با  بگيريد.  نظر  در  را  است 

هاي تابع دلتاي ديراک نمايش انتگرالي زير براي اين تابع  ويژگي

 قابل بيان است: 

(1 ) ( ) ( ) ( )
+

-

u = u δ - d
∞

∞x ξ x ξ ξ 

رابطه اين  )در  )δ x  زير صورت  به  که  است  ديراک  دلتاي  تابع 

 شود: تعريف مي

(2 ) ( )
0 - 0

δ - =
1 - = 0





x ξ
x ξ

x ξ
 

کاملاً فوق  انتگرالي  نمايش  اگرچه  که  داشت  توجه  دقيق    بايد 

در   آن  کاربرد  اما  يا  فراينداست  دشوار  عددي  تحليل  هاي 

از   استفاده عملي  امكان  کردن  فراهم  منظور  به  است.  غيرممكن 

زير   محدود  انتگرال  با  فوق  نامحدود  انتگرال  رابطه،  اين 

 [: 8و  4، 3] د  شو جايگزين مي 

(3 ) ( ) ( ) ( )h

Ω
u = u w - ,h dξx ξ x ξ 

رابطه   اين  )در  )hu x نظير تقريبي  )  تابع  )u x    و  است

( )w - ,hx ξ هاي تابع اساسي يا تابع وزن  تابعي است که با نام

هم طول ناحيه هموار است   hشود و شناخته مي  36يا تابع هموار

شود را يابي در محدوده آن انجام مياي که درونکه ابعاد ناحيه

مي وزن مشخص  تابع  که  شرايطي  در  حتي  )کند.  )w - ,hx ξ 

( رابطه  خاص،  مواردي  در  مگر  نباشد،  ديراک  دلتاي  (  3تابع 

 است.  تأثير( در ناحيه 2نمايش تقريبي رابطه انتگرالي نامحدود )

تفاضل نمايش  روش    برعكس  توابع،  محدود  )ديفرانسيل( 

کنيم. در حالت گذاري ميفوق را روش انتگرال محدود توابع نام

ناميده   هم  توابع  اساسي  تقريب  محدود،  انتگرال  نمايش  کلي 

تابع  مي که  همگراست  و  موجود  هنگامي  اساسي  تقريب  شود. 

 . [ 8و   1باشد ]  2-1-2ذکر شده در بخش وزن واجد شرايط 

 

 خصوصيات تابع وزن -2-1-2

)  تأثير . تابع وزن بايد در تمامي نقاط ناحيه  1 )   :مثبت باشد يعني 

(4 ) 
( ) ( )P w - ,h > 0∀ ∈Ω:
ξ

x ξ 
است. اگر چه   ξک نقطه از محيط با مختصات ي  Pدر اين رابطه 

اما   نيست،  الگوريتم  رياضي  الزامات  جزء  بودن  مثبت  خاصيت 

معني برآورد  ذاتاًبراي  که  فيزيكي  پارامترهاي  برخي   مثبت    دار 

کاربرد آن ضروري    بنابراينهستند )مانند چگالي( اهميت دارد و 

نسخه برخي  در  البته  بازتوليد  است.  روش  مانند  الگوريتم  هاي 

 ( اساسي  آن RKPMقطعات  بررسي  به  آتي  فصل  در  که   )

درجات   و  است  نشده  رعايت  قاعده  اين  پرداخت،  خواهيم 

 [. 9]  ها ايجاد شده است بالاتري از سازگاري هم توسط آن

بودن  2 محلي  تضمين  براي  فشردگي درون  فرايند.  شرط  يابي، 

شود. اين شرط با تخصيص )تراکم( توسط تابع وزن اعمال مي

ناحيه   از  خارج  نقاط  در  وزن  تابع  به  صفر  محقق   تأثيرمقادير 

 شود: مي

(5 ) 
( ) ( )P : w - ,h = 0 
ξ

x ξ 
تقريبي   تابع  مقدار  کار،  اين  انجام  )با  )hu x   مقادير به  فقط 

ها  در نقاط واقع در ناحيه هموار که تابع وزن در محل آن uتابع 

 غير صفر است بستگي خواهد داشت. 

،  شوددر تعيين تابع وزن لحاظ مي   شرط ديگري که معمولاً  -3

 شرط واحد بودن است: 

(6 ) ( )
Ω

w - , h d = 1 x ξ ξ 

را   تابع هدف  انتگرالي  تقريب  مرتبه صفر  پيوستگي  اين شرط، 

مي لزوماً تضمين  اما  در   کند.  پيوستگي  اين  وجود  باعث 

 شود. سازي گسسته نميتقريب 

نزولي بودن تابع وزن از ديگر شروطي است که   شرط اکيداً  -4

يابي نيست اما با توجه  اگرچه جزء الزامات فني و رياضي درون

آن افزايش فاصله  با  اثرگذاري قطعات )نقاط(  ها يک  به کاهش 

الگوريتم از  بسياري  در  و  است  منطقي  درونالزام  در هاي  يابي 

 شود.نظر گرفته مي

در صورتي که طول ناحيه هموار به صفر ميل کند مقدار تابع  -5

 :کندوزن هم بايد به مقدار دلتاي ديراک ميل  

(7 ) ( ) ( ) ( )( )h 0 w s,h s→  → 
مي  را  اخير  در صورت شرط  که  دانست  اضافي  يک شرط  توان 

شود. بديهي است که برقراري شرايط قبلي خود به خود برقرار مي 

عملي، طول ناحيه هموار هرگز برابر صفر نخواهد   مسئله در يک  

بود، اما برقراري اين شرط به وضوح متذکر اين موضوع است که 

 شود.( به مقدار دقيق خود همگرا مي 1عبارت انتگرالي رابطه )
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روش  براي  مناسب  وزن  تابع  تعيين  براي  کلي  هاي  در حالت 

يابي انتگرال محدود، شرايط دوم و سوم )يعني محلي و واحد  درون 

 شوند. بودن( به عنوان حداقل معيارهاي لازم در نظر گرفته مي 

 

 صورت عملياتي الگوریتم -3-1-2

تحليل در  کاربرد  عددي،  براي  وزن    پسهاي  تابع  انتخاب  از 

انتگرال محدود )مناسب، درون ياب جمعي زير  ( با درون3ياب 

 شود:   جايگزين مي 

(8 ) ( ) ( )
n

h

i i i

i=1

u = w - u ΔVx x x 

حجم  iΔVتعداد قطعات )نقاط( ناحيه هموار و   nدر اين رابطه

 ام است. iقطعه 

توان با عبارت زير که دربرگيرنده مفهوم توابع  ( را مي8رابطه )

 شكل است، شبيه دانست: 

(9 ) ( ) ( )
n

h

i i

i=1

u = N ux x 

درون الگوريتم  شكل  توابع  صورت  اين  قطعات در  يابي 

 هيدروديناميک هموار به صورت زير خواهند بود: 

(10) ( ) ( )i i iN = w - ΔVx x x 
در   يكنواخت  صورت  به  )قطعات(  نقاط  که  اين  فرض  با 

)   تأثير ناحيه   رابطه  مطابق  باشند،  شده  توابع  10پراکنده   ،)

توابع   رفتار  بنابراين  دارند.  بستگي  وزن  تابع  به  فقط  شكل 

مت  به شدت  انتخابي  أ شكل  وزن  تابع  از  به  است ثر  توجه  با   .

پنج  که شرايط  وزني  تابع  انتخاب  که  در  اين  بحث شده  گانه 

  اجزاي قبل را داشته باشد و همزمان مانند توابع شكل روش  

کرونيكر  دلتاي  خصوصيات  باشد    37محدود  داشته  هم  را 

دشوار است، توابع شكل روش اخير فاقد خصوصيات دلتاي  

 کرونيكر هستند. 

 

 انتخاب توابع وزن -4-1-2

و   همگرايي  در  مهمي  بسيار  نقش  وزن  توابع  کلي،  حالت  در 

روش کاربرد  دقت  با  مطلب  اين  دارند.  شبكه  بدون  هاي 

نتايج  گونه بررسي  و  محاسبات  در  وزن  توابع  از  مختلفي  هاي 

آنتقريب  از  حاصل  و  سازي  است  گرفته  قرار  بررسي  مورد  ها 

نشان داده شده است که انتخاب مناسب توابع وزن بر پايداري و  

الگوريتم   است تأثيردقت  ] 12-10]  گذار  مطالعه  در  هم  13[.   ]

و   انجام شده گزارش شده است  در محاسبات  ناپايداري  نوعي 

علت آن به عملكرد توابع هموار )وزن( ارتباط داده شده است.  

 [ تحقيق  و 14در  معيارها  لازم،  مطالعات  انجام  از  پس   ]

مشخصات تابع وزن مناسب ارائه شده است. با توجه به اهميت  

و   پايداري  همگرايي،  سطح  ارتقاء  اميد  با  محققين  وزن،  توابع 

دقت الگوريتم انواع مختلفي از توابع وزن را در مطالعات خود  

پنج اند.آزموده به خصوصيات  توجه  با  توابع  در  گانهاين  که  اي 

مي  2-1-2بخش   نمودار  بيان شد ساخته  داراي  اغلب  و  شوند 

 شكل هستند. 38ايزنگوله

 [ تحقيق  قطعات 3در  روش  مرجع  نخستين  عنوان  به  که   ]

از تابع وزن زير استفاده شده    شدهيدروديناميک هموار معرفي  

 است: 

(11 ) 

( )

( ) ( )( )

i

3

d

w - =

α 1+3d 1-d d 1
w d =

0 d > 1

 



x x

 

رابطه  اين  بيان   dαدر  شرايط  برقراري  وظيفه  که  است  ضريبي 

( را دارد. در مطالعه مذکور براي مسائل  2-1-2شده در فصل )

5بعدي مقدار اين ضريب برابر تک

4h
، در حالت دو بعدي برابر  

2

5

πh
و در حالت سه بعدي برابر   

3

105

16πh
   انتخاب شده است.   

 بعد ناحيه هموار است. hدر اين روابط 

 [ مطالعه  خود  4محققين  محاسبات  در  زير  نمايي  تابع  از  هم   ]

 اند:استفاده کرده

(12 ) ( ) ( )
2

-d

i dw - = w d = α ex x 

مسائل    dα  مقدار حالت  در  فوق  عبارت  در  کاربرد  براي 

برابرتک 1بعدي 

πh
برابر بعدي  دو  حالت  در   ،

2

1

πh
در     و 

حالت سه بعدي برابر  
3

1

π πh
 شده است. در نظر گرفته 

فاصله نسبي دو نقطه است که   d( پارامتر12( و )11در روابط )

 تواند برابر عبارت حاصل رابطه زير باشد: مي



 محمد نجار 
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(13 ) i

w w

- d
d = =

d d

x x 

هيدروديناميک،  هموار  قطعات  الگوريتم  ناحيه  wdدر  طول  به 

گرفته مي نظر  در  آن  از  دارد و مضربي  بستگي  شود. دو  هموار 

دقيقاً را  کميت  اين  مقدار  فوق  ناحيه    تحقيق  طول    تأثير برابر 

 اند. فرض کرده

[  15که اولين بار در تحقيق ]   39تابع وزن اسپلاين مرتبه سوم

معرفي شد، مورد اقبال محققين بعدي قرار گرفته است. در اين  

تابع وزن هم از همان مفهوم فاصله نسبي نقاط که توسط رابطه 

 به صورت زير استفاده شده است:  شد( بيان 13)

(14 ) 

( ) ( )

( )

i

2 3

3

d

w - = w d =

2 1
- d + d 0 d < 1

3 2

1
α × 2 - d 1 d < 2

6

0 d 2









 



x x

 

1بعدي با مقدار  در مسائل تک  dαدر اين رابطه  

h
، در مسائل    

دوبعدي با مقدار  
2

15

7πh
بعدي با مقدار  و در مسائل سه   

3

3

2πh
 

مي  سوم، جايگزين  مرتبه  اسپلاين  وزن  تابع  اگرچه  شود. 

رايجمحبوب و  در  ترين  شده  منتشر  مقالات  در  وزن  تابع  ترين 

حيطه قطعات هيدروديناميک هموار است، اما از آنجا که مشتق 

مي است،  خطي  چند  تابع  يک  آن  دوم  اثرات  مرتبه  تواند 

 نامطلوبي بر پايداري و همگرايي الگوريتم داشته باشد.

 [ منابع  بالاتر چهارم و 16و    10در  مراتب  اسپلاين  توابع   ،]

( را برطرف کنند. در اين  14اند تا آثار سوء تابع )پنجم ارائه شده

منابع، تابع وزن اسپلاين مرتبه چهارم به صورت زير داده شده  

 است:  

(15 ) 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

4 4 4
d + 2.5 - 5 d +1.5 +10 d + 0.5 0 d < 0.5

4 4
2.5 - d - 5 1.5 - d 0.5 d < 1.5

4
2.5 - d 1.5 d < 2.5

0 d 2.5

w - = w d =

α ×
d

















ix x

 

در عبارت فوق براي مسائل تک بعدي برابر    dαمقدار ضريب  
1

24h
 داده شده است.  

 تابع وزن اسپلاين مرتبه پنجم هم عبارت است از: 

(16 ) 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

5 5 5
3 - d - 6 2 - d +15 1- d 0 d < 1

5 5
3 - d - 6 2 - d 1 d < 2

5
3 - d 2 d < 3

0 d 3

w - = w d =

α ×
d



















ix x

 

وزن   توابع  و  کرده  ترکيب  را  قبلي  توابع  هم  محققين  بعضي 

کرده ايجاد  را  ] جديدي  تحقيق  در  عملكرد  اين  نمونه  [  15اند. 

 شود که تابع وزن زير را ارائه کرده است: ملاحظه مي

(17 ) ( ) ( )
22

-d

i d

3
w - = w d = α -d e

2

 
 
 

x x 

ضريب تک  dαمقدار  مسائل  براي  فوق  عبارت  برابر  در  بعدي 
1

π
 پيشنهاد شده است.   

مهم از  اينيكي  اشكالات  منفي ترين  مقادير  توابع حصول  گونه 

اين    شدبيان    طور که قبلاًها در بعضي نقاط است. همانبراي آن

هاي فيزيكي در  تواند با مفاهيم و طبيعت ذاتي کميت ويژگي مي

 تضاد باشد. 

پيشنهاد شده منابع  در  ديگري هم  مورد  توابع وزن  کمتر  که  اند 

 شود. نظر ميگيرند و از ذکر آنها صرفاستفاده قرار مي 

 

 ( RKPMروش بازتوليد قطعات اساسي ) -2-2

هموار هيدروديناميک  قطعات  آن  که  روش  به  قبل  فصل  طي 

بسيار   مرزي  غياب شرايط  در  داراي    مؤثرپرداخته شد،  و  بوده 

محيط براي  روش  اين  دليل  همين  به  است.  مطلوب  هاي  دقت 

 [ است  کارآمد  بسيار  محيط17نامحدود  براي  اما  محدود [.  هاي 

مجهولات   مرزي،  شرايط  حضور  با  کاهش    مسئلهکه  دچار 

شوند، دقت به طور چشمگيري کاهش يافته و قابل رقابت با  مي

[. به همين دليل محققين، 18]  محدود نخواهد بود   اجزايروش  

اصلاح   براي  را  کردند  فرايندمطالعاتي  آغاز  روش   محاسباتي 
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پاره19]  درون[.  بخش  بر  شده  انجام  اصلاحات  از  ياب  اي 

 الگوريتم متمرکز شدند.

قطعات  الگوريتم  اصلاح  بر  دانشمندان  تمرکز  با  همزمان 

نتايج   و  سيگنال  پردازش  علوم  شده،  هموار  هيدروديناميک 

اي از ها که سابقه طولاني داشتند، گستره حاصل از تحقيقات آن 

را  ارتعاشات  تئوري  تا  فيزيک  و  برق  مهندسي  تا  رياضيات 

هاي حوزه فرکانس را [ و تحليل 20خود قرار داد ]  تأثير تحت  

نهايتاً کرد در علوم مختلف وارد   فرکانس  بر حوزه  تمرکز  به    . 

موجک  تئوري   40ها تئوري  بر  مبتني  تحليل  اولين  شد.  منجر 

]موجک  تحقيق  در  محيط 21ها  براي  آلماني  زبان  به  هاي [ 

ها به عنوان رکن  . پس از آن تئوري موجک شد محدود گزارش  

اساسي در مطالعات بعدي به کار گرفته شد و مراحل توسعه را  

 .کرد طي  

موجکانعطاف مسائل  پذيري  با  آن  تطبيق  قابليت  و  ها 

گسسته در  آن  کاربردي  جذابيت  باعث  حل  مختلف  و  سازي 

[ کاربرد  22[ و اولين بار در تحقيق ] 20]  شد معادلات ديفرانسيل  

 اجزاي ها به جاي توابع شكل المان پايه در محاسبات روش  آن

و  مشكلات  بررسي  اين  در  گرفت.  قرار  بررسي  مورد  محدود 

تئوري  ناکارآمدي از  حاصل  توابع  مستقيم  کاربرد  در  هايي 

روش  موجک در  گزارش    اجزايها  و  ملاحظه  به  شدمحدود   .

هاي مراتب پايين به دليل فقدان نظم  عنوان مثال کاربرد موجک

امكان آنساختاري  تعامد  اما  نبود  ملزومات  پذير  جزء  که  ها 

سيگنال پردازش  ايجاد  اصلي  محاسبات  در  خللي  است  ها 

مهمنمي اعمال کرد.  که  بود  اين  شده  گزارش  دشواري  ترين 

بر   ضروري  مرزي  به   فرايندشرايط  هم  الگوريتم  محاسباتي 

 پذير نبود.آساني امكان

که   شده  هموار  هيدروديناميک  قطعات  الگوريتم  ترکيب 

المان  بودن  نقيصه  مي   اجزاي پايه  طرف  بر  را  با  محدود  کرد 

موجک  توابع  انعطاف تئوري  و  که چهره جذاب  در  ها  پذيري 

روش  گسسته  در  بود،  کرده  ارائه  ديفرانسيل  معادلات  سازي 

 ( اساسي  قطعات  تلاش  RKPMبازتوليد  و  کارگرفته شد  به   )

[ با ارائه يک تابع  22شد که نقايص گزارش شده در تحقيق ] 

کننده براي شرايط مرزي برطرف شود  از  23]  اصلاح  [. يكي 

از   خاصي  مرتبه  تضمين  مذکور  الگوريتم  مبدعين  اهداف 

تقريب در  استپيوستگي  بوده  محدود  انتگرال  [.  1]  سازي 

-اين روش، با اعمال يک تابع اصلاح   شد گونه که بيان  همان 

درون  الگوريتم  را  کننده،  هموار  هيدروديناميک  قطعات  ياب 

مي  مي ارتقا  بنابراين  درون دهد.  گفت،  انتگرال  توان  ياب 

محدود به کار گرفته شده در الگوريتم قطعات هيدروديناميک  

( ارائه شد به صورت زير  3هموار شده که قبلا توسط رابطه ) 

 شود براي کاربرد در روش بازتوليد اساسي قطعات اصلاح مي 

 [23 :] 

(18 ) ( ) ( ) ( ) ( )h

Ω
u = u C , w - ,h dx ξ x ξ x ξ ξ 

)در اين رابطه  )C ,x ξ   کننده است. ايده اصلي اعمال اصلاحتابع

بهبود   کننده  اصلاح  هيدروديناميک  تقريبتابع  قطعات  سازي 

اي که  هموار به ويژه در مجاورت مرزهاي محيط است به گونه

)پيوستگي خطي   )1C  [. به عنوان مثال از 1]  براي آن ايجاد شود

زير مي در مسائل تک  عبارت  کننده  تابع اصلاح  به عنوان  توان 

 بعدي استفاده کرد:  

(19 ) ( ) ( ) ( )( )1 2C , = c + c -x ξ x x ξ x 
رابطه   اين  )در  )1c x    و( )2c x    توسط که  هستند  ضرايبي 

[ با اعمال شرايط باز توليد توابع به صورت  23محققين تحقيق ] 

 اند:زير به دست آمده

(20) 
( )

( )

( ) ( ) ( )
2

1 2

0 2 1

m
c =

m m - m

x
x

x x x
 

( )
( )

( ) ( ) ( )
1

2 2

0 2 1

m
c =

m m - m

x
x

x x x
 

شوند ناميده مي  41که گشتاورهاي وزن  2mو   0m  ،1mعبارات  

 شوند:به صورت زير محاسبه مي

(21 ) 

( ) ( )0
Ω

m = w - dx x ξ ξ 

( ) ( )1
Ω

m = w - dx ξ x ξ ξ 

( ) ( )2

2
Ω

m = w - dx ξ x ξ ξ 

گسسته ) با  رابطه  انتگرال  از  18سازي  استفاده  با  هدف  تابع   )

تقريب  زير  جمعي  صورت  به  آن  پيراموني  سازي  قطعات 

 شود: مي
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(22 ) ( ) ( ) ( )
n

h

i i i i

i=1

u = C , w - u ΔVx x x x x 

( معادله  با  فوق  رابطه  مقايسه  بازتوليد 9با  روش  توابع شكل   )

 شوند: اساسي قطعات به صورت زير معرفي مي

(23 ) ( ) ( ) ( )i i i iN = C , w - ΔVx x x x x 
ممكن است فاقد شرايط    42شدهتوجه کنيد که توابع وزن اصلاح

بودن )شرايط اول و چهارم بيان شده در  بودن و اکيدانزوليمثبت 

 ( باشند.2-1-2بخش 

هيدروديناميک   قطعات  روش  بر  فوق  اصلاحات  انجام 

منجر   قطعات  اساسي  بازتوليد  ابداع روش  به  که  هموار شده 

با مرزهاي محيط را  ، نه شد  ناکارآمدي روش در مواجهه  تنها 

مي  بزرگ جبران  خطاي  بلكه  که  کند  دامنه  داخل  از  نمايي 

[. روش  20]  کند رفع مي را  اين روش است  هاي ذاتي  ويژگي 

باز توليد اساسي قطعات با موفقيت در حل بسياري از مسائل  

و  حوزه  سازه  جامدات،  مكانيک  جمله  از  علوم  مختلف  هاي 

[  9مكانيک سيالات به کار رفته است. به عنوان نمونه تحقيق ] 

غيرخطي   و  الاستيسيته  خطي  مسائل  حل  در  را  آن  کاربرد 

] کرد مادي گزارش   منابع  [  هم محققين  25و    24ه است. در 

در   تغييراتي  مختصر  انجام  و  الگوريتم  توسعه    فرايند با 

ايجاد   آن  براي  را  امتيازاتي  آن،  و  ه کرد محاسباتي  اند 

بيان   هم  را  مطالعات خود  عملي  تحقيق  ه کرد کاربردهاي  اند. 

تحليل  26]  در  قطعات  اساسي  بازتوليد  الگوريتم  کاربرد  به   ]

شكل  تغيير  سازه غيرخطي  در  بزرگ  است. هاي  پرداخته   ها 

براي  27]   مرجع  لازم  شرايط  و  الگوريتم  معرفي  به  ابتدا   ]

با   و  پرداخته است  دلخواه  تا يک مرتبه  توابع هدف  بازتوليد 

[ شرايط لازم براي امكان دسترسي  29و    28استفاده از منابع ] 

اصلاح   نسخه  چند  است. سپس  کرده  بيان  را  توابع شكل  به 

هاي مختلف علم مكانيک به کار  شده مهم آن را که در شاخه 

بررسي  مي  معرفي و  تئوري قطعه  کرد رود  از  استفاده  است.  ه 

[ به آن پرداخته شده است  30که در مطالعه ]   43واحد طبقاتي 

و با هدف اصلاح مشتقات توابع شكل ايجاد شده است، يكي  

نسخه  اين  بيان  از  اصلاحي  نسخه  ديگر  است.  اصلاحي  هاي 

[ روش توسعه يافته )غني شده( باز توليد  27شده در مطالعه ]

 [ مرجع  از  بخشي  در  که  است  قطعات  براي  31اساسي   ]

است.  درون  شده  ابداع  ناپيوسته  مشتقات  داراي  توابع  يابي 

هاي غير از مكانيک  کاربردهاي ديگري از الگوريتم در شاخه 

پاره  اي از ديگر مطالعات گزارش شده است  جامدات هم در 

مي  مطالعات،  اين  از  کاربردي  نمونه  يک  عنوان  به  به  توان 

 [ ميدان  32تحقيق  در  را  الگوريتم  کاربرد  که  کرد  اشاره   ]

 صوت و محاسبات مرتبط با آن آزموده است. 

 

 هاي محدود هاي مبتني بر دنبالهروش  -3
امروزي،  هاي محاسبه هاي دور و در غياب ماشيندر گذشته گر 

سريتقريب  توسط  تحليلي  توابع  بيان  و  مهمسازي  ترين ها 

آن مقادير  عددي  محاسبه  با  راهكار  است.  بوده  نقاط  در  ها 

ويژگي  با  محققين  بيشتر  سريآشنايي  محاسباتي  ايده  هاي  ها، 

تعيين تابع تحليلي در حالي که مقدار عددي آن در محل تعداد  

ايده   اين  از  استفاده  با  ارائه شد.  باشد  نقطه مشخص  محدودي 

مجموعه به  تحليلي  تابع  يک  انتساب  براي  مقادير  کلي،  از  اي 

اي، معمولا يک سري با تعداد محدودي جمله و با ضرايب  نقطه

اي شود و با استفاده از اطلاعات نقطهمجهول در نظر گرفته مي

انتخاب مي شوند موجود، ضرايب مجهول جملات سري چنان 

که مقدار عددي حاصل از مجموعه سري در نقاط مورد نظر بر 

آن به  مقدار  نسبت  را  ممكن  خطاي  کمترين  يا  شود  منطبق  ها 

اي سرچشمه توليد ها داشته باشد. واضح است که چنين ايدهآن 

يابي مختلفي است که داراي ضعف و قوت  هاي درونالگوريتم

 نسبي هستند.

يابي زمان  هاي درونترين منابعي که الگوريتميكي از قديمي

در     [ ارائه شده است.33]   مرجعخود را معرفي کرده است در  

به   محققين،  توسط  شده  انجام  مطالعات  مرور  با  تحقيق  اين 

سري بررسي  به  ساده  بسيار  پايه  صورت  توابع  بر  مبتني  هاي 

درونجملهتک به  سپس  و  است  شده  اشاره  جبري  با  هاي  يابي 

است.  سري شده  پرداخته  هم  گويا  پايه  توابع  داراي  هاي 

چنين  همگرايي  و  پايداري  براي  معيارهايي  همچنين 

 هايي هم بيان شده است. الگوريتم
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روش همين  توسعه  و  چندين مطالعه  به  قديمي  هاي 

درون قدرتمند  به  الگوريتم  امروزه  که  است  شده  منجر  يابي 

هاي فراوان از  هاي سريع، موارد استفادهواسطه حضور پردازنده

شود. در ادامه به بررسي  هاي فيزيكي ملاحظه ميها در تحليلآن

 پردازيم.ها ميترين آنتعدادي از رايج

 

 (LSQ)روش حداقل مربعات  -1-3

نقشه  و  نجوم  ميدان  در  مربعات  حداقل  در روش  و  برداري 

تعيين خلال تلاش هاي دانشمندان علوم نجوم و رياضي براي 

مسيرهاي دريايي ايمن براي دريانوردان ابداع شد. تسلط کامل  

اين  حل  در  موفقيت  کليد  آسماني  اجرام  حرکات  و  رفتار  بر 

و  متوالي  مطالعاتي  گام  چندين  روش حاصل  اين  بود.  مسائل 

جزئيات  پيشرفت که  است  هجدهم  قرن  در  آن  از  ناشي  هاي 

]آن  مرجع  در  اولين 34ها  اما  است.  آمده  تفصيل  به   ]

يابي حداقل مربعات در هاي مدون از ابداع روش درون گزارش 

رياضي  دو  توسط  جداگانه  طور  به  نوزدهم  قرن  دان اوايل 

معروف، لژاندر و گاوس، ارائه شد. پس از ارائه اوليه الگوريتم 

[ کاربردهاي غيرمستقيمي از آن را 35]  جع ر حداقل مربعات، م 

مي   حوزه در   که  است  کرده  گزارش  زيستي  مبناي علوم  تواند 

يابي حداقل مربعات نسخه امروزي الگوريتم باشد. اصول درون 

شود هاي عددي مختلف به کار گرفته مي که امروزه در تحليل 

[ مرجع  که  است  شده  ارائه  علمي  منابع  نمونه 36در  از [  اي 

 ها است.آن 

دلخواه   تابع  يک  تقريبي  بيان  براي  مربعات  حداقل  روش 

اي است  توسط تابعي با پيچيدگي کمتر که اغلب يک چند جمله

)اگر  تابع واقعي به عبارت ديگر،  رود.  به کار مي )u x    بيان  باشد

)  آن به صورت  تقريبي )û x  در صورتي شوددر نظر گرفته مي .

تقريبي   تابع  جملهبه صورت  سادگي  براي  که  نظر  چند  در  اي 

 : ردآن را به صورت زير بيان ک  توانميشود 

(24 ) ( ) ( )Tû =x P x a 
هاي پايه  جملههاي آن تکبرداري است که درايه Pدر اين رابطه

صورت  تقريب  به  حداقل  يا  کامل  صورت  به  و  هستند  سازي 

خيام معروف  مثلث  از  مي-متقارن  برداشته  شوند. پاسكال 

تکبه حالات  در  مذکور  بردار  مثال  دوعنوان  و  با بعدي  بعدي 

تعيين  جملهانتخاب تک زير  به صورت  مرتبه دوم  تا  کامل  هاي 

 شود: مي

(25 ) 
 T 2= 1, x, xP 

 T 2 2= 1, x, y, x , xy, yP 
ستوني  تک aبردار  مجهول  ضرايب  شامل  پايه  جملههم  هاي 

تک  تعداد  که  صورتي  در  برابر جملهاست.  پايه  باشد  mهاي 

داراي مذکور  با  mبردار  برابر  ترتيب  به   1a  ،2a، ،maدرايه 

 خواهد بود. 

اين براي  راه  بتوانيک  بردار   که  مجهول  چنان   aضرايب  را 

)که مقادير تابع تقريبي  رد محاسبه ک  )û x    داراي کمترين فاصله

واقعي تابع  مقادير  به  نسبت  ))خطا(  )u x حداقل سازي  باشد، 

دامنه  محدوده  در  تابع  دو  خطاي  مربعات  است.   ميانگين 

مربعات را مي ميانگين  دامنه  محدوده  در  دوتابع  به خطاي  توان 

 : کردصورت زير محاسبه 

(26 ) ( ) ( )
2

ave
Ω

Ω

1
ˆE = u - u dΩ

V
   x x 

دامنه    ΩVپارامتر   براي  که  است  دامنه  شاخص  رابطه  اين  در 

مساحت  تک برابر  دوبعدي  حالت  در  و  دامنه  طول  برابر  بعدي 

مي  گرفته  نظر  در  که  دامنه  اين  به  توجه  با    فرايند شود. 

شود، سازي فقط بر قسمت انتگرالي رابطه فوق اعمال ميحداقل

توان شاخص خطا که حداقل شدن آن مورد نياز است را به  مي

 : کردصورت زير بيان 

(27 ) ( ) ( )
2

Ω
ˆE = u - u dΩ   x x 

تابع   دو  مربعات خطاي  ميانگين  واقع شاخص  در  فوق  عبارت 

( بيان شده بود را به مجموع مربعات خطا  26که توسط رابطه )

که  کردتبديل   اين  به  توجه  با  است.  )ه  )û x  اي  تابع چندجمله

( را به  27توان رابطه )، مياست (  24معرفي شده توسط رابطه )

 : کردصورت زير بازنويسي  

(28 ) ( )
2

T

Ω
E = u - dΩ   x P a 

براي حداقل  ادامه  را  در  آن  مربعات خطا، مشتق  سازي مجموع 

بردار  مجهول  ضرايب  به  قرار   aنسبت  صفر  برابر  و  محاسبه 
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، 1aدهند و از حل دستگاه معادلات حاصل ضرايب مجهول  مي

2a،    ،maکم تقريبي  که  تابع  براي  را  ممكن  خطاي  ترين 

 آورند.کنند به دست ميايجاد مي

به برازش منحني بر تعدادي   توان با استفاده از تئوري فوق مي 

نقطه  تابع واقعيخت پردا اي هم  داده  مقادير  کنيد  ). فرض  )u x 

 n  با استفاده ازنقطه دامنه معلوم باشد. در اين حالت   nفقط در

نقطه  تقريبيداده  تابع  موجود  )اي  )û x   مي مقدار شود  تعريف  و 

کم  با  نقاط دامنه را  در ساير  ده ز ترين خطاي ممكن حدس  تابع 

از نقاط   يابي شده لزوماً. در اين روش تابع تقريبي درون شود مي 

نمي دامنه  شده  کم مشخص  با  بلكه  از گذرد  ممكن  ترين خطاي 

آن  )ها عبور ميمجاورت  که شرط 2کند )شكل  بديهي است   .))

براي   مقدار   مسئله وجود جواب  داراي  نقاط  تعداد  که  است  آن 

تک  تعداد  از  تابع  درون جمله معلوم  پايه  بيشتر هاي  يابي 

)باشد )n > mتقريبي تابع  اگر  در چنين حالتي   .( )û x   را همان

) چندجمله  رابطه  توسط  شده  ارائه  مجموع 24اي  کنيم،  فرض   )

در معلوم  اطلاعات  از  استفاده  با  خطا  مشخص  nمربعات  نقطه 

 شود:شده از دامنه به صورت زير تعيين مي 

(29 ) ( ) ( )
n

2
T

i i

i=1

E = u -   x P x a 

ام iپارامتر تحت انديس را در محل نقطه  iدر اين رابطه انديس

 .کندمحاسبه مي

مجهول ضرايب  بايد  چنان   1a ،2a،  ،amاکنون  را 

را   ممكن  مقدار  حداقل  فوق  خطاي  شاخص  که  کنيم  محاسبه 

خطا   مربعات  مجموع  شاخص  مشتق  منظور  بدين  باشد.  داشته 

( )E   مجهول بردار  به  نسبت  قرار   aرا  صفر  برابر  و  محاسبه 

بردار ضرايب  مي معادله حاصل،  و حل  کار  اين  انجام  با  دهيم. 

 آيد: مجهول به صورت زير به دست مي

(30) 
=a Cu 

هاي آن مقادير داده شده  برداري است که درايه  uه  در اين رابط

در و nتابع  هستند  محاسباتي  دامنه  ماتريس   Cنقطه  يک  هم 

 شود: است که از رابطه زير محاسبه مي nمربعي با بعد

(31 ) 
= -1

C A B 
مرتبه  Aماتريس با  مربعي  ماتريس  ماتريس  mيک  از   Bو 

 شوند:هستند که توسط روابط زير بيان مي m×nمرتبه

(32 ) 
( ) ( )

n
T

i i

i=1

=A P x P x 

( ) ( ) ( )  1 2 n
B = P x P x P x 

واقع  ستون  Bدر  که  است  بردار ماتريسي  ترتيب  به  آن  هاي 

 ها در نقاط دامنه محاسباتي هستند. جملهتک

بردار  )  aجايگذاري  رابطه  توسط  تابع 30که  در  محاسبه شد   )

)تقريبي )û x  ( معرفي شده است، عبارت زير  24که در رابطه )

 دهد: را براي تابع تقريبي نتيجه مي

(33 ) ( ) ( )Tû =x P x Cu 
( در عبارت فوق، 31از رابطه ) Cدر نهايت جايگذاري ماتريس 

 آورد: شكل کلي تابع تقريبي را به صورت زير به دست مي

(34 ) ( ) ( )Tû = -1
x P x A Bu 

 ( رابطه  ماتريسي  معادل  ديگر  سوي  بيان  9از  زير  صورت  به  را   )

 : شود مي 

(35 ) ( ) ( )
n

i i

i=1

û = N u =x x Nu 

( با عبارت  34ياب معرفي شده در رابطه )مقايسه عبارت درون

حداقل   روش  شكل  توابع  ماتريس  فوق،  استاندارد  و  کلي 

 دهد: مربعات را به صورت زير نتيجه مي

(36 ) ( )T= -1
N P x A B 

درون درونروش  براي  معمولا  مربعات  يابي خطي  يابي حداقل 

[، صورت درجه دوم آن را براي 37رود، اما تحقيق ] به کار مي

هاي نقاط يک ورق نازک با انحناي ثابت به  جايييابي جابه درون

 [ مطالعه  در  است.  برده  درون38کار  هم  حداقل  [  خطي  يابي 

تراکم سيالات  تحليل  براي  به  مربعات  زياد  سرعت  داراي  پذير 

 کار رفته است. 
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 . گذردیابي شده در الگوریتم حداقل مربعات خطا از نقاط دامنه نميتابع درون -2شکل 

 

الگوريتم درون بيان  اگرچه  آن  يابي حداقل مربعات که جزئيات 

در  شد را  بزرگي  تحول  معادلات  فرايند،  عددي  حل  هاي 

ايجاد   آنها   کردديفرانسيل  رفع  که  است  نقاط ضعفي  داراي  اما 

 [ مطالعه  گرفت.  قرار  محققين  توجه  نتايج  40و    39مورد   ]

ارائه   الگوريتم  همگرايي  و  دقت  پايداري،  بر  را  مطالعات خود 

به زوال پايداري   [ هم صراحتاً 41]   مرجع اند. در مطالعات  کرده

نقاط   تعداد  که  هنگامي  ويژه  به  و  خاص  حالات  در  الگوريتم 

)يابي درون )n  تک تعداد  درونجملهبه  پايه  )يابي هاي  )m 

است. شده  اشاره  باشد  اين   نزديک  علاقمندي    مرجعدر  به 

کاهش  در جهت  الگوريتم  اصلاح  راهكارهاي  ارائه  به  محققين 

 [. 43و   42] ت يابي اشاره شده استعداد نقاط درون

 

 (WLS)دار روش حداقل مربعات وزن -2-3

طور که در بخش قبل ملاحظه شد روش حداقل مربعات، همان

محاسبات استانداردي را به ويژه براي برازش منحني در مسائل  

اي بيش از تعداد پارامترهاي مجهول ارائه  هاي نقطهبا تعداد داده

مربعات کرد ميانگين(  )يا  مجموع  به  شده  برازش  دقت سطح   .

دادهمانده و  شده  برازش  تابع  مقدار  بين  اختلاف  که  هاي  ها 

مشاهداتي در نقاط هستند بستگي دارد. مبناي محاسباتي روش  

داده دقت  که  است  استوار  فرض  اين  بر  مربعات  هاي  حداقل 

دروننقطه ناحيه  نقاط  تمام  در  بيان  اي  به  است.  يكسان  يابي 

شود که انحراف معيار خطا در تمام نقاط ناحيه  ديگر فرض مي

[. در صورت تخطي از اين فرض، ضرايب تابع  44]  يكسان باشد

و   نبوده  برخوردار  مطلوبي  شرايط  از  شده  پذيري  تأثيربرازش 

شود  بيشتري از برخي نقاط خواهند داشت. اين پديده باعث مي

دچار   شده  برازش  تابع  ناحيه،  نقاط  در  تغييراتي  مختصر  با  که 

مشكل   اين  بروز  از  احتراز  جهت  شود.  توجهي  قابل  تغييرات 

شود. يكي  هاي رياضي خاصي بر متغيرهاي تابع اعمال ميتبديل

رايج تبديلاز  اين  وزنترين  مربعات  روش حداقل  مبناي  دار ها 

است ]    [.45]  بوده  مرجع  مربعات  45در  حداقل  الگوريتم   ]

از منظر  وزن انحراف معيار خطا و هم  از منظر يكساني  دار هم 

يابي خاص مورد بررسي قرار گرفته است و  يک الگوريتم درون

اثبات   قدرت بيشتر آن نسبت به نسخه عمومي حداقل مربعات 

 شده است. 

يابي حداقل مربعات  درون  فرايند اصول و مراحل محاسباتي  

[ ارائه شده است. در اين  45دار در منابع مختلف از جمله ] وزن

روش براي تخمين مقدار تابع هدف در هر نقطه از محيط، نقطه  

با ايجاد  مذکور به عنوان نقطه مرکزي در نظر گرفته مي شود و 

به مرکزيت آن، الگوريتم درونزيرناحيه ياب  اي با ابعاد محدود 

مي اعمال  آن  درون  نقاط  و  مذکور  زيرناحيه  اين  بر  با  شود. 

مي را  بحث  مورد  الگوريتم  دسته  توضيحات،  از  توان 

هاي محلي دانست که مقدار تابع هدف در محل يک  يابدرون

مي تخمين  مجاور  نقاط  در  آن  مقادير  حسب  بر  را  زند.  نقطه 

درونروش از  هاي  مهمي  شاخه  عنوان  به  محلي  يابي 

درونالگوريتم توسعه    يابي،هاي  و  ابداع  در  وسيعي  کاربرد 

داشتهروش بدون شبكه  المانهاي  مثال روش  به عنوان  هاي  اند 

گالرکين46]   44پراکنده المان  بدون  روش  باز  47]   45[،  روش   ،]

 [ قطعات  اساسي  پترو23توليد  محلي  شبكه  بدون  روش   ،]-

کره48]   46گالرکين روش  و  محدود[  از  49]   47هاي  همگي   ]

 کنند.هاي محلي استفاده مييابدرون



 محمد نجار 
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وزن مربعات  حداقل  جديد  الگوريتم  محاسباتي  تفاوت  دار  تنها 

با   که  است  آن  خطا  مربعات  حداقل  استاندارد  نسخه  با  خطا 

ضرب مقاديري مثبت در مقادير مربع اختلاف مقدار تابع تقريبي  

از مقدار مشاهداتي در هر نقطه، ميزان اثرگذاري آن نقطه را در  

ميدرون  فرايند مشخص  هر  يابي  براي  نظر  مورد  ضريب  کنند. 

توسط    شود معمولاًنقطه که از اين پس وزن آن نقطه ناميده مي

درون محدوده  نقاط  در  وزن  تابع  نام  به  مشخص تابعي  يابي 

ها  براي آن  تأثيرشود. مقدار تابع وزن در نقاطي که بيشترين  مي

مورد نظر است نزديک به يک و در نقاط با درجه اهميت کمتر  

 کند.تر بوده و به تدريج به صفر ميل ميکوچک

دست  براي  فوق  توضيحات  به  توجه  معادلات با  به  يابي 

درون وزنالگوريتم  مربعات  روابط  يابي حداقل  است،  کافي  دار 

(29( تا  بيان  36(  مربعات  حداقل  روش  براي  که  با    شد(  را 

. در اين صورت شاخص خطا در  کنيم  اعمال وزن نقاط اصلاح

 دار به صورت زير خواهد بود: الگوريتم حداقل مربعات وزن

(37 ) ( ) ( ) ( )
n

2
T

i i i

i=1

E = w u -   x x P x a 

رابطه اين  )در  )iw x  نقطه محل  در  وزن  تابع  ناحيه  iمقدار  ام 

حداقلدرون به  که  صورتي  در  است.  فوق  يابي  شاخص  سازي 

طي   با  داده  فرايندبپردازيم  توضيح  قبل  فصل  در  آنچه  شبيه  ي 

  آيد. به دست مي(  31( و )30از روابط ) aشد، بردار مجهولات 

ماتريس  که  تفاوت  اين  با  رابطه     Bو Aهايالبته    (32)از 

 شوند:محاسبه مي

(38 ) 
( ) ( ) ( )

n
T

i i i

i=1

= wA x P x P x 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 n n

=

w w w  

B

x P x x P x x P x
 

 

تابع تقريبي در ناحيه مورد نظر به صورت زير خواهد   بنابراين

 بود: 

(39 ) ( ) ( )û = T -1
x P x A Bu 

که با توجه به آن توابع شكل الگوريتم به صورت زير به دست 

 آيند:مي

(40) ( )= T -1
N P x A B 

بايد توجه داشت که همانند الگوريتم حداقل مربعات خطا سطح  

دار هم از نقاط برازش شده توسط الگوريتم حداقل مربعات وزن

 گذرد.يابي نمي ناحيه درون

يابي تا حدود زيادي به  دقت و پايداري اين الگوريتم درون

ين روش  ترشكل و نحوه اعمال مقادير وزن بستگي دارد. ساده

توابع وزن   از  نقاط مختلف دامنه استفاده  اعمال مقادير وزن در 

 [ با  ي در واقع تلاش مي فرايند چنين     [.51  و  50است  کند که 

را   الگوريتم  پايداري  و  همگرايي  مناسب،  وزن  توابع  انتخاب 

] أت تحقيق  محاسبات  در  نمونه  عنوان  به  کند.  تابع  46مين  از   ]

 گوسي زير به عنوان تابع وزن استفاده شده است: 

(41 ) ( )

22
m

2
m

xx
--

cc

i
x

-
c

e - e
w =

1- e

  
  

   

 
 
 

x 

ضريبي است   cيابي و نصف اندازه دامنه درون  mxدر اين رابطه 

mxکند و برابر که شكل تابع وزن را مشخص مي

2
پيشنهاد شده   

 است. 

وزن مربعات  حداقل  برخي الگوريتم  توسعه  در  دار 

روش روش ازجمله  ديفرانسيل  معادلات  حل  شبكه  بدون  هاي 

با  هم  محققين  برخي  است.  داشته  اساسي  نقش  محدود  نقاط 

درون الگوريتم  در  جزئي  تغييرات  بيان  ايجاد  اصلاح  يا  ياب 

محاسبات   دقت  سطح  ارتقاي  باعث  حاکم  ديفرانسيل  معادلات 

 [ مطالعه  مثال  عنوان  به  اند.  با 52شده  را  محدود  نقاط  روش   ]

درون وزنکاربرد  مربعات  حداقل  مسائل  يابي  حل  براي  دار 

تئوري حساب محدود  با اعمال  کار برده است و  به  الاستيسيته 

 [ مرجع  در  نتايج  53که  در  را  بهبودهايي  است،  شده  معرفي   ]

 فرايندبايد توجه داشت که در يک    بنابراينه است.  کردگزارش  

درون الگوريتم  اصلاح  بر  علاوه  معادلات تحليلي  اصلاح  ياب، 

مي که  حاکم  گسسته ديفرانسيل  نوع  شامل  بيان  تواند  و  سازي 

 . شودهاي آنها باشد، منجر به افزايش دقت محاسبات ميمتغير

 

 : (MLS)روش حداقل مربعات متحرک -3-3

روش دسته  از  که  متحرک  مربعات  حداقل  نمايش  روش  هاي 
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درونسري يک  و  بوده  محدود  توسط  هاي  است  محلي  ياب 

و    54]  دانان براي برازش منحني و توليد سطوح ارائه شدرياضي

در  55 عالي    فرايند[  54]   مرجع[.  بيان  با  الگوريتم  محاسباتي 

و   توابع  تخمين  در  روش  اين  امروزه  است.  شده  داده  توضيح 

تحليل ميدان  در  ويژه  به  شكل  توابع  شبكه  ايجاد  بدون  هاي 

است  گرفته  قرار  محققين  اقبال  مورد  و  يافته  بسيار  [.  1]  توفيق 

 [ مرجع  محققين  بار  اولين  مربعات  46براي  حداقل  روش  از   ]

شكل   توابع  و  کردند  استفاده  مكانيک  مسائل  حل  در  متحرک 

المان تحليلي  روش  براي  استخراج  لازم  را  خود  پراکنده  هاي 

المانکرد بازنگري و اصلاح ند. روش  پراکنده سپس مورد  هاي 

[ قرار گرفت و منجر به ابداع روش بدون  47محققين مطالعات ] 

يابي در روش بدون [. مبناي درون56و    47]  المان گالرکين شد

المان گالرکين هم همان الگوريتم حداقل مربعات متحرک بوده  

روش ابداع  گالرکين  است.  المان  بدون  و  پراکنده  المان  هاي 

 .کردهاي بدون شبكه ايجاد  هاي اساسي در حوزه روشپيشرفت 

مهم، روش حداقل مربعات متحرک    به دليل وجود دو ويژگي 

اقبال محققين را برانگيخته است. اول آن که ميدان تقريبي توليد  

شده توسط آن در کل دامنه پيوسته و هموار است و دوم توانايي  

باز   را  دلخواهي  مرتبه  تا  که  است  تقريباتي  توليد  در  الگوريتم 

 [.    1]  کنندتوليد مي

تقريب  دلخوابراي  تابع  )ه  سازي  )u x  نقطه محل  در 

ابتدا دامنه را با تعداد مناسبي نقطه  از دامنه کلي  xمحاسباتي 

اي را  ، منطقهتأثيرکنيم و با استفاده از مفهوم ناحيه  سازي ميمدل

گيريم. بديهي  در نظر مي و در همسايگي آن xبه مرکزيت نقطه 

ناحيه   در  مدل  نقاط  از  تعدادي  که  مي   تأثيراست  گيرند. قرار 

تقريبي  تابع  متحرک،  مربعات  )روش حداقل  )û x   نمايش با  را 

 کند: سري محدود زير معرفي مي

(42 ) ( ) ( )û = T
x P x a 

)در اين رابطه   )P x اي پايه است که داراي جملهبردار تکm 

درايهاست درايه   مثلث  .  در  شده  درج  جملات  بردار  اين  هاي 

خيام مثلث    -معروف  آن  از  متقارن  طور  به  که  هستند  پاسكال 

مي ميانتخاب  سعي  گونهشوند.  به  مذکور  جملات  اي شود 

آن مجموعه  که  شوند  کامل  انتخاب  خاصي  تواني  مرتبه  تا  ها 

( رابطه  تک 25باشد.  بردار  و  جمله(  دوم  مرتبه  کامل  پايه  هاي 

)دهد.  مرتبه سوم دو بعدي را نشان مي  )a x    هم بردار ضرايب

 شود: است که به صورت زير بيان مي xمجهول نظير نقطه 

(43 ) ( ) ( ) ( ) ( ) T

1 2 m= a ,a , ,aa x x x x 
)براي محاسبه بردار ضرايب )a x  از مقادير تابع هدف در محل ،

شود. يعني  استفاده مي xنقطه محاسباتي   تأثيرنقاط درون ناحيه  

که  صورتي  ناحيه   nدر  در  محاسباتي  تأثيرنقطه  قرار   xنقطه 

سازي  داشته باشد، از مقادير تابع هدف در اين نقاط براي تقريب 

محاسباتي نقطه  در  هدف  تابع  در    xمحلي  برد.  خواهيم  بهره 

ب  به ترتيxنقطه   تأثيرصورتي که مختصات نقاط واقع در ناحيه  

1x    ،2x    ،    ،nx  ( رابطه  از  استفاده  با  مقادير 42باشند،   )

 شوند: تقريبي تابع هدف در اين نقاط به صورت زير محاسبه مي

(44 ) ( ) ( ) ( )T

j jû , = j = 1,2, ,nx x P x a x 
)هاي بردار ضرايباکنون لازم است درايه )a x  را چنان محاسبه

که شاخص خطاي  مقادير   nکنيم  به  نسبت  تقريبي فوق  مقدار 

ها حداقل مقدار ممكن باشد. در روش حداقل مربعات واقعي آن

دار خطا به عنوان شاخص خطا  متحرک هم مجموع مربعات وزن

گرفته مي نظر  با حداقلدر  بردار ضرايب مجهول  سازي  شود و 

مي دست  به  خطا     آيد.آن  دار  وزن  مربعات  مجموع  شاخص 

 شود: توسط رابطه زير تعريف مي

(45 ) 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n
2

i i i

i=1

n
2

T

i i i

i=1

ˆE = w u - u , =

w u -

  

  





x x x x

x P x a x

 

رابطه  اين  )در  )iw x  نقطه محل  در  وزن  تابع  ام iمقدار 

)و )i iu = ux   مقدار تابع در محل نقطهi .ام است 

ضرايب بردار  محاسبه  )براي  )a x   فوق خطاي  شاخص  بايد 

به اقناع معادله زير   بنابراينحداقل مقدار ممكن را داشته باشد.  

 پردازيم:مي

(46 ) E
= 0



a
 

( و حل معادله  46( در معادله ) 45با جايگذاري شاخص خطا از رابطه ) 

 آيد: ماتريسي حاصل، بردار ضرايب به صورت زير به دست مي 
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(47 ) 
=a Cu 

هاي آن مقادير داده شده  برداري است که درايه uدر اين رابطه 

هم يک ماتريس مربعي  Cهستند و  تأثيرنقطه ناحيه   nتابع در

 شود: است که از رابطه زير محاسبه مي nبا بعد

(48 ) -1=C A B 
مرتبه Aماتريس با  مربعي  ماتريس  ماتريس mيک  از   Bو 

 شوند:هستند و توسط روابط زير بيان مي m×nمرتبه

(49 ) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n
T

i i i

i=1

1 1 2 2

= w

=

w w w  



n n

A x P x P x

B

x P x x P x x P x

 
بردار  ) aجايگذاري  رابطه  توسط  تابع  47که  در  شد  محاسبه   )

)تقريبي )û x  ( معرفي شده است، عبارت زير  42که در رابطه )

 دهد: را براي تابع تقريبي نتيجه مي

(50) ( ) ( )û = T
x P x Cu 

( در عبارت فوق،  48از رابطه ) Cدر نهايت جايگذاري ماتريس 

 آورد: شكل کلي تابع تقريبي را به صورت زير به دست مي

(51 ) ( ) ( )T -1û =x P x A Bu 
( توابع شكل روش  35در نهايت با مقايسه رابطه فوق با رابطه )

نقطه محاسباتي در محل  متحرک  مربعات  به صورت   xحداقل 

 شوند:زير بيان مي

(52 ) ( )T -1=N P x A B 
مي ملاحظه  فوق  محاسباتي  روند  به  توجه  تغيير  با  با  که  شود 

نقطه محاسباتي تغيير مي Bو Aهايماتريس xمحل  کنند.  هم 

تابع هدف و مشتق   بنابراين از  به هنگام محاسبه مشتقات  گيري 

( محاسبات  51رابطه  در  هم  را  ماتريس  دو  اين  مشتقات  بايد   )

در  کردوارد   مفصل  طور  به  هدف  تابع  مشتق  محاسبه  نحوه   .

[ بيان شده است و از ذکر آن در اين متن خودداري 47مرجع ] 

 شود. مي

حداقل   الگوريتم  که  داشت  توجه  بايد  که  اين  ديگر  نكته 

بنابراين    نيست.  کرونكر  دلتاي  داراي خاصيت  متحرک  مربعات 

کند. از اين رو آن عبور نمي   تأثيرتابع برازش شده از نقاط ناحيه  

 .گويندميياب ساز و نه درونرا يک روش تقريب 

مربعات   حداقل  روش  در  وزن  تابع  کارگيري  به  اهداف 

در روش آنچه  با  انتگرال محدود  متحرک  نمايش  بر  مبتني  هاي 

تابع    شدبيان   متحرک  مربعات  در روش حداقل  است.  متفاوت 

مقادير   اعمال  با  که  آن  اول  است.  اصلي  هدف  دو  داراي  وزن 

متفاوتي   اهميت  درجه  مختلف،  نقاط  در  مانده  مقادير  بر  وزن 

مقادير   دورتر  نقاط  به  اساس  اين  بر  کند.  ايجاد  کدام  هر  براي 

کوچک ميوزن  تخصيص  اين تري  وزن  تابع  نقش  دومين  يابد. 

محاسباتي  نقطه  محل  تغيير  با  که  به  xاست  دامنه  از  نقاطي 

تدريج و آرام وارد محاسبات شوند و نقاط ديگري هم به تدريج  

د. چنين نقشي از آن جهت بسيار مهم است  شونکم اثر و حذف  

مي باعث  پيوسته  که  و  هموار  دامنه  کل  در  شكل  توابع  شود 

مي وزن  تابع  تئوريک  نظر  از  واجد  باشند.  که  تابعي  هر  تواند 

اکيداً و  فشردگي  بودن،  مثبت  اختيار    شرايط  باشد  بودن  نزولي 

ويژگي1]  شود قبلاً[.  مذکور  شرايط  به    هاي  مربوط  بخش  در 

بيان يابدرون تفصيل  به  محدود  انتگرال  نمايش  بر  مبتني  هاي 

شدند. لازم به ذکر است که از همان توابع وزن معرفي شده در  

مينمايش هم  محدود  انتگرال  حداقل  هاي  الگوريتم  در  توان 

 .کردمربعات متحرک استفاده 

حداقل   روش  هدف(  توابع  توليد  باز  )قابليت  سازگاري 

به کامل بودن مرتبه تک پايه بستگي  جملهمربعات متحرک  هاي 

مطالعات   که  57]   مرجعدارد.  در صورتي  که  است  داده  نشان   ]

تک  مرتبهجملهمجموعه  تا  پايه  سازگاري   kهاي  باشند  کامل 

مرتبه  از  هم  بود.  kالگوريتم  طرح 58]   مرجع خواهد  با  هم   ]

جالب ايجاد الگوريتم حداقل مربعات متحرک پيوسته به    فرايند

بررسي ارتباط بين الگوريتم حداقل مربعات متحرک با روش باز  

مذکور عباراتي شبيه    مرجعتوليد قطعات اساسي پرداخته است.  

 [ مطالعه  در  قطعات 23آنچه  روش  در  سازگاري  ايجاد  براي   ]

 هيدروديناميک هموار به دست آمده است را نتيجه گرفته است. 
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طور که از نام روش مشخص است، تابع تقريبي در روش  همان
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نقطهدرون عبور  يابي  مدل  نقاط  در  خود  واقعي  مقادير  از  اي 

کند. اين روش با پراکنش تعدادي نقطه بر سطح دامنه، آن را  مي

ميمدل نقطهکنسازي  مدل  ايجاد  از  پس  براي  د.  دامنه  از  اي 

نقطه  درون آن  حول  دلخواه،  نقطه  يک  در  هدف  تابع  يابي 

نظر زيرناحيه در  باشد  نقاط مدل  از  مناسبي  تعداد  که شامل  اي 

گرفته شده و با استفاده از يک سري محدود مقدار تابع در محل  

 شود. يابي ميآن نقطه درون

هدف تابع  روش،  جزئيات  درک  )براي  )u x  دامنه در  را 

خواهيم مقدار تابع در نظر بگيريد. فرض کنيد مي محاسباتي 

را در محل نقطه 
Qx  شود که از اين پس نقطه مرکزي ناميده مي

ناحيهکنيمحاسبه   زير  ايجاد  م.  مرکزي  نقطه  حول  چنان  را  اي 

نظر  مي در  با  باشد.  مدل  نقاط  از  مناسبي  تعداد  شامل  که  کنيم 

)زيرناحيه( پيرامون نقطه مرکزي،   تأثيرگرفتن نقاط درون ناحيه  

درون نقطهروش  به  يابي  زير  محدود  سري  کاربرد  با  اي 

 پردازد:يابي تابع هدف ميدرون

(53 ) ( ) ( ) ( )
n

Q i i Q

i=1

û , =x x B x a x 

رابطه  اين  )در  )iB x    درايهi  پايه جملات  شامل  بردار  ام 

نقطه   تأثيراز ناحيه   xيابي در محل نقطه دلخواهدرون
Qx    بوده و

( )i Qa x   درايهiام بردار ضرايب نظير نقطه
Qx    است. برحسب

تک درونجملهنوع  پايه  نسخههاي  روش  يابي،  از  مختلفي  هاي 

شود که در ادامه به بررسي دو نمونه  اي ايجاد مييابي نقطهدرون

 پردازيم.  مهم آن مي

 

 اياي چندجملهیابي نقطهدرون -1-4-3

سطري  بردار  تشكيل  هنگام  به  که  صورتي  )در  )iB x   از

پاسكال استفاده    -دهنده مثلث خيامتشكيل هاي جبريجملهتک

چندجمله نسخه  درونشود  الگوريتم  نقطهاي  ايجاد يابي  اي 

)59]  شودمي عبارت  صورت  اين  در  مي53[.  را  به  (  توان 

 : کردصورت زير بازنويسي  

(54 ) 
( )

( ) ( ) ( ) ( )

Q

n
T

i i Q Q

i=1

û , =

=

x x

P x a x P x a x
 

)در اين رابطه )P x پايه است که در حالت  بردار تک جمله اي 

آن تشكيل  نحوه  حداقل   دقيقاً  اخير  الگوريتم  در  آنچه  مشابه 

  اي پايه حتماً جمله. جملات تکاست مربعات متحرک بيان شد  

از مثلث خيام برداشته شوند و  -بايد به صورت متقارن  پاسكال 

)هاي انتخابي کامل باشند. تعداد تک جمله  ترجيحاً )m  ًهم دقيقا 

ناحيه   در  موجود  نقاط  تعداد  با  برابر  نقطه   تأثيربايد 
Qx  .باشد

اگر  ناحيه    nيعني  در  نقطه  تأثيرنقطه 
Qx    ،باشد داشته  وجود 

)کنيمفرض مي nهاي پايه را هم برابرجملهتعداد تک )m = n .

( را بر تمامي نقاط درون ناحيه  54در اين صورت اگر معادله )

همزمان  تأثير معادلات  دستگاه  يک  کنيم  ايجاد   nاعمال  بعدي 

آن بردار مجهولاتمي از حل  )شود که  )Qa x آيد. به دست مي

 : کردتوان به صورت زير بيان دستگاه معادلات مذکور را مي

(55 ) 
Q s=P a U 

رابطه اين  ناحيه    sUدر  نقاط  در  هدف  تابع  مقادير    تأثيربردار 

 است: 

(56 )  T

s 1 2 n= u u uU 
ضرايب ماتريس 

QP  مرتبه مربع  ماتريس  يک  که  است،    nهم 

مي ناميده  گشتاور  حسب  ماتريس  بر  زير  صورت  به  و  شود 

 شود: مختصات نقاط درون زيرناحيه معرفي مي

(57 ) 

( )

( )

( )

T

1

T

2

Q

T

n

2 2

1 1 1 1 1 1

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

n n n n n n

= =

1 x y x x y y

1 x y x x y y

1 x y x x y y

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
  

P x

P x
P

P x
 

( ماتريسي  معادله  مورد  55حل  زيرناحيه  نظير  ضرايب  بردار   )

 دهد:بحث را به صورت زير نتيجه مي

(58 ) -1

Q s=a P U 
( عبارت  در  فوق  بردار ضرايب  نهايت جايگذاري  تابع  54در   )

ياب معتبر در محدوده زيرناحيه مورد بحث را به صورت  درون

 دهد:زير نتيجه مي

(59 ) ( ) ( )T -1

Q Q sû , =x x P x P U 
 ماتريس توابع شكل الگوريتم به شكل زير خواهد بود:  بنابراين
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(60) ( )T -1

Q=N P x P 
زيرناحيه، ممكن  نقاط درون  آرايش  از جمله  به دلايل مختلفي 

ماتريس  است 
QP  آن  وارون نتيجه  در  که  نباشد    فرايند پذير 

ميدرون شكست  به  مييابي  شرايطي  چنين  در  با  انجامد.  توان 

الگوريتم مانند  کاربرد  )دوران(   جاييجابههايي  تبديل  نقاط، 

مثلثي و  مختصات  ] دستگاه  ماتريسي  منفرد  60سازي  مشكل   ،]

 . کردبودن اين ماتريس را حل 

تواند امتياز اگرچه عدم نياز الگوريتم حاضر به تابع وزن مي

مهمي براي الگوريتم به حساب آيد، اما شرط برابري تعداد نقاط  

تک تعداد  با  ناحيه  که جملهزير  است  محدوديتي  هم  پايه  هاي 

توان از آن چشم پوشيد. امتياز ديگر روش حاضر آن است نمي

تک از  ترکيب خطي  که  تابعي  هر  درونجملهکه  پايه  ياب  هاي 

 شود. باشد به طور دقيق توسط الگوريتم بازتوليد مي

پذير باشد،  به هر حال در صورتي که ماتريس گشتاور وارون

ناحيه   زير  نقاط  پراکنش  نحوه  به  فقط  شده  ايجاد  شكل  توابع 

 هاي زير خواهند بود: وابسته بوده و داراي ويژگي

هستند. اين مطلب   48توابع شكل ايجاد شده مستقل خطي  -الف

پذير بودن ماتريس  با توجه به استقلال خطي توابع پايه و وارون

 شود. گشتاور به سادگي اثبات مي

آن   -ب محل  در  زيرناحيه  نقاط  از  يک  هر  نظير  شكل  توابع 

نقطه برابر يک و در محل ساير نقاط زيرناحيه برابر صفر است  

مي کرونيكر(.  دلتاي  باعث  )خاصيت  خاصيت  اين  که  دانيم 

 شود. تسهيل اعمال شرايط مرزي ضروري مي

نقاط   -ج از  کدام  هر  محل  در  شكل  توابع  مقادير  مجموع 

 زيرناحيه برابر واحد است. 

(61 ) ( )
n

i

i=1

= 1N x 

تک  -د وجود  پايه،  جملهبا  توابع  عنوان  به  اول  مرتبه  هاي 

 شوند:هاي مختصات توسط الگوريتم بازتوليد ميمؤلفه

(62 ) ( )
n

i i

i=1

=N x x x 

هاي  با توجه به ساختار الگوريتم که مبتني بر ايجاد زيرناحيه  -  ه

 محاسباتي است، توابع شكل داراي خاصيت فشردگي هستند. 

در ايجاد توابع شكل نيازي به اعمال تابع وزن وجود ندارد.    -و

البته نبود تابع وزن نزولي و هموار به ايجاد ناهمواري در نتايج  

 شود. يابي منجر ميدرون

 

 اي با پایه شعاعي یابي نقطهدرون -2-4-3

اي  يابي مبتني بر پايه چندجملههمانگونه که ملاحظه شد، درون

مرتبه   با  توابع  بازتوليد  توان  و  مطلوب  دقت  سادگي،  دليل  به 

سفانه  أهاي پايه مورد توجه قرار گرفت. متتر از تک جملهپايين

مي  بعضاً مواجه  مواردي  با  الگوريتم  اجراي  هنگام  که  به  شويم 

وارون گشتاور  امكان ماتريس  دليل  همين  به  و  نبوده  پذير 

نميدرون فراهم  گشتاور  يابي  ماتريس  ايجاد  جهت  شود. 

هاي پايه شعاعي را [ تک جمله61پذير، محققين تحقيق ] وارون

تک خيامجملهجايگزين  مثلث  و هکردپاسكال    -هاي  اند 

اند. با استفاده از  هکرداي با پايه شعاعي را ابداع  يابي نقطهدرون

( رابطه  شعاعي،  پايه  الگوريتم  53توابع  محاسبات  اساس  که   )

 شود: اي است به صورت زير بازنويسي مييابي نقطهدرون

(63 ) 
( )

( ) ( ) ( ) ( )

Q

n
T

i i Q Q

i=1

û , =

=

x x

R x a x R x a x
 

رابطه     اين  )در  )iR x   فاصله اساس  بر  که  تابع شعاعي است 

نشان    irام زير دامنه که با  iاز زير دامنه تا نقطه xنقطه دلخواه

 شود: شود محاسبه ميداده مي

(64 ) ( ) ( )
1

2 2 2

i i ir = x - x + y - y 
 

 

 ( )T
R x درايه که  است  سطري  بردار  يک  شامل هم  آن  هاي 

نقطه واقع  nنسبت به هرکدام از xمقادير تابع شعاعي در نقطه

 در زير ناحيه است: 

(65 ) ( ) ( ) ( ) ( ) T

1 2 n= R R RR x x x x 
تابع  اعمال  )با  )Qû ,x x  ( رابطه  زيرناحيه 63از  نقاط درون  بر   )

 آيد:انتخاب شده، ماتريس گشتاور به صورت زير به دست مي

(66 ) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 2 1 n 1

1 2 2 2 n 2

Q

1 n 2 n n n

R r R r R r

R r R r R r
=

R r R r R r

 
 
 
 
 
  

R 
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ويژگي به  توجه  ميبا  سادگي  به  فاصله  مفهوم  نتيجه  هاي  توان 

گرفت که ماتريس گشتاور متقارن است. با معلوم شدن ماتريس  

( رابطه  اعمال  از  معادلات حاصل  نقاط  63گشتاور دستگاه  بر   )

 : کردتوان به صورت زير بيان زيرناحيه را مي

(67 ) 
s Q=U R a 

زير   صورت  به  مطالعه  مورد  زيرناحيه  ضرايب  بردار  بنابراين 

 شود: محاسبه مي

(68 ) -1

Q s=a R U 
( رابطه  از  ضرايب  بردار  جايگذاري  نهايت  معادله 68در  در   )

(، ماتريس توابع شكل الگوريتم را به صورت زير به دست  63)

 آورد:مي

(69 ) ( )T -1

Q=N R x R 
انواع مختلفي از توابع پايه شعاعي در مطالعات مختلف معرفي 

رايجشده از  يكي  که  محبوباند  و  آنترين  پايه  ترين  توابع  ها 

ربعي چند  ]   49شعاعي  تحقيق  محققين  بار  اولين  از 62است.   ]

درون براي  شعاعي  پايه  دادهتوابع  استفاده  يابي  جغرافيايي  هاي 

[ تابع پايه شعاعي زير را  63کردند و همين محققين در مطالعه ] 

 پيشنهاد کردند:

(70) 
( )

( ) ( ) ( )

i

1 1
2 2 2 2 22 2

i i i

R =

x - x + y - y + c = r + c 
 

x

 

رابطه  اين  کنترل    cدر  را  تابع  منحني  شكل  که  است  ضريبي 

ميمي و  مسائل  کند  در  آن  کاربرد  براي  را  مناسبي  مقادير  توان 

 . کردمختلف پيشنهاد 

برازش   در  گسترده  طور  به  ربعي  چند  شعاعي  پايه  توابع  از 

پاره ديفرانسيل  معادلات  تقريبي  و حل  شده  سطوح  استفاده  اي 

 [ نمونه در مطالعات  به عنوان  توابع در 65و    64است.  اين  از   ]

[ به  67و    66]   مرجعبررسي مسائل سيالات استفاده شده است.  

با   بيضوي  مرزي  مقادير  و  ديفرانسيل  معادلات  مسائل  حل 

پرداخته شعاعي  توابع  از  ]  اند.استفاده  تحقيق  به  68در  هم   ]

يابي با استفاده از توابع پايه شعاعي پرداخته  ارزيابي خطاي درون

 [ مطالعات  است.  همگرايي  70و    69شده  بررسي  بر  هم   ]

هاي حل معادلات ديفرانسيل با استفاده از توابع شعاعي  الگوريتم

 اند. متمرکز شده

گوسي بعضاً  50تابع شعاعي  نمايي  که  ناميده    51تابع شعاعي  هم 

در  مي که  است  شعاعي  پايه  توابع  از  ديگري  نوع    مرجع شود، 

 [ به صورت زير معرفي شده است: 71] 

(71 ) ( )
( ) ( )

2 2
2i i
i

-c x-x + y-y -cr

iR = e = e
 
  x 

اين حالت هم تعيين  cدر  تابع را  نزول  که نحوه  ضريبي است 

مسائل مختلف محاسبه    مؤثرکند و مقدار بهينه آن براي حل  مي

 شود. مي

براي   محققين  توسط  هم  شعاعي  توابع  از  ديگري  انواع 

اند که در متن حاضر از  يابي توابع هدف به کار گرفته شدهدرون

شود. اين توابع شعاعي از هر نوعي  ها خودداري ميتوضيح آن

که باشند همواره داراي مقادير مثبت بوده و با استفاده از يک يا  

آن منحني  و شكل  تغييرات  نحوه  کنترل  چند ضريب شكل،  ها 

اي  يابي چند جملهشود که تنها تفاوت درونشود. يادآور ميمي

درون تکبا  جايگزيني  شعاعي  با  جملهيابي  الگوريتم  پايه  هاي 

پايه شعاعي   که  است توابع  اين جايگزيني آن است  امتياز مهم   .

يابي با توابع پايه شعاعي( به  در الگوريتم حاصل )الگوريتم درون

گشتاور   ماتريس  شكل،  ضرايب  مقادير  برخي  از  احتراز  شرط 

وارون عملاً همواره  و  بوده  حل    پذير  آن  بودن  منفرد  مشكل 

 [.  68] د شو مي

متأ  فوق،  مهم  امتياز  کنار  توابع  در  توليد  باز  امكان  سفانه 

درون  ندارد. براي  وجود  شعاعي  پايه  توابع  بر  مبتني  يابي 

يابي توابع پيوسته توسط توابع پايه  درون   فرايند اگرچه    بنابراين 

وجود  حيث  اين  از  مشكلي  و  است  همگرا  همواره  شعاعي 

مي  باعث  توابع خطي  بازتوليد  امكان  فقدان  اما  که  ندارد  شود 

آزمون گذراندن  در  توفيقي  مذکور  استاندارد الگوريتم  هاي 

الگوريتم   در  رفع    اجزايمرسوم  جهت  باشد.  نداشته  محدود 

نقايص محققين تحقيق ] الگوريتم درون 72اين  يابي جديدي [ 

-جمله اند که همزمان توابع پايه شعاعي و تک را تعريف کرده 

مي -هاي خيام  کار  به  پايه  توابع  عنوان  به  را  به  پاسكال  و  برد 

 پردازد. يابي تابع هدف مي درون 
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به درون از جمله روش  که  موفقي  منحني  هاي  برازش  يابي و 

دسته  داده بر  از  مي اي  پراکنده  نقاط  در  متمرکز  پردازد،  هاي 

اين روش که  اولين بار در مرجع    .هاي واحد است روش پاره 

معرفي  73]  زيرناحيه شد [  به  را  مطالعه  مورد  محيط  هاي  ، 

مي  تفكيک  محلي  کوچكي  تقريبي  توابع  ايجاد  از  پس  و  کند 

زيرناحيه  اين  آن در  پيوستن  هم  به  از  تقريبي  ها،  تابع  يک  ها 

. جزئيات محاسباتي الگوريتم در مرجع  کند کلي استخراج مي 

 در مطالعات   [ هم تبيين شده است. اين روش بعداً 75و    74] 

گرفته  77 و  76]  کار  به  مكانيک  مهندسي  مسائل  تحليل  در   ]

کاربرد   براي  مذکور  تحقيق  دو  محققين  اصلي  انگيزه  شد. 

هاي واحد در علوم مهندسي، رفع ناکارآمدي روش  روش پاره 

است.    اجزاي  بوده  مكانيک  مسائل  برخي  حل  در  محدود 

 [ تحقيق  الگوريتم  77محققين  ساختار  در  مهم  ويژگي  دو   ]

 اند: برشمرده 

قادر   و  بوده  انعطاف  داراي  الگوريتم  ساختار  که  آن  اول 

قضاوت  و  دانش  پاسخ  است  به  نسبت  کاربران  اوليه  هاي 

وارد    مسئله  خود  محاسبات  در  شيوه  کند را  به  ويژگي  اين   .

بزرگ درون  است.  مربوط  الگوريتم  محلي  عامل  يابي  ترين 

سازي  ياب، توانايي آن در تقريب موفقيت يک الگوريتم درون 

پاسخ   روش    مسئله معقول  در  اين    اجزاي است.  محدود 

چندجمله تقريب  توابع  نگاشت  با  محدوده  سازي  در  اي 

مي المان  ايجاد  حل  ها  از  تحليلي  دانش  که  مواردي  در  شود. 

محدود    اجزاي هاي  اي ، کاربرد توابعي غير از چندجمله مسئله 

نزديک  پاسخ  را  آنها  کاربرد  دهد،  نشان  دقيق  پاسخ  به  تر 

دقيق  مي محلي  ايجاد  را  حل  تري  بيشتر  توفيق  باعث  که  کند 

 شود. عددي مي 

هاي محدود محاسباتي  دومين ويژگي الگوريتم ساخت ناحيه

مي واقع  در  است.  هندسي خاص  نظم  يک  به  تقيد  توان بدون 

ايجاد   هندسي  ويژگي  هر  با  را  نواحي  الگوريتم کرداين   .

تر  هاي واحد محيط مورد مطالعه را به تعدادي ناحيه کوچکپاره

پاره از  خاصي  هندسي  تقيد  بدون  ساخته  که  محيط  سازي 

ميمي حتي  و  تفكيک شوند  باشند  داشته  همپوشاني  توانند 

قطعه  مي هر  محدوده  در  را  مطالعه  مورد  تابع  سپس  کند. 

بر کرديابي  درون حاکم  تابع  قطعات،  نظير  توابع  ترکيب  از  و  ه 

 . کندکل دامنه را برآورد مي

روش از  يكي  فوق،  بحث  به  توجه  دقت  با  ارتقاي  هاي 

ديگر الگوريتم کوچک  ايجاد شده است و روش  سازي قطعات 

تقريب توابع  عملكرد  بهبود  بهبود  روش  دو  اين  است.  ساز 

شوند. روش  شناخته مي pو  hهاي الگوريتم به ترتيب با نسخه

نسخه عمومي فوق و با    تواند با ترکيبي از دوهاي واحد ميپاره

 گام بردارد.   مسئلهعلم به اثرات اطلاعات اوليه در بهبود حل 

    در محدوده vتابع دلخواه   يابيدرونهدف  فرض کنيد که  

بيان  است  که  همانطور  دامنه    شد.  ابتدا  واحد  قطعات  الگوريتم 

کوچک قطعات  به  را  مطالعه  داراي  مورد  است  ممكن  که  تري 

ميهم تفكيک  باشند  هم  دامنه  پوشاني  ديگر،  بيان  به  کند. 

بهيعني    مسئلهمحاسباتي    ،d کوچک با زيرناحيه  که   iΩتر 

 شود به طوري که: شوند تفكيک مينشان داده مي

(72 ) 
d

i

i=1

Ω Ω 

پاره تعداد الگوريتم  شامل  واحد  پيوسته   dهاي  غيرمنفي  تابع 

است که دامنه هرکدام از آنها يكي از نواحي کوچک ايجاد شده  

با    است  را  آنها  مي  iWو  گونهنشان  به  توابع  اين  اي  دهند. 

 هاي زير باشند:شوند که داراي ويژگي انتخاب مي

(73 ) 
( )i isupp W Ω 

( )
d

i

i=1

Ω : w =1  x x 

ها  حال اگر توابع تقريبي محلي در محدوده هر کدام از زيرناحيه

روش از  يكي  )مثلاًبا  قبلي  وزن  هاي  مربعات  دار خطا( حداقل 

زيرناحيه  محدوده  در  و  باشند  با  iتعيين شده  داده    iv̂ام  نشان 

 شود: شود، تابع تقريبي کلي به صورت زير محاسبه مي

(74 ) ( ) ( ) ( )
d

i i

i=1

ˆ ˆv = v Wx x x 

شد بيان  که  محدوده    iv̂  همانگونه  در  هدف  تابع  تقريب 

با  iزيرناحيه  و  زيرناحيه  درون  نقاط  به  توجه  با  که  است  ام 

روش از  تقريب استفاده  ميهاي  تعيين  قبلي  نحوه   شود.سازي 
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 . [ آمده است 75و  74] مراجع تعيين توابع الگوريتم هم در 

پاره  راجعم توابع  از  متعددي  کاربردهاي  را مختلف،  واحد  هاي 

اند. استفاده از اين توابع به همراه توابع پايه شعاعي در ارائه کرده

 [ ] 78و    74تحقيق  مرجع  همچنين  است.  شده  گزارش   ]79  ]

با واحد  پاره  روش  از  مورد   ترکيبي  را  محدود  احجام  روش 

روش احجام محدود را در مسير   مطالعه قرار داده است و عملاً

به  روش هم  ديگري  منابع  است.  داده  قرار  شبكه  بدون  هاي 

اي هاي اصلاح شدهاند و نسخهبررسي و اصلاح روش پرداخته

هاي آن اند که نمونهرا ايجاد و در حل برخي مسائل به کار برده

 اند.[ ارائه شده81و  80در مراجع ] 

 

 هاي مبتني بر نمایش پارامتري. روش 4
مي  را  منحني  يک  هندسي  ضمني مدل  صورت  دو  به  و   52توان 

. در فضاي دو بعدي کرد توسط معادلات جبري بيان    53پارامتري 

از  تابع صريحي  به شكل  اين بيان مي   yو xمعادله ضمني  شود 

م  مختصاتي لفه ؤ تابع  توسط   yو xهاي  را  منحني  بر  واقع  نقاط 

مي مربوط  هم  به  ضمني  رابطه  پارامتري، يک  بيان  در  اما  کند. 

از   به   yو  xهاي مختصاتي  مؤلفه هرکدام  بر منحني،  نقاط واقع 

شوند. طور مجزا توسط تابع صريحي از يک متغير مستقل بيان مي 

توان به ترتيب توسط حالت کلي دو بيان ضمني و پارامتري را مي 

   : کرد عبارات اول و دوم رابطه زير بيان  

(75 ) 
( )f x, y = 0 

( ) ( ) ( )( )u x u , y u a u b  C 
دايره  مثال  عنوان  مبدبه  بر  آن  مرکز  که  يک  شعاع  با   أاي 

 توان توسط معادله ضمني مختصات واقع شده است را مي

(76 ) ( ) 2 2f x, y x + y -1 = 0 
 يا پارامتري 

(77 ) ( )
( )

( )

x u = cos u π
u 0 u

y u = sin u 2


  


C 

 . کردبيان 

فر به  ضمني  تابع  يک  توسط  هم  رويه  يک  مشابه،  طور  م به 

( )f x, y, z 0   کره مي مثال  عنوان  به  شود.  بيان  با  تواند  اي 

مختصات قرار دارد توسط تابع    أشعاع واحد که مرکز آن بر مبد

 شود: ضمني زير بيان مي

(78 ) ( ) 2 2 2f x, y,z x + y + z -1 = 0 
يک نمايش پارامتري )که البته منحصر به فرد نيست( براي اين  

 تواند ارائه شود: کره به صورت زير مي

(79 ) ( )

( )

( )

( )

x u, v = sin u cos v
0 u π

u, v y u, v = sin u sinv
0 v 2π

z u, v = cos u


 

 
 



S 

رويه  پارامتري  معرفي  براي  مستقل  پارامتر  دو  که  کنيد  توجه 

 گيرد. مورد استفاده قرار مي

پارامتري  برتري   يا  ضمني  بيان  دو  از  دشوار    ديگري  بريكي 

. در واقع هر کدام منافع و معايب خاص خود را نسبت به  است 

مدل يک  دارند.  همزمان ديگري  کاربرد  با  موفق  هندسي  سازي 

مي ايجاد  بيان  دو  بيان هر  دو  اين  مقايسه  به  ادامه  در  شود. 

 [: 82]   شودميپرداخته 

اي مقيد )محدود( به مرزهاي  هاي قطعهها و رويهبيان منحني ❖

با تعيين   هندسي توسط توابع ضمني دشوار است. در حالي که 

مي پارامترها  بازه  منحنيمناسب  رويهتوان  و  قطعهها  را  هاي  اي 

بيان   پارامتري  توابع  يک  کردتوسط  نمايش  ديگر  سوي  از   .

سادگي   به  که  راستي  خط  )مانند  مرز  بدون  نامحدود  هندسه 

معادله ضمني   )توسط  )f x, y ax + by + c = 0 شود( بيان مي

 به صورت پارامتري دشوار است. 

پارامت ❖ دامنه  که  حالتي  ه  باز uر  در  a, b   نمايش باشد، 

)پارامتري  )uC ا طبيعي  حرکتي  مسير  )ز  يک  )aC  تا( )bC 

مي ضمني ايجاد  نمايش  در  مسيري  چنين  که  حالي  در  کند، 

توان  شود. با وجود اين خاصيت به سادگي ميمنحني ايجاد نمي

و   کردتري از نقاط را در امتداد اين مسير تعيين  هاي جزئيبازه

تفكيک   بخش جزئي  به چندين  را  منحني  درباره  کرددر واقع   .

ساده رويه باعث  اين خاصيت  روي  ها  المان  شبكه  ايجاد  سازي 

 شود. آنها مي

محاسبات   ❖ برپايه  عملي  کاربردهاي  در  پارامتري  نمايش 

رايج مختلف  اشكال  نمايش  و  ايجاد  براي  و  عددي  تر مؤثرتر 

بيزير مانند  پارامتري  توابع  از  بسياري  ضرايب  بي  54است.  -و 
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ويژگي  55اسپلاين هندسي  دربرگيرنده  مهم  اين هستندهاي   .

روش ايجاد  به  پيششرايط  و  هاي  اشكال  طرح  در  رو 

هاي هندسي مناسب منجر  هاي عددي پايدار با ويژگيالگوريتم

 شود. مي

پيچيدگي بسياري از اعمال هندسي و محاسباتي به شدت به  ❖

روش بيان و نمايش منحني بستگي دارد. جهت مشخص شدن 

 :کنيدموضوع به دو حالت زير توجه  

کاربرد  با  رويه  يا  منحني  يک  روي  نقطه  يک  محاسبه  و  تعيين 

ريشه  محاسبه  نيازمند  و  بوده  دشوار  ضمني  صفر نمايش  هاي 

به  پارامتري  نمايش  کاربرد  با  که  آن  حال  است.  ضمني  معادله 

. کردسادگي مي توان نقاط مختلفي را روي منحني يا رويه تعيين  

نقطه خاصي روي منحني  اين که  بررسي  به طور معكوس براي 

 تري دارد.)رويه( قرار دارد يا نه، نمايش ضمني کاربرد ساده 

هاي ضمني و پارامتري توابع و  مطالعه بيشتر درباره نمايش  براي

آنها  ويژگي بخش اندآمده[  85-83]   راجعمدر  هاي  اين  در   .

مدل  منحصراً مدرباره  بحث  پارامتري  نمايش  و    شوديهاي 

پراکنده  نقطه  برتعدادي  شده  برازش  منحني  پارامتري  معادله 

 . شودميتعيين 

توابع  دلخواه  انتخاب  با  که  است  واضح 

)مختصاتي )x u،( )y uو( )z u از   توانمي مختلفي  انواع 

ک منحني ايجاد  را  هندسي  هم  ردهاي  موانعي  عمل  در  هرچند   .

ها را در سيستم  وجود دارند که دسترسي به برخي انواع منحني

ميمدل  ناممكن  شده  گرفته  کار  به  شرايط  سازي  بهترين  سازد. 

 که گردد به نحوي  توابع محدود آن است که  مسئلهحل 

 هاي مورد نظر را داشته باشندتوانايي نمايش دقيق منحني  -الف

عين حال ساده قابل    و در مؤثردر حالت کلي به طور دقيق،   -ب

 پردازش عددي و کامپيوتري باشند

 محاسبه تابع و مشتقات آن ساده باشند  -ج

گرد  -د خطاي  و  اعشار  ارقام  به  نسبت  توابع  عددي  پردازش 

 کردن حساسيت شديد نداشته باشد

ذخيره  به  -ه براي  حافظه  از  کمي  نياز  حجم  پردازش  و  سازي 

 داشته باشند.

ها هستند. اگرچه اي يكي از انواع رايج چنين توابعي، چند جمله 

دقيق  نمايش  قابليت  اما  هستند  آخر  شرط  دو  واجد  توابع  اين 

منحني  از  چنين برخي  است  بديهي  ندارند.  را  مهم  هاي 

جمله منحني  چند  توابع  توسط  بايد  تقريب هايي  شوند. اي  سازي 

اين  توابع چند جا  در  اساس  بر  که  رايج  الگوريتم  بيان جمله دو  اي 

منحنيمي  پارامتري  توابع  و  مي شوند  تعيين  را  بررسي ها  را  کنند 

تواني گردد مي  پايه  روش  ترتيب  به  دو  اين  بيزير   56.  روش  و 

هستند. اگر چه اين دو روش از نظر رياضي معادل هم هستند اما 

نمايش  براي  چشمگير  طور  به  بيزير  الگوريتم  که  ديد  خواهيم 

 تر است.مؤثر اشكال در کامپيوتر سازگارتر و 

 

 ها نماش پایه تواني منحني -1-4

مختصات که  صورتي  nدر  سه 1+ فضاي  در  بعدي  نقطه 

مي باشد،  شده  با مشخص  تواني  پايه  داراي  منحني  يک  توانيم 

برازش    nمرتبه آنها  بر  منحني  اين    پارامتريبيان  .  گرددرا 

 : زعبارت است ا

(80) 
( )

( ) ( ) ( )( )
n

i

i

i=0

u

x u , y u , z u = u 0 u 1



 

C

a
 

 ام است. يعني iبردار مختصات نقطه  iaکه در آن

(81 ) ( )i i i i= x , y ,za 
( عبارت  مي80بنابراين  را  زير  (  يافته  بسط  صورت  به  توان 

 : کردبازنويسي  

(82 ) ( )

( )

( )

( )

n
i

i

i=0

n
i

i

i=0

n
i

i

i=0

x u = x u

u y u = y u 0 u 1

z u = z u






  











C 

 اين عبارت به صورت ماتريسي زير هم قابل بيان است

(83 ) ( )  0 1 n

n

1

u
u 0 u 1

u

 
 
   
 
 
 

C a a a 

مشتق iبا  )مرتبه  معادله  طرفين  از  معادله  80گيري  حل  و   )

 حاصل خواهيم داشت: 
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(84 ) 
( ) ( )i

u=0

i

u
=

i!

C
a 

آ در  )ن  که  ) ( )i

u=0uC   مرتبه برداري iمشتق  )تابع  )uC 

uدر = n.  است  0  iaشوند و  توابع پايه ناميده مي  iuتابع 1+

 ضرايب نمايش پايه تواني هستند.

يک  داشتن  با  و  منحني  پارامتري  معادله  شدن  معلوم   0uبا 

)مشخص، مختصات نظير آن از منحني پايه تواني يعني  )0uC 

و مطلوب با کاربرد الگوريتم رياضي موسوم به   مؤثربه صورت  

 شود: [ به صورت زير محاسبه مي82]  57هرنر

(85 ) 

( )0 1 0 0u u +C a a  
( ) ( )0 2 0 1 0 0u u + u +C a a a  

( )

( )( )
0

3 0 2 0 1 0 0

u

u + u + u +

C

a a a a
 

( )

( )( )( )
0

4 0 3 0 2 0 1 0 0

u

u + u + u + u +

C

a a a a a
 

 1:مرتبه 

 2:مرتبه 

 3:مرتبه 

 

 4: مرتبه  

هاي  جهت ايجاد درک بهتر از روابط و توضيحات فوق به نمونه

 :کنيدزير توجه 

 

 نمونه اول:

nدر صورتي که   باشد 1=

( ) 0 1u + u 0 u 1  C a a 

مي نشان  را  مستقيمي  خط  نقطهپاره  دو  بين  که  و  0aدهد 

0 1+a a    واقع است. در اين حالت مشتق اول تابع ثابت بوده و

)دهد امتداد پاره خط را نشان مي )( )1

1u C a. 

 نمونه دوم:

nدر صورتي که   =  باشد 2

( ) 2

0 1 2u + u + u 0 u 1  C a a a 
نقطه   دو  بين  سهمي  قوس  يک  کلي  حالت  و   0aدر 

0 1 2+ +a a a   در يک صفحه قوس سهمي همواره  بود.  خواهد 

 گيرد. خاص قرار مي 

 با بسط تابع پايه تواني به دست آمده به صورت 
2

0 1 2x = x + x u + x u 
2

0 1 2y = y + y u + y u 

پارامتر حذف  با  سپس  به   uو  دومي  درجه  ضمني  تابع  همان 

 دهد.آيد که هندسه سهمي را نشان ميدست مي

 نمونه سوم: 

nدر صورتي که  =  باشد 3

( ) 2 3

0 1 2 3u + u + u + u 0 u 1  C a a a a 

مي نشان  را  کلي  منحني  يک  حاصل  سوم  درجه  که  تابع  دهد 

تواند به طور کامل در فضاي سه بعدي تابيده باشد و هرگز  مي

مي منحني  اين  نگيرد.  قرار  صفحه  يک  نقطه در  داراي  تواند 

عطف يا نقطه انتقالي تيزگوشه يا حتي حلقه بسته  باشد. منحني  

مي  ايجاد  زماني  نقطه  تابدار  چهار  که   3aو 0a،1a  ،2aشود 

   همگي در يک صفحه نباشند.

گرفته    اي در نظراي نقطه نقطه عطف در يک منحني صفحه 

اولاً مي  که  باشد   شود  هموار  آن  در  بحث  مورد  منحني 

ثانياً نباشد( و  از   )تيزگوشه  بر منحني در محل آن  خط مماس 

در  تغيير  دهنده  نشان  تعريف  اين  کند.  عبور  منحني  درون 

دوم  مشتق  يا  عطف  نقطه  محل  در  است.  منحني  تقعر  جهت 

تابع صفر است و يا بردارهاي مشتق اول و دوم با هم موازي 

 هستند.

شرط لازم )و نه کافي( براي تيزي در يک نقطه آن است که 

تيز   نقطه  محل  در  يعني  باشد.  صفر  آن  محل  در  اول  مشتق 

است. صفر  کاملاً سرعت  هم  حلقه  وجود  رياضي   قواعد 

 اند.[ مورد بررسي قرار گرفته86]   مرجعمشخص هستند و در 

 

 منحني بيزیر -2-4

پايه  الگوريتم  دو  هر  که  آنجا  چند  از  از  بيزير  و  تواني  هاي 

مي اي جمله  استفاده  مختصات  توابع  بيان  در  نظر  ها  از  کنند، 

بيان ديگر  خانواده و معادل محسوب مي رياضي هم  به  شوند. 

هر منحني که توسط يكي از اين دو الگوريتم قابل بيان باشد،  

مي  هم  ديگري  الگوريتم  توسط  حال  اين  با  شود.  بيان  تواند 

کلي  حالت  پايه بيزير  روش  از  توجه  تري  است.  تواني  هاي 

نسبتاً  بيزير  الگوريتم  درباره  ما  بحث  که  است    کنيد  خلاصه 

 [87-90 ] . 

 [: 82]  هاي تواني داراي معايب زير است الگوريتم پايه
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ناتوان    -الف تا حدودي  منحني  با شكل  مواجهه  در  اين روش 

، که مختصات چند نقطه خاص را در  iaاست. در واقع ضرايب

ارائه   منحني  شكل  به  نسبت  محدودي  هندسي  بينش  دارند  بر 

 کنند. مي

جملهالگوريتم  -ب چند  اجرايي  بيشتر  ايهاي  تواني  پايه  هاي 

هندس ماهيت  تا  دارند  جبري  هرنر(، ي  ماهيت  الگوريتم  )مانند 

 شود. ارتباط فكري بين هندسه منحني و تابع برقرار نمي بنابراين

ضعيف هستند. به    هاي پايه تواني از نظر عددي کاملاًروش  -ج

عنوان مثال در صورتي که ضرايب تابع تغييرات شديدي از نظر  

محاسباتي هرنر وابسته به ارقام اعشار   فرايندبزرگي داشته باشند  

 [. 91و نحوه گرد کردن خواهد بود ] 

منحني  شد.  ابداع  نقايص  اين  درمان  انگيزه  با  بيزير  الگوريتم 

 شود: ام بيزير توسط معادله زير بيان ميnمرتبه 

(86 ) 
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
n

i,n i

i=0

u

x u , y u , z u = B u 0 u 1



 

C

P
 

پايه   )توابع  )
i,n

B u  جمله مرتبه ايچند  کلاسيک  ام  nهاي 

آن قدمت  چه  اگر  که  هستند  سال  برنشتين  به  باز   1912ها 

 اند:[ به صورت زير تبيين شده92]   مرجعدر  دگردمي

(87 ) ( )
( )

( )
n-ii

i,n

n!
B u = u 1- u

i! n - i !
 

الگوريتم   هندسي  )ضرايب  )iP    منحني مسير  نقاط  مختصات 

اصطلاحاً که  هستند  مي  هدف  ناميده  کنترل    براي شوند.  نقاط 

هاي محاسباتي زير توجه  درک بهتر الگوريتم ارائه شده به نمونه

 د: کني

 نمونه اول:

nدر صورتي که   ( خواهيم داشت87باشد با کاربرد معادله ) 1=

( )0,1B = 1- u 

1,1B = u 
جايگذاري توابع پايه فوق در تابع بيزير ارائه شده توسط عبارت  

 دهد ( معادله پارامتري زير را نتيجه مي86)

( ) ( ) 0 1u 1- u + uC P P 

دو   بين  که  است  راستي  خط  دهنده  نشان  آمده  دست  به  تابع 

 قرار دارد. 1Pو  0Pنقطه  

 نمونه دوم:

و   باشد  داشته  وجود  کنترل  نقطه  سه  که  صورتي  nدر  = 2 

( روابط  کاربرد  با  شود  )86اختيار  و  به  87(  بيزير  منحني   )

 آيد:صورت زير به دست مي

( ) ( ) ( )
2 2

0 1 2u 1- u + 2u 1- u + uC P P P 
نقاط بين  که  است  سهمي  قوس  يک  حاصل   2Pتا    0Pمعادله 

 هاي زير استقرار دارد و داراي ويژگي

کنترل    -الف نقاط  آن  رئوس  که  ضلعي  چند   iPچند  باشند 

شود و اين چند ضلعي شكل منحني را  ضلعي کنترل ناميده مي 

 زند.به خوبي تقريب مي

 کنند: نقاط کنترل ابتدا و انتها در تابع ارائه شده صدق مي -ب

( )0 = 0P C 

( )2 = 1P C 
ترتيب   -ج به  آن  انتهاي  دو  در  منحني  بر  مماس  امتدادهاي 

1موازي با بردارهاي   0-P P  2و 1-P P .هستند 

0منحني در مثلث   -د 1 2P P P   .محصور )محاط( است 

 نمونه سوم: 

که   صورتي  nدر  = 3 ( روابط  کاربرد  با  )86باشد  و   )87 )

 خواهيم داشت

( )

( ) ( ) ( )
3 2 2 3

0 1 2 3

u

1- u + 3u 1- u + 3u 1- u + u

C

P P P P
 

 شوند:هاي اين تابع هم به صورت زير بيان ميويژگي

تقريب    -الف خوبي  به  را  منحني  شكل  کنترل  ضلعي  چند 

 زند. مي

 کنند: نقاط کنترل ابتدا و انتها در تابع ارائه شده صدق مي -ب

( )0 = 0P C 

( )3 = 1P C 
ترتيب   -ج به  آن  انتهاي  دو  در  منحني  بر  مماس  امتدادهاي 

1موازي با    0-P P   3و 2-P P  .هستند 

: منحني در ناحيه محدب حاصل 58خصوصيت ناحيه محدب  -د

 از تعريف نقاط کنترل محاط است.

محدود   -ه  حرکت  از  59خصوصيت  بيش  راستي  خط  هيچ   :
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مي  قطع  را  کنترل  ضلعي  چند  که  دفعاتي  منحني  تعداد  کند، 

نمي  قطع  را  شده  سه ايجاد  حالت  )در  هيچ  کند.  بعدي 

اي بيش از تعداد دفعاتي که چند وجهي کنترل را قطع  صفحه 

کند(. اين خاصيت نشان  کند، رويه ايجاد شده را قطع نمي مي 

چند  مي  اندک  فاصله  با  و  خوبي  به  بيزير  منحني  که  دهد 

مي  تعقيب  را  کنترل  کنترل  ضلعي  از چند ضلعي  بيش  کند و 

 شود. دچار چرخش نمي 

مح  -و در  يعني  ابتدا  uل  در  = معاد 0 امتدادي  در  ل  منحني 

0 1 2P P P  ل  کند و در انتها يعني در محدوران ميu = چرخش  1

1ل منحني در امتدادي معاد 2 3P P P  .است 

تواند باعث وجود حلقه در چندضلعي کنترل در شرايطي مي  -ز

به   منجر  هم  شرايطي  در  و  شود  بيزير  منحني  در  حلقه  ايجاد 

 شود.  ايجاد حلقه در منحني نمي

ايجاد  در صورتي که مراتب بالاتري از منحني هاي بيزير را هم 

آن ساختار  در  فوق  شرايط  ميکنيم،  ملاحظه  هر  ها  در  شود. 

الگوريتم برازش منحني، خصوصيات منحني يا رويه ايجاد شده  

آن هندسي  خصوصيات  و  الگوريتم  پايه  توابع  انتخاب  ها به 

هاي زير  بستگي دارد. در الگوريتم بيزير اين توابع داراي ويژگي

 هستند:

 نامنفي بودن:  -الف

(88 ) ( ) ( ) ( )( )i,nB u 0 i & n & u 0 u 1      

 

 قسمتي از واحد بودن:  -ب

(89 ) ( ) ( )( )
n

i,n

i=0

B u = 1 n & u 0 u 1    

 مقدار واحد در شرايط زير:  -ج

(90) ( ) ( )0,n n,nB 0 = B 1 = 1 n 

)تابع    -د )i,nB u   تنها در يک نقطه از دامنه خود حداکثر خواهد

iبود. مختصات اين نقطه 
u =

n
 است. 

 : 60خاصيت تقارن-ه

)هاي  اي، مجموعه چند جملهnبراي هر مقدار دلخواه   )i,nB u 

1نسبت به نقطه 
u =

2
 تقارن هستند.م 

 :61رابطه بازگشتي -و

مرتبه   توابع  است،  بازگشتي  رابطه  به  موسوم  که  زير  عبارت 

 د: کنبالاتر را با توجه به توابع مرتبه پايين محاسبه مي

(91 ) ( ) ( ) ( ) ( )i,n i,n-1 i-1,n-1B u = 1- u B u + uB u 

غيرمعمول   حالات  در  که  کنيد  iتوجه  < iيا   0 > n  در که 

مي رخ  بازگشتي  عبارت  کاربرد  بيزير  خلال  تابع  مقدار  دهند، 

 شود. برابر صفر جايگزين مي

مشتق اول توابع پايه الگوريتم بيزير به صورت زير محاسبه    -ز

 شوند:مي

(92 ) ( )
( )

( ) ( )( )i,n

i,n i-1,n-1 i,n-1

dB u
B u = = n B u - B u

du
 

مقدار صفر   زير  نامتعارف  در شرايط  که  توجه داشت  بايد  البته 

 شود: جايگزين پارامترها مي

( ) ( )-1,n-1 n,n-1B u = B u = 0 
(  87جهت استفاده از رابطه بازگشتي، ابتدا با استفاده از معادله )

 خواهيم داشت: 

( )0,0B u = 1 

( ساير توابع به صورت زير  91در ادامه با کاربرد رابطه بازگشتي) 

 آيند: به دست مي

( ) ( ) ( ) ( )

( )

0,1 -1,0 0,0B u = uB u + 1- u B u

= u×0 + 1- u ×1 = 1- u
 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1,1 0,0 1,0B u = uB u + 1- u B u

= u×1+ 1- u ×0 = u
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0,2 -1,1 0,1

2

B u = uB u + 1- u B u

= u×0 + 1- u × 1- u = 1- u
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1,2 0,1 1,1B u = uB u + 1- u B u

= u× 1- u + 1- u ×u = 2u 1- u
 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2,2 1,1 2,1

2

B u = uB u + 1- u B u

= u×u + 1- u ×0 = u
 

بازگشتي ساده91)  عبارت  الگوريتم  مي(  ارائه  را  که  اي  کند 

اي برنشتين را به  توان به وسيله آن مقادير جملات چند جملهمي

پارامتر از  مشخصي  مقدار  اين  کردمحاسبه   uازاي  اصول   .

مي را  کار  الگوريتم  به  به سادگي  کامپيوتري  برنامه  با يک  توان 

برد. مسير محاسبه  
1,3B ( نشان داده شده است. 3در شكل  ) 

( رابطه  بردن  کار  به  مي92با  به سادگي  هم  کلي  (  عبارتي  توان 
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ارائه   بيزير  منحني  مشتق  )کردبراي  رابطه  مطابق  منحني  86.   )

 : شدبيزير به صورت زير بيان 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
n

i,n i

i=0

u x u , y u ,z u = B u 0 u 1  C P 

 گيري از تابع فوق خواهيم داشت: با مشتق

( ) ( ) ( )
n n

i,n i i,n i

i=0 i=0

u B u = B u
 

   
 
 C P P 

 

 : کند( عبارت فوق را به صورت زير بيان مي92اعمال رابطه )

( ) ( ) ( )( )
n

i-1,n-1 i,n-1 i

i=0

u = n B u - B u C P 

 سازي مجموعه فوق خواهيم داشت: در نهايت با بسط و ساده

 

(93 ) ( ) ( )( )
n-1

i,n-1 i+1 i

i=0

u = n B u - C P P 

 

مشتق به  با  بيزير  تابع  دوم  مشتق  فوق  عبارت  از  مجدد  گيري 

 شود: صورت زير حاصل مي

 

(94 ) ( ) ( ) ( )( )
n-2

i,n-2 i+2 i+1 i

i=0

u = n n -1 B u - 2 + C P P P 

 

توان مشتقات يک تابع بيزير  ( مي94( و )93)ط با استفاده از رواب 

 را در نقاط مرزي به صورت زير به دست آورد

( ) ( )1 00 = n -C P P 

( ) ( )( )0 1 20 = n n -1 - 2 +C P P P 

( ) ( )n n-11 = n -C P P 

( ) ( )( )n n-1 n-21 = n n -1 - 2 +C P P P 
 

 شود که: مطابق عبارات فوق ملاحظه مي

مرتبه  ❖ بيزير  منحني  يک  با  nمشتق  بيزير  منحني  يک  ام 

nمرتبه  است.  1-

)به   عبارات حاصل براي مشتقات در دو انتها متقارن هستند. ❖

 دليل تقارن توابع پايه( 

مرتبه   ❖ به kمشتق  فقط  انتهايي  نقاط  از  هريک  در  kام  +1 

 نقطه از نقاط کنترل در آن نقطه بستگي دارد.

 

اين   نظير  تابع  بگيريد.  نظر  در  را  دوم  مرتبه  بيزير  منحني  يک 

 منحني به صورت زير قابل بيان است: 

( ) ( )
2

i,n i

i=0

n = 2        u B u C P 

 با بسط عبارت فوق خواهيم داشت

( ) ( ) ( )
2 2

0 1 2u 1- u + 2u 1- u + uC P P P 
 : کردتوان به صورت زير بازنويسي عبارت فوق را مي

( )

( ) ( ) ( )0 1 1 2

u

1- u 1- u + u + u 1- u + u



      

C

P P P P
 

مي ملاحظه  فوق  عبارت  در  دقت  درون  با  عبارات  که  شود 

ميکروشه بنابراين  هستند.  درجه يک  بيزير  توابع  گفت  ها  توان 

يابي خطي دو تابع بيزير مرتبه  که تابع بيزير مرتبه دوم از درون

مي حاصل  روييک  نقطه  هر  کلي  حالت  در  )شود.  )uC  با

 آيد. يابي خطي به دست ميکاربرد سه درون

0u به عنوان مثال نقطه = u   را در نظر بگيريد. در مرحله اول، با

هاي مرتبه اول نقاطي را بين هر دو نقطه کنترل  يابکاربرد درون

 .شودمجاور هم تعيين مي

( )1,0 0 11- u + uP P P 

( )1,1 1 21- u + uP P P 
درون با  هم  باز  دوم  مرحله  در  يک،  سپس  مرتبه  نقاط يابي 

جديدي را بين نقاط مجاور حاصل شده در مرحله قبل محاسبه  

 : شودمي

( )2,0 1,0 1,11- u + uP P P 
در اين حالت چون تنها سه نقطه کنترل وجود داشت، در مرحله  

0uشود که همان نقطه نظير  دوم فقط يک نقطه حاصل مي = u 

 روي منحني بيزير است يعني: 

( )0 2,0u C P 
مراحل  بودند،  بيشتر  اوليه  کنترل  نقاط  اگر  که  است  بديهي 

يافتند تا در نهايت  محاسباتي فوق همانند آنچه بيان شد ادامه مي
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 توسط رابطه بازگشتي  1.3Bنحوه محاسبه   -3شکل 

 

وجو با  شود.  حاصل  نقطه  nد  يک  اوليه،  1+ کنترل   nنقطه 

مي ايجاد  محاسباتي  منحني  مرحله  روي  نظر  مورد  نقطه  و  شد 

مرتبه  با  مي nبيزير  مرحله  قرار  زير  کلي  رابطه  ام jگرفت. 

 دهد: محاسبات را نشان مي

(95 ) ( )j,m j-1,m-1 j-1,m1- u + u

j = 1, ,n m = 1, ,n +1- j

P P P
 

هاي  هاي بيزير و پايه در انتهاي اين فصل به مقايسه الگوريتم 

مي  از  تواني  بيزير  الگوريتم  که  است  واضح  بسيار  پردازيم. 

 ( روابط  است.  برخوردار  قويتري  هندسي  ) 93مبناي  و   )94  )

مي  بيان  را  بيزير  توابع  مشتقات  استقرار  که  همراه  به  کنند 

کاربردهاي   مستعد  را  الگوريتم  محدب،  سطح  در  منحني 

منحني  طرح  در  مي وسيع  ابزار   د. کن ها  کنترل  نقاط 

پايه  روش  به  نسبت  را  طرح  قدرتمندتري  براي  تواني  هاي 

مي  قرار  طراح  اختيار  در  منحني  علاوه  شكل  به  دهند. 

الگوريتم بازگشتي نسبت به روش هرنر حساسيت کمتري به  

الگوريتم   که  اين  گرفتن  نظر  در  با  دارد.  عددي  خطاهاي 

واقع در  يابي بازگشتي تكرار ساده درون  نقاط  بين  هاي خطي 

درک   سادگي  به  فوق  مطالب  است  منحني  همسايگي 

شوند. شايد تنها ايراد الگوريتم بيزير اين باشد که ارزيابي  مي 

 و تطبيق يک نقطه خاص با منحني دشوار است. 

 

 اسپلاین 62یابي قطعه محوردرون -4-3

بر واحد  منحني  يک  n  برازش  هندسي   1+ نقطه 

 0 1 n, , ,P P P  گونه با  به  کند  عبور  نقاط  اين  همه  از  که  اي 

توجه به تعداد نقاط موجود، منجر به ايجاد توابع جبري با مرتبه  

مي  بزرگ  آنتواني  کاربرد  که  در  شود  محاسبات  فرايندها  هاي 

ها عبور عددي دشوار است. نقاطي که منحني برازش شده از آن

ناميده ميمي کنترل  نقاط  رفع مشكل مذکور و    برايشوند.  کند 

استفاده   محور  قطعه  توابع  از  شده  برازش  تابع  درجه  کاهش 

اين  مي به  فرايندشود.  را  منحني  برازش  براي  نظر  مورد  دامنه   ،

تر که شامل تعداد کمتري از نقاط است چندين قسمت کوچک

اين قطعات، يک منحني عبور  تفكيک مي از  بر هر کدام  کند و 

ها مقدار تابع را دهد و در نهايت از ترکيب توابع اين منحنيمي

[. از اين پس به هر کدام  82کند ] دلخواه برآورد ميدر هر نقطه  

اي و به دامنه  هاي برازش شده يک منحني قطعهاز جزء منحني

آن از  کدام  ميهر  قطعه  يک  نقاط ندگويها  به  هندسي  نظر  از   .

قطع نقاط  دامنه،  قطعات  از  کدام  هر  انتهاي  دو  در    63واقع 

مشخص مي را  قطعه  هر  محدوده  واقع  در  قطع  نقاط  گويند. 

از هم مي کنترل مستقل  نقاط  نقاط قطع و  کنند. در حالت کلي 

قطعه توابع  و  لزوماًهستند  شده  برازش  قطع   اي  نقاط  از 

معمولاًنمي صفر،  مرتبه  پيوستگي  ايجاد  جهت  اما  در   گذرند. 

مي گرفته  نظر  در  کنترل  نقطه  هم  قطع  نقاط  هر محل  به  شود. 
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توانند نقش توابع پايه  اي مشخص شوند، ميحال اگر توابع قطعه

به  را  هدف  تابع  و  کنند  ايفا  محدود  سري  نمايش  يک  در  را 

 د:  کننصورت زير ارزيابي 

(96 ) ( ) ( )
n

i i

i=0

u f uC P 

روش  جمله  )از  رابطه  پايه  توابع  که  راحتي  96هايي  به  را   )

تغيير  96کند روش اسپلاين است. رابطه )معرفي مي اندکي  با   )

 شود: توسط الگوريتم اسپلاين به صورت زير بيان مي

(97 ) ( ) ( )
n

i,P i

i=0

u N uC P 

رابطه  اين  در 
i,PN   مرتبه پايه  و   Pتوابع  بوده  هم   iPاسپلاين 

 دهد.نقاط کنترل را نشان مي

هر   گذراندن  ضمن  اسپلاين  الگوريتم  پايه،  توابع  تعيين  براي 

اي از نقاط دامنه نظير خود، مقادير مشتقات کدام از توابع قطعه

قطعه تابع  قرار  دو  برابر  مشترک  قطع  نقطه  در  را  مجاور  اي 

ياب  توان پيوستگي تابع دروندهد. با انجام چنين عملياتي ميمي

تضمين   دلخواهي  مرتبه  هر  تا  پايه  کردرا  توابع  بيان  براي   .

هاي مختلفي وجود دارد  ها روشهاي آناسپلاين و بيان ويژگي

مي آن جمله  از  تفاضلکه  الگوريتم  به  تقسيم شدهتوان  ،  64هاي 

توانيسري شكوفايي93]   65هاي  روش  فرمول  94]   66[،  و   ]

اشاره  96و  95]   67بازگشتي به  کرد [  توجه  با  حاضر  متن  در   .

 . شودسادگي کاربرد رابطه بازگشتي به اختصار آن را بررسي مي

ترتيب iدر صورتي که قطعه به  آن  نقاط قطع   i+1uو    iuام که 

، تابع مرتبه صفر نظير اين قطعه به رفته شودگ هستند را در نظر  

 شود: صورت زير تعريف مي

(98 ) ( ) i i+1

i,0

1 u u < u
N u =

0 otherwise





 

و با معلوم شدن آن، عبارت زير توابع پايه مراتب بالاتر را ايجاد 

 کند:مي

(99 ) 
( )

( ) ( )

i,p

i i+P+1

i,p-1 i+1,p-1

i+P i i+P+1 i+1

N u =

u - u u - u
N u + N u

u - u u - u

 

از رابطه  پايه مرتبه صفر  تابع  با معلوم بودن  مطابق روابط فوق 

(  99(، توابع مراتب بالاتر به ترتيب با کاربرد متوالي رابطه )98)

  شود که تابع پايه مرتبه صفر عملاً آيند. ملاحظه ميبه دست مي

پله  تابع  ساير  يک  در  و  واحد  برابر  دامنه خود  در  که  است  اي 

از حوزه بالاتر  مرتبه  پايه  توابع  همچنين  است.  صفر  برابر  ها 

قطعه   و  بحث  مورد  قطعه  در  قبل  مرتبه  پايه  تابع  دو  ترکيب 

آيد. به هر حال با معلوم بودن نقاط حوزه مجاور آن به دست مي

درون براي  لازم  مرتبه  ميو  راحتي  به  را  يابي  پايه  توابع  توان 

با عبارت  کردايجاد   که در صورت مواجهه  به ذکر است  . لازم 

0ي  معنبي

0
تابع پايه ايجاد شده  .  شودآن را برابر صفر منظور مي  

که بر اساس مشخصات يک قطعه خاص تعيين شده است، در  

فاصله درون توابع  محدوده کل  است. محاسبه  کاربرد  قابل  يابي 

توان  ( مي4را با استفاده از مثلث بدون راس شكل ) Pپايه مرتبه 

 انجام داد. 

 

 گيرينتيجه  -5
هاي  يابي توابع جبري به عنوان بخشي از الگوريتمنياز به درون

پايه   و  مهندسي  محققين علوم  ديفرانسيل،  معادلات  حل عددي 

گذشته از  تا  داشت  آن  بر  بر  را  را  وسيعي  تحقيقات  دور  هاي 

ريزي کنند که به شرح  يابي برنامههاي درونابداع و توسعه روش

آننمونه از  شد.هايي  پرداخته  مقاله  اين  در  ابداع    ها  مسير  در 

هاي محاسباتي،  آلياب، حرکت به سوي ايدههاي درونالگوريتم

 هدف اصلي محققين بوده است. استقلال از آرايش نقاط و نحوه 

آن زيرناحيهپراکندگي  در  اصليها  از  محاسباتي  ين  ترهاي 

درون شاخصه الگوريتم  يک  بسياري  هاي  در  است.  موفق  يابي 

پايه از  که  زماني  ويژه  به  و  چند جملهموارد  آرايش  هاي  و  اي 

ها  ناحيهشود، تعداد نقاط واقع در زيرمنظمي از نقاط استفاده مي

شاخص   اين  بر  تعيين  تأثيرهم  شرايطي  چنين  در  است.  گذار 

زيرناحيه درون  نقاط  تعداد  حداقل  براي  ضروري  شاخصي  ها 

ناحيه زير  بودن  کوچک  که  است  ذکر  به  لازم  هاي  است. 

ناميده مي که شرط فشردگي  از معيارهاي محاسباتي     شود، خود 



 ي سازبیو تقر ي اب یدرون يهابر روش يمرور 
 

 1403 ستانتاب، 1ه ، شمار43هاي عددي در مهندسي، سال روش 96

 
 مثلث بدون راس براي محاسبه توابع پایه اسپلاین  -4شکل 

 

در برخي موارد در تقابل با   ياب مناسب است که عملاًيک درون

مي قرار  فوق  ديگر    پرهيزگيرد  شرايط  عددي  ناپايداري  از 

روش ساختار  در  مهم  درونشاخصه  ناپايداري  هاي  است.  يابي 

ايجاد   با  الگوريتم  نتايج  شديد  تغييرات  صورت  به  عددي 

زيرناحيه هندسه  در  مختصري  در    افتدمياتفاق  ها  تغييرات  و 

شود.  بدترين شرايط منجر به عدم توفيق و واگرايي الگوريتم مي 

پايه، چرخش دستگاه مختصات و تغيير ماهيت چند جمله هاي 

سازي، از راهكارهاي غلبه بر اين معضل  هاي مثلثيکاربرد روش

 محاسباتي است. 

از   الگوريتم  نتايج  استقلال  و  عددي  پايداري  ايجاد  از  پس 

توانند سازگاري و پيوستگي نتايج  آرايش نقاط، اهداف بعدي مي

الگوريتم قابليت همگرايي به   الگوريتم باشند. بدين معني که اولاً

خاصي  مرتبه  تا  را  هدف  توابع  بازتوليد  شرايط  و  دقيق  نتايج 

تابع و مشتقات آن تا مرتبه مورد نظر پيوسته    داشته باشد و ثانياً

باشند. ايجاد اين دو هدف با دقت در جزئيات الگوريتم و ايجاد 

براي   زيرناحيهتأثيرشرايطي  تغييرات  تدريجي  و  آرام  ها  گذاري 

مي محاسبات  الگوريتمبر  از  بسياري  در  محقق شود.  هاي  تواند 

يابي توابع وزن چنين شرايطي را بر فضاي الگوريتم حاکم درون

 .کندمي

وجود شرايط دلتاي کرونيكر، نقطه جذاب ديگري است که  

توانايي محاسباتي الگوريتم را به ويژه در برابر مرزهاي ضروري  

مي تقويت  در  محيط  ضروري  مرزي  شرايط  اعمال  کند. 

درونالگوريتم که  ديفرانسيلي  معادلات  حل  آنها  يابهاي  هاي 

که   صورتي  در  اما  است.  آسان  بسيار  هستند  شرط  اين  واجد 

اعمال   براي  نباشد  کرونيكر  دلتاي  خصوصيات  واجد  الگوريتم 

الگوريتم به  ضروري  مرزي  روش  شرايط  مانند  ديگري  هاي 

نياز خواهد بود که باعث    69يا ضرايب لاگرانژ  68ضرايب جريمه

 شود. طولاني و پيچيده شدن روند حل معادلات ديفرانسيل مي

سادگي   فوق  محاسباتي  مطلوب  شرايط  تمامي  کنار  در 

ديگر خصيصه الگوريتم  و رواني محاسبات  که  کاربرد  اي است 

هاي پيچيده اگرچه واجد  توان از آن چشم پوشيد. الگوريتمنمي

ريزي و  تمامي شرايط مطلوب فوق باشند به دليل دشواري برنامه

محاسبات هزينه انجام  براي  زياد  زمان  محاسباتي و صرف  هاي 

مورد اقبال عموم   فاقد قابليت کاربرد عملي خواهند بود و عملاً

 گيرند.هم قرار نمي

درون الگوريتم  يک  ابداع  که  است  واجد واضح  که  يابي 

هاي فوق باشد اگر غيرممكن نباشد بسيار دشوار  تمامي شاخصه

وقفه، هاي بيهدف اصلي محققين از انجام تلاش  بنابرايناست.  

درون الگوريتم  يک  مهمابداع  که  است  بهينه  شرايط  ياب  ترين 

لازم را به طور کامل محقق کند و تا حدود زيادي به شرايط کم  
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 . است در حال پيمايش و تكامل هنوز و آغاز شده  ور  دهاي  از گذشتهتر نزديک باشد. مسيري که  اهميت 
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