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اعضا  ي چ یساندو  يهاورق   -چکیده عنوان  پا  ،ياسازه  يبه  مخصوص  وزن  علت  خستگ  ن،ییبه  برابر  در  ن  ي مقاومت  خمش  زیو  در    ي مقاومت  بالا 

 رند، یگي قرار م   ي ک ینامید  يمعمولاً تحت بارها  ي صنعت   يهاسازه  که  آنجا   از.  اندقرار گرفته   اریمورد توجه بس  ي بزرگ عمران  يها و پروژه  ي صنعت  ي هاسازه
  يرخط یارتعاش غ لیتحل ن یسازه باشد. بنابرا  ي عیبه فرکانس طب کینزد کیفرکانس تحر ي وقت  ژهیو به  شود  هاسازه بیمنجر به آس تواندي صفحات م  شلرز

هسته   با  ي چیساندو  ي هاورق  ي رخطیمقاله ارتعاش آزاد غ  نی. در ارود ي م  شمار  به   هاسازه  ک ینامیاز موضوعات پر کاربرد در د  ي ک ی  ي چ یساندو  يهاورق
ورق از    يهسته   کیسکوالاستی. خواص ورد یگي مرتبه اول مورد مطالعه قرار م  ي برش  يون کارمن و با استفاده از تئور  اتیبر اساس فرض  کیسکوالاستیو

 ي سازگسسته   ي. براشود ي م معادلات از حوزه زمان به دامنه لاپلاس استفاده    لیتبد   يلاپلاس برا  لیاز تبد   همچنین.  کندي م  يرویقانون انتگرال بولتزمن پ
از روش عدد م  يمعادلات  استفاده  نهاشودي نوار محدود  و  يامسئله   يبا حل عدد  تی. در  فرکانس  ژهیمقدار    يرخطیغ  يها در حوزه لاپلاس کارسون 

تابع   بیدامته ارتعاش و ضرا  شیافزاکه با    دهدي نشان م   جی. نتاشوند ي ارتعاش متفاوت محاسبه م   يها با دامنه   کیسکوالاستیبا هسته و  ي چیساندو  يهاورق
 . ابدی ي م کاهش هاگونه از ورق نیدر ا  ي رخطیغ يها نسبت فرکانس کیسکوالاستیهسته و ي آسودگ
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Abstract: Sandwich plates as structural members, have received a lot of attention in industrial structures and large 

construction projects due to their low specific weight, resistance to fatigue and high bending strength. Since Industrial structures 

are commonly reposed to dynamic loads, plate vibration can result in injury to structures, especially when the excitation 

frequency is close to the natural frequency of the structure. Therefore, nonlinear vibration analysis of plates is one of the most 

attended topics in the dynamics of structures. In this article, the nonlinear free vibration of sandwich plates with a viscoelastic 

core is studied based on von Karman's assumptions and using the First-order shear deformation theory. The viscoelastic 

properties of the plate core follow Boltzmann's integral law. Also, the Laplace transform is used to convert equations from the 

time domain to the Laplace domain. For the discretization of the equations, the finite strip numerical method is used. Finally, by  
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numerically solving an eigenvalue problem in the Laplace-Carson domain, the nonlinear frequencies of sandwich plates with a 

viscoelastic core with different vibration amplitudes are calculated. The results show that, with the increase of the vibration 

amplitude and the coefficients of the relaxation function of the viscoelastic core, the ratio of the nonlinear frequencies decreases 

in this type of plates. 
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 مقدمه -1

ورق  آزاد  ارتعاش  مختلف تحليل  کاربردهاي  براي  دفعات  به  ها 

سازه  انواع  طراحي  اول  گام  در  است.  شده  گزارش  هاي صنعتي 

اي مهندسي، شناخت کامل رفتار ارتعاشي و ديناميكي اجزاي سازه

ورق  تيرها،  پوسته نظير  اهميت ها،  حائز  بسيار  مشابه  موارد  و  ها 

و  شوشتري  ارتعاش،  زمينه  در  شده  انجام  مطالعات  طبق  است. 

تيرهاي   ]1[رفيعي   ارتعاش اجباري غيرخطي  به تجزيه و تحليل 

برنولي، معيار ون کارمن و  از تئوري اويلر  گيردار پرداختند. آنها 

گالرکين   به دست آوردن معادله غيرخطي مرتبه دوم  براي  روش 

کردند.   ز استفاده  مطالعه    ]2[و  چونگ و  ارتعاش غيرخطي به  ي 

اسپلاين  محدود  نوار  روش  به  اوليه  تنش  با  نازک  صفحات 

و  اوليه  تنش  با  صفحات  تشديد  و  آزاد  ارتعاش  آنها  پرداختند. 
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ميرايي،   همچنين  گرفتن  نظر  در  با  را  صفحات  اجباري  ارتعاش 

داوي و  کيانگ  يونگ  دادند.  قرار  بررسي  و  بحث   ]3[  مورد 

هاي لانه زنبوري ساندويچي را در ارتعاش غيرخطي هندسي پانل 

آب باشد مورد مطالعه قرار دادند.  تأثير حالتي که يک سطح تحت 

هموتوپي  روش  کردند.   1آنها  انتخاب  تحليل  روش  عنوان  به  را 

همكاران  و  اجباري   ]4[  وانگ  ارتعاش  تحليل  و  تجزيه  به 

اساس  بر  آنها  پرداختند.  لايه  چند  گرافن  صفحات  غيرخطي 

و نيز فرضيات ون کارمن يک مدل غيرخطي   2فرمول واندروالس 

ورق  ارتعاش  تحليل  تحريک براي  معرض  در  که  چندلايه  هاي 

ي به مطالعه   ]5[  هارمونيک خارج از صفحه بود ساختند. دازدمير 

ارتعاش اجباري ورق ساندويچي با هسته پيزوالكتريک پرداخت. 

 يسازي معادلات حاکم بر حرکت نيز از روش اجزا براي گسسته 

ژانگ  کرد.  استفاده  تغيير شكل   ]6[  محدود  تئوري  از  استفاده  با 

گذراي غيرخطي ورق  پاسخ  بالاي ردي و اصل هميلتون،  مرتبه 

ضربه  بارهاي  تحت  آگزتيک  زنبوري  لانه  به ساندويچي  را  اي 

همكاران  و  آورد. چن  مطالعه   ]7[  دست  عددي به  و  تحليلي  ي 

ورق  آزاد  و  اجباري  با ارتعاش  شده  تقويت  ساندويچي  هاي 

آنها   پرداختند.  فولادي  روش   براي ميلگردهاي  از  عددي  تحليل 

 محدود استفاده کردند.   اجزاي 

به   منجر  که  ويسكوالاستيک  مواد  ميرايي  خاصيت  علت  به 

مي  زمان  گذشت  از  بعد  پاسخ  شدن  تحليل  مستهلک  شود، 

سازه غيرخطي  به    هايارتعاش  مهم  مسئله  يک  ويسكوالاستيک 

به بررسي ارتعاش غيرخطي و تجزيه    ]8[  رود. اشماتو شمار مي

ورق ديناميكي  پايداري  تحليل  ارتوتروپيک  و  مستطيلي  هاي 

پرداخت.   کيرشهف  نظريه  از  استفاده  با  ويسكوالاستيک 

همكاران  و  غيرخطي    ]9[  محمودخاني  اجباري  و  آزاد  ارتعاش 

ي تراکم ناپذير را  هاي ساندويچي ويسكوالاستيک با هستهورق

بر اساس فرضيات    ]10[  مورد بحث و بررسي قرار دادند. آمبيلي

ارتعاش  تحليل  به  کلوين،  جامد  مدل  از  استفاده  و  کارمن  ون 

ورق پرداخت.  غيرخطي  نازک  مستطيلي  ويسكوالاستيک  هاي 

همكاران و  ورق  ]11[  سيلوا  غيرخطي  ديناميكي  هاي  تحليل 

لواو هونن  انبساط  تكنيک  با  را  ويسكوالاستيک    3ساندويچي 

همكاران و  لقمان  دادند.  قرار  بررسي  و  بحث    ]12[  مورد 

اويلر تير  غيرخطي  عملكرد    -ارتعاشات  با  برنولي 

بررسي   را  ازهريکردويسكوالاستيک  و  جعفري  به    ]13[  ند. 

ورق آزاد  ارتعاش  بر  تحليل  ويسكوالاستيک  ضخيم  نسبتاً  هاي 

  هاي الاستيک پرداختند.اساس ارتعاش آزاد ورق

وجود  پژوهش   با  و  تحليل  مقالات  زمينه  در  که  فراواني  هاي 

ارتعاش غيرخطي ارائه شده است و در اين قسمت به چند نمونه از  

شده  ساده  روش  از  استفاده  با  مقاله  اين  در  شد،  اشاره  ي  آنها 

جداسازي متغيرها به دو تابع زمان و مكان و با روش عددي نوار  

غيرخطي ورق  آزاد  ارتعاش  تحليل  بار  نخستين  براي  هاي  محدود 

گيرد. در  ساندويچي با هسته ويسكوالاستيک مورد بررسي قرار مي 

به دست آوردن معادلات حرکت از تئوري برشي    براي   2قسمت  

مي  استفاده  کارمن  ون  فرضيات  و  اول  رابطه مرتبه  تنش  شود.  ي 

پيروي   بولتزمن  انتگرال  قانون  از  ويسكوالاستيک  هسته  کرنش 

کند. براي هسته مذکور مدول بالک ثابت و مدول برشي تابعي  مي 

به دست آوردن معادله حاکم از اصل    براي شود.  از زمان فرض مي 

ساده سازي از تكنيک جداسازي متغيرها استفاده    براي و    4هميلتون 

شود. در نهايت با حل يک مسئله مقدار ويژه در حوزه لاپلاس  مي 

فرکانس  از ورق کارسون  گونه  اين  براي  غيرخطي  ها محاسبه  هاي 

هاي خطي ورق  سنجي براي فرکانس صحت   3شود. در قسمت  مي 

سه  ساندويچي  فرکانس الاستيک  و  ورق  لايه  غيرخطي  هاي 

تک  مي ويسكوالاستيک  انجام  و  لايه  برنامه  درستي  از  تا  شود 

از  گسسته  پس  ادامه  در  شود.  حاصل  اطمينان  معادلات  سازي 

فرکانس صحت  سه سنجي،  ساندويچي  ورق  غيرخطي  با  هاي  لايه 

ضخامت  با  حالت  دو  در  نيز  ويسكوالاستيک  متغير  هسته  هاي 

مي  فرکانس محاسبه  نسبت  بر  نيز  پهنا  به  اثر ضخامت  هاي  شوند. 

گيرد. در نهايت در  غيرخطي ورق ساندويچي تحت بررسي قرار مي 

 . شود کلي ارائه مي   گيري نتيجه   4قسمت  

 

 معادلات حرکت  -2
از آنجا که هسته ورق مورد بررسي در اين مقاله ويسكوالاستيک  

روابط ارتعاش آزاد غيرخطي براي ورق   1-2است، در قسمت  
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نيز روابط    2-2شود. در قسمت  لايه ارائه مي ويسكوالاستيک تک

 شوند. اي بسط داده ميهاي لايهبراي ورق

 

 لایه ویسکوالاستیک هاي تکورق  -2-1

اول   مرتبه  برشي  تئوري  ورق جابههاي  مؤلفهطبق  جايي 

 شود: ( بيان مي 1ي )ويسكوالاستيک به صورت رابطه 
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رابطه )در  (  1ي 
0u  ،

0v    و
0w    ترتيب هاي  مؤلفهبه 

است.    zو    x   ،yجايي روي ميان صفحه ورق در امتداد  جابه

xΦ  
yΦ   به ترتيب چرخش صفحه عمود بر ميان صفحه نيز 

است. از آنجايي که هسته ورق مورد    xو    yحول محورهاي  

است،   ويسكوالاستيک  به   wو    u  ،vهاي  مؤلفهبرررسي 

 صورت تابعي از زمان بيان شده است. 

جابه کرنش  روابط  کارمن  ون  فرضيات  صورت  طبق  به  جايي 
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( بردارهاي کرنش درون صفحه، کرنش غيرخطي، کرنش  2ي ) در رابطه 

 شوند: ( تعريف مي 6( تا ) 3خمشي و کرنش برشي به ترتيب با روابط ) 
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 شود: ( تعريف مي7ي )بردار تنش نيز به صورت رابطه

(7        )( )
T

x y xy xz yzx, y,z, t = σ σ τ τ τσ 

گرفتن رابطه نظر  در  با  ويسكوالاستيک  مواد  کرنش  تنش  ي 

 :  ]14[ شود( تعريف مي8ي )قانون انتگرال بولتزمن طبق رابطه 
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)(، 8ي )در رابطه )C t  .تانسور مدول سختي است 

زمان   از  تابعي  برشي  و مدول  ثابت  بالک  اينكه مدول  با فرض 

براي هسته رابطهباشد،  گرفته 9ي )ي ويسكوالاستيک  نظر  در   )

 :  ]15[ شودمي

(9)                                       
3

K(t) K,G(t) K (t)
2

= =  
نيز تابع    ηو    مدول برشي  Gمدول بالک،    K(  9ي )در رابطه

مي  است آسودگي   مطابق و  نمايي  تابعي  به صورت  را  آن  توان 

 ( نوشت: 10ي )رابطه

(10            )( ) - t

1 2 1 2
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رابطه )در  است.    st(، 10ي  آسودگي  نيز   2dو    1dزمان 

 . هستندضرايب تابع آسودگي 

و   الاستيسيته  مدول  ويسكوالاستيک،  ماده  يک  براي  بنابراين 

 شود: ( تعريف مي11ي )ضريب پواسون به صورت رابطه 

(11                                    )9Kη 1- η
E =  , ν =

2 + 2 + η
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ورقانتگرالبا   ضخامت  راستاي  در  نيروهاي  گيري  بردارهاي   ،

صورت   به  برشي  نيروهاي  و  خمشي  لنگرهاي  صفحه،  درون 

 شوند:( تعريف مي14( تا )12روابط )

(12                   )

( )

( ) ( )

( ) ( )

h
T

2
h x y xy

2

p NL

t

p
0

x, y, t σ  σ  τ dz

t x, y, t = 0

t - τ x, y, τ dτ

−
= =

+





P

D ε

D εNL

 

(13               )

( )

( ) ( )

( ) ( )

h
T

2
h x y xy

-
2

b

b
0

x, y, t σ  σ  τ zdz

t x, y, t = 0

t - τ x, y, τ dτ

= =

+





M

D κ

D κ
t

 

(14                      )

( )

( ) ( )

( ) ( )

h
T

2
h xz yz

2

s

0

x, y, t τ  τ dz

t x, y, t = 0

t - τ x, y, τ dτ

−
= =

+





Q

D Γ

D Γ
t

s

 

( روابط  )12در  تا   )14،)h   .است ورق  ضخامت  بيانگر 
pD ،

bD    و
sD  هاي درون صفحه، هاي مدولنيز به ترتيب ماتريس

هاي  مؤلفهها به همراه ساير  خمشي و برشي هستند. اين ماتريس

 شوند:( تعريف مي18( تا )15( در روابط )14( تا )12روابط )

(15                        )NL
NL

t t t

  
= = =

  

ε κ Γ
ε κ Γ        

 

(16    )( )
( )

( )( )

( )

( )

( )
p 2

1 ν t 0
hE t

t =  ν t 1 0
1- ν t

1- ν t
0 0  

2

 
 
 
 
 
 
 

D 

 

(17                                        )( ) ( )
2

b p

h
t = t  

12
D D 

(18                        )( )
( )

( )( )s

 1 0E t hq
t =

0  12 1+ ν t

 
 
 

D 

ضريب پواسون     vمدول الاستيسيته، E(، 18( تا )16در روابط )

 ضريب تصحيح برش طبق تئوري برشي مرتبه اول است.  qو 

 شود: ( تعريف مي19ي )تغييرات انرژي کرنشي به صورت رابطه

(19                                         )T

V
δU δ dV= = σ ε 

( )T T T

p NL
A A A

δ  dA δ  dA δ  dA+ + +  P ε ε M κ Q Γ 

( 1جايي مطابق با رابطه )هاي ميدان جابهمؤلفهبا در نظر گرفتن  

انرژي انتگرالو   تغييرات  ورق،  ضخامت  راستاي  در  گيري 

 :  ]16[ ( قابل بيان است 20ي )جنبشي نيز طبق رابطه

(20 )                                                                          δT = 
2 2

0 0 0 0 0 0 x x y y
A

h h
ρh u  δu v δv + w δw δ δ dA

12 12
− + +   +  

 
 
 

  

هميلتون  معادله اصل  اساس  بر  لحظه  هر  در  سيستم  تعادل  ي 

 شود: ( بيان مي21ي )طبق رابطه

(21                                                   )δU-δT = 0 

( روابط  جايگذاري  )19با  و  رابطه20(  در   )( رابطه21ي  ي  ( 

 شود: ( حاصل مي22)

(22 ) 

0 0T

0
A A

0

0 0

0
x

δu δu
0  d

x

uA ρh  v dA
δv δvy

y

  
  

  
      

+ +     
      

   
  

   

 P
 

T T T

NL
A A A

 dA δ  dA δ  dA++ +  P ε M κ Q Γδ  
2 2

0 0 x x y
A

y

h h
ρh δw δΦ δΦ dA 0

12 12
w
 

+  +  = 
 

  
 

 ( بازنويسي کرد: 24( و ) 23ي ) توان توسط دو رابطه ( را مي 22ي ) رابطه 

(23                         )

0T

A
0

0

0
A

0

0

0
x

δu
0  dA

δvy

y x

δu
ρh  v dA 0

δ
u

v

 
 
 
   

+  
   

  
 
  

 
= 

 





P
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(24     )

T T T

NL
A A A

2 2

0 0 x x y y
A

δ  dA δ  dA δ  dA

h h
ρh δw δΦ δΦ dA 0w

12 12

+ + +

+  +  =
 
 
 

  



P ε M κ Q Γ

 

رابطه )در  با فرض  23ي   )
0 0v 0u اثبات    == به  توجه  با  و 

مرجع  در  کردمي،  ]17[  موجود  فرض   توان 

.P(x, y, t) P(t)=    در صفحه  درون  نيروهاي  بنابراين 

 شود: ( بازنويسي مي25ي )( به صورت رابطه12ي )رابطه

(25                    )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
t

p p
0

x, y, t t

t 0 t - τ τ dτ

= =

+ 

P P

D β D β
 

)(،  25ي )که در رابطه )tβ شود: ( بيان مي26ي )مطابق رابطه 

(26                   )        ( )

2

0

A

2

0

A

0 0

A

w1 1
dA

A 2 x

w1 1
t dA

A 2 y

w w1
dA

A x y

  
  

  
 

  
=   

  
  
 

  
 







β 

جابه بردار  متغيرها،  جداسازي  تكنيک  از  استفاده  هاي  جاييبا 

خارج از صفحه توسط دو تابع زمان و مكان تفكيک شده و به  

 :  ]19-17[ شود( بيان مي27ي )شكل رابطه

(27  )

e

xx

e

y y

e

0

e 0max

0max

Φ (x, y)Φ (x, y, t)

Φ (x, y, t) = c Φ (x, y) F(t) =

w (x, y, t) w (x, y)

(x, y, t) =

w
c (x, y)F(t),c =

w (t = 0)

  
  

   
   
   

u

u

 

رابطه )در  e(،  27ي 
u  جابه با  بردار  که  است  الاستيک  جايي 

لحظه در  ويسكوالاستيک  ورق  خمشي  )ورق  تحليل  صفر  ي 

مي محاسبه  يكنواخت  گسترده  بار  تحت  معادل(  شود.  الاستيک 

c  بعد حداکثر دامنه ارتعاش ورق است که به صورت عددي بي

مي )شود.  تعريف  )F t   تفكيک با  است.  زمان  تابع  بيانگر  نيز 

ي ( و جايگذاري در رابطه27ي )تمامي متغيرها به شكل رابطه

 شود:( حاصل مي28ي )( رابطه24)

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

( )

d2 2 2tc t F 0 t - τ F τ dτ   δ dAA 0p p NLdτ

T
tc t F 0 t - τ F τ dτ   δ dAA 0b b

T
c t F 0 t - τ F τ dτ   δ dAA 0s s

2 2h he e ec ρh w δw δ δ F t dA 0,A x x12 12

2dF d F
F(t) = , t = 

dt dt

y y

F

  
+   
  

 + +   

 + +   

 
 + +   +   =
 
 

D β D β ε

D κ D κ κ

D Γ D Γ Γ

e e

e e

e e

T

t

2

 

سازي به روش نوار محدود مطابق پيوست يک، بردار  گسسته با  

u
e ،βe ،κ

e  وΓ
e شوند:به صورت زير در نظر گرفته مي 

(29                                                      )=u NUe e 

(30              )

eT

A

eT

A

eT

A

,  

1
dA

2A x x

1
dA

2A y y

1
dA

A x y

= =

   
  

   
 

   
=   

   
 

   
 

    







κ B U Γ B U

N N
U U

N N
β U U

N N
U U

e e e e

e

e e

e

b s

T

T

T

 

 بيانگر توابع شكل است.   N(، 30ي )که در رابطه

( روابط  از  استفاده  رابطه30با   ،)( رابطه28ي  طبق   )( (  31ي 

 شود: بازنويسي مي

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

t
eT T * 2 T * 2 2

G G G G
A A 0

t
eT T T

b b b b b b
A A 0

t
eT T T

s s s s s s
A A 0

eT T

m
A

d
t F 0 dA t - τ F τ dτ dA c F t

dτ

t F 0 dA t - τ F τ dτ dA

t F 0 dA t - τ F τ dτ dA

t 0FdA

+ +

 +
  

 + +
  

   
     

 + =
  

  

  

  



U B P B B P B

U B D B B D B

U B D B B D B

U N D N

 

هاي کرنش براي يک خط گره )بر اساس  ( ماتريس 31ي ) که در رابطه 

 شوند:  سازي به روش نوار محدود( به فرم زير تعريف مي گسسته 

(32              )                 

i

b

i

i

i

N
0 0

x

M
0 0

y

N M
0

y x






=



 

 

 
 
 
 
 
 
 
  

B 

(28 ) 

(31 ) 
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(33                                   )
i

s

i
i

i

N
N 0

x

N
0 M

y

 
 
 =

 
  

B 

(34                                      )
i

G

iN
0 0

x

N
0 0

y

 
 
 =

 
  

B 

بيانگر توابع شكل هستند    iMو    iN  (34( تا )32در روابط )

 )پيوست يک(. 

رابطه فرم  به  ارتعاش  تحليل  براي  زمان  تابع  ي  اگر 

( ) 0is t
F t = e  رابطه )باشد،  تبديل 31ي  از  استفاده  با  را   )

 :  ]17[ ( بيان کرد35ي )توان به فرم رابطهلاپلاس مي 

(35            )

0 0

2 2

s G2s 0 m

0 0 0

1 1 1
c s 0

s - is s -3is s - is

 
 +  −  = 

 
K K K Ue

G
 

رابطه )در  (،  35ي 
0sK   لاپلاس حوزه  در  سختي  ماتريس 

کارسون،  
0G 2sK   لاپلاس حوزه  در  هندسي  سختي  ماتريس 

ادامه    mKکارسون و   در  که  به صورتي  بوده و  ماتريس جرم 

 شوند:آمده است، تعريف مي

(63              )
0

T T

s b b b s s s
A A

dA dA= + K B D B B D B 

(37    )

b

s0 s0

s0 s0

s0 s0

3 s0 s0

s0 s0

s0 s0

s0

(2 ) (1 )
3K 3K

(1 2 ) (1 2 )

(1 ) (2 )
h 12 3K 3K

(1 2 ) (1 2 )

0

0

0 0 3 2K

=

+  − 
 

+  + 

−  + 
 

+  + 



 
 
 
 
 
 
 
 
 

D

 

 

(38                       )0

s

s

s0

0

0

3 2K
hq

3 2K

 
=  





 
D 

 

(39                )0is t 2 0
s0 0 1

00

d is
is (t)e dt d

is



−
 =  = +

+ 

 

( روابط  )37در  تا   )39  ،)    حوزه در  آسودگي  تابع  بيانگر 

 لاپلاس کارسون است.  

و   هندسي  شكل  مؤلفهماتريس  به  نيز  آن  )هاي  تا  40روابط   )

 شود: تعريف مي( 44)

(40                              )
0

0

T *
2sG2s G G

A
dA= K B P B 

(41                                           )
0

* 1 3
2s

3 2

P P
=

P P

 
 
 

P 

(42                    )                   
0

1

e

2 2s p

3

P

P  

P

 
 

= = 
 
 

P D β 

(43                                                              )
p =D 

2s0 2s0
2s0 2s0

2s0 2s0

2s0 2s0
2s0 2s0

2s0 2s0

2s0

(2 ) (1 )
3K 3K

(1 2 ) (1 2 )

(1 ) (2 )
h 3K 3K

(1 2 ) (1 2 )

2

0

0

0 0 3 K

 
 
 
 
 
 
 
 

+  −
 

+

+

 

 + 

− +
 

 + 



 

 

(44         )02is t 2 0
2s0 0 1

00

d 2is
2is (t)e dt d

2is



−
 =  = +

+ 

 شود: ( ماتريس جرم تعريف مي 45ي )مطابق با رابطه

(45                                      )T

m m
A

dA= K N D N 
 

(46                                 )

3

3

m

ρh
0 0

12

ρh
0 0

12

0 0 ρh

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

D 

ي  ( به فرم رابطه35ي )باستفاده از تبديل لاپلاس معكوس رابطه

 شود: ( بيان مي47)

(47     )( )( )0 0

0 0

is t 3is t2 2

s 0 m G2ss e c e 0− + =K K K U
e 

گرفتن،   نظر  در  3با 

0 0 0cos3s t = -3coss t + 4cos s t 

 ( نوشت: 48ي )توان به صورت رابطه( را مي47ي )رابطه

(48      )
0 0

0

2 2

s 0 m G2s 0
e

2

G2s 0

3
s c coss t

4
0

1
c cos3s t

4

  
− + +  

   =
 
 
 

K K K

U

K
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 شود: ( بيان مي 49ي ) ( به فرم رابطه 48ي) يک حل تقريبي از رابطه 

(49             )
0 0

2 2

s G2s 0 m

3
c s 0

4

  
+ − =  

  
K K K U

e 

رابطه در  )که  رابطه  0s( ضريب  49ي  به صورت  زمان  ي  تابع 

 شود: ( بيان مي50)

(50 )                        
0 NL NL NLs = ω +iα ,  α 0 

 اعدادي حقيقي هستند. NLαو  NLω(، 50ي )در رابطه

مسئله ويژهبا حل  مقدار  معادلهي  )ي  لاپلاس 49ي  در حوزه   )

غيرخطي   فرکانس  ويسكوز NLωکارسون،  غيرخطي  ميرايي   ،

NLα   و نيز نسبت ميرايي غيرخطيNL

L


 =


  فرايند طي يک    

 شوند.شود، حاصل ميتكراري که در ادامه شرح داده مي

( در پنج گام و به صورت 49ي )حل معادله  برايتكراري  فرايند

 زير است: 

گام اول: ماتريس سختي در زمان صفر محاسبه شده و با در نظر 

بردار   الاستيک  استاتيكي ورق  تحليل  نيرو و  بردار  eگرفتن 
U 

رابطه eيطبق  =KU F  مي دست  نيز به  جرم  ماتريس  آيد. 

رابطه )طبق  ويژه  45ي  مقدار  مسئله  حل  با  و  شده  محاسبه   )

 شود. فرکانس خطي حاصل مي

 شود. ( محاسبه مي30ي )طبق رابطه βeگام دوم: بردار 

 شود:گام سوم: ماتريس سختي هندسي در زمان صفر محاسبه مي 

(51                               )T

G G G

A

(t 0) dA= = K B PB 

 شود: ( بيان مي 52ي ) به صورت رابطه   P(، ماتريس  51ي ) که در رابطه 

(52                 )
1

1 3 e

2 p

3 2

3

P
P P

= , P = (t = 0)
P P

P

 
   

  
   

 

P D β 

شود  ي مقدار ويژه براي مواد الاستيک حل ميگام چهارم: مسئله

 شود. در زمان صفر حاصل مي NLωو 

به   نزديک  پنجم:  قبل،    NLωگام  گام  در  شده  محاسبه 
n n n

0 Nl Nls = ω +iα   ي مقدار ويژه طبق  در نظر گرفته شده و مسئله

) رابطه  مي 49ي  ويسكوالاستيک حل  مواد  براي  اين  (    فرايند شود. 

 يابد: تكراري تا رسيدن به همگرايي مطلوب به فرم زير ادامه مي 

(53      )           ( ) ( )
2 2

n+1 n n+1 n

Nl Nl Nl Nlω ω + α -α error-  

 

 ايروابط ورق لایه -2-2

کرنش جابه رابطهرابطه  طبق  کارمن  ون  فرضيات  طبق  ي  جايي 

 ( قابل تعريف است: 54)

0 1
x x x

0 1
y y y

0 1
xy xy xy

0 1
xz xz xz

0 1
yz yz yz

2

0 0

2

0 0

0 0 0 0

0
x

0
y

ε ε ε

ε ε ε

γ zγ γ

γ γ γ

γ γ γ

u w1
+

x 2 x

v w1
+

y 2 y

u v w w
+ +

y x x y

w
+

x

w
+

y

    
    
    

     
= + =     

     
     
          

   
  

  


  
    

   
    


 
 
 




x

y

yx

x

y
z

+
y x

0

0




 
  
   
    

+    
   
  
  
   

 
  

رابطه تنش کرنش براي   1شكل  براي يک ورق چند لايه مطابق  

 شود: ( تعريف مي55ي )ام مطابق رابطهkلايه 

(55                                                     )

(k)

x

y

xy

yz

xz

 
 
 
 
 = 
 
 
  

 

4

(k) (k)

x

11 12 16

21 22 26

16 6

x

y

y

yz

6 xz

2 66

44 5

45 6

Q Q Q

Q Q Q

Q Q Q

Q Q

ε

ε0 0

0 0

γ0 0

Q

0

Q

γ0 0

γ0 0 0

   
   
    
   
   
   
     

 

(54 ) 
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 هاي کامپوزیتي در راستاي ضخامت ورقنمایي از لایه  -1 شکل

 

ماتريس سختي کاهش يافته براي هر يک    Q  ( 55ي )در رابطه

ماتريس سختي  از لايه انتقال  از  که   Qهاي ورق مرکب است 
ماتريس   از  استفاده  با  و  محلي  مختصات  دستگاه  در  لايه  هر 

 آيد:( به دست مي56ي )مطابق با رابطه Tتبديل

(56                              )                  -1
Q = T  Q T   

تبديل   رابطه   Tماتريس  )در  رابطه56ي  به صورت   )( (  57ي 

 شود: تعريف مي

(57      )                                                          = T   
2 2

2 2

2 2

cos α sin α sinαcosα 0 0

sin α cos α -sinαcosα 0 0

  -2sinαcosα 2sinαcosα cos α -sin α 0 0

0 0 0 cosα -sinα

0 0 0 sinα cosα

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

زاويه راستاي الياف با جهت مثبت محور   (،  57ي )در رابطه

x    سختي ماتريس  رابطه  Qاست.  )در  صورت 56ي  به   )

 ( قابل بيان است: 58ي )رابطه

(58                )

11 12

21 22

66

44

55

Q Q 0 0 0

Q Q 0 0 0

= 0 0 Q 0 0

0 0 0 Q 0

0 0 0 0 Q

 
 
 
 
 
 
  

Q 

رابطه )ماتريس  مي58ي  را  به  (  برش  و  دو جز خمش  به  توان 

 ( در نظر گرفت: 60( و )59شكل روابط )

(59                                 )
11 12

b 12 22

66

Q Q 0

= Q Q 0

0 0 Q

 
 
 
  

Q 

(60                                         )44

s

55

Q 0
=

0 Q

 
 
 

Q 

ماتريسدرايه )  Q  هاي  روابط  شكل  )61به  تا  تعريف 66(   )

 شوند:مي

(61                                           )
( )

1
11

12 21

E
Q =

1- ν ν
 

(62                                  )
( )

12 2
12 21

12 21

ν E
Q = Q =

1- ν ν
 

(63       )                                   
( )

2
22

12 21

E
Q =

1- ν ν
 

(64                                                      )
66 12Q = G 

(65                                                     )
44 23Q = G 

(66                                                      )
55 13Q = G 

1E    2وE    راستاي در  لايه مرکب  الاستيسيته  ترتيب مدول  به 

 12نيز مدول برشي بوده و    12Gالياف و عمود بر آن است.   
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 ضرايب پواسون در دو امتداد اصلي لايه مرکب هستند.  21و 

رابطهانتگرالبا   از  ضخامت  گيري  راستاي  در  کرنش  تنش  ي 

لنگرهاي خمشي و  لايه نيروهاي محوري،  ترتيب  به  هاي ورق، 

 شوند:( حاصل مي69( تا )67نيروهاي برشي طبق روابط )

(67               )

0

x 11 12 16 x

0

y 12 22 26 y

0

xy 16 26 66 xy

1

11 12 16 x

1

12 22 26 y

1

16 26 66 xy

N A A A ε

N = A A A ε +

N A A A γ

B B B ε

B B B ε

B B B γ

    
    
    
        

  
  
  
     

 

(68     )           

0

x 11 12 16 x

0

y 12 22 26 y

0

xy 16 26 66 xy

1

11 12 16 x

1

12 22 26 y

1

16 26 66 xy

M B B B ε

M = B B B ε +

M B B B γ

D D D ε

D D D ε

D D D γ

    
    
    
        

  
  
  
     

 

(69                          )4
0

yx 44 5

y 45 55

z

0

xz

Q γA A
q

Q A γA

 
 
 

   
=   

  
 

 

ماتريسدرايه )هاي  روابط  سختي  )67هاي  تا  مطابق  69(   )

 شوند:( تعريف مي70ي )رابطه

(70                  )
h/2

k 2

ij ij ij ij
h/2

(A ,B ,D ) Q (1,z,z )dz
−

=  

ماتريس  Dو    Bو    Aهاي  ماتريس ترتيب  سختي  به  هاي 

مي ناميده  خمشي  سختي  و  کوپلينگ  سختي  شوند. کششي، 

ماتريس    گفتني که  ورق  Bاست  است. در  صفر  متقارن  هاي 

هايي است که ضخامت هر لايه هاي متقارن ورقمنظور از ورق

و فاصله آنها از صفحه مياني و نيز زاويه لايه با راستاي الياف در  

 . (2)شكل هر دو طرف صفحه مياني يكسان باشد 

 

 نتایج عددي  -3
ارائه شده در قسمت   از روابط  استفاده  اي در محيط  برنامه  2با 

هاي نسبتاً ضخيم  متلب تدوين شده است. اين برنامه براي ورق

ي تحليل استاتيكي، تحليل پايداري،  نتايج قابل قبولي را در زمينه

ي قابل توجه  دهد. نكتهارتعاش آزاد خطي و غيرخطي ارائه مي

از  گونه محدوديتي  استفاده هيچ  مورد  که روش حل  اين است 

نيز   قبيل نوع مواد استفاده شده )الاستيک يا ويسكوالاستيک( و 

 شرايط مرزي مختلف ورق ندارد. 

 

 سنجيصحت  -3-1

لايه نسبتاً ضخيم  هاي تکهاي خطي در دو حالت ورقفرکانس

ورق روابط  سههاي  و  با  ترتيب  به  ساندويچي  لايه 
2

L

2

ω b 12ρ
λ =

Π h d
آن     در  که 

2

E
d =

1- ν
و   

2

L

2

ρh
ω = ω

E
اند. نتايج با مطالعات بي بعد و محاسبه شده  

قالب   در  مقايسه شده و  ارائه شده    (2)و    (1)  هايجدول قبلي 

فرکانس همچنين  ورقاست.  غيرخطي  و  هاي  الاستيک  هاي 

با شرايط مرزي مختلف محاسبه و  تکويسكوالاستيک   نيز  لايه 

در   شده  صحت   ( 4)و    (3)  هايلجدونتايج  بررسي  و  سنجي 

نتايج در جدول   مقايسه  از  که  مي  (4)است.  نتيجه گرفت  توان 

دامنه فرکانستحت  نسبت  مقادير  يكسان  ارتعاش  هاي  هاي 

مرزي   شرايط  در  بيشتر    SSغيرخطي  مرزي  شرايط  ديگر  از 

فرکانس مقدار  کمترين  همچنين  براي است.  غيرخطي  هاي 

مرزي   در    CFشرايط  است.  شده  و    (5)  هايجدولگزارش 

غيرخطي    (6) ميرايي  و  غيرخطي  فرکانس  نسبت  ترتيب  به  نيز 

لايه به ازاي افزايش ضرايب  تکهاي ويسكوالاستيک  براي ورق

شده مقايسه  نتايج  و  شده  محاسبه  هسته  آسودگي  با  تابع  اند. 

جدول اين  به  مي  هاتوجه  اخير  مشاهده  مطالعه  نتايج  که  شود 

 تطابق خوبي با نتايج مطالعات قبلي دارند. 

 

با بررسي    -3-2 ساندویچي  ورق  غیرخطي  آزاد  ارتعاش 

 هسته ویسکوالاستیک

لايه  در اين قسمت نتايج ارتعاش آزاد غيرخطي ورق ساندويچي سه 

مي  قرار  بررسي  مورد  ويسكوالاستيک  هسته  ورق  با  گيرد. 

دو  از  نظر  مد  هسته  لايه ساندويچي  و  الاستيک  پاييني  و  بالايي  ي 

 نتايج    ( 8) و    ( 7)   هاي جدول ويسكوالاستيک تشكيل شده است. در  
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 نمایي از ورق چند لایه متقارن -2شکل 

 

hلایه نسبتاً ضخیم هاي تکفرکانس خطي بي بعد شده ورق -1جدول 
= 0.1

B
 

L

B
مرزي  شرايط   λ  

 شماره ي مود 

1 2 3 4 5 

5/2  

 مفصلي
1/ 1364 ]20[مرجع  5936 /1  3397 /2  3533 /3  8826 /3  

1/ 1364 مطالعه حاضر   5947 /1  3487 /2  3887 /3  8826 /3  

 گيردار
2/ 2259 ]20[مرجع  5969 /2  2698 /3  2415 /4  4761 /5  

2580/2 مطالعه حاضر   6448 /2  3487 /3  3794 /4  7216 /5  

1 

 مفصلي
1/ 9317 ]20[مرجع  6084/4  6084/4  0716/7  6162 /8  

حاضر  مطالعه  9318 /1  6084/4  6117 /4  0738/7  6162 /8  

 گيردار
3/ 2954 ]20[مرجع  2858 /6  2858 /6  8098/8  3788 /10  

حاضر  مطالعه  3388 /3  3560/6  6224 /6  1995 /9  5347 /10  

 
 ( 0/90/0لایه مربعي با شرایط مرزي مفصلي )هاي سهفرکانس بي بعد شده ورق -2جدول 

10 20 30 40 1

2

E

E
 

 ]21[مرجع 41158/0 39540/0 37110/0 32739/0

 مطالعه حاضر  4041/0 3888/0 3658/0 3243/0
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 لایه تحت دامنه ارتعاش متفاوت نسبت فرکانس غیرخطي ورق مربعي الاستیک تک -3جدول 

مرزي  شرايط  NL

L

ω

ω
 

0maxw

h
 

2/0  4/0  6/0  8/0  1 

 مفصلي
0172/1 ]17[ع مرج  0669/1  1449 /1  2456 /1  3638 /1  

0163/1 مطالعه حاضر   0636/1  1381 /1  2349 /1  3492 /1  

 گيردار
0087/1 ]22[ع مرج  0342/1  0755/1  1308/1  1982 /1  

0106/1 مطالعه حاضر   0416/1  0914/1  1575 /1  2372 /1  

 

مختلف  مرزي شرایط با  ویسکوالاستیک مربعي ورق غیرخطي  فرکانس نسبت -4جدول 
1 2d = 0.1,d = 0.9 

مرزي  شرايط  NL

L

ω

ω
 

0maxw

h
 

25/0  5/0  75/0  1 5/1  

CC  
007/1 ]17[مرجع  03/1  06/1  11/1  23/1  

0063/1 مطالعه حاضر   0250/1  0554/1  0963/1  2054/1  

SS  
02/1 ]17[مرجع  08/1  18/1  30/1  59/1  

0193/1 مطالعه حاضر   0751/1  1622 /1  2742 /1  5501/1  

CS  
008/1 ]17[مرجع  04/1  09/1  16/1  33/1  

0073/1 مطالعه حاضر   0360/1  0854/1  1473 /1  3053/1  

CF  
004/1 ]17[مرجع  02/1  04/1  07/1  16/1  

0033/1 مطالعه حاضر   0150/1  0355/1  0563/1  1354 /1  

SF  
008/1 ]17[مرجع  04/1  08/1  14/1  3/1  

0073/1 مطالعه حاضر   0360/1  0672/1  1142 /1  3399 /1  

 

 نسبت فرکانس غیرخطي ورق مربعي ویسکوالاستیک با شرایط مرزي مفصلي و ضرایب آسودگي متفاوت  -5جدول 

0maxW

h
 

NL

L




 5/1 1 75/0 5/0 25/0 0 

[17] 
مطالعه  

 حاضر
[17] 

مطالعه  

 حاضر
[17] 

مطالعه  

 حاضر
[17] 

مطالعه  

 حاضر
[17] 

مطالعه  

 حاضر
[17] 

مطالعه  

 حاضر

59/1 5501/1 30/1 2742 /1 18/1 1622 /1 08/1 0751/1 02/1 0193/1 1 1 
1d = 0/1 

59/1 5501/1 30/1 2742 /1 18/1 1622 /1 08/1 0751/1 02/1 0193/1 1 1 
1d = 0/3 

59/1 5501/1 30/1 2742 /1 18/1 1622 /1 08/1 0751/1 02/1 0193/1 1 1 
1d = 0/5 

59/1 5501/1 30/1 2742 /1 18/1 1622 /1 08/1 0751/1 02/1 0193/1 1 1 
1d = 0/7 

59/1 5501/1 30/1 2742 /1 18/1 1622 /1 08/1 0751/1 02/1 0193/1 1 1 
1d = 0/9 
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 نسبت میرایي غیرخطي ورق مربعي ویسکوالاستیک با شرایط مرزي مفصلي و با ضرایب آسودگي متفاوت  -6 جدول

0maxW

h
 

NL

L


 =


 5/1 1 75/0 5/0 25/0 0 

[17] 
مطالعه  

 حاضر 
[17] 

مطالعه  

 حاضر 
[17] 

مطالعه  

 حاضر 
[17] 

مطالعه  

 حاضر 
[17] 

مطالعه  

 حاضر 
[17] 

مطالعه  

 حاضر 

0088/0 0089/0 011/0 0111/0 0126/0 0128/0 0143/0 0149/0 0154/0 0159/0 0159/0 0159/0 
1d = 0/1 

0077/0 0074/0 0099/0 0096/0 011/0 0111/0 0121/0 0121/0 0132/0 0132/0 0137/0 0138/0 
1d = 0/2 

0066/0 0066/0 0088/0 0088/0 0099/0 0099/0 011/0 0111/0 0115/0 0111/0 0121/0 0120/0 
1d = 0/3 

006/0 0060/0 0071/0 0071/0 0082/0 0082/0 0093/0 0093/0 0104/0 0105/0 0105/0 0105/0 
1d = 0/4 

0049/0 0049/0 006/0 006/0 0071/0 0071/0 0077/0 0077/0 0082/0 0082/0 0088/0 0088/0 
1d = 0/5 

 

نسبت فرکانس غیرخطي ورق ساندویچي با هسته ویسکوالاستیک با ضرایب تابع آسودگي متفاوت -7 جدول
1 2 3h h h 0.033= = = 

0maxW

h
 

NL

L




 

5/1 1 75/0 5/0 25/0 0 

8447 /3 6879 /2 1290/2 6073/1 1825 /1 1 
1d = 0/1 

8130/3 6627 /2 1091/2 5944 /1 1778 /1 1 
1d = 0/3 

7828 /3 6390/2 0904/2 5824 /1 1735 /1 1 
1d = 0/5 

7539 /3 6165 /2 0729/2 5712 /1 1696 /1 1 
1d = 0/7 

7263 /3 5953 /2 0564/2 5608/1 1659 /1 1 
1d = 0/9 

 

 نسبت فرکانس غیرخطي ورق ساندویچي با هسته ویسکوالاستیک با ضرایب تابع آسودگي متفاوت -8 جدول

1 3 2h h 0.01,h 0.08= = = 

0maxW

h
 

NL

L




 

5/1 1 75/0 5/0 25/0 0 

8036/1 4175 /1 2531 /1 1201/1 0314/1 1 
1d = 0/1 

7988 /1 4141 /1 2507/1 1187 /1 0310/1 1 
1d = 0/3 

7940/1 4107/1 2483 /1 1175 /1 0307/1 1 
1d = 0/5 

7893 /1 4075/1 2460/1 1162 /1 0303/1 1 
1d = 0/7 

7848 /1 4043/1 2438 /1 1150/1 0300 /1 1 
1d = 0/9 
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 نسبت فرکانس غیرخطي ورق مربعي ساندویچي با هسته ویسکوالاستیک در مقابل دامنه ارتعاش -3شکل 

 

هسته   با  ساندويچي  ورق  غيرخطي  فرکانس  نسبت 

ويسكوالاستيک تحت ضرايب تابع آسودگي متفاوت براي هسته  

لايه و  هسته  ضخامت  که  حالتي  دو  پاييني  در  و  بالايي  هاي 

لايه دو  از  هسته  ضخامت  و  ارائه  يكسان  باشد  بيشتر  ديگر  ي 

هاي شده است. فرضيات در نظر گرفته شده براي پوسته و لايه

 بالايي و پاييني به شرح زير است: 

1

2

13 2312
12

2 2 2

Ea
skins : = 10   ,    = 40   ,   

h E

G GG
= = 0.6   ,    = 0.5   ,   ν = 0.25

E E E

 

 

 

7

2

s3

N
core :  K = 3×10      ,   

m

kg 5
ρ = 7800     ,   q =    ,   t =1 s

m 6

 

 

اثر ضخامت به پهنا بر نسبت فرکانس غیرخطي بررسي    -3-3

 ورق ساندویچي با هسته ویسکوالاستیک 

نسبت   بر  پهنا  بر  ضخامت  افزايش  اثر  قسمت  اين  در 

نظر فرکانس در  فرضيات  است.  شده  بررسي  غيرخطي  هاي 

ورق براي  شده  قسمت  گرفته  مانند  هسته  و  پوسته    2-3هاي 

در   نتايج  شده  (3)شكل  است.  ملاحظه  ارائه  که  همانطور  اند. 

فرکانسمي نسبت  پهنا،  به  نسبت ضخامت  افزايش  با  هاي  شود 

 غيرخطي کاهش يافته است.  

 

 گیرينتیجه  -4
ورق غيرخطي  آزاد  ارتعاش  مقاله،  اين  با  در  ساندويچي  هاي 

و  اول  مرتبه  برشي  تئوري  از  استفاده  با  ويسكوالاستيک  هسته 

روش عددي نوار محدود مورد بررسي قرار گرفت. با ارائه چند 

فرکانس نسبت  مقادير  )الف(  شد:  مشخص  عددي  هاي  مثال 

ورق ويسكوالاستيک  غيرخطي  و  الاستيک  با  تکهاي  لايه 

يابد. ب( تحت دامنه ارتعاش افزايش دامنه ارتعاش، افزايش مي

ورق در  مقادير  يكسان،  مفصلي  مرزي  شرايط  با  الاستيک  هاي 

فرکانس ورقنسبت  به  نسبت  غيرخطي  با  هاي  الاستيک  هاي 

تابع   ضرايب  افزايش  با  ج(  است.  بيشتر  گيردار  مرزي  شرايط 

غيرخطي فرکانس  نسبت  ويسكوالاستيک    آسودگي،  ورق  براي 

ماند اما مقادير نسبت ميرايي غيرخطي با کاهش لايه ثابت ميتک

روب ميهمقادير  ورقرو  در  )د(  باشود.  ساندويچي  هسته    هاي 
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نسبت   هسته،  آسودگي  تابع  افزايش ضرايب  با  ويسكوالاستيک 

شود. علت اين  هاي غيرخطي با کاهش مقادير مواجه ميفرکانس

مي را  مقادير  در ورقکاهش  تنش  ايجاد شدن  اثر  در  هاي  توان 

)ه  دانست.  لايه  هسته چند  با  ساندويچي  ورق  در   )

دامنه تحت  افزايش ويسكوالاستيک،  با  يكسان  ارتعاش  هاي 

فرکانس نسبت  پهنا  به  کاهش  نسبت ضخامت  با  غيرخطي  هاي 

 شود. مقادير مواجه مي 

 

 نامهواژه
1. homotopy method 

2. Van der Waals equation 

3. Karhunen–Loève expansion technique 

4. Hamilton's principle   

 

 روش نوار محدود-یک پیوست

توان گفت حل بسته و دقيق معادلات، هايي همراه است، ميهاي دقيق با پيچيدگيها با روشنظر به اينكه حل معادلات ديفرانسيل ورق

محدود و    اجزاي هاي  هاي عددي مانند روشرفع اين مشكل روش  براي رسد. بنابراين  ي مطلوب ميدر موارد خاصي به نتيجه  فقط

شود و تنها در يک جهت از توابع  بندي مينوار محدود توسعه و بسط داده شدند. در روش نوار محدود ورق تنها در يک جهت شبكه

استفاده   ميدرون .شودمي شكل  ارضا  را  طولي  مرزي  شرايط  که  پيوسته  تناوبي  توابع  توسط  متغيرها  توابع  يابي  و  يابي  درونکنند 

شود. تئوري مي به چند نوار تقسيم    (4)شكل  شود. بنابراين ورق در راستاي طولي مطابق  اي در جهت عرضي ورق انجام مي چندجمله

جايي و دو چرخش است.  هاست و در آن هر خط گره سه درجه آزادي دارد که شامل يک جاب  0cبرشي مرتبه اول در زمره مسائل  

 شود. بالا بردن دقت محاسبات و نيز افزايش سرعت همگرايي از خط گره وسط هر نوار استفاده مي  برايلازم به ذکر است که  

 تعدادي از توابع شكل در جهت طولي براي شرايط مرزي مختلف به صورت زير است: 

 هاي طولي:براي شرايط مرزي مفصلي در لبه

n                                                                                                                                                        (1-)پ

nπy
Y = sin

a

 
 
 

 

هاي طولي: اي شرايط مرزي گيردار در لبهبر  

n                                                                                                                                     (2-)پ

nπy πy
Y = sin sin

a a

   
   
   

 

هاي طولي:گيردار در لبه-براي شرايط مرزي مفصلي  

(                                                                                      3-)پ
( ) ( )

n

n +1 πy n +1 nπy
Y = sin + sin

a n a

   
   

  
 

هاي طولي:آزاد در لبه-براي شرايط مرزي مفصلي  

n(                                                                                                        4-)پ n
n n

α y α y
Y = sin β sinh

a a

   
   
   

 

( )

( )
n

n n

n

sin α2n -3
α = π  وβ =

4 sinh α
 

 : هاي طولي ورقآزاد در لبه-براي شرايط مرزي گيردار

(                                                                                                              5-)پ
( )

n

n - 0.5 πy
Y = 1- cos

a

 
 
 
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. با توجه به سه گرهي شودميها در جهت عرضي ورق از توابع لاگرانژي استفاده  نيز اشاره شد براي تغيير شكل  طور که قبلاًهمان

 عرض هر نوار است.  sbشود. در اين روابط  ( تعريف مي8-( تا )پ6-بودن هر نوار توابع شكل به صورت روابط )پ
 

 
 ورق در روش نوار محدود يبند میتقس  -4 شکل

 

)(                                                                                                                     6-)پ )
2

1 2

s s

2x 3x
c x = - +1

b b
 

)(                                                                                                                          7-)پ )
2

2 2

s s

4x 4x
c x = -

b b
 

)(                                                                                                                           8-)پ )
2

3

s s

2x x
c x = -

b b
 

 شود: هاي ورق پرداخته ميها و نيز چرخشجاييهسازي جابگسستهدر ادامه بر اساس روش نوار محدود به 

)(                                            9-)پ )
r 3 r

'

i xi n 1 x1 2 x2 3 x3 n n

n=1 n=

x

1 n=1 n 1

x

=

r

x, y c Y (c + c + c )Y   = = =  N Φ
' 

)(                                          10-)پ )
r 3 r

'

y i yi n 1 y1 2 y2 3 y3 n n y

n=1 n=1 n=1 n=1

r

x, y c Y (c + c + c )Y   = = =  M Φ
' 

)(                                                  11-)پ )
r 3 r r

i i n 1 1 2 2 3 3 n n

n=1 n=1 n=1 n=1

w x, y c w Y (c w + c w + c w )Y= = =  N w 

 شوند:( تعريف مي 13-( و )پ12-به شكل روابط )پ nMو  nN( توابع شكل  11-( تا )پ9-در روابط )پ

(                                                                                     12-)پ   n n1 n2 n3 1 n 2 n 3 n= N , N , N = c Y ,c Y ,c YN 

(                                                                                 13-)پ  ' ' '

n n1 n2 n3 1 n 2 n 3 n= M ,M ,M = c Y ,c Y ,c Y  M 
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