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Abstract: Sandwich plates as structural members, have received a lot of attention in industrial structures and large 

construction projects due to their low specific weight, resistance to fatigue and high bending strength. Since Industrial 

structures are commonly reposed to dynamic loads, plate vibration can result in injury to structures, especially when the 

excitation frequency is close to the natural frequency of the structure. Therefore, nonlinear vibration analysis of plates is 

one of the most attended topics in the dynamics of structures. In this article, the nonlinear free vibration of sandwich 

plates with a viscoelastic core is studied based on von Karman's assumptions and using the First-order shear 

deformation theory. The viscoelastic properties of the plate core follow Boltzmann's integral law. Also, the Laplace 

transform is used to convert equations from the time domain to the Laplace domain. For the discretization of the 

equations, the finite strip numerical method is used. Finally, by  numerically solving an eigenvalue problem in the 

Laplace-Carson domain, the nonlinear frequencies of sandwich plates with a viscoelastic core with different vibration 

amplitudes are calculated. The results show that, with the increase of the vibration amplitude and the coefficients of the 

relaxation function of the viscoelastic core, the ratio of the nonlinear frequencies decreases in this type of plates. 
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 مقاله پژوهشي       

 

 ک یسکوالاستیبا هسته و مینسبتاً ضخ یچ یساندو یهاورق  یرخطیارتعاش آزاد غ  لیتحل

 روش نوار محدود به
 

 

 ی صرام  د یو سع ⁕ یجعفر  نی نسر ،یمیآرزو حاج رح 

 ران ی عمران، دانشگاه صنعتی اصفهان، اصفهان، ا یدانشکده مهندس
 

 یهاب  الا در س  ازه ی مقاومت خمش    زیو ن ی مقاومت در برابر خستگ ن،ییبه علت وزن مخصوص پا ،یاسازه یبه عنوان اعضا ی چیساندو یهاورق  -چکیده

ص  فحا   شلرز رند،یگی قرار م ی کینامید یمعمولاً تحت بارها ی صنعت یهااند. از آنجا که سازهقرار گرفته  اریمورد توجه بس ی بزرگ عمران یهاو پروژه  ی صنعت

 ی چیساندو یهاورق ی رخطیارتعاش غ لیتحل نیسازه باشد. بنابرا  ی عیبه فرکانس طب  کینزد  کیفرکانس تحر  ی وقت  ژهیها شود به وسازه  بیمنجر به آس  تواندی م

بر اس  ا    کیسکوالاستیهسته و  با  ی چیساندو  یهاورق  ی رخطیمقاله ارتعاش آزاد غ  نی. در ارودی ها به شمار مسازه  کینامیاز موضوعا  پر کاربرد در د  ی کی

 یروی   ورق از قانون انتگ  رال ب  ولتزمن پ یهسته  کیسکوالاستی. خواص وردیگی مرتبه اول مورد مطالعه قرار م  ی برش  یون کارمن و با استفاده از تئور  ا یفرض

ن  وار  یمع  ادلا  از روش ع  دد  یس  ازگسسته   ی. ب  راشودی معادلا  از حوزه زمان به دامنه لاپلا  استفاده م  لیتبد  یلاپلا  برا  لیاز تبد  نی. همچنکندی م

ب  ا هس  ته  ی چیس  اندو یه  اورق ی رخط   یغ یه  ادر ح  وزه لاپ  لا  کارس  ون فرکانس  ژهیمقدار و  یامسئله   یبا حل عدد  تی. در نهاشودی محدود استفاده م

 کیسکوالاس  تیهس  ته و  ی تابع آسودگ  بیدامته ارتعاش و ضرا  شیفزاکه با ا  دهدی نشان م  جی. نتاشوندی ارتعاش متفاو  محاسبه م  یهابا دامنه   کیسکوالاستیو

 .ابدیی ها کاهش مگونه از ورق نیدر ا  ی رخطیغ  یهانسبت فرکانس
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 فهرست علائم

u جایي در امتداد محور  جابه مؤلفهx 
ν  ضریب پواسون 

v جایي در امتداد محور  جابه مؤلفهy 
δ نماد تغییرات  

w جایي در امتداد محور  جابه مؤلفهz   وارون زمان آسودگي 

x   چرخش صفحه حول محورy U  انرژي کرنشي 

y   چرخش صفحه حول محورx T  جنبشي انرژي 

pε بردار کرنش درون صفحه V حجم ورق 

κ  بردار کرنش خمشي q  ضریب تصحیح برش 

Γ  بردار کرنش برشي c  حداکثر دامنه ارتعاش ورق 

NLε بردار کرنش غیرخطي A سطح ورق 

K ورق  ماتریس سختي 
bB  ماتریس کرنش خمشي 

P  بردار نیروهاي درون صفحه 
sB برشي  ماتریس کرنش 

M  بردار لنگرهاي خمشي 
GB  هندسيماتریس کرنش 

Q  بردار نیروهاي برشي K مدول بالک 

pD  ماتریس مدول درون صفحه η  تابع آسودگي 

bD  ماتریس مدول خمشي ρ  چگالي ورق 

sD ماتریس مدول برشي N  توابع شکل براي درجات آزاديx  وw 

mD ماتریس مدول جرمي M   تابع شکل براي درجه آزاديy 

h  ضخامت ورق 
2 1d ,d  ضرایب تابع آسودگي 

E  مدول الاستیسیته 
st  زمان آسودگي 

 

 

 مقدمه -1

ورق  آزاد  ارتعاش  مختلف تحلیل  کاربردهاي  براي  دفعات  به  ها 

سازه  انواع  طراحي  اول  گام  در  است.  شده  گزارش  هاي صنعتي 

اي مهندسي، شناخت کامل رفتار ارتعاشي و دینامیکي اجزاي سازه

ورق  تیرها،  پوسته نظیر  اهمیت ها،  حائز  بسیار  مشابه  موارد  و  ها 

و  شوشتري  ارتعاش،  زمینه  در  شده  انجام  مطالعات  طبق  است. 

تیرهاي   ]1[رفیعي   ارتعاش اجباري غیرخطي  به تجزیه و تحلیل 

برنولي، معیار ون کارمن و  از تئوري اویلر  گیردار پرداختند. آنها 

گالرکین   به دست آوردن معادله غیرخطي مرتبه دوم  براي  روش 

کردند.   ز استفاده  مطالعه    ]2[و  چونگ و  ارتعاش غیرخطي به  ي 

اسپلاین  محدود  نوار  روش  به  اولیه  تنش  با  نازک  صفحات 

و  اولیه  تنش  با  صفحات  تشدید  و  آزاد  ارتعاش  آنها  پرداختند. 

میرایي،   همچنین  گرفتن  نظر  در  با  را  صفحات  اجباري  ارتعاش 

داوي و  کیانگ  یونگ  دادند.  قرار  بررسي  و  بحث   ]3[  مورد 

هاي لانه زنبوري ساندویچي را در ارتعاش غیرخطي هندسي پانل 

آب باشد مورد مطالعه قرار دادند.  تأثیر حالتي که یک سطح تحت 

هموتوپي  روش  کردند.   1آنها  انتخاب  تحلیل  روش  عنوان  به  را 

همکاران  و  اجباري   ]4[  وانگ  ارتعاش  تحلیل  و  تجزیه  به 

اساس  بر  آنها  پرداختند.  لایه  چند  گرافن  صفحات  غیرخطي 

کارمن یک مدل غیرخطي   و نیز فرضیات ون   2فرمول واندروالس 

ورق  ارتعاش  تحلیل  تحریک براي  معرض  در  که  چندلایه  هاي 

ي به مطالعه   ]5[  هارمونیک خارج از صفحه بود ساختند. دازدمیر 
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ارتعاش اجباري ورق ساندویچي با هسته پیزوالکتریک پرداخت. 

 يسازي معادلات حاکم بر حرکت نیز از روش اجزا براي گسسته 

ژانگ  کرد.  استفاده  تغییر شکل   ]6[  محدود  تئوري  از  استفاده  با 

گذراي غیرخطي ورق  پاسخ  بالاي ردي و اصل همیلتون،  مرتبه 

ضربه  بارهاي  تحت  آگزتیک  زنبوري  لانه  به ساندویچي  را  اي 

همکاران  و  آورد. چن  مطالعه   ]7[  دست  عددي به  و  تحلیلي  ي 

ورق  آزاد  و  اجباري  با ارتعاش  شده  تقویت  ساندویچي  هاي 

آنها   پرداختند.  فولادي  روش   براي میلگردهاي  از  عددي  تحلیل 

 محدود استفاده کردند.   اجزاي 

به   منجر  که  ویسکوالاستیک  مواد  میرایي  خاصیت  علت  به 

مي  زمان  گذشت  از  بعد  پاسخ  شدن  تحلیل  مستهلک  شود، 

سازه غیرخطي  به    هايارتعاش  مهم  مسئله  یک  ویسکوالاستیک 

به بررسي ارتعاش غیرخطي و تجزیه    ]8[  رود. اشماتو شمار مي

ورق دینامیکي  پایداري  تحلیل  ارتوتروپیک  و  مستطیلي  هاي 

پرداخت.   کیرشهف  نظریه  از  استفاده  با  ویسکوالاستیک 

همکاران  و  غیرخطي    ]9[  محمودخاني  اجباري  و  آزاد  ارتعاش 

ي تراکم ناپذیر را  هاي ساندویچي ویسکوالاستیک با هستهورق

بر اساس فرضیات    ]10[  مورد بحث و بررسي قرار دادند. آمبیلي

ارتعاش  تحلیل  به  کلوین،  جامد  مدل  از  استفاده  و  کارمن  ون 

ورق پرداخت.  غیرخطي  نازک  مستطیلي  ویسکوالاستیک  هاي 

همکاران و  ورق  ]11[  سیلوا  غیرخطي  دینامیکي  هاي  تحلیل 

لواو هونن  انبساط  تکنیک  با  را  ویسکوالاستیک    3ساندویچي 

همکاران و  لقمان  دادند.  قرار  بررسي  و  بحث    ]12[  مورد 

اویلر تیر  غیرخطي  عملکرد    -ارتعاشات  با  برنولي 

بررسي   را  ازهريکردویسکوالاستیک  و  جعفري  به    ]13[  ند. 

ورق آزاد  ارتعاش  بر  تحلیل  ویسکوالاستیک  ضخیم  نسبتاً  هاي 

  هاي الاستیک پرداختند.اساس ارتعاش آزاد ورق

وجود  پژوهش   با  و  تحلیل  مقالات  زمینه  در  که  فراواني  هاي 

ارتعاش غیرخطي ارائه شده است و در این قسمت به چند نمونه از  

شده  ساده  روش  از  استفاده  با  مقاله  این  در  شد،  اشاره  ي  آنها 

جداسازي متغیرها به دو تابع زمان و مکان و با روش عددي نوار  

غیرخطي ورق  آزاد  ارتعاش  تحلیل  بار  نخستین  براي  هاي  محدود 

گیرد. در  ساندویچي با هسته ویسکوالاستیک مورد بررسي قرار مي 

به دست آوردن معادلات حرکت از تئوري برشي    براي   2قسمت  

مي  استفاده  کارمن  ون  فرضیات  و  اول  رابطه مرتبه  تنش  شود.  ي 

پیروي   بولتزمن  انتگرال  قانون  از  ویسکوالاستیک  هسته  کرنش 

کند. براي هسته مذکور مدول بالک ثابت و مدول برشي تابعي  مي 

به دست آوردن معادله حاکم از اصل    براي شود.  از زمان فرض مي 

ساده سازي از تکنیک جداسازي متغیرها استفاده    براي و    4همیلتون 

شود. در نهایت با حل یک مسئله مقدار ویژه در حوزه لاپلاس  مي 

فرکانس  از ورق کارسون  گونه  این  براي  غیرخطي  ها محاسبه  هاي 

هاي خطي ورق  سنجي براي فرکانس صحت   3شود. در قسمت  مي 

سه  ساندویچي  فرکانس الاستیک  و  ورق  لایه  غیرخطي  هاي 

تک  مي ویسکوالاستیک  انجام  و  لایه  برنامه  درستي  از  تا  شود 

از  گسسته  پس  ادامه  در  شود.  حاصل  اطمینان  معادلات  سازي 

فرکانس صحت  سه سنجي،  ساندویچي  ورق  غیرخطي  با  هاي  لایه 

ضخامت  با  حالت  دو  در  نیز  ویسکوالاستیک  متغیر  هسته  هاي 

مي  فرکانس محاسبه  نسبت  بر  نیز  پهنا  به  اثر ضخامت  هاي  شوند. 

گیرد. در نهایت در  غیرخطي ورق ساندویچي تحت بررسي قرار مي 

 شود. کلي ارائه مي   گیري نتیجه   4قسمت  

 

 معادلا  حرکت  -2
از آنجا که هسته ورق مورد بررسي در این مقاله ویسکوالاستیک  

روابط ارتعاش آزاد غیرخطي براي ورق   1-2است، در قسمت  

نیز روابط    2-2شود. در قسمت  لایه ارائه مي ویسکوالاستیک تک

 شوند. اي بسط داده ميهاي لایهبراي ورق

 

 لایه ویسکوالاستیک های تکورق  -2-1

اول   مرتبه  برشي  تئوري  ورق جابههاي  مؤلفهطبق  جایي 

 شود: ( بیان مي 1ي )ویسکوالاستیک به صورت رابطه 
 

(1    )
( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

0 x

0 y

0

u x, y, z, t u x, y, t - zΦ x, y, t

v x, y, z, t = v x, y, t - zΦ x, y, t

w x, y, z, t w x, y, t

   
   
   
   
   

 

 

رابطه )در  ترتیب    0wو    0u  ،0v(  1ي  هاي  مؤلفهبه 
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است.    zو    x   ،yجایي روي میان صفحه ورق در امتداد  جابه

xΦ  yΦ   به ترتیب چرخش صفحه عمود بر میان صفحه نیز 

است. از آنجایي که هسته ورق مورد    xو    yحول محورهاي  

است،   ویسکوالاستیک  به   wو    u  ،vهاي  مؤلفهبرررسي 

 صورت تابعي از زمان بیان شده است. 

جابه کرنش  روابط  کارمن  ون  فرضیات  صورت  طبق  به  جایي 

 شود: ( بیان مي2ي )رابطه

(2                 )( ) p NL-z
x, y, z, t = + +

     
     
     

ε κ ε
ε

0 Γ 0
 

 

( بردارهاي کرنش درون صفحه، کرنش غیرخطي، کرنش  2ي ) در رابطه 

 شوند: ( تعریف مي 6( تا ) 3خمشي و کرنش برشي به ترتیب با روابط ) 

(3                                  )( )

0

0
p

0 0

u

x

v
x,y,t =

y

u v
+

y x

 
 

 
 
 

 
  
 
  

ε 

 

(4  )                            ( )

2

0

2

0
NL

0 0

w1

2 x

w1
x, y, t =

2 y

w w

x y

  
  

  
 

  
  

  
  
 
   

ε 

(5                                 )( )

x

x, y, t
y

y x

 
 

 
  

=  
 

 
+ 

   

κ

x

y

yx

 

 

(6              )                    ( )

0

0

w

x
x, y, t

w

y

 
−  

=  


 −
  

Γ

x

y

 

 شود: ( تعریف مي7ي )بردار تنش نیز به صورت رابطه

(7        )( )
T

x y xy xz yzx, y,z, t = σ σ τ τ τσ 

گرفتن رابطه نظر  در  با  ویسکوالاستیک  مواد  کرنش  تنش  ي 

 :  ]14[ شود( تعریف مي8ي )قانون انتگرال بولتزمن طبق رابطه 

(8           )     
( ) ( ) ( )

( ) ( )
0

x, y, z, t t x, y, z, t = 0

t - τ x, y, z, τ dτ,  
t

= +


=


σ C ε

ε
C ε ε

t 

)(، 8ي )در رابطه )C t  .تانسور مدول سختي است 

زمان   از  تابعي  برشي  و مدول  ثابت  بالک  اینکه مدول  با فرض 

براي هسته رابطهباشد،  گرفته 9ي )ي ویسکوالاستیک  نظر  در   )

 :  ]15[ شودمي

(9)                                       
3

K(t) K,G(t) K (t)
2

= =  

نیز تابع    ηو    مدول برشي  Gمدول بالک،    K(  9ي )در رابطه

مي  است آسودگي   مطابق و  نمایي  تابعي  به صورت  را  آن  توان 

 ( نوشت: 10ي )رابطه

(10             )( ) - t

1 2 1 2

s

η t = d +d e ,   = ,d d 1
t

1
   + = 

رابطه )در  است.    st(،10ي  آسودگي  نیز   2dو    1dزمان 

 . هستندضرایب تابع آسودگي 

و   الاستیسیته  مدول  ویسکوالاستیک،  ماده  یک  براي  بنابراین 

 شود: ( تعریف مي11ي )ضریب پواسون به صورت رابطه 

(11                                    )9Kη 1-η
E =  , ν =

2 + 2 +η
   

ورقانتگرالبا   ضخامت  راستاي  در  نیروهاي  گیري  بردارهاي   ،

صورت   به  برشي  نیروهاي  و  خمشي  لنگرهاي  صفحه،  درون 

 شوند:( تعریف مي14( تا )12روابط )

(12                   )

( )

( ) ( )

( ) ( )

h
T

2
h x y xy

2

p NL

t

p
0

x, y, t σ  σ  τ dz

t x, y, t = 0

t - τ x, y, τ dτ

−
= =

+





P

D ε

D εNL
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(13               )

( )

( ) ( )

( ) ( )

h
T

2
h x y xy

-
2

b

b
0

x, y, t σ  σ  τ zdz

t x, y, t = 0

t - τ x, y, τ dτ

= =

+





M

D κ

D κ
t

 

(14                      )

( )

( ) ( )

( ) ( )

h
T

2
h xz yz

2

s

0

x, y, t τ  τ dz

t x, y, t = 0

t - τ x, y, τ dτ

−
= =

+





Q

D Γ

D Γ
t

s

 

( روابط  )12در  تا   )14،)h   .است ورق  ضخامت  ، pDبیانگر 

bD    وsD  هاي درون صفحه، هاي مدولنیز به ترتیب ماتریس

هاي  مؤلفهها به همراه سایر  خمشي و برشي هستند. این ماتریس

 شوند:( تعریف مي18( تا )15( در روابط )14( تا )12روابط )

(15                        )NL
NL

t t t

  
= = =

  

ε κ Γ
ε κ Γ        

 

(16    )( )
( )

( )( )

( )

( )

( )
p 2

1 ν t 0
hE t

t =  ν t 1 0
1- ν t

1- ν t
0 0  

2

 
 
 
 
 
 
 

D 

 

(17                                        )( ) ( )
2

b p

h
t = t  

12
D D 

(18                        )( )
( )

( )( )s

 1 0E t hq
t =

0  12 1+ ν t

 
 
 

D 

ضریب پواسون     vمدول الاستیسیته، E(، 18( تا )16در روابط )

 ضریب تصحیح برش طبق تئوري برشي مرتبه اول است.  qو 

 شود: ( تعریف مي19ي )تغییرات انرژي کرنشي به صورت رابطه

(19                                         )T

V
δU δ dV= = σ ε 

( )T T T

p NL
A A A

δ  dA δ  dA δ  dA+ + +  P ε ε M κ Q Γ 

( 1جایي مطابق با رابطه )هاي میدان جابهمؤلفهبا در نظر گرفتن  

انرژي انتگرالو   تغییرات  ورق،  ضخامت  راستاي  در  گیري 

 :  ]16[ ( قابل بیان است 20ي )جنبشي نیز طبق رابطه

(20 )                                                                          δT = 

2 2

0 0 0 0 0 0 x x y y
A

h h
ρh u  δu v δv + w δw δ δ dA

12 12
− + +   +  

 
 
 

  

همیلتون  معادله اصل  اساس  بر  لحظه  هر  در  سیستم  تعادل  ي 

 شود: ( بیان مي21ي )طبق رابطه

(21)                                                   δU - δT = 0 

( روابط  جایگذاري  )19با  و  رابطه20(  در   )( رابطه21ي  ي  ( 

 شود: ( حاصل مي22)

(22 ) 

0 0T

0
A A

0

0 0

0
x

δu δu
0  d

x

uA ρh  v dA
δv δvy

y

  
  

  
      

+ +     
      

   
  

   

 P
 

T T T

NL
A A A

 dA δ  dA δ  dA++ +  P ε M κ Q Γδ  

2 2

0 0 x x y
A

y

h h
ρh δw δΦ δΦ dA 0

12 12
w
 

+  +  = 
 

  

 

 ( بازنویسي کرد: 24( و ) 23ي ) توان توسط دو رابطه ( را مي 22ي ) رابطه 

(23                         )

0T

A
0

0

0
A

0

0

0
x

δu
0  dA

δvy

y x

δu
ρh  v dA 0

δ
u

v

 
 
 
   

+  
   

  
 
  

 
= 

 





P

 

(24     )

T T T

NL
A A A

2 2

0 0 x x y y
A

δ  dA δ  dA δ  dA

h h
ρh δw δΦ δΦ dA 0w

12 12

+ + +

+  +  =
 
 
 

  



P ε M κ Q Γ

 

رابطه )در  با فرض  23ي   )0 0v 0u اثبات    == به  توجه  با  و 

مرجع  در  کردمي،  ]17[  موجود  فرض   توان 

.P(x, y, t) P(t)=    در صفحه  درون  نیروهاي  بنابراین 

 شود: ( بازنویسي مي25ي )( به صورت رابطه12ي )رابطه
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(25                    )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
t

p p
0

x, y, t t

t 0 t - τ τ dτ

= =

+ 

P P

D β D β
 

)(،  25ي )که در رابطه )tβ شود: ( بیان مي26ي )مطابق رابطه 

(26                      )     
( )

2

0

A

2

0

A

0 0

A

w1 1
dA

A 2 x

w1 1
t dA

A 2 y

w w1
dA

A x y

  
  

  
 

  
=   

  
  
 

  
 







β
 

جابه بردار  متغیرها،  جداسازي  تکنیک  از  استفاده  هاي  جایيبا 

خارج از صفحه توسط دو تابع زمان و مکان تفکیک شده و به  

 :  ]19-17[ شود( بیان مي27ي )شکل رابطه

(27  )

e

xx

e

y y

e

0

e 0max

0max

Φ (x, y)Φ (x, y, t)

Φ (x, y, t) = c Φ (x, y) F(t) =

w (x, y, t) w (x, y)

(x, y, t) =

w
c (x, y)F(t),c =

w (t = 0)

  
  

   
   
   

u

u

 

رابطه )در  جابه  eu(،  27ي  با  بردار  که  است  الاستیک  جایي 

لحظه در  ویسکوالاستیک  ورق  خمشي  )ورق  تحلیل  صفر  ي 

مي محاسبه  یکنواخت  گسترده  بار  تحت  معادل(  شود.  الاستیک 

c  بعد حداکثر دامنه ارتعاش ورق است که به صورت عددي بي

مي )شود.  تعریف  )F t   تفکیک با  است.  زمان  تابع  بیانگر  نیز 

ي ( و جایگذاري در رابطه27ي )تمامي متغیرها به شکل رابطه

 شود:( حاصل مي28ي )( رابطه24)

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

( )

d2 2 2tc t F 0 t - τ F τ dτ   δ dAA 0p p NLdτ

T
tc t F 0 t - τ F τ dτ   δ dAA 0b b

T
c t F 0 t - τ F τ dτ   δ dAA 0s s

2 2h he e ec ρh w δw δ δ F t dA 0,A x x12 12

2dF d F
F(t) = , t = 

dt dt

y y

F

  
+   
  

 + +   

 + +   

 
 + +   +   =
 
 

D β D β ε

D κ D κ κ

D Γ D Γ Γ

e e

e e

e e

T

t

2

 

سازي به روش نوار محدود مطابق پیوست یک، بردار  گسسته با  

ue ،βe ،κe  وΓe شوند:به صورت زیر در نظر گرفته مي 

(29                                                      )=u NUe e 

(30               )

eT

A

eT

A

eT

A

,  

1
dA

2A x x

1
dA

2A y y

1
dA

A x y

= =

   
  

   
 

   
=   

   
 

   
 

    







κ B U Γ B U

N N
U U

N N
β U U

N N
U U

e e e e

e

e e

e

b s

T

T

T

 

 بیانگر توابع شکل است.   N(،  30ي )که در رابطه

( روابط  از  استفاده  رابطه30با   ،)( رابطه28ي  طبق   )( (  31ي 

 شود: بازنویسي مي

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

t
eT T * 2 T * 2 2

G G G G
A A 0

t
eT T T

b b b b b b
A A 0

t
eT T T

s s s s s s
A A 0

eT T

m
A

d
t F 0 dA t - τ F τ dτ dA c F t

dτ

t F 0 dA t - τ F τ dτ dA

t F 0 dA t - τ F τ dτ dA

t 0FdA

+ +

 +
  

 + +
  

   
     

 + =
  

  

  

  



U B P B B P B

U B D B B D B

U B D B B D B

U N D N

 

هاي کرنش براي یک خط گره )بر اساس  ( ماتریس 31ي ) که در رابطه 

 شوند:  سازي به روش نوار محدود( به فرم زیر تعریف مي گسسته 

(32              )                 

i

b

i

i

i

N
0 0

x

M
0 0

y

N M
0

y x






=



 

 

 
 
 
 
 
 
 
  

B 

(33                                   )
i

s

i
i

i

N
N 0

x

N
0 M

y

 
 
 =

 
  

B 

(34                                      )
i

G

iN
0 0

x

N
0 0

y

 
 
 =

 
  

B 

(28 ) 

(31 ) 
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بیانگر توابع شکل هستند    iMو    iN  (34( تا )32در روابط )

 )پیوست یک(. 

رابطه فرم  به  ارتعاش  تحلیل  براي  زمان  تابع  ي  اگر 

( ) 0is t
F t = e  رابطه )باشد،  تبدیل 31ي  از  استفاده  با  را   )

 :  ]17[ ( بیان کرد35ي )توان به فرم رابطهلاپلاس مي 

(35            )

0 0

2 2

s G2s 0 m

0 0 0

1 1 1
c s 0

s - is s -3is s - is

 
 +  −  = 

 
K K K Ue

G
 

رابطه )در  (،  35ي 
0sK   لاپلاس حوزه  در  سختي  ماتریس 

کارسون،  
0G2sK   لاپلاس حوزه  در  هندسي  سختي  ماتریس 

ادامه    mKکارسون و   در  که  به صورتي  بوده و  ماتریس جرم 

 شوند:آمده است، تعریف مي

(36 )             
0

T T

s b b b s s s
A A

dA dA= + K B D B B D B 

(37    )

b

s0 s0

s0 s0

s0 s0

3 s0 s0

s0 s0

s0 s0

s0

(2 ) (1 )
3K 3K

(1 2 ) (1 2 )

(1 ) (2 )
h 12 3K 3K

(1 2 ) (1 2 )

0

0

0 0 3 2K

=

+  − 
 

+  + 

−  + 
 

+  + 



 
 
 
 
 
 
 
 
 

D

 

 

(38                       )0

s

s

s0

0

0

3 2K
hq

3 2K

 
=  





 
D 

 

(39                )0is t 2 0
s0 0 1

00

d is
is (t)e dt d

is



−
 =  = +

+ 

 

( روابط  )37در  تا   )39  ،)    حوزه در  آسودگي  تابع  بیانگر 

 لاپلاس کارسون است.  

و   هندسي  شکل  مؤلفهماتریس  به  نیز  آن  )هاي  تا  40روابط   )

 شود: تعریف مي( 44)

(40                               )
0

0

T *
2sG2s G G

A
dA= K B P B 

(41                                           )
0

* 1 3
2s

3 2

P P
=

P P

 
 
 

P 

(42                       )                
0

1

e

2 2s p

3

P

P  

P

 
 

= = 
 
 

P D β 

(43                                                              )
p =D 

2s0 2s0
2s0 2s0

2s0 2s0

2s0 2s0
2s0 2s0

2s0 2s0

2s0

(2 ) (1 )
3K 3K

(1 2 ) (1 2 )

(1 ) (2 )
h 3K 3K

(1 2 ) (1 2 )

2

0

0

0 0 3 K

 
 
 
 
 
 
 
 

+ −
 

+

+

 

 + 

− +
 

 + 



 

 

(44         )02is t 2 0
2s0 0 1

00

d 2is
2is (t)e dt d

2is



−
 =  = +

+ 

 شود: ( ماتریس جرم تعریف مي 45ي )مطابق با رابطه

(54                                      )T

m m
A

dA= K N D N 
 

(46                                 )

3

3

m

ρh
0 0

12

ρh
0 0

12

0 0 ρh

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

D 

ي  ( به فرم رابطه35ي )باستفاده از تبدیل لاپلاس معکوس رابطه

 شود: ( بیان مي47)

(47     )( )( )0 0

0 0

is t 3is t2 2

s 0 m G2ss e c e 0− + =K K K Ue 

گرفتن،   نظر  در  3با 

0 0 0cos3s t = -3coss t + 4cos s t 

 ( نوشت: 48ي )توان به صورت رابطه( را مي47ي )رابطه

(48      )
0 0

0

2 2

s 0 m G2s 0
e

2

G2s 0

3
s c coss t

4
0

1
c cos3s t

4

  
− + +  

   =
 
 
 

K K K

U

K

 

 شود: ( بیان مي 49ي ) ( به فرم رابطه 48ي) یک حل تقریبي از رابطه 

(49             )
0 0

2 2

s G2s 0 m

3
c s 0

4

  
+ − =  

  
K K K Ue 

رابطه در  )که  رابطه  0s( ضریب  49ي  به صورت  زمان  ي  تابع 

 شود: ( بیان مي50)

(50 )                         0 NL NL NLs = ω +iα ,  α 0 
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 اعدادي حقیقي هستند. NLαو  NLω(، 50ي )در رابطه

مسئله ویژهبا حل  مقدار  معادلهي  )ي  لاپلاس 49ي  در حوزه   )

غیرخطي   فرکانس  ویسکوز NLωکارسون،  غیرخطي  میرایي   ،

NLα   و نیز نسبت میرایي غیرخطيNL

L


 =


  فرایند طي یک    

 شوند.شود، حاصل ميتکراري که در ادامه شرح داده مي

( در پنج گام و به صورت 49ي )حل معادله  برايتکراري  فرایند

 زیر است: 

گام اول: ماتریس سختي در زمان صفر محاسبه شده و با در نظر 

بردار   الاستیک  استاتیکي ورق  تحلیل  نیرو و  بردار   eUگرفتن 

رابطه eيطبق  =KU F  مي دست  نیز به  جرم  ماتریس  آید. 

رابطه )طبق  ویژه  45ي  مقدار  مسئله  حل  با  و  شده  محاسبه   )

 شود. فرکانس خطي حاصل مي

 شود. ( محاسبه مي30ي )طبق رابطه βeگام دوم: بردار 

 شود:گام سوم: ماتریس سختي هندسي در زمان صفر محاسبه مي 

(51                               )T

G G G

A

(t 0) dA= = K B PB 

 شود: ( بیان مي 52ي ) به صورت رابطه   P(، ماتریس  51ي ) که در رابطه 

(52                 )
1

1 3 e

2 p

3 2

3

P
P P

= , P = (t = 0)
P P

P

 
   

  
   

 

P D β 

شود  ي مقدار ویژه براي مواد الاستیک حل ميگام چهارم: مسئله

 شود. در زمان صفر حاصل مي NLωو 

به   نزدیک  پنجم:  قبل،    NLωگام  گام  در  شده  محاسبه 
n n n

0 Nl Nls = ω + iα   ي مقدار ویژه طبق  در نظر گرفته شده و مسئله

) رابطه  مي 49ي  ویسکوالاستیک حل  مواد  براي  این  (    فرایند شود. 

 یابد: تکراري تا رسیدن به همگرایي مطلوب به فرم زیر ادامه مي 

(53         )        ( ) ( )
2 2

n+1 n n+1 n

Nl Nl Nl Nlω ω + α -α error-  

 

 ایروابط ورق لایه -2-2

کرنش جابه رابطهرابطه  طبق  کارمن  ون  فرضیات  طبق  ي  جایي 

 ( قابل تعریف است: 54)

0 1
x x x

0 1
y y y

0 1
xy xy xy

0 1
xz xz xz

0 1
yz yz yz

2

0 0

2

0 0

0 0 0 0

0
x

0
y

ε ε ε

ε ε ε

γ zγ γ

γ γ γ

γ γ γ

u w1
+

x 2 x

v w1
+

y 2 y

u v w w
+ +

y x x y

w
+

x

w
+

y

    
    
    

     
= + =     

     
     
          

   
  

  


  
    

   
    


 
 
 




x

y

yx

x

y
z

+
y x

0

0




 
  
   
    

+    
   
  
  
   

 
  

رابطه تنش کرنش براي   1شکل  براي یک ورق چند لایه مطابق  

 شود: ( تعریف مي55ي )ام مطابق رابطهkلایه 

(55                                                     )

(k )

x

y

xy

yz

xz

 
 
 
 
 = 
 
 
  

 

4

(k) (k)

x

11 12 16

21 22 26

16 6

x

y

y

yz

6 xz

2 66

44 5

45 6

Q Q Q

Q Q Q

Q Q Q

Q Q

ε

ε0 0

0 0

γ0 0

Q

0

Q

γ0 0

γ0 0 0

   
   
    
   
   
   
     

 

 

ماتریس سختي کاهش یافته براي هر یک    Q  ( 55ي )در رابطه

ماتریس سختي  از لایه انتقال  از  که   Qهاي ورق مرکب است 
ماتریس   از  استفاده  با  و  محلي  مختصات  دستگاه  در  لایه  هر 

 آید:( به دست مي56ي )مطابق با رابطه Tتبدیل

 

(54 ) 
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 های کامپوزیتی در راستای ضخامت ورقنمایی از لایه  -1 شکل

 

(56                               )                 -1Q = T  Q T   

تبدیل   رابطه   Tماتریس  )در  رابطه56ي  به صورت   )( (  57ي 

 شود: تعریف مي

(57      )                                                          = T   
2 2

2 2

2 2

cos α sin α sinαcosα 0 0

sin α cos α -sinαcosα 0 0

  -2sinαcosα 2sinαcosα cos α -sin α 0 0

0 0 0 cosα -sinα

0 0 0 sinα cosα

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

زاویه راستاي الیاف با جهت مثبت محور   (،  57ي )در رابطه

x    سختي ماتریس  رابطه  Qاست.  )در  صورت 56ي  به   )

 ( قابل بیان است: 58ي )رابطه

(58                )

11 12

21 22

66

44

55

Q Q 0 0 0

Q Q 0 0 0

= 0 0 Q 0 0

0 0 0 Q 0

0 0 0 0 Q

 
 
 
 
 
 
  

Q 

رابطه )ماتریس  مي58ي  را  به  (  برش  و  دو جز خمش  به  توان 

 ( در نظر گرفت: 60( و )59شکل روابط )

(59                                 )
11 12

b 12 22

66

Q Q 0

= Q Q 0

0 0 Q

 
 
 
  

Q 

(60                                         )44

s

55

Q 0
=

0 Q

 
 
 

Q 

ماتریسدرایه )  Q  هاي  روابط  شکل  )61به  تا  تعریف 66(   )

 شوند:مي

(61                                           )
( )

1
11

12 21

E
Q =

1- ν ν
 

(62                                  )
( )

12 2
12 21

12 21

ν E
Q = Q =

1- ν ν
 

(63       )                                   
( )

2
22

12 21

E
Q =

1- ν ν
 

(64                                                      )66 12Q = G 

(65                                                     )44 23Q = G 

(66                                                      )55 13Q = G 

1E    2وE    راستاي در  لایه مرکب  الاستیسیته  ترتیب مدول  به 

 12نیز مدول برشي بوده و    12Gالیاف و عمود بر آن است.   

 ضرایب پواسون در دو امتداد اصلي لایه مرکب هستند.  21و 

رابطهانتگرالبا   از  ضخامت  گیري  راستاي  در  کرنش  تنش  ي 
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لنگرهاي خمشي و  لایه نیروهاي محوري،  ترتیب  به  هاي ورق، 

 شوند:( حاصل مي69( تا )67نیروهاي برشي طبق روابط )

(67               )

0

x 11 12 16 x

0

y 12 22 26 y

0

xy 16 26 66 xy

1

11 12 16 x

1

12 22 26 y

1

16 26 66 xy

N A A A ε

N = A A A ε +

N A A A γ

B B B ε

B B B ε

B B B γ

    
    
    
        

  
  
  
     

 

(68     )           

0

x 11 12 16 x

0

y 12 22 26 y

0

xy 16 26 66 xy

1

11 12 16 x

1

12 22 26 y

1

16 26 66 xy

M B B B ε

M = B B B ε +

M B B B γ

D D D ε

D D D ε

D D D γ

    
    
    
        

  
  
  
     

 

(69        )                  4
0

yx 44 5

y 45 55

z

0

xz

Q γA A
q

Q A γA

 
 
 

   
=   

  
 

 

ماتریسدرایه )هاي  روابط  سختي  )67هاي  تا  مطابق  69(   )

 شوند:( تعریف مي70ي )رابطه

(70                   )
h/2

k 2

ij ij ij ij
h/2

(A ,B ,D ) Q (1,z,z )dz
−

=  

ماتریس  Dو    Bو    Aهاي  ماتریس ترتیب  سختي  به  هاي 

مي نامیده  خمشي  سختي  و  کوپلینگ  سختي  شوند. کششي، 

ماتریس    گفتني که  ورق  Bاست  است. در  صفر  متقارن  هاي 

هایي است که ضخامت هر لایه هاي متقارن ورقمنظور از ورق

و فاصله آنها از صفحه میاني و نیز زاویه لایه با راستاي الیاف در  

 . (2)شکل هر دو طرف صفحه میاني یکسان باشد 

 

 نتایج عددی  -3
ارائه شده در قسمت   از روابط  استفاده  اي در محیط  برنامه  2با 

هاي نسبتاً ضخیم  متلب تدوین شده است. این برنامه براي ورق

ي تحلیل استاتیکي، تحلیل پایداري،  نتایج قابل قبولي را در زمینه

ي قابل توجه  دهد. نکتهارتعاش آزاد خطي و غیرخطي ارائه مي

از  گونه محدودیتي  استفاده هیچ  مورد  که روش حل  این است 

نیز   قبیل نوع مواد استفاده شده )الاستیک یا ویسکوالاستیک( و 

 شرایط مرزي مختلف ورق ندارد. 

 

 سنجیصحت  -3-1

لایه نسبتاً ضخیم  هاي تکهاي خطي در دو حالت ورقفرکانس

ورق روابط  سههاي  و  با  ترتیب  به  ساندویچي  لایه 
2

L

2

ω b 12ρ
λ =

Π h d
آن     در  که 

2

E
d =

1- ν
و   

2

L

2

ρh
ω = ω

E
اند. نتایج با مطالعات بي بعد و محاسبه شده  

قالب   در  مقایسه شده و  ارائه شده    (2)و    (1)  هايجدول قبلي 

فرکانس همچنین  ورقاست.  غیرخطي  و  هاي  الاستیک  هاي 

با شرایط مرزي مختلف محاسبه و  تکویسکوالاستیک   نیز  لایه 

در   شده  صحت   ( 4)و    (3)  هايلجدونتایج  بررسي  و  سنجي 

نتایج در جدول   مقایسه  از  که  مي  (4)است.  نتیجه گرفت  توان 

دامنه فرکانستحت  نسبت  مقادیر  یکسان  ارتعاش  هاي  هاي 

مرزي   شرایط  در  بیشتر    SSغیرخطي  مرزي  شرایط  دیگر  از 

فرکانس مقدار  کمترین  همچنین  براي است.  غیرخطي  هاي 

مرزي   در    CFشرایط  است.  شده  و    (5)  هايجدولگزارش 

غیرخطي    (6) میرایي  و  غیرخطي  فرکانس  نسبت  ترتیب  به  نیز 

لایه به ازاي افزایش ضرایب  تکهاي ویسکوالاستیک  براي ورق

شده مقایسه  نتایج  و  شده  محاسبه  هسته  آسودگي  با  تابع  اند. 

جدول این  به  مي  هاتوجه  اخیر  مشاهده  مطالعه  نتایج  که  شود 

 تطابق خوبي با نتایج مطالعات قبلي دارند. 

 

با بررسی    -3-2 ساندویچی  ورق  غیرخطی  آزاد  ارتعاش 

 هسته ویسکوالاستیک

لایه  در این قسمت نتایج ارتعاش آزاد غیرخطي ورق ساندویچي سه 

مي  قرار  بررسي  مورد  ویسکوالاستیک  هسته  ورق  با  گیرد. 

دو  از  نظر  مد  هسته  لایه ساندویچي  و  الاستیک  پاییني  و  بالایي  ي 

نتایج    ( 8) و    ( 7)   هاي جدول ویسکوالاستیک تشکیل شده است. در  

هسته   با  ساندویچي  ورق  غیرخطي  فرکانس  نسبت 

 ویسکوالاستیک تحت ضرایب تابع آسودگي متفاوت براي هسته 
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 نمایی از ورق چند لایه متقارن -2شکل 

 

hلایه نسبتاً ضخیم های تکفرکانس خطی بی بعد شده ورق -1جدول 
= 0.1

B
 

L

B
مرزي  شرایط   λ  

 شماره ي مود 

1 2 3 4 5 

5/2  

 مفصلي
1/ 1364 ]20[مرجع  5936 /1  3397 /2  3533 /3  8826 /3  

1/ 1364 مطالعه حاضر   5947 /1  3487 /2  3887 /3  8826 /3  

 گیردار
2/ 2259 ]20[مرجع  5969 /2  2698 /3  2415 /4  4761 /5  

2/ 2580 مطالعه حاضر   6448 /2  3487 /3  3794 /4  7216 /5  

1 

 مفصلي
1/ 9317 ]20[مرجع  6084 /4  6084 /4  0716 /7  6162 /8  

حاضر  مطالعه  9318 /1  6084 /4  6117 /4  0738 /7  6162 /8  

 گیردار
3/ 2954 ]20[مرجع  2858 /6  2858 /6  8098 /8  3788 /10  

حاضر  مطالعه  3388 /3  3560 /6  6224 /6  1995 /9  5347 /10  

 
 ( 0/90/0لایه مربعی با شرایط مرزی مفصلی )های سهفرکانس بی بعد شده ورق -2جدول 

10 20 30 40 1

2

E

E
 

 ]21[مرجع 41158/0 39540/0 37110/0 32739/0

 مطالعه حاضر  0/ 4041 0/ 3888 0/ 3658 0/ 3243
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 لایه تحت دامنه ارتعاش متفاو  نسبت فرکانس غیرخطی ورق مربعی الاستیک تک -3جدول 

مرزي  شرایط  NL

L

ω

ω
 

0maxw

h
 

2/0  4/0  6/0  8/0  1 

 مفصلي
1/ 0172 ]17[ع مرج  0669 /1  1449 /1  2456 /1  3638 /1  

1/ 0163 مطالعه حاضر   0636 /1  1381 /1  2349 /1  3492 /1  

 گیردار
1/ 0087 ]22[ع مرج  0342 /1  0755 /1  1308 /1  1982 /1  

1/ 0106 مطالعه حاضر   0416 /1  0914 /1  1575 /1  2372 /1  

 

مختلف  مرزی شرایط با  ویسکوالاستیک مربعی ورق غیرخطی  فرکانس نسبت -4جدول 
1 2d = 0.1,d = 0.9 

مرزي  شرایط  NL

L

ω

ω
 

0maxw

h
 

25/0  5/0  75/0  1 5/1  

CC  
007/1 ]17[مرجع  03/1  06/1  11/1  23/1  

1/ 0063 مطالعه حاضر   0250 /1  0554 /1  0963 /1  2054 /1  

SS  
02/1 ]17[مرجع  08/1  18/1  30/1  59/1  

1/ 0193 مطالعه حاضر   0751 /1  1622 /1  2742 /1  5501 /1  

CS  
008/1 ]17[مرجع  04/1  09/1  16/1  33/1  

1/ 0073 مطالعه حاضر   0360 /1  0854 /1  1473 /1  3053 /1  

CF  
004/1 ]17[مرجع  02/1  04/1  07/1  16/1  

1/ 0033 مطالعه حاضر   0150 /1  0355 /1  0563 /1  1354 /1  

SF  
008/1 ]17[مرجع  04/1  08/1  14/1  3/1  

1/ 0073 مطالعه حاضر   0360 /1  0672 /1  1142 /1  3399 /1  

 

 نسبت فرکانس غیرخطی ورق مربعی ویسکوالاستیک با شرایط مرزی مفصلی و ضرایب آسودگی متفاو   -5جدول 

0maxW

h
 

NL

L




 5/1 1 75/0 5/0 25/0 0 

[17] 
مطالعه  

 حاضر
[17] 

مطالعه  

 حاضر
[17] 

مطالعه  

 حاضر
[17] 

مطالعه  

 حاضر
[17] 

مطالعه  

 حاضر
[17] 

مطالعه  

 حاضر

59/1 5501 /1 30/1 2742 /1 18/1 1622 /1 08/1 0751 /1 02/1 0193 /1 1 1 
1d = 0/1 

59/1 5501 /1 30/1 2742 /1 18/1 1622 /1 08/1 0751 /1 02/1 0193 /1 1 1 
1d = 0/3 

59/1 5501 /1 30/1 2742 /1 18/1 1622 /1 08/1 0751 /1 02/1 0193 /1 1 1 
1d = 0/5 

59/1 5501 /1 30/1 2742 /1 18/1 1622 /1 08/1 0751 /1 02/1 0193 /1 1 1 
1d = 0/7 

59/1 5501 /1 30/1 2742 /1 18/1 1622 /1 08/1 0751 /1 02/1 0193 /1 1 1 
1d = 0/9 
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 نسبت میرایی غیرخطی ورق مربعی ویسکوالاستیک با شرایط مرزی مفصلی و با ضرایب آسودگی متفاو   -6 جدول

0maxW

h
 

NL

L


 =


 5/1 1 75/0 5/0 25/0 0 

[17] 
مطالعه  

 حاضر 
[17] 

مطالعه  

 حاضر 
[17] 

مطالعه  

 حاضر 
[17] 

مطالعه  

 حاضر 
[17] 

مطالعه  

 حاضر 
[17] 

مطالعه  

 حاضر 

0088/0 0089/0 011/0 0111/0 0126/0 0128/0 0143/0 0149/0 0154/0 0159/0 0159/0 0159/0 
1d = 0/1 

0077/0 0074/0 0099/0 0096/0 011/0 0111/0 0121/0 0121/0 0132/0 0132/0 0137/0 0138/0 
1d = 0/2 

0066/0 0066/0 0088/0 0088/0 0099/0 0099/0 011/0 0111/0 0115/0 0111/0 0121/0 0120/0 
1d = 0/3 

006/0 0060/0 0071/0 0071/0 0082/0 0082/0 0093/0 0093/0 0104/0 0105/0 0105/0 0105/0 
1d = 0/4 

0049/0 0049/0 006/0 006/0 0071/0 0071/0 0077/0 0077/0 0082/0 0082/0 0088/0 0088/0 
1d = 0/5 

 

نسبت فرکانس غیرخطی ورق ساندویچی با هسته ویسکوالاستیک با ضرایب تابع آسودگی متفاو  -7 جدول
1 2 3h h h 0.033= = = 

0maxW

h
 

NL

L




 

5/1 1 75/0 5/0 25/0 0 

8447 /3 6879 /2 1290 /2 6073 /1 1825 /1 1 
1d = 0/1 

8130 /3 6627 /2 1091 /2 5944 /1 1778 /1 1 
1d = 0/3 

7828 /3 6390 /2 0904 /2 5824 /1 1735 /1 1 
1d = 0/5 

7539 /3 6165 /2 0729 /2 5712 /1 1696 /1 1 
1d = 0/7 

7263 /3 5953 /2 0564 /2 5608 /1 1659 /1 1 
1d = 0/9 

 

 نسبت فرکانس غیرخطی ورق ساندویچی با هسته ویسکوالاستیک با ضرایب تابع آسودگی متفاو  -8 جدول

1 3 2h h 0.01,h 0.08= = = 

0maxW

h
 

NL

L




 

5/1 1 75/0 5/0 25/0 0 

8036 /1 4175 /1 2531 /1 1201 /1 0314 /1 1 
1d = 0/1 

7988 /1 4141 /1 2507 /1 1187 /1 0310 /1 1 
1d = 0/3 

7940 /1 4107 /1 2483 /1 1175 /1 0307 /1 1 
1d = 0/5 

7893 /1 4075 /1 2460 /1 1162 /1 0303 /1 1 
1d = 0/7 

7848 /1 4043 /1 2438 /1 1150 /1 0300 /1 1 
1d = 0/9 

 

لایه و  هسته  ضخامت  که  حالتي  دو  پاییني  در  و  بالایي  هاي 

لایه دو  از  هسته  ضخامت  و  ارائه  یکسان  باشد  بیشتر  دیگر  ي 

هاي شده است. فرضیات در نظر گرفته شده براي پوسته و لایه

 بالایي و پاییني به شرح زیر است: 
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 نسبت فرکانس غیرخطی ورق مربعی ساندویچی با هسته ویسکوالاستیک در مقابل دامنه ارتعاش -3شکل 

 

1

2

13 2312
12

2 2 2

Ea
skins : = 10   ,    = 40   ,   

h E

G GG
= = 0.6   ,    = 0.5   ,   ν = 0.25

E E E

 

 

 

7

2

s3

N
core :  K = 3×10      ,   

m

kg 5
ρ = 7800     ,   q =    ,   t =1 s

m 6

 

 

اثر ضخامت به پهنا بر نسبت فرکانس غیرخطی بررسی    -3-3

 ورق ساندویچی با هسته ویسکوالاستیک 

نسبت   بر  پهنا  بر  ضخامت  افزایش  اثر  قسمت  این  در 

نظر فرکانس در  فرضیات  است.  شده  بررسي  غیرخطي  هاي 

ورق براي  شده  قسمت  گرفته  مانند  هسته  و  پوسته    2-3هاي 

در   نتایج  شده  (3)شکل  است.  ملاحظه  ارائه  که  همانطور  اند. 

فرکانسمي نسبت  پهنا،  به  نسبت ضخامت  افزایش  با  هاي  شود 

 غیرخطي کاهش یافته است.  

 

 گیرینتیجه  -4
ورق غیرخطي  آزاد  ارتعاش  مقاله،  این  با  در  ساندویچي  هاي 

و  اول  مرتبه  برشي  تئوري  از  استفاده  با  ویسکوالاستیک  هسته 

روش عددي نوار محدود مورد بررسي قرار گرفت. با ارائه چند 

فرکانس نسبت  مقادیر  )الف(  شد:  مشخص  عددي  هاي  مثال 

ورق ویسکوالاستیک  غیرخطي  و  الاستیک  با  تکهاي  لایه 

یابد. ب( تحت دامنه ارتعاش افزایش دامنه ارتعاش، افزایش مي

ورق در  مقادیر  یکسان،  مفصلي  مرزي  شرایط  با  الاستیک  هاي 

فرکانس ورقنسبت  به  نسبت  غیرخطي  با  هاي  الاستیک  هاي 

تابع   ضرایب  افزایش  با  ج(  است.  بیشتر  گیردار  مرزي  شرایط 

غیرخط فرکانس  نسبت  ویسکوالاستیک  آسودگي،  ورق  براي  ي 

ماند اما مقادیر نسبت میرایي غیرخطي با کاهش لایه ثابت ميتک

روب ميهمقادیر  ورقرو  در  )د(  باشود.  ساندویچي  هسته    هاي 

نسبت   هسته،  آسودگي  تابع  افزایش ضرایب  با  ویسکوالاستیک 

شود. علت این  هاي غیرخطي با کاهش مقادیر مواجه ميفرکانس

مي را  مقادیر  در ورقکاهش  تنش  ایجاد شدن  اثر  در  هاي  توان 

)ه  دانست.  لایه  هسته چند  با  ساندویچي  ورق  در   )
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دامنه تحت  افزایش ویسکوالاستیک،  با  یکسان  ارتعاش  هاي 

فرکانس نسبت  پهنا  به  کاهش  نسبت ضخامت  با  غیرخطي  هاي 

 شود. مقادیر مواجه مي 

 

 نامهواژه
1. homotopy method 

2. Van der Waals equation 

3. Karhunen–Loève expansion technique 

4. Hamilton's principle   

 

 روش نوار محدود-پیوست یک

توان گفت حل بسته و دقیق معادلات، هایي همراه است، ميهاي دقیق با پیچیدگيها با روشنظر به اینکه حل معادلات دیفرانسیل ورق

محدود و    اجزاي هاي  هاي عددي مانند روشرفع این مشکل روش  براي رسد. بنابراین  ي مطلوب ميدر موارد خاصي به نتیجه  فقط

شود و تنها در یک جهت از توابع  بندي مينوار محدود توسعه و بسط داده شدند. در روش نوار محدود ورق تنها در یک جهت شبکه

استفاده   ميدرون .شودمي شکل  ارضا  را  طولي  مرزي  شرایط  که  پیوسته  تناوبي  توابع  توسط  متغیرها  توابع  یابي  و  یابي  درونکنند 

شود. تئوري مي به چند نوار تقسیم    (4)شکل  شود. بنابراین ورق در راستاي طولي مطابق  اي در جهت عرضي ورق انجام مي چندجمله

جایي و دو چرخش است.  هاست و در آن هر خط گره سه درجه آزادي دارد که شامل یک جاب  0cبرشي مرتبه اول در زمره مسائل  

 شود. بالا بردن دقت محاسبات و نیز افزایش سرعت همگرایي از خط گره وسط هر نوار استفاده مي  برايلازم به ذکر است که  

 تعدادي از توابع شکل در جهت طولي براي شرایط مرزي مختلف به صورت زیر است: 

 هاي طولي:براي شرایط مرزي مفصلي در لبه

n                                                                                                                                                        (1-)پ

nπy
Y = sin

a

 
 
 

 

هاي طولي: اي شرایط مرزي گیردار در لبهبر  

n                                                                                                                                     (2-)پ

nπy πy
Y = sin sin

a a

   
   
   

 

هاي طولي:گیردار در لبه-براي شرایط مرزي مفصلي  

(                                                                                      3-)پ
( ) ( )

n

n +1 πy n +1 nπy
Y = sin + sin

a n a

   
   

  
 

هاي طولي:آزاد در لبه-براي شرایط مرزي مفصلي  

n(                                                                                                        4-)پ n
n n

α y α y
Y = sin β sinh

a a

   
   
   

 

( )
( )

n

n n

n

sin α2n -3
α = π  وβ =

4 sinh α
 

 : هاي طولي ورقآزاد در لبه-براي شرایط مرزي گیردار

(                                                                                                              5-)پ
( )

n

n -0.5 πy
Y =1-cos

a

 
 
 

 

. با توجه به سه گرهي شودميها در جهت عرضي ورق از توابع لاگرانژي استفاده  نیز اشاره شد براي تغییر شکل  طور که قبلاًهمان

 عرض هر نوار است.  sbشود. در این روابط  ( تعریف مي8-( تا )پ6-بودن هر نوار توابع شکل به صورت روابط )پ
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 ورق در روش نوار محدود یبند میتقس  -4 شکل

 

)(                                                                                                                     6-)پ )
2

1 2

s s

2x 3x
c x = - +1

b b
 

)(                                                                                                                          7-)پ )
2

2 2

s s

4x 4x
c x = -

b b
 

)(                                                                                                                           8-)پ )
2

3

s s

2x x
c x = -

b b
 

 شود: هاي ورق پرداخته ميها و نیز چرخشجایيهسازي جابگسستهدر ادامه بر اساس روش نوار محدود به 

)(                                            9-)پ )
r 3 r

'

i xi n 1 x1 2 x2 3 x3 n n

n=1 n=

x

1 n=1 n 1

x

=

r

x, y c Y (c + c + c )Y   = = =  N Φ'
 

)(                                          10-)پ )
r 3 r

'

y i yi n 1 y1 2 y2 3 y3 n n y

n=1 n=1 n=1 n=1

r

x, y c Y (c + c + c )Y   = = =  M Φ'
 

)(                                                  11-)پ )
r 3 r r

i i n 1 1 2 2 3 3 n n

n=1 n=1 n=1 n=1

w x, y c w Y (c w + c w + c w )Y= = =  N w 

 شوند:( تعریف مي 13-( و )پ12-به شکل روابط )پ nMو  nN( توابع شکل  11-( تا )پ9-در روابط )پ

(                                                                                     12-)پ   n n1 n2 n3 1 n 2 n 3 n= N ,N ,N = c Y ,c Y ,c YN 

(                                                                                 13-)پ  ' ' '

n n1 n2 n3 1 n 2 n 3 n= M ,M ,M = c Y ,c Y ,c Y  M 

 

                                                                                                                                                    References منابع

1. Shooshtari, A., and Rafiee, M., “Nonlinear Forced 

Vbration Analysis of Clamped Functionally Graded 

Beams”, Acta Mechanica, Vol. 221, No. 1, pp. 23-

38, 2011. 

2. Cheung, Y. K., Zhu, D. S., and Iu, V. P., “Nonlinear 

Vibration of Thin Plates With Initial Stress by Spline 

Finite Strip Method”, Thin-Walled Structures, Vol. 

32, No. 4, pp. 275-287, 1998. 

3. Yongqiang, L., and Dawei, Z., “Geometrically 

Nonlinear Norced Vibrations of The Symmetric 

Honeycomb Sandwich Panels Affected by The 

Water”, Composite Structures, Vol. 93, No. 2, pp. 

880-888, 2011. 

4. He, X. Q., Wang, J. B., Liu, B., and Liew, K. M., 

“Analysis of Nonlinear Forced Vibration of Multi-

Layered Graphene Sheets”, Computational Materials 

Science , Vol. 61, pp.194-199, 2012. 

5. Dașdemir, A. “Forced Vibrations of Pre-Stressed 

Sandwich Plate-Strip with Elastic Layers and 

Piezoelectric Core”, International Applied 



 یصرام دیو سع یجعفر  نینسر ،ی میآرزو حاج رح 

    

 1403  ، 1ه ، شمار43هاي عددي در مهندسي، سال روش 140

Mechanics , Vol. 54, No. 4, pp.480-493, 2018. 

6. Zhang, J., Zhu, X., Yang, X., and Zhang, W., 

“Transient Nonlinear Responses Of an Auxetic 

Honeycomb Sandwich Plate Under Impact Loads”, 

International Journal of Impact Engineering , Vol. 

134 , p. 103383,2019. 

7. Zhou, Z., Chen, M., Xiong, Y., Jia, W., Dong, W., 

and Xie, K., “Experimental And Mixed Analytical–

Numerical Studies for Free and Forced Vibrations of 

Z-Reinforced Sandwich Plates Stiffened by Steel 

Ribs”, Composite Structures, Vol. 272, p. 

114221,2021. 

8. Eshmatov, B. Kh. “Nonlinear Vibrations and 

Dynamic Stability of Viscoelastic Orthotropic 

Rectangular Plates”, Journal of Sound and Vibration, 

Vol. 300, No. 3-5, pp. 709-726, 2007. 

9. Mahmoudkhani, S., Haddadpour, H., and Navazi, H. 

M., “The Effects of Nonlinearities on The Vibration 

of Viscoelastic Sandwich Plates”, International 

Journal of Non-Linear Mechanics, Vol. 62, pp. 41-

57, 2014. 

10. Amabili, M., “Nonlinear Vibrations of Viscoelastic 

Rectangular Plates”, Journal of Sound and Vibration, 

Vol. 362, pp.142-156, 2016. 

11. Silva, V. A. C., “Uncertainty Propagation and 

Numerical Evaluation of Viscoelastic Sandwich 

Plates Having Nonlinear Behavior”, Journal of 

Vibration and Control, Vol. 26, No. 7-8, pp. 447-

458, 2020. 

12. Loghman, E., Kamali, A., Bakhtiari-Nejad, F., and 

Abbaszadeh, M., “Nonlinear Free and Forced 

Vibrations of Fractional Modeled Viscoelastic FGM 

Micro-Beam”, Applied Mathematical Modelling , 

Vol. 92, pp. 297-314, 2021. 

13. Jafari, N., and Azhari, M., “Free Vibration Analysis 

of Viscoelastic Plates With Simultaneous Calculation 

of Natural Frequency and Viscous Damping”, 

Mathematics and Computers in Simulation , Vol. 

185, pp. 646-659, 2021. 

14. Neng-hui, Z., and Chang-jun, C., “Non-Linear 

Mathematical Model of Viscoelastic Thin Plates 

With It’s Applications”, Computer Methods in 

Applied Mechanics and Engineering, Vol. 165, No. 

1-4, pp.307-319, 1998. 

15. Jafari, N., Azhari, M., and Boroomand, B., 

“Geometrically Nonlinear Analysis of Time-

Dependent Composite Plates Using Time Function 

Optimization”, International Journal of Non-Linear 

Mechanics, Vol. 116, pp. 219-229, 2019. 

16. Amabili, M., “ Nonlinear Vibrations and Stability of 

Shells and Plates”, Cambridge University Press, 

2008. 

17. Jafari, N., and Azhari, M., “Nonlinear Free Vibration 

Analysis of Moderately Thick Viscoelastic Plates 

With Various Geometrical Properties”, Steel and 

Composite Structures, Vol. 48, No. 3 , p. 293, 2019. 

18. Zamani, H. A., Aghdam, M. M., and Sadighi, M., 

“Free Vibration Analysis of Thick Viscoelastic 

Composite Plates on Visco-Pasternak Foundation 

Using Higher-Order Theory”, Composite Structures, 

Vol. 182, pp. 25-35, 2017. 

19. Touati, D., and Cederbaum, G., “Dynamic Stability 

of Nonlinear Viscoelastic Plates”, International 

Journal of Solids and Structures, Vol. 31, No. 17, pp. 

2367-2376, 1994. 

20. Liew, K. M., Xiang, Y., and Kitipornchai, S., 

“Transverse Vibration of Thick Rectangular Plates-I. 

Comprehensive Sets of Boundary 

Conditions”, Computers & Structures, Vol. 49, No. 

1, pp. 1-29, 1993. 

21. Khdeir, A. A., and Librescu, L., “Analysis of 

Symmetric Cross-Ply Laminated Elastic Plates Using 

a Higher-Order Theory: Part II-Buckling and Free 

Vibration”, Composite Structures, Vol. 9, No. 4, pp. 

259-277, 1988. 

22. Singha, M. K., and Daripa, R., “Nonlinear Vibration 

and Dynamic Stability Analysis of Composite 

Plates”, Journal of Sound and Vibration, Vol. 328, 

No. 4-5, pp.541-554, 1999. 

 

 


