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 ي هاي دگیچیپ  لیبه دل  ته یسیپرالاستوپلاستیها  ای  ته یسیپرالاستیبر ها  ي مبتن  ته یسی در پلاست  ي زمان   يریگانتگرال  يهاتمیالگور   يو توسعه   شنهادیپ  -چکیده

ع مانند  توجه    تینیموجود  مورد  است.    پژوهشگرانهمواره  تجزبوده  گراد  يه یبا  به صورت ضرب  رییتغ  انیتانسور  و   ه یاول  يهاهیاتبر    علاوه  ،ي شکل 
نام    ي محل  هیات   کی  ي کنون م  کیپلاست  ای  ي انیم  هیات به  وجود  ب  دیآي به  با  برا  يریکارگه که  بررس  يازین  ،ي زمان   يهايریگانتگرال   يآن    تأثیر  ي به 

  ن ی ندارد. همچن  ي به بررس   ازین  ،ي انیم  هیاتموجود در    ياز پارامترهاوجود محاسبه آن  با    ي تنش کوش  تینی و ع  ستی ن  ي کنون  هیاتصلب در    يهاچرخش
  يبه بررس   ياز یاستخراج کرد که ن  يامعادلات را به گونه   کینماتیس  ي شوندگسخت  يبرا  تواني م  کیشکل پلاست  رییتغ  انیتانسور گراد  ي ضرب   ه یبا تجز

ارائه شده    فون میززمدل    يبرا  ي راتییبا اعمال تغ  ي ان یم  هیاتبر اساس    نگیدمدل سطح سابلو   يارائه شده برا  تمیمقاله، الگور  نیدر ا  نینباشد. بنابرا  تینیع
به    نی. همچناست  ي مدل در مسائل کاربرد  ن یو پرکاربرد بودن ا  نگیمدل نسبت به مدل سطح سابلود  ن یا  ي سادگ   فون میزز است. علت استفاده از مدل  

شکل برش ساده در    رییتغ  مسئله اساس،    نی. بر ااست  يشتریب  يهاي دگیچیپ  ي دارا  فون میززنسبت به مدل    نگیمدل سطح سابلود  ،يعدد  يسازادهیلحاظ پ
 تمیآمده از الگور  دستبه   جی شده و نتا  ي بررس   ته یسیدر پلاست  ي بیو ترک  کینماتیس  ، همسانگرد  ي هاي شوندگکوچک و بزرگ با سخت  کِیالاست  يهاکرنش

که    دهدي موجود نشان م  يهاو داده جی نتا سه یمقا. اندقرار گرفته  سه یمراجع متفاوت مورد مقا جی و نتا ي شگاه یآزما يا ه با داده يشنهاد یپ ي زمان  يریگانتگرال
 . ردیمورد توجه قرار گ تواندي م  يمدل در مسائل کاربرد نیوجود دارد و استفاده از ا جینتا نی ب ي تطابق قابل قبول
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Abstract: The proposal and development of time integration algorithms in hyperelastic-based plasticity or 

hyperelastoplasticity, are consistently required due to complex issues such as objectivity. Through the multiplicative 

decomposition of the deformation gradient tensor, a local configuration known as the intermediate or plastic configuration is 

generated alongside the reference and the current configurations. Utilizing the intermediate configuration for time integrations 

eliminates the need to analyze the impact of rigid rotations in the current configuration. Moreover, as the Cauchy stress is derived 

from parameters in the intermediate configuration, there is no necessity to assess its objectivity. By employing the multiplicative  
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decomposition of the gradient tensor of plastic deformation, equations for kinematic hardening can be derived, eliminating the 

need to verify objectivity. Therefore, in this article, the algorithm for the subloading surface model, based on the intermediate 

configuration, is derived by adapting the von Mises model. The rationale behind employing the von Mises model lies in its 

simplicity compared to the subloading surface model, along with its widespread usage. Additionally, in numerical 

implementation, the subloading surface model is more complex than the von Mises model. Building upon this, the problem of 

simple shear deformation with small and large elastic strains, incorporating isotropic, kinematic, and combined hardening in 

plasticity, has been investigated. The obtained results have been compared with the experimental data and findings from various 

references. The comparison between the results presented in this article and the available data indicates agreement, suggesting 

the viability of employing this model in practical applications. 
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 مقدمه -1

ها  يمبتن  يتهيسيپلاستدر   تجزيه  ک،يپرالاستيبر  ضربي  از  ي 

استفاده مي تغيير شكل  گراديان  تعريف  تانسور  موجب  که  شود 

بر    هيات علاوه  ميهياتمياني  کنوني  و  اوليه  همين  شودهاي   .

ها بتوان معادلات  هياتکه در هر يک از اين    شودامر سبب مي

هاي زماني را توسعه داد. همچنين لازم  گيريي يا انتگرالساختار

توان  يم  کيپرالاستيبر ها  يمبتن  يتهيسيپلاستبه ذکر است که در  

الگوريتم  ارائه شدهمعادلات    از پيادهو  آنها، درهاي  مواد    سازي 

 . استفاده کردي فلزي اژهايآل اي فلزات همانند  يمريپل

ي هاي مختلفي از تجزيه حالت   ،[ 1] ايدسمان    2003در سال  

ضربي تانسور گراديان تغيير شكل در مدل هايپرالاستوپلاستيک  

را ارائه کرد. در اين مطالعه، تانسور تغيير   همسانگردبراي ماده  

شكل الاستيک و پلاستيک به صورت قطبي تجزيه شدند و پس  

تجزيه ترکيب از  قطبي،  تجزيه  ي  تانسورهاي  از  مختلفي  هاي 

در   سوراخصفحه  سازيمدل شده  کرنش  اي  صورت  به  دار 

گرفتند.  صفحه قرار  استفاده  مورد  نهايت اي  مطالعه    در  اين  در 

نهايي   معادلات  مختلف،  ترکيبات  با  که  داده شد    دستبهنشان 

 آمده با هم معادل هستند. 

شوندگي ، معادلات سخت [2] دتمر و ريس    2004در سال  

آرمسترانگ را براي مسائل با کرنش محدود -سينماتيک فردريک 

شوندگي سينماتيک به دو نوع  ند. در اين تحقيق، سخت کردارائه  

از نوع شابوش بود که تنش برگشتي را به   تقسيم شد. نوع اول،

تعريف مي متغيرهاي دروني  پايهصورت  بر  نوع دوم،  ي  کرد و 

هاي پيوسته  کارگيري مكانيک محيطهمدل رئولوژيک بود و با ب

درونيِ   متغيرهاي  دوم  نوع  در  اساس،  اين  بر  بود.  تعريف شده 

مرجع حل    هياتمانند به کار گرفته شدند و معادلات در  کرنش

انتگرال نوع  سه  مطالعه،  اين  در  همچنين  زماني  گ شدند.  يري 

هاي ارائه  هاي حاصل از الگوريتممختلف تعريف شدند که پاسخ

برش ساده براي فولاد با دقت خيلي خوبي بر هم   مسئله شده در 

اي در همان بارگذاري  بودند، ولي براي نوعي پليمر شيشه منطبق

 از هم فاصله داشتند. 

سال   همكاران    ولاديميراف  2008در  نئوهوکين  ،  [ 3] و  مدل  از 

تغيير   استفاده  براي  الاستيک  براي کردشكل  محدوديتي  تا  ند، 

پژوهش،   اين  در  باشد.  نداشته  وجود  مختلف  مواد  در  کاربرد 

سخت  براي    همسانگردشوندگي  براي  و  وس  نمايي  تابع  از 

تانسور  سخت  که  رئولوژيكي  مدل  از  سينماتيک  شوندگي 

و   الاستيک  قسمت  دو  به  را  پلاستيک  شكل  تغيير  گراديان 

کند، استفاده شد. همچنين پلاستيک به صورت ضربي تجزيه مي

هلمه آزاد  معادلات  و انرژي  و  شد  تقسيم  قسمت  سه  به  لتز 

آمدند. با توجه به مدل   دست بهمشخصه با استفاده از اين انرژي  

سه  سخت  از  مدل  اين  در  اينكه  و  سينماتيكي   هياتشوندگي 

 هياتتوان بهره جست، در اين تحقيق معادلات در  براي حل مي

براي   و  شدند  نوشته  از    دست بهمياني  مجهولات    هيات آوردن 

استفاده   تحقيق شداوليه  اين  در  بررسي  مورد  مسائل  از جمله   .

در  برگشت    سازيمدل  نتايج  شكل  فرايندفنري  که  بود  دهي 

آمده از آن همخواني نزديكي با نتايج تجربي را    دست بهعددي  

 نشان دادند. 

سال   همكاران    2009در  و  مدل    ،[ 4] حيدري  از 

هايپرالاستوپلاستيک در توصيف اويلري استفاده کردند. در اين  

مطالعه، گراديان تغيير شكل به صورت ضربي تجزيه و قسمت  

در   و  شد  تجزيه  چپ  قطبي  صورت  به   سازي مدل الاستيک 

تانسور متعامد چرخش صلب الاستيک و تانسور گراديان تغيير  

چپ به صورت جدا در    کشسانو تانسور   شكل پلاستيک با هم

متعامد   تانسور  تعريف  با  و  اساس  اين  بر  شدند.  گرفته  نظر 

ب و  الاستيک  صلب  گراديان  هچرخش  تانسور  با  آن  کارگيري 

تعريف   ، تانسور اسپين به صورت جديديتغيير شكل پلاستيک

هاي عيني تانسورهاي اويلري مورد استفاده قرار  شد که در نرخ

عددي   نتايج  براي    دست بهگرفت.  مطالعه  اين  در    مسئله آمده 

آمد، با نتايج    دست بهتغيير شكل برش ساده که از مدل مذکور  

 در تطابق خوبي بودند. [ 5] آزمايشگاهي مرجع 

ي  ، معادلات مشخصه[ 6] اشراقي و همكاران    2010در سال  

هايپرالاستوپلاستيسيته مبناي  بر  را  در   1جديدي  کردند.  تعريف 

و شكل   شدند  ارائه  لاگرانژي  ديدگاه  در  معادلات  تحقيق،  اين 

تجزيهشدهاصلاح از  تغييراي  گراديان  تانسور  ضربي  شكل   ي 
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تجزيه در  پلاستيک  و  الاستيک  قسمت  مورد  براي  قطبي  ي 

نتايج   قرارگرفت.  براي   دست بهاستفاده  مطالعه  اين  در  آمده 

مرجع    سازيمدل  آزمايشگاهي  نتايج  با  ساده  برش  شكل  تغيير 

 در تطابق خوبي بودند. [ 5] 

سال   کانگ    2013در  و  مدل  [ 7] ژو  مبناي  بر  را  مدلي   ،

محدود    -اوهنو  کرنش  الاستوپلاستيک  براي    براي عبدالكريم 

اثر باوشينگر و رچيتينگ ارائه کردند. در اين مدل، از   سازيمدل 

شد. استفاده  شكل  تغيير  تانسور  ضربي  مطالعه   تجزيه  اين  در 

قسمت   دو  به  ضربي  صورت  به  پلاستيک  شكل  تغيير  تانسور 

تلفانرژي و  تقسيم    دار  آزاد   شدشده  انرژي  از  استفاده  با  و 

سخت و هلمه به  مربوط  معادلات  در  لتز  سينماتيک  شوندگي 

آمدند. لازم به ذکر است، از آنجايي که در    دست بهمياني    هيات

اين مطالعه معادلات در ديدگاه لاگرانژي نوشته شدند، معادلات  

 ند.شدمرجع بيان  هياتشوندگي سينماتيک نسبت به سخت 

سال   کودا    2013در  و  براي  [ 8] پاسكون    سازي مدل، 

از   اين    هياتهايپرالاستوپلاستيک  در  کردند.  استفاده  مياني 

مياني    هياتشوندگي سينماتيک در  تحقيق، تنش مندل و سخت 

از مدل الاستيک  تغيير شكل  براي  نئوهوکين  ارائه شدند و  هاي 

سخت شداستفاده   تغييرات  نرخ  بيان  براي  همچنين  شوندگي  . 

از مسائل حل   برده شد. يكي  بهره  نرخ عيني جامن  از  مذکور، 

شده در اين مطالعه تغيير شكل برش ساده بود که نتايج عددي  

در مطابقت بسيار خوبي    [ 2] آمده از آن با نتايج مرجع    دست به

 بودند.

سال   همكاران    2013در  و  فرم [ 9] اشراقي  مبناي  بر   ،

، معادلاتي  [ 10] شده در قسمت اول تحقيق  هايپرالاستيسيته ارائه  

کرنش   اويلري  الاستوپلاستيک  براي  در را  کردند.  ارائه  محدود 

زارمبا عيني  نرخ  از  پژوهش،  حالت  -اين  براي  جامن 

اويلري   به  توجه  با  شد.  استفاده  محدود  کرنش  الاستوپلاستيک 

کوشي تانسور  شده،  ارائه  معادلات  اين -بودن  در  چپ  گرين 

تغييرات    سازيمدل  نرخ  بيان  براي  و  گرفت  قرار  استفاده  مورد 

از   برگشتي  تنش  و  جريان  قانون  همچنين  و  تانسور  اين  عيني 

استفاده   بالا  در  شده  ذکر  عيني  عددي  شدنرخ  نتايج    دستبه. 

نتايج   با  ساده  برش  شكل  تغيير  براي  مطالعه  اين  از  آمده 

 در تطابق خوبي بودند. [ 5] آزمايشگاهي مرجع 

سال   و  2014در  مدل[ 11] همكاران   برپلس  هاي ، 

براي    2هايپوالاستوپلاستيسيته را  هايپرالاستوپلاستيسيته  و 

هاي کشش عميق و کشش خمشي ورق فلزي  فرايند  سازيمدل 

دادند. در دو  و شكل پليمري مورد استفاده قرار  دهي گرم ورق 

شوندگي سينماتيک از مدل رئولوژيكي  مدل مذکور براي سخت 

از تابع    همسانگردشوندگي  و براي سخت  در توصيف لاگرانژي

عيني   تغييرات  نرخ  براي  همچنين  شد.  استفاده  وس  نمايي 

جامن،  سخت  نرخ  از  کيرشهف  تنش  و  سينماتيک  شوندگي 

 .شدنقدي و نرخ لگاريتمي استفاده  -گرين

سال   همكاران  2017در  و  سطح  [ 12]   ايقوچي  مدل  از   ،

توسعه محدود   3يافتهسابلودينگ  کرنش  با  الاستوپلاستيک  در 

چرخه بارگذاري  براي اي  براي  تحقيق،  اين  در  کردند.  استفاده 

شوندگي سينماتيک، تانسور گراديان تغيير شكل پلاستيک سخت 

براي انتقال سطح  .  شدسيم  قشده تدار و تلفبه دو قسمت انرژي

مياني ديگري نيز به صورت محلي تعريف شد   هياتالاستيک،  

تقسيم  قسمت  دو  به  پلاستيک  شكل  تغيير  گراديان  تانسور  و 

شده اصلاح  مدل  الاستيک،  شكل  تغيير  براي  همچنين  ي شد. 

از   همسانگردشوندگي  نئوهوکين به کار گرفته شد و براي سخت 

اي  . در اين تحقيق معادلات به گونهشدتابع نمايي وس استفاده  

کوشي تانسورهاي  که  شدند  و  -ارائه  الاستيک  راست  گرين 

پايولا تنش  همچنين  و  در  -پلاستيک  دوم  هاي  هياتکيرشهف 

تغيير شكل برش    مسئلهتعريف شده، مورد استفاده قرار گرفتند.  

ساده از جمله مسائلي بود که در اين مطالعه مورد بررسي قرار 

   گرفت.

سال   فيش    2018در  و  مدل [ 13] جيائو  از  هاي  ، 

کردند.  استفاده  هايپوالاستوپلاستيسيته  و  هايپرالاستوپلاستيسيته 

ارائه   مذکور  مدل  دو  در  موجود  مباحث  تحقيق،  اين  و   شددر 

نحوه انتخاب مناسب و صحيح نرخ عيني تنش به طور خلاصه  

رابطه نهايتاً  و  شد  ذکر  آورده  مدل  دو  بين  موجود  شده  اي 

. بدين ترتيب بر اين اساس در اين مطالعه، اسپين شداستخراج  
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اصلاح   سينماتيک  آن،  شدهلگاريتمي  بر  علاوه  پيشنهاد شد.  اي 

نرخ از  هايپوالاستوپلاستيک،  مدل  جامندر  عيني  زارمبا،    -هاي 

اصلاح   لگاريتمي  و  استفاده  لگاريتمي  مدل    شدشده  از  و 

استفاده   اويلري  هنكي  کرنش  از  استفاده  با  هايپرالاستوپلاستيک 

نتايج   براي    دست بهشد.  مطالعه  اين  از  تغيير شكل   مسئلهآمده 

  دستبهبرش ساده نشان دادند که تطابق بسيار خوبي بين نتايج  

اصلاح   لگاريتمي  عيني  نرخ  از  استفاده  با  مدل آمده  و  شده 

 هايپرالاستوپلاستيک وجود دارد.  

سال   منتانس    2019در  و  تجزيه ،[ 14] ژانگ  ضربي از  ي 

هاي محدود استفاده کردند. تانسور گراديان تغيير شكل در کرنش 

ارائه  با  هايپرالاستوپلاستيک  تحقيق، مدل  اين  انتگرالدر  گيري ي 

نرخ  مبناي  بر  جديدي  ارائه ضمني  کننده  اصلاح  الاستيک  هاي 

هاي کوچک و شد. اين مدل بر مبناي مدل رئولوژيكي در کرنش 

اوهنو   برگرفته  مدل  بود.    -از  انتگرال ونگ  تحقيق،  اين  گيري در 

مفهوم  و  بوده  لاگرانژي  ديدگاه  در  پيشنهادي  زماني 

تنش سخت  از  استفاده  بدون  سينماتيک  برگشتي شوندگي  هاي 

ناحيه  از  هموار  انتقال  شده  ارائه  مدل  در  همچنين  شد.  ي ارائه 

و   پلاستيک  به  حلقه   سازي مدل الاستيک  هيسترزيس بهتر  هاي 

، از مدل ارائه شده [ 15] آمد. در ادامه انگوين و همكاران    دست به 

هاي محدود کرنش  اي دربراي حالت تنش صفحه   [ 14] در مرجع  

صفحه  تنش  متنوع  مسائل  تحقيق،  اين  در  کردند.  ازاستفاده   اي 

تيرهاي تحت خمش و صفحات سوراخدار تحت کشش  جمله 

 بررسي شدند. 

توان اذعان کرد که  بدين ترتيب با مرور ادبيات موضوع مي

در    سازيمدل در   و  اويلري  ديدگاه  هايپوالاستوپلاستيک  مواد 

ديدگاه  سازيمدل  هايپرالاستوپلاستيک  و  مواد  لاگرانژي  هاي 

توجه   مورد  بيشتر  به بوده  پژوهشگراناويلري  لازم  همچنين  اند. 

بر   علاوه  که  است  در هياتذکر  کنوني،  و  اوليه  هاي 

مي از  هايپرالاستوپلاستيسيته  ارائه    هياتتوان  براي  مياني 

پياده  و  ساختاري  که  معادلات  کرد  استفاده  آنها  عددي  سازي 

دو   به  توجه    هياتنسبت  مورد  کمتر  کنوني  و   پژوهشگراناوليه 

است.   گرفته  قرار  پيشين  مطالعات  مرجع  در  مبناي  ،  [ 16] بر 

مياني موجب سادگي    هياتگيري در  استفاده از الگوريتم انتگرال

پياده اين در  در  بنابراين  الگوريتم خواهد شد.  آن  سازي عددي 

انتگرال الگوريتم  مرجع  مقاله،  در  که  عددي  توسط    [ 17] گيري 

نويسندگان حاضر براي مدل سطح سابلودينگ ارائه شده است،  

آن مورد   فون ميززبراي مدل   پرکاربرد بودن و سادگي  به دليل 

استفاده قرار گرفته است. همچنين، در الگوريتم ارائه شده سعي 

استفاده   مجهول  متقارن  تانسورهاي  از  تا  است  که    ،شودشده 

پيچيدگي  شدن  کاسته  و  مجهولات  تعداد  شدن  کم  موجب 

آنپياده عددي  ميسازي  دادن ها  نشان  براي  انتها،  در  شود. 

گرفته قرار  بررسي عددي  مورد  مختلفي  مسائل  مدل  اند کارايي 

مي آنها  جمله  از  به  که  ساده  رييتغ توان  برش  از    که  شكل 

در    يهانمونه هايپوالاستوپلاستيک،  پرکاربرد  هايپوالاستيک، 

. همچنين  کرداشاره  ،  هايپرالاستيک و هايپرالاستوپلاستيک است 

  هاي کرنش  براي   اين مسئله لازم به ذکر است که در اين تحقيق،  

سخت   کيالاست با  بزرگ  و    ، همسانگردهاي  شوندگيکوچک 

ترکيبي    کينماتيس پلاستو  گرفته    تهيسيدر  قرار  بررسي  مورد 

 است. 

 

 سینماتیک  -2
محيط مكانيک  بيدر  از  جسم  يک  پيوسته  ذره  هاي  نهايت 

جاب شكل  تغيير  تحت  ذرات  اين  که  است  شده  جا  هتشكيل 

و  مي ميهياتشوند  وجود  به  را  مختلفي  اگر هاي  آورند. 

هاي اوليه و تغييرشكل يافته  هياتبردارهاي مكان اين ذرات در  

شكل،  ن  xو    Xبا   تغيير  گراديان  تانسور  شوند،  داده  ، Fشان 

 شود: صورت زير تعريف ميهب

(1                                                           )x

X


=


F 

داشتن   دست  در  تانسورها Fبا  لاگرانژ  ي،  او  يمتقارن    ي لريو 

 :نديآيم دست بهراست و چپ   نيگر-ي کوش

(2      )                                        T T=C F F, B = FF 

گراد  نيهمچن زLسرعت،    انيتانسور  صورت  به    ف يتعر  ري، 

 : شوديم
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(3                                         )1−= = +
.

L F F D W 

آن،   در  ترت  Wو  Dکه  پادمتقارن    يهابخش  ب يبه  و  متقارن 

 .  هستندسرعت  اني تانسور گراد

ها  ي مبتن  يتهيسيپلاست  يهامدل   در تانسور    ک،يپرالاستيبر 

ضرب  رييتغ  انيگراد صورت  به  تانسورها  يشكل   ان ي گراد  يبه 

الاست  رييتغ پلاست  کيشكل  ا  شوديم  هيتجز  کي و  با    ن يکه 

و    ي فرض  هيات  کي   ،يمرجع و کنون  يها هياتعلاوه بر    ه،يتجز

تعر  يهاهيات  نيب  يمحل شده  به    شودي م  فيذکر    هيات که 

تئور  کي پلاست  اي  يانيم از  استفاده  با  و  است    ي هايمعروف 

توج19و    18]   يستاليکر  يتهيسيپلاست قابل    1شكل  .  است   هي[ 

 .دهديذکر شده را نشان م يهاهيات

 :ميشكل دار رييتغ اني تانسور گراد يضرب يهيتجز يبرا

(4                                                         )e p=F F F 

آن،  در  eکه 
F   و الاستيک  شكل  تغيير  گراديان  pتانسور 

F 

 .هستندتانسور گراديان تغيير شكل پلاستيک 

مدل سخت  سازيمدل براي   يک  ليون  سينماتيكي،  شوندگي 

يک حالت  در  مسائل  رئولوژيكي  براي  بعدي 

کرد ارائه  اين [ 20] ترموويسكوپلاستيک  از  استفاده  با  سپس،   .

کرنش در  سينماتيک،  از  استفاده  با  و  رئولوژيكي  هاي  مدل 

تعريف   را  جديدي  مدل  تانسور کردمحدود  مدل،  اين  در   .

پلاستيک، شكل  تغيير  pگراديان 
F دو به  ضربي  صورت  به   ،

سخت  شكل  تغيير  گراديان  سينماتيکتانسور  -شوندگي 

pالاستيک، 

e
F سخت شكل  تغيير  گراديان  تانسور  و  شوندگي  ، 

pاتلاف،  -سينماتيک 

d
F مي تجزيه  به   شود.،  مذکور  تانسور  دو 

 و قسمت انرژي اتلاف شده   ترتيب به قسمت انرژي ذخيره شده

، 2شكل  معروف هستند. با در نظر گرفتن اين مدل و با توجه به  

  هيات مرجع و    هيات، مابين  Bفرضي و محلي ديگري،   هيات

شوندگي  سخت   هياتبه نام    هياتشود که اين  مياني تعريف مي

مي  -سينماتيک  شناخته  توسط   هياتشود.  مياني  pاوليه 

d
F    به

دهد و بعد از تغيير شكل يافتن به  مذکور تغيير شكل مي  هيات

pي  وسيله

e
F شود.  مياني تبديل مي هياتبه 

گراد  يضرب  يهيتجز  يبرا پلاست  رييتغ  انيتانسور    ک يشكل 

 : توان نوشتمي

(5                                                       )p p p

e d
=F F F 

 نوشت:  توانيشده در بالا م فيتعر يبا استفاده از تانسورها

(6   )                                   
e p

eT e p pT
e e e

B F F= =C F F , 

آنها، در  که 
e

C کوشي الاستيک  -تانسور  راست    استگرين 

و
p

eB  براي  -کوشي  تانسور چپ  شوندگي سخت گرين 

مياني قرار   هياتاست و هر دو تانسور در  الاستيک    -سينماتيک 

 دارند. 

 

 هایپرالاستوپلاستیسیته -3
  ي مبتن  تهيس يپلاست  و  کيپوالاستايبر ه  يمبتن  تهيسيپلاستدو روش  

.  کرنش محدود وجود دارد  يکدر الاستوپلاست  ک يپرالاستايبر ه

ه  يمبتن  تهيسيپلاست مقا  يياي مزا  يدارا  کي پرالاستايبر  با    سهي در 

ه  يمبتن  تهيسيپلاست  يانرژ  اتلافعدم    ازجمله    کي پوالاستايبر 

تغ الاست  رييدر  تغ  و  کي شكل  در  نوسان  وجود  شكل    رييعدم 

ساده ااست   برش  بر  علاوه  بر    يمبتن  تهيسيپلاست  ن،ي. 

محدود  ک يپوالاستايه الاست  رييتغ  تيتحت  کوچک    کيشكل 

دارد. محاسباتماز   همچنين  کاربرد  مسائل  معادله   ،ينظر 

. در کنديکامل را برآورده نم  گيريانتگرال  طي شرا  ک يپوالاستايه

  ک يپرالاستيذکر شده استفاده از مدل ها ليغلبه بر دلا  يابر جهينت

مختلف    يهامدلدر مطالعات پيشين  است.    ريناپذکاملاً اجتناب

الگور  يننئوهوک  در   يزمان  گيريانتگرال  يهاتمي با  مختلف 

گرفتند،  کرنش    تهي سيالاستوپلاست قرار  استفاده  مورد  که  محدود 

مقاله  اين  گرفته3] مرجع  مدل    در  کار  به  است   [  به  که    شده 

 : شوديم نوشته ريصورت ز

(7         )
( )

( )( ) ( ) ( )( )2 1 2ln trace 3 2ln
4 2

=

 
− − + − −

C

C



J J J
 

   Jتابع انرژي کرنشي هايپرالاستيک در واحد حجم و  که در آن  

مي  نشان  را  شكل  تغيير  گراديان  تانسور  همچنين دترمينان   دهند. 

 و   زماني   هاي ثابت هستند.  تجزيه   ماده  از  ضربي  که   ي 
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 شکل  رییتغ انیتانسور گراد  يضرب هیتجز -1 شکل

 

 
 ک یشکل پلاست  رییتغ انیتانسور گراد  يضرب هیتجز -2 شکل

 

تانسور گراديان تغيير شكل براي الاستوپلاستيک کرنش محدود 

مي معادلهاستفاده  از  شود،  استفاده  با  زير  صورت  به  فوق  ي 

 شود: پارامتر الاستيک نوشته مي

(8                                                           )( )ee =C 

( ) ( ) ( ) ( )e e e e
det 1 2ln det trace 3 2ln det 

4 2

    
− − + − −   

   
C C C C 

 

تابع انرژي کرنشي هايپرالاستيک در واحد حجم   که در آن  

مي   Jو نشان  را  شكل  تغيير  گراديان  تانسور  دهند.  دترمينان 

زماني  هايثابت   و همچنين هستند.  تجزيه  ماده  از  ي  که 

تغيير شكل   گراديان  تانسور  کرنش  ضربي  الاستوپلاستيک  براي 

ي فوق به صورت زير با استفاده  شود، معادلهمحدود استفاده مي

 شود: از پارامتر الاستيک نوشته مي

(9                      )
( )

( )( ) ( )

e
e

e

e e 1 e 1

2

det 1
2

− −


= =




− + −

C

S
C

C C I C



 

(10                                                  )    
e

=M C S 

کيرشهف دوم در -به ترتيب تنش پايولا  Mو   S  ،Iکه در آنها،  

 .  هستندمياني، تانسور واحد و تنش مندل  هيات

ترتيب  انرژ  کي،  بدين   گي دونش سخت   يبرا  يکرنش  يتابع 

p  ک،ينماتيس

e
شكل به  برش  ي،  بخش  با  مدل   يمشابه 

شده،  کيپرالاستيها توان  يم  ، بنابراين.  شودمي  في تعر  استفاده 

ز برا  ريمعادلات  مبناي كينماتيس  گيدونشسخت   يرا  بر  ي 
p

eB 

 :کرد فيتعر

(11            )
( )

( )( ) ( )

p
p

ee

p p

e e

1
trace 3  ln det  

2

=

 
− − 

 

B

B B



c

 

 

(12                      )
( )

( )
p

p
eep p 1

ee
p

e

2
−


= = −



B
S I B

B


c 

 

(13                                 )( )p p p p

e e ee= = −M S B B Ic 

ثابت ماده،   c ، که در آن 
p

eS   کيرشهف   -متغيري شبيه تنش پايولا
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براي سخت  شوندگي سينماتيک و  دوم 
p

eM   تنش شبيه  متغيري 

 يزمان  . بدين ترتيب،هستند شوندگي سينماتيک  مندل براي سخت 

pه  ک 

e
    از   همسانگرد تابع    ک يفقط

p

eB  اشد،  ب
p

eS  و  
p

eB  

مم ه  و  ن شو ي محور  سبب د  امر  که  ي م  اين  تنش شود  شبيه  متغيرِ 

 تانسور متقارن باشد.  ک شوندگي سينماتيک ي مندل براي سخت 

تعريف  زير  صورت  به  پارامتري  نوشتار،  در  سادگي  براي 

 شود: مي

(14                                                )
p

e= −M M M 

(15                                    )
3

:
2

 

= −M M yld k 

آن،   در  که 


M  انحراف مي  Mي  مقدار  نشان  و  را    kدهد 

وسيله  است   همسانگردشوندگي  سخت  به  معادلهکه  )ي  (  16ي 

 شوند:تعريف مي

(16  )( ) ( )0 0
1 = + − − −   

y ys y
k KH + exp dH 

، هاکه در آن
0


y

  تنش تسليم اوليه و  
ys

،  d    وK   ماده    هايثابت

مندل علاوه بر اينها،    کرنش پلاستيک معادل است.  H  و  هستند

مياني را به    هياتتانسور گراديان تغيير شكل پلاستيک در    [ 21] 

 صورت زير تعريف کرد: 

(17                               )
p p p 
= + = 



.

L D W
M

 yld

 

در معادله فوق،که  
p

L،
p

D،
p

W  و  
.

سرعت    انيتانسور گراد  

پلاست  رييتغ  نرخ  تانسور  ک،يپلاست   پلاستيک   نياسپ  ک،يشكل 

با فرض  هستند.    کيپلاست  ب ي ضرنرخ  مواد و  
p

0=W   [22]  

 داريم:

(18                                                )
p 
= 



.

D
M

 yld

 

 

 گیري زمانيسازي الگوریتم انتگرال پیاده -4
پاسخ   ، ي عدد   ي ها در روش   ح ي و صح   ق يدق   ي ها به دست آوردن 

دارد،   زيادي  ي بستگ   ي زمان   گيري انتگرال   ي هاتم ي ماده به الگور  ک ي 

 شهيهم   د ي جد   گيري ي انتگرالها و استفاده از طرح   شنهاد ي پ  اگرچه 

محدود، همانطور که کرنش    يک مورد تقاضا است. در الاستوپلاست

دل   گفته   قبلًا به  موجود ي دگ يچ ي پ   ل يشد،  در   ژه يو به   هاي 

الگور   ته، يس ي پرالاستوپلاستاي ه  از  استفاده  و   ي ها تم يارائه 

ن   د ي جد   ي زمان   گيري انتگرال  بخش،   . است   ازي مورد  اين  در 

مبن بر  مرجع  ا الگوريتمي  مدل    [ 17] ي  ميزز براي  ارائه   فون 

مقاله مي  در  که  است  ذکر  به  لازم  البته  مدل شود.  از  مذکور  ي 

است.   شده  استفاده  سابلودينگ  ضروري   گفتنسطح  نكته  اين 

به  سابلودينگ  سطح  مدل  از  استفاده  عددي،  لحاظ  به  که  است 

الگوريتم   سازيعنوان مدلي غيرمتعارف موجب پيچيدگي در پياده 

مي انتگرال  عددي  مدل  گيري  مثال،  براي  ميزز شود.  از   فون  تنها 

مي  استفاده  تسليم  سطح  حالي يک  در  سطح   کند،  مدل  در  که 

شود. سابلودينگ از سطح الاستيک و سطح سابلودينگ استفاده مي 

با  جديد  الگوريتم  توسعه  نكات  اين  گرفتن  نظر  در  با  لذا 

تواند بسيار کاربردي باشد. براي اين مي  فون ميزز کارگيري مدل ه ب 

) منظور،   ) 19روابط  تا  زمان (  22(  بازه  يدر  ,
n n+1

t t   شته و ن

 :شود مي 

(19                                    )
e 1 p e 1 pT

1 11 1

− −

+ ++ += ,C Q C Qn n trn n 
 

(20                          )
p 1 p p T p 1 p 1

e 1 ee 1 1 1

− − − −

+ + + +=, ,B Q Q B Qn n,n n n 
 

(21                                       )1

2

3
+
− = 

n n
H H 

 

(22                         )1 11 1

3
:

2

 

+ ++ +
= −M M yld

n nn n
k 

 

فوق،  معادلات  در 
p

:



 

 
 = 
  
 

M
Q

M M

exp    و

p p

ee 2
 

=  
 

Q M
b

exp
c

د   زمان  رهستند.   يبازه 

 ,
n n+1

t tمقاد از  استفاده  با  گام   معلوم  ري ، 

)ي قبل )p 1 e 1

e

− −

,, ,B ,Cn nn n
k H  ،در    آزمايشي  ريمقاد

n+1
t    به

 :شوندميآورده  ريصورت ز

(23    )                 
e 1 e 1 p 1 p 1

1 1

− − − −

+ +

= =C C , B B ,
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مقاد  ن،يبنابرا  از  استفاده  م  ،آزمايشي  ريبا   آزمايشيدل  نتنش 

اينكه وضعيت تنش در در مورد    بايستيسپس    .شودميمحاسبه  

دارد،    کيپلاست  ا ي  کيالاست حالت   شودم يتصمقرار   .گيري 

از  تصميم استفاده  با  پلاستيک  يا  الاستيک  حالت  براي  گيري 

 : شودانجام مي (25( و )24) معادلات

(24                                     )elastic case      
1

0
+
 yld

n
 

(25                                     )plastic case      
1

0
+
 yld

n
 

  ر ي ، مقاد((24ي ))معادله  دو شميارضا    الاستيککه مورد    يهنگام

هستند  آزمايشي قبول  معادله  زماني  و  قابل  )که  ارضا    (25ي 

است. در    ازيمورد ن  کيمرحله اصلاح کننده پلاست  ک يشود،  يم

پلاست اصلاح  روش    يبرا  ک،يمرحله  با  فوق  معادلات  حل 

 شوند: مي فيتعر ريها به صورت زماندهي رافسون، باق -وتنين

(26          )

e 1
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زير   صورت  به  مجهولات  و  باقيمانده  بردارهاي  آن  بر  علاوه 

 شوند: تعريف مي
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مجهول با توجه    يرهايفوق، تعداد متغ  يمعادله  با در نظر گرفتن

  بودن  تقارنمبه  
e 1

1

−

+Cn    و
p 1

e 1

−

+,B n    لازم به ذکر  هستند  14برابر .

که   ناست  روش  محاسبه    -وتنيدر    س يماتر  ک يرافسون، 

معادله  ن،يژاکوب  در  )که  براشودمي  ارائه  (28ي  درجه    ي،  نرخ 

همگرا ن  ييدوم  نحوهاست  ازيمورد  مشتق .  جزئي  ي  گيري 

پيوست  باقيمانده در  مختصر  به صورت  مجهولات  به  نسبت  ها 

ي جزئيات محاسبه  علاوه بر اين، براي مشاهدهشوند.  آورده مي

مي ژاکوبين  ماتريس  در  موجود  جزئي  مرجع  مشتقات  از  توان 

 استفاده کرد.  [ 17] 

(28          )
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پيش که  شد  همانطور  گفته  پيشيناکثر  در    ،تر  تغيير    تحقيقات 

براشكل   ساده  کارايي    صحت اثبات    يبرش  در مدلو  ها 

بزرگ  تهي سيالاستوپلاست است.  قرار  بررسي  مورد    کرنش  گرفته 

الاستيک   کرنش  تحت  ساده  برش  شكل  تغيير  بخش،  اين  در 

مي ادامه  در  خواصشان  که  موادي  براي  بزرگ  و  آيند، کوچک 

شكل برش ساده    رييغلازم به ذکر است که ت شود. مي  سازيمدل 

يمشابه    باًيتقر شكل  استوانه  کتغيير  با    جدار  يالوله  نازک 

همچنين    محدود قرار دارد.  چشياست که تحت پ  گيردار  يانتها

موارد مورد مطالعه در اين مقاله، از خصوصيات    سازيمدلبراي  

مواد ارائه شده در مطالعات پيشين استفاده شده است که همگي  

 اند.  نشان داده شده 4تا  1 هايجدولدر 

که    نهمچني است  ذکر  به  گرادلازم    شكل   رييتغ  اني تانسور 

که در اين مطالعه مورد بررسي قرار گرفته است، در    برش ساده

 : شوديم ف يتعر ريبه صورت زحالت کلي 

(29                                             )
1 0

0 1 0
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 تغییر شکل برش ساده با کرنش الاستیک کوچک -5-1

مسئله بخش،  اين  با  در  بلوکي  براي  ساده  برش  شكل  تغيير   ي 
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 [ 13]پارامترهاي ماده براي کرنش الاستیک کوچک  -1جدول 

(MPa) K 0


y
(MPa) (GPa)  (GPa)  

600 7500 162/5 75 
 

 [ 22]پارامترهاي ماده براي کرنش الاستیک کوچک  -2جدول 

b c (MPa) 0


y
(MPa) (GPa)  (GPa)  

6 
2
3

 450 175 80/76 

 

 [ 5]براي کرنش الاستیک کوچک  SUS 304 ننزپارامترهاي ماده براي فولاد زنگ -3جدول 

b c (MPa) d  ys(MPa)  0


y
(MPa) (GPa) (GPa)  

0/2 20 5
8

 680 285/6 203/4 78 

 

 [ 13]پارامترهاي ماده براي کرنش الاستیک بزرگ  -4جدول 

K (MPa) 0


y
(MPa) (GPa) (GPa)  

7200 90000 162/5 75 

 

 

12 نسبت -3شکل 

y0




 با در نظر گرفتن پلاستیسیته کامل 1ي جدول براي ماده  

 

شود. در حل اين  ابعاد واحد با کرنش الاستيک کوچک حل مي

شوندگي  ، پلاستيسيته به صورت کامل و همچنين با سخت مسئله

مي همسانگرد گرفته  نظر  در  ترکيبي  و  سينماتيک  بدين  ،  شود. 

مسئله ابتدا  مادهمنظور  براي  مذکور  10با    1ي جدول  ي  = 

مي  حل  کامل  پلاستيک  در  تحت  که  همانطور    3شكل  شود. 

کامل  مشاهده مي   دستبهشود، پاسخ ماده به صورت پلاستيک 

به    مگاپاسكال  4330/ 12آيد. مطابق اين شكل ماده در تنش  مي

رسد و تا انتهاي تغيير شكل تنش در همان مقدار ثابت  تسليم مي

برخي از   ماند. لازم به ذکر اين نكته است که برخلافباقي مي

اند، در  هايي که در مطالعات پيشين مورد استفاده قرار گرفتهمدل 
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4مدل حاضر بعد از هيچگونه نوسان يا رفتاري به دور از    =

نمي ديده  مقايسه واقعيت  با  مرجع  شود.  نتايج  نتايج    [ 13] ي  و 

مي  دست به مدل حاضر  از  مشاهده  آمده  الگوريتم   کردتوان  که 

گيري ارائه شده توانسته است با دقت بسيار خوبي پاسخ  انتگرال

 بيني کند.ماده را پيش

با  آمده براي مسئله   دست بهنتايج   تغيير شكل برش ساده  ي 

10 سخت  = با  پلاستيک  خطي    همسانگردشوندگي  تحت 

(
0

= +
y

k KH  در مي  4شكل  (  اين مشاهده  براي  شود. 

از خواص جدول   استفاده شده است. همانطور که در    1حالت 

شود بعد از رسيدن به تسليم، به دليل فرض اين شكل ديده مي

کيرشهف  همسانگردشوندگي  خطي سخت  تنش  نسبت  مقادير   ،

برشي به تنش تسليم با شيب ثابتي تا انتهاي تغيير شكل اعمالي  

مي پيدا  ميافزايش  مشاهده  همچنين  نتايج  کند.    دستبهشود 

داراي    [ 13] آمده از مدل ارائه شده در اين مقاله با نتايج مرجع  

 تطابق خوبي هستند. 

12نسبت    5شكل  

0




y

براي     ساده  برش  شكل  تغيير  براي 

10با    2ي جدول  ماده با سخت   = پلاستيک  شوندگي  تحت 

مي نشان  را  در سينماتيک  نتايج  شكل،  اين  مطابق  دهد. 

  ج ينتا   با  يخوب  اريبس  قيتطبي الاستيک و پلاستيک در  محدوده

ناحيه  [22] مرجع   در  ولي  به  هستند،  الاستيک  از  گذر  ي 

اختلاف   داراي  مي  .هستندپلاستيک  نظر  اختلاف  به  اين  رسد 

هاي عددي مختلفي باشد که در اين مقاله و  ناشي از انتگرالگيري

   مرجع گفته شده استفاده شده است.

فولاد تنش  6شكل   براي  را  برشي  و  نرمال  کيرشهف   هاي 

سخت   SUS 304نزن  زنگ ترکيبي  با  و    همسانگردشوندگي 

براي   4سينماتيک  اين  نشان مي  = در  براي    سازيمدل دهد. 

( استفاده شده است.  16ي )از معادله  همسانگردشوندگي  سخت 

ي الگوريتم  بيني شده به وسيلههاي پيشمطابق اين شكل، پاسخ

گيري ارائه شده در مقاله حاضردر تطابق خوبي با نتايج  انتگرال

 . هستند [ 5] آزمايشگاهي مرجع 

 

 تغییر شکل برش ساده با کرنش الاستیک بزرگ  -5-2

در اين بخش، تغيير شكل برش ساده براي بلوکي به ابعاد واحد 

يک بزرگ  الاستيک  کرنش  وبا  کامل  پلاستيک  با  با  يک  بار  بار 

ماده  همسانگردشوندگي  سخت  جدول  براي  بررسي   4ي 

گونهمي به  بخش  اين  در  مواد  انتخاب  در شوند.  که  است  اي 

بزرگ الاستيک  ناحيهکرنش  وارد  ميتري  پلاستيک  به  ي  شوند. 

عبارت ديگر، کرنش الاستيک نيز همانند کرنش پلاستيک داراي  

بزرگ   مسئلهاست مقداري  ابتدا  ترتيب  بدين  با  .  مذکور  ي 

10 مي   = حل  کامل  پلاستيک  در  تحت  که  همانطور  شود. 

مي م   7شكل   مدل شاهده  نتايج  بين  خوبي  بسيار  تطبيق  شود، 

مرجع   نتايج  و  مي  [13] حاضر  اين  ديده  در  آنچه  مطابق  شود. 

مي ديده  نرمشكل  ماده  گذار،  منطقه  در  خود شود،  از  شدگي 

دهد و سپس پاسخ ماده در مقدار تنش ثابتي )با توجه  نشان مي

    شود.ديده مي سازيمدل به پلاستيک کامل بودن( در نتايج  

12نمودار تغييرات نسبت  

0




y

تغيير شكل برش ساده با  براي    

10 سخت  = با  پلاستيک  خطي    همسانگردشوندگي  تحت 

(
0

= +
y

k KH  شود. همانطور که مشاهده مي  8شكل  ( در

مي ديده  شكل  اين  نرم  در  ماده  تسليم،  به  رسيدن  از  بعد  شود 

خطي   همسانگردشوندگي  شود و سپس به دليل فرض سخت مي

مي  محاسبه  ثابتي  شيب  با  نمو شودتنش  اين  مطابق  نتايج  د.  ار 

تطابق  در  حاضر  مدل  از  مرجع    حاصل  نتايج  با    [13] خوبي 

، مقداري اختلاف در نتايج ديده هستند، ولي با افزايش مقدار  

 شود. مي

 

 گیرينتیجه  -6
انتگرال الگوريتم  مطالعه،  اين  براي در  زماني  گيري 

ارائه شده است. در اين    فون ميززهايپرالاستوپلاستيسيته با مدل  

الگوريتم از تانسورهاي متقارن براي کم کردن زمان محاسبات و  

استفاده   مدل  هاي  پيچيدگي  کاستن  و  مجهولات  تعداد  کاهش 

آمده براي تغيير شكل برش ساده با در    دست بهشده است. نتايج  

کرنش با  ماده  نوع  چهار  گرفتن  و  نظر  کوچک  الاستيک   هاي 
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12نسبت   -4شکل 

y0




 همسانگرد شوندگي با سخت  1ي جدول براي ماده  

 

 
12نسبت   -5شکل 

0



 y

 شوندگي سینماتیک با سخت  2ي جدول براي ماده  

 

 

 و سینماتیک  همسانگردشوندگي ترکیبي با سخت  3ي جدول تنش کیرشهف براي ماده  -6شکل 
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12نسبت   -7شکل 

0



 y

 با در نظر گرفتن پلاستیسیته کامل 2ي جدول براي ماده  

 

 

12نسبت   -8شکل 

0



 y

 همسانگرد شوندگي با سخت  2ي جدول براي ماده  

 

پلاستيسيته براي  با  بزرگ  پلاستيسيته  و  کامل  ي 

نشان دادند   ، سينماتيک و ترکيبيهمسانگردهاي  شوندگيسخت 

که تطابق خوبي با نتايج موجود در ادبيات پژوهشي وجود دارد. 

کرنش   براي حالت  که  داد  نشان  ارائه شده  نتايج مدل  همچنين 

قابليت پيش اين مدل  نرمالاستيک بزرگ  شدگي ماده  بيني رفتار 

دارا   را  تسليم  از  مي  است بعد  مدل و  يک  عنوان  به  تواند 

شبيه در  مورد  کاربردي  هايپرالاستوپلاستيک  مواد  رفتار  سازي 

 استفاده قرار گيرد. 

 

 

 نامهواژه
1. Hyperelastoplasticity 2. Hypoelastoplasticity 3. Extended subloading surface model 

 

 پیوست
نسبت به   جزئي  مشتقاتمحاسبه    يبرا شوند.  (( آورده مي28)  يمعادلهمحاسبات مشتقات موجود در ماتريس ژاکوبين )  در اين قسمت،
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معادلات   انديسي    (13-)پتا    (1-)پمجهولات،  نوشتار  از  استفاده  آنه  شوندمي  بيانبا  در  آزاد  نديسا  Lو  I  ،J،  Kا  که  هاي 

اي  گيري زنجيرههاي تكرار شونده هستند. اين مشتقات با استفاده از مشتقيساند  Nو  Mمتغير باشند و  3تا    1توانند از  هستند و مي

 آيند.  مي دست به

 براي سطر اول ماتريس ژاکوبين داريم:
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 شود: براي سطر دوم ماتريس ژاکوبين نوشته مي  .است هاي دلتاي کرونكر لفهؤ م 

p 1
e

p p 1 p 1
p 1 p 1 p 1 p p 1 p 1 p p 1 p 1B e

e ee 1 e 1 e 1 e 1e e e

Q Q Q
Q B Q Q B Q Q Q B

C C C C

−

− −
− − − − − − −

− − − −

 
−

 
=

  
−



, ,

, ,, , , , , ,

I J I M M N P J
M N P J I M P J I M M Nn N P n N P n N P

K L K L K L K L

R

 ( 5-)پ 

( )
p 1
e

p p 1
p 1 p 1 p 1 p p 1 p 1B e

ep 1 p 1 p 1e e

e e e

1

2
B

Q Q
Q Q Q B Q

B B B

−

−
− − − − −

− − −


−

 
= −

  
  +  

, ,

,, , , ,

, , ,

I J I M M N
M N P J I M P Jn N P n N PI K J L I L JK

K L K L K L

R
 

p 1
p p 1 p 1

e p 1e

e

Q
Q Q B

B

−
− −

−
−




, , ,

,

P J
I M M N n N P

K L

 

 ( 6-)پ

p 1
e

p p 1 p 1
p 1 p 1 p 1 p p 1 p 1 p p 1 p 1B e

e ee e e

Q Q Q
Q B Q Q B Q Q Q B

−

− −
− − − − − − −


− −

  
=

   

, ,

, ,, , , , , ,

I J I M M N PJ
M N PJ I M PJ I M M Nn N P n N P n N P

R

H H H H
 ( 7-)پ 

p 1
e

p p 1 p 1
p 1 p 1 p 1 p p 1 p 1 p p 1 p 1B e

e ee e e

Q Q Q
Q B Q Q B Q Q Q B

−

− −
− − − − − − −





  
=


− −

    

, ,

, ,, , , , , ,

I J I M M N PJ
M N PJ I M PJ I M M Nn N P n N P n N P

R
 ( 8-)پ 

 آيد:مي دست به ماتريس ژاکوبينبراي سطر سوم 

e 1
0

C
−


=



H

K L

R
,     

p 1

e

0
B

−


=


,

H

K L

R
,    1


=



H
R

H
,       

2

3


= −



H
R

 ( 9-)پ 

 ماتريس ژاکوبين داريم:و نهايتاً براي سطر چهارم 
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 که در آن،


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