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Abstract: The proposal and development of time integration algorithms in hyperelastic-based plasticity or 

hyperelastoplasticity, are consistently required due to complex issues such as objectivity. Through the multiplicative 

decomposition of the deformation gradient tensor, a local configuration known as the intermediate or plastic 

configuration is generated alongside the reference and the current configurations. Utilizing the intermediate 

configuration for time integrations eliminates the need to analyze the impact of rigid rotations in the current 

configuration. Moreover, as the Cauchy stress is derived from parameters in the intermediate configuration, there is no 

necessity to assess its objectivity. By employing the multiplicative decomposition of the gradient tensor of plastic 

deformation, equations for kinematic hardening can be derived, eliminating the need to verify objectivity. Therefore, in 

this article, the algorithm for the subloading surface model, based on the intermediate configuration, is derived by 

adapting the von Mises model. The rationale behind employing the von Mises model lies in its simplicity compared to 

the subloading surface model, along with its widespread usage. Additionally, in numerical implementation, the 

subloading surface model is more complex than the von Mises model. Building upon this, the problem of simple shear 

deformation with small and large elastic strains, incorporating isotropic, kinematic, and combined hardening in 

plasticity, has been investigated. The obtained results have been compared with the experimental data and findings from 

various references. The comparison between the results presented in this article and the available data indicates 

agreement, suggesting the viability of employing this model in practical applications. 
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 مقاله پژوهشي       

 

 استفاده   با تهیسیپرالاستوپلاستیشکل برش ساده در ها رییتغ یسازمدل

 یان یم اتیدر ه یعدد یریگانتگرال تمیاز الگور
 

 

 ⁕یو مهسا خراز ی رضا طلوع

 ران ی ا ز، ی سهند، تبر یدانشگاه صنعت ک،یمکان یدانشکده مهندس

 
 

موجود   یهای دگیچیپ  لیبه دل  ته یسیپرالاستوپلاستیها  ای  ته یسیپرالاستیبر ها  ی مبتن  ته یسیدر پلاست  ی زمان  یریگانتگرال  یهاتمیالگور  یو توسعه   شنهادیپ  -چکیده

 اتی   ه کی ی و کنون ه یاول یهااتیعلاوه بر ه ،ی شکل به صورت ضرب رییتغ انیتانسور گراد یه یهمواره مورد توجه پژوهشگران بوده است. با تجز  تینیمانند ع

 اتی   ص  لد در ه  یه  اچرخش  ریتأث  ی به بررس  یازین  ،ی زمان  یهایریگانتگرال  یآن برا  یریکارگکه با به   دیآی به وجود م  کیپلاست  ای  ی انیم  اتیبه نام ه  ی محل

 انی   تانس  ور گراد  ی ضرب  ه یبا تجز  نیندارد. همچن  ی رسبه بر  ازین  ،ی انیم  اتیموجود در ه  یبا وجود محاسبه آن از پارامترها  ی تنش کوش  تینیو ع  ستین  ی کنون

مقال  ه،  نی   در ا  نینباش  د. بن  ابرا  تینیع  ی به بررس  یازیاستخراج کرد که ن  یامعادلات را به گونه   کینماتیس  ی شوندگسخت  یبرا  توانی م  کیشکل پلاست  رییتغ

 ززی   ارائه شده است. علت استفاده از م  دل ف  ون م ززیمدل فون م یبرا ی راتییتغبا اعمال   ی انیم  اتیبر اساس ه  نگیمدل سطح سابلود  یارائه شده برا  تمیالگور

م  دل س  طح  ،یع  دد یس  ازادهیب  ه لح  ا  پ نیاس  ت. همچن    یمدل در مسائل کاربرد نیو پرکاربرد بودن ا نگیمدل نسبت به مدل سطح سابلود  نیا  ی سادگ

کوچک و بزرگ ب  ا   کِیالاست  یهاشکل برش ساده در کرنش  رییاساس، مسئله تغ  نیاست. بر ا  یشتریب  یهای دگیچیپ  یدارا  ززینسبت به مدل فون م  نگیسابلود

 یه  اب  ا داده  یش  نهادیپ  ی زم  ان  یریگانتگرال  تمیآمده از الگور  دستبه   جیشده و نتا  ی بررس  ته یسیدر پلاست  ی بیو ترک  کینماتیهمسانگرد، س  یهای شوندگسخت

وج  ود دارد و   جینت  ا  نیب     ی که تطابق قابل قبول  دهدی موجود نشان م  یهاو داده  جینتا  سه یاند. مقاقرار گرفته   سه یامراجع متفاوت مورد مق  جیو نتا  ی شگاهیآزما

 .ردیمورد توجه قرار گ تواندی م  یمدل در مسائل کاربرد نیاستفاده از ا
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 مقدمه -1

ها  يمبتن  يتهیسیپلاستدر   تجزیه  ک،یپرالاستیبر  ضربي  از  ي 

استفاده مي تغییر شکل  گرادیان  تعریف  تانسور  موجب  که  شود 

بر    هیات علاوه  ميهیاتمیاني  کنوني  و  اولیه  همین  شودهاي   .

ها بتوان معادلات  هیاتکه در هر یک از این    شودامر سبب مي

هاي زماني را توسعه داد. همچنین لازم  گیريي یا انتگرالساختار

توان  يم  کیپرالاستیبر ها  يمبتن  يتهیسیپلاستبه ذکر است که در  

الگوریتم  ارائه شدهمعادلات    از پیادهو  آنها، درهاي  مواد    سازي 

 . استفاده کردي فلزي اژهایآل ای فلزات همانند  يمریپل

ي  هاي مختلفي از تجزیه حالت   ،[ 1] ایدسمان    2003در سال  

ضربي تانسور گرادیان تغییر شکل در مدل هایپرالاستوپلاستیک  

را ارائه کرد. در این مطالعه، تانسور تغییر   همسانگردبراي ماده  
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شکل الاستیک و پلاستیک به صورت قطبي تجزیه شدند و پس  

تجزیه ترکیب از  قطبي،  تجزیه  ي  تانسورهاي  از  مختلفي  هاي 

در   سوراخصفحه  سازيمدل شده  کرنش  اي  صورت  به  دار 

گرفتند.  صفحه قرار  استفاده  مورد  نهایت اي  مطالعه    در  این  در 

نهایي   معادلات  مختلف،  ترکیبات  با  که  داده شد    دستبهنشان 

 آمده با هم معادل هستند. 

معادلات سخت [2] دتمر و ریس    2004در سال   شوندگي  ، 

آرمسترانگ را براي مسائل با کرنش محدود -سینماتیک فردریک 

شوندگي سینماتیک به دو نوع  ند. در این تحقیق، سخت کردارائه  

از نوع شابوش بود که تنش برگشتي را به   تقسیم شد. نوع اول،

تعریف مي متغیرهاي دروني  پایهصورت  بر  نوع دوم،  ي  کرد و 

هاي پیوسته  کارگیري مکانیک محیطهمدل رئولوژیک بود و با ب

درونيِ   متغیرهاي  دوم  نوع  در  اساس،  این  بر  بود.  تعریف شده 

مرجع حل    هیاتمانند به کار گرفته شدند و معادلات در  کرنش

انتگرال نوع  سه  مطالعه،  این  در  همچنین  زماني  گ شدند.  یري 

هاي ارائه  هاي حاصل از الگوریتممختلف تعریف شدند که پاسخ

برش ساده براي فولاد با دقت خیلي خوبي بر هم   مسئله شده در 

اي در همان بارگذاري  بودند، ولي براي نوعي پلیمر شیشه منطبق

 از هم فاصله داشتند. 

سال   همکاران    ولادیمیراف  2008در  نئوهوکین  ،  [ 3] و  مدل  از 

تغییر   استفاده  براي  الاستیک  براي کردشکل  محدودیتي  تا  ند، 

پژوهش،   این  در  باشد.  نداشته  وجود  مختلف  مواد  در  کاربرد 

سخت  براي    همسانگردشوندگي  براي  و  وس  نمایي  تابع  از 

تانسور  سخت  که  رئولوژیکي  مدل  از  سینماتیک  شوندگي 

و   الاستیک  قسمت  دو  به  را  پلاستیک  شکل  تغییر  گرادیان 

کند، استفاده شد. همچنین پلاستیک به صورت ضربي تجزیه مي

هلمه آزاد  معادلات  و انرژي  و  شد  تقسیم  قسمت  سه  به  لتز 

آمدند. با توجه به مدل   دست بهمشخصه با استفاده از این انرژي  

سه  سخت  از  مدل  این  در  اینکه  و  سینماتیکي   هیاتشوندگي 

 هیاتتوان بهره جست، در این تحقیق معادلات در  براي حل مي

براي   و  شدند  نوشته  از    دست بهمیاني  مجهولات    هیات آوردن 

استفاده   تحقیق شداولیه  این  در  بررسي  مورد  مسائل  از جمله   .

در  برگشت    سازيمدل  نتایج  شکل  فرایندفنري  که  بود  دهي 

آمده از آن همخواني نزدیکي با نتایج تجربي را    دست بهعددي  

 نشان دادند. 

سال   همکاران    2009در  و  مدل   ، [ 4] حیدري  از 

هایپرالاستوپلاستیک در توصیف اویلري استفاده کردند. در این  

مطالعه، گرادیان تغییر شکل به صورت ضربي تجزیه و قسمت  

در   و  شد  تجزیه  چپ  قطبي  صورت  به   سازي مدل الاستیک 

تانسور متعامد چرخش صلب الاستیک و تانسور گرادیان تغییر  

چپ به صورت جدا در  کشسان  و تانسور   شکل پلاستیک با هم

متعامد   تانسور  تعریف  با  و  اساس  این  بر  شدند.  گرفته  نظر 

ب و  الاستیک  صلب  گرادیان  هچرخش  تانسور  با  آن  کارگیري 

تعریف   تغییر شکل پلاستیک، تانسور اسپین به صورت جدیدي

هاي عیني تانسورهاي اویلري مورد استفاده قرار  شد که در نرخ

عددي   نتایج  براي    دست بهگرفت.  مطالعه  این  در    مسئله آمده 

آمد، با نتایج    دست بهتغییر شکل برش ساده که از مدل مذکور  

 در تطابق خوبي بودند. [ 5] آزمایشگاهي مرجع 

ي  ، معادلات مشخصه[ 6] اشراقي و همکاران    2010در سال  

هایپرالاستوپلاستیسیته مبناي  بر  را  در   1جدیدي  کردند.  تعریف 

و شکل   شدند  ارائه  لاگرانژي  دیدگاه  در  معادلات  تحقیق،  این 

تجزیهشدهاصلاح از  تغییراي  گرادیان  تانسور  ضربي  شکل   ي 

تجزیه در  پلاستیک  و  الاستیک  قسمت  مورد  براي  قطبي  ي 

نتایج   قرارگرفت.  براي   دست بهاستفاده  مطالعه  این  در  آمده 

مرجع    سازيمدل  آزمایشگاهي  نتایج  با  ساده  برش  شکل  تغییر 

 در تطابق خوبي بودند. [ 5] 

سال   کانگ    2013در  و  مدل  [7] ژو  مبناي  بر  را  مدلي   ،

محدود    -اوهنو  کرنش  الاستوپلاستیک  براي    براي عبدالکریم 

اثر باوشینگر و رچیتینگ ارائه کردند. در این مدل، از   سازيمدل 

شد. استفاده  شکل  تغییر  تانسور  ضربي  مطالعه   تجزیه  این  در 

قسمت   دو  به  ضربي  صورت  به  پلاستیک  شکل  تغییر  تانسور 

تلفانرژي و  تقسیم    دار  آزاد   شدشده  انرژي  از  استفاده  با  و 

سخت و هلمه به  مربوط  معادلات  در  لتز  سینماتیک  شوندگي 

آمدند. لازم به ذکر است، از آنجایي که در    دست بهمیاني    هیات
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این مطالعه معادلات در دیدگاه لاگرانژي نوشته شدند، معادلات  

 ند.شدمرجع بیان  هیاتشوندگي سینماتیک نسبت به سخت 

سال   کودا    2013در  و  براي  [ 8] پاسکون   سازي مدل، 

از   این    هیاتهایپرالاستوپلاستیک  در  کردند.  استفاده  میاني 

میاني    هیاتشوندگي سینماتیک در  تحقیق، تنش مندل و سخت 

از مدل الاستیک  تغییر شکل  براي  نئوهوکین  ارائه شدند و  هاي 

سخت شداستفاده   تغییرات  نرخ  بیان  براي  همچنین  شوندگي  . 

از مسائل حل   برده شد. یکي  بهره  نرخ عیني جامن  از  مذکور، 

شده در این مطالعه تغییر شکل برش ساده بود که نتایج عددي  

در مطابقت بسیار خوبي    [ 2] آمده از آن با نتایج مرجع    دست به

 بودند.

سال   همکاران    2013در  و  فرم [ 9] اشراقي  مبناي  بر   ،

، معادلاتي [ 10] شده در قسمت اول تحقیق  هایپرالاستیسیته ارائه  

کرنش   اویلري  الاستوپلاستیک  براي  در را  کردند.  ارائه  محدود 

زارمبا عیني  نرخ  از  پژوهش،  حالت  -این  براي  جامن 

اویلري   به  توجه  با  شد.  استفاده  محدود  کرنش  الاستوپلاستیک 

کوشي تانسور  شده،  ارائه  معادلات  این -بودن  در  چپ  گرین 

تغییرات    سازيمدل  نرخ  بیان  براي  و  گرفت  قرار  استفاده  مورد 

از   برگشتي  تنش  و  جریان  قانون  همچنین  و  تانسور  این  عیني 

استفاده   بالا  در  شده  ذکر  عیني  عددي  شدنرخ  نتایج    دستبه. 

نتایج   با  ساده  برش  شکل  تغییر  براي  مطالعه  این  از  آمده 

 در تطابق خوبي بودند. [ 5] آزمایشگاهي مرجع 

سال   و  2014در  مدل[ 11] همکاران   برپلس  هاي ، 

براي    2هایپوالاستوپلاستیسیته را  هایپرالاستوپلاستیسیته  و 

هاي کشش عمیق و کشش خمشي ورق فلزي  فرایند  سازيمدل 

دادند. در دو  و شکل پلیمري مورد استفاده قرار  دهي گرم ورق 

شوندگي سینماتیک از مدل رئولوژیکي  مدل مذکور براي سخت 

از تابع    همسانگردشوندگي  و براي سخت  در توصیف لاگرانژي

عیني   تغییرات  نرخ  براي  همچنین  شد.  استفاده  وس  نمایي 

جامن،  سخت  نرخ  از  کیرشهف  تنش  و  سینماتیک  شوندگي 

 .شدنقدي و نرخ لگاریتمي استفاده  -گرین

سال   همکاران  2017در  و  سطح  [ 12]   ایقوچي  مدل  از   ،

توسعه محدود   3یافتهسابلودینگ  کرنش  با  الاستوپلاستیک  در 

چرخه بارگذاري  براي اي  براي  تحقیق،  این  در  کردند.  استفاده 

شوندگي سینماتیک، تانسور گرادیان تغییر شکل پلاستیک سخت 

براي انتقال سطح  .  شدسیم  قشده تدار و تلفبه دو قسمت انرژي

میاني دیگري نیز به صورت محلي تعریف شد   هیاتالاستیک،  

تقسیم  قسمت  دو  به  پلاستیک  شکل  تغییر  گرادیان  تانسور  و 

شده اصلاح  مدل  الاستیک،  شکل  تغییر  براي  همچنین  ي شد. 

از   همسانگردشوندگي  نئوهوکین به کار گرفته شد و براي سخت 

اي  . در این تحقیق معادلات به گونهشدتابع نمایي وس استفاده  

کوشي تانسورهاي  که  شدند  و  -ارائه  الاستیک  راست  گرین 

پایولا تنش  همچنین  و  در  -پلاستیک  دوم  هاي  هیاتکیرشهف 

تغییر شکل برش    مسئلهتعریف شده، مورد استفاده قرار گرفتند.  

ساده از جمله مسائلي بود که در این مطالعه مورد بررسي قرار 

   گرفت.

سال   فیش    2018در  و  مدل[ 13] جیائو  از  هاي  ، 

کردند.  استفاده  هایپوالاستوپلاستیسیته  و  هایپرالاستوپلاستیسیته 

ارائه   مذکور  مدل  دو  در  موجود  مباحث  تحقیق،  این  و   شددر 

نحوه انتخاب مناسب و صحیح نرخ عیني تنش به طور خلاصه  

رابطه نهایتاً  و  شد  ذکر  آورده  مدل  دو  بین  موجود  شده  اي 

. بدین ترتیب بر این اساس در این مطالعه، اسپین شداستخراج  

اصلاح   سینماتیک  آن،  شدهلگاریتمي  بر  علاوه  پیشنهاد شد.  اي 

نرخ از  هایپوالاستوپلاستیک،  مدل  جامندر  عیني  زارمبا،    -هاي 

اصلاح   لگاریتمي  و  استفاده  لگاریتمي  مدل    شدشده  از  و 

استفاده   اویلري  هنکي  کرنش  از  استفاده  با  هایپرالاستوپلاستیک 

نتایج   براي    دست بهشد.  مطالعه  این  از  تغییر شکل   مسئلهآمده 

  دستبهبرش ساده نشان دادند که تطابق بسیار خوبي بین نتایج  

اصلاح   لگاریتمي  عیني  نرخ  از  استفاده  با  مدل آمده  و  شده 

 هایپرالاستوپلاستیک وجود دارد.  

سال   منتانس    2019در  و  تجزیه ، [ 14] ژانگ  ضربي از  ي 

هاي محدود استفاده کردند. تانسور گرادیان تغییر شکل در کرنش 

ارائه  با  هایپرالاستوپلاستیک  تحقیق، مدل  این  انتگرالدر  گیري ي 

نرخ  مبناي  بر  جدیدي  ارائه ضمني  کننده  اصلاح  الاستیک  هاي 
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هاي کوچک و شد. این مدل بر مبناي مدل رئولوژیکي در کرنش 

اوهنو برگرفته   مدل  انتگرال   -از  تحقیق،  این  در  بود.  گیري ونگ 

مفهوم  و  بوده  لاگرانژي  دیدگاه  در  پیشنهادي  زماني 

تنش سخت  از  استفاده  بدون  سینماتیک  برگشتي شوندگي  هاي 

ناحیه  از  هموار  انتقال  شده  ارائه  مدل  در  همچنین  شد.  ي ارائه 

و   پلاستیک  به  حلقه   سازي مدل الاستیک  هیسترزیس بهتر  هاي 

، از مدل ارائه شده [ 15] آمد. در ادامه انگوین و همکاران    دست به 

هاي محدود کرنش  اي دربراي حالت تنش صفحه   [ 14] در مرجع  

صفحه  تنش  متنوع  مسائل  تحقیق،  این  در  کردند.  از استفاده  اي 

تیرهاي تحت خمش و صفحات سوراخدار تحت کشش  جمله 

 بررسي شدند. 

توان اذعان کرد که  بدین ترتیب با مرور ادبیات موضوع مي

در    سازيمدل در   و  اویلري  دیدگاه  هایپوالاستوپلاستیک  مواد 

دیدگاه  سازيمدل  هایپرالاستوپلاستیک  و  مواد  لاگرانژي  هاي 

توجه   مورد  بیشتر  به بوده  پژوهشگراناویلري  لازم  همچنین  اند. 

بر   علاوه  که  است  در هیاتذکر  کنوني،  و  اولیه  هاي 

مي از  هایپرالاستوپلاستیسیته  ارائه    هیاتتوان  براي  میاني 

پیاده  و  ساختاري  که  معادلات  کرد  استفاده  آنها  عددي  سازي 

دو   به  توجه    هیاتنسبت  مورد  کمتر  کنوني  و   پژوهشگراناولیه 

است.   گرفته  قرار  پیشین  مطالعات  مرجع  در  مبناي  ،  [ 16] بر 

میاني موجب سادگي    هیاتگیري در  استفاده از الگوریتم انتگرال

پیاده این در  در  بنابراین  الگوریتم خواهد شد.  آن  سازي عددي 

انتگرال الگوریتم  مرجع  مقاله،  در  که  عددي  توسط    [ 17] گیري 

نویسندگان حاضر براي مدل سطح سابلودینگ ارائه شده است،  

آن مورد   فون میززبراي مدل   پرکاربرد بودن و سادگي  به دلیل 

استفاده قرار گرفته است. همچنین، در الگوریتم ارائه شده سعي 

استفاده   مجهول  متقارن  تانسورهاي  از  تا  است  که    ،شودشده 

پیچیدگي  شدن  کاسته  و  مجهولات  تعداد  شدن  کم  موجب 

آنپیاده عددي  ميسازي  دادن ها  نشان  براي  انتها،  در  شود. 

گرفته قرار  بررسي عددي  مورد  مختلفي  مسائل  مدل  اند کارایي 

مي آنها  جمله  از  به  که  ساده  رییتغ توان  برش  از    که  شکل 

در    يهانمونه هایپوالاستوپلاستیک،  پرکاربرد  هایپوالاستیک، 

. همچنین  کرداشاره  ،  هایپرالاستیک و هایپرالاستوپلاستیک است 

  هاي کرنش  براي   این مسئله لازم به ذکر است که در این تحقیق،  

سخت   کیالاست با  بزرگ  و    ، همسانگردهاي  شوندگيکوچک 

ترکیبي    کینماتیس پلاستو  گرفته    تهیسیدر  قرار  بررسي  مورد 

 است. 

 

 سینماتیک  -2
محیط مکانیک  بيدر  از  جسم  یک  پیوسته  ذره  هاي  نهایت 

جاب شکل  تغییر  تحت  ذرات  این  که  است  شده  جا  هتشکیل 

و  مي ميهیاتشوند  وجود  به  را  مختلفي  اگر هاي  آورند. 

هاي اولیه و تغییرشکل یافته  هیاتبردارهاي مکان این ذرات در  

شکل،  ن  xو    Xبا   تغییر  گرادیان  تانسور  شوند،  داده  ، Fشان 

 شود: صورت زیر تعریف ميهب
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F 

داشتن   دست  در  تانسورها Fبا  لاگرانژ  ي،  او  يمتقارن    ي لریو 

 :ندیآيم دست بهراست و چپ   نیگر-ي کوش

(2      )                                        T T=C F F, B = FF 

گراد  نیهمچن زLسرعت،    انیتانسور  صورت  به    ف یتعر  ری، 

 : شوديم

(3       )                                  1−= = +
.

L FF D W 

آن،   در  ترت  Wو  Dکه  پادمتقارن    يهابخش  ب یبه  و  متقارن 

 .  هستندسرعت  انی تانسور گراد

ها  ي مبتن  يتهیسیپلاست  يهامدل   در تانسور    ک،یپرالاستیبر 

ضرب  رییتغ  انیگراد صورت  به  تانسورها  يشکل   ان ی گراد  يبه 

الاست  رییتغ پلاست  کیشکل  ا  شوديم  هیتجز  کی و  با    ن یکه 

و    ي فرض  هیات  کی   ،يمرجع و کنون  يها هیاتعلاوه بر    ه،یتجز

تعر  يهاهیات  نیب  يمحل شده  به    شودي م  فیذکر    هیات که 

تئور  کی پلاست  ای  يانیم از  استفاده  با  و  است    ي هايمعروف 

توج19و    18]   يستالیکر  يتهیسیپلاست قابل    1. شکل  است   هی[ 

 .دهديذکر شده را نشان م يهاهیات

 :میشکل دار رییتغ انی تانسور گراد يضرب يهیتجز يبرا
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 شکل  رییتغ انیتانسور گراد  یضرب هیتجز -1 شکل

 

 
 ک یشکل پلاست  رییتغ انیتانسور گراد  یضرب هیتجز -2 شکل

 

(4                                                         )e p=F F F 

آن،  در  و   eFکه  الاستیک  شکل  تغییر  گرادیان   pFتانسور 

 .هستندتانسور گرادیان تغییر شکل پلاستیک 

مدل سخت  سازيمدل براي   یک  لیون  سینماتیکي،  شوندگي 

یک حالت  در  مسائل  رئولوژیکي  براي  بعدي 

کرد ارائه  این  [ 20] ترموویسکوپلاستیک  از  استفاده  با  سپس،   .

کرنش در  سینماتیک،  از  استفاده  با  و  رئولوژیکي  هاي  مدل 

تعریف   را  جدیدي  مدل  تانسور کردمحدود  مدل،  این  در   .

پلاستیک، شکل  تغییر  دو pFگرادیان  به  ضربي  صورت  به   ،

سخت  شکل  تغییر  گرادیان  سینماتیکتانسور  -شوندگي 

pالاستیک، 

e
F سخت شکل  تغییر  گرادیان  تانسور  و  شوندگي  ، 

pاتلاف،  -سینماتیک 

d
F مي تجزیه  به   شود.،  مذکور  تانسور  دو 

 و قسمت انرژي اتلاف شده   ترتیب به قسمت انرژي ذخیره شده

، 2معروف هستند. با در نظر گرفتن این مدل و با توجه به شکل  

  هیات مرجع و    هیات، مابین  Bفرضي و محلي دیگري،   هیات

شوندگي  سخت   هیاتبه نام    هیاتشود که این  میاني تعریف مي

مي  -سینماتیک  شناخته  توسط   هیاتشود.  میاني  pاولیه 

d
F    به

دهد و بعد از تغییر شکل یافتن به  مذکور تغییر شکل مي  هیات

pي  وسیله

e
F شود.  میاني تبدیل مي هیاتبه 

گراد  يضرب  يهیتجز  يبرا پلاست  رییتغ  انیتانسور    ک یشکل 

 : توان نوشتمي

(5                                                       )p p p

e d
=F F F 

 نوشت:  توانيشده در بالا م فیتعر يبا استفاده از تانسورها

(6   )                                   
e p

eT e p pT
e e e

B F F= =C F F , 

آنها، در  که 
e

C کوشي الاستیک  -تانسور  راست    استگرین 

و
p

eB  سخت -کوشي  تانسور براي  چپ  شوندگي گرین 
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میاني قرار   هیاتالاستیک است و هر دو تانسور در    -سینماتیک 

 دارند. 

 

 هایپرالاستوپلاستیسیته -3
  ي مبتن  تهیس یپلاست  و  کیپوالاستایبر ه  يمبتن  تهیسیپلاستدو روش  

کرنش محدود وجود دارد.    یکدر الاستوپلاست  ک یپرالاستایبر ه

ه  يمبتن  تهیسیپلاست مقا  یيای مزا  يدارا  کی پرالاستایبر  با    سهی در 

ه  يمبتن  تهیسیپلاست  يانرژ  اتلافعدم    ازجمله    کی پوالاستایبر 

تغ الاست  رییدر  تغ  و  کی شکل  در  نوسان  وجود  شکل    رییعدم 

ساده ااست   برش  بر  علاوه  بر    يمبتن  تهیسیپلاست  ن،ی. 

محدود  ک یپوالاستایه الاست  رییتغ  تیتحت  کوچک    کیشکل 

دارد. محاسباتماز   همچنین  کاربرد  مسائل  معادله   ،ينظر 

. در کنديکامل را برآورده نم  گیريانتگرال  طی شرا  ک یپوالاستایه

  ک یپرالاستیذکر شده استفاده از مدل ها لیغلبه بر دلا  يابر جهینت

مختلف    يهامدلدر مطالعات پیشین  است.    ریناپذکاملاً اجتناب

الگور  یننئوهوک  در   يزمان  گیريانتگرال  يهاتمی با  مختلف 

گرفتند،  کرنش    تهی سیالاستوپلاست قرار  استفاده  مورد  که  محدود 

مقاله  این  گرفته3] مرجع  مدل    در  کار  به  است   [  به  که    شده 

 : شوديم نوشته ریصورت ز
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   Jتابع انرژي کرنشي هایپرالاستیک در واحد حجم و  که در آن  

مي  نشان  را  شکل  تغییر  گرادیان  تانسور  همچنین دترمینان   دهند. 

 و   تانسور  ي ضربي  که از تجزیه   ماده هستند. زماني   هاي ثابت

گرادیان تغییر شکل براي الاستوپلاستیک کرنش محدود استفاده  

معادلهمي پارامتر  شود،  از  استفاده  با  زیر  صورت  به  فوق  ي 

 شود: الاستیک نوشته مي
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تابع انرژي کرنشي هایپرالاستیک در واحد حجم   که در آن  

مي   Jو نشان  را  شکل  تغییر  گرادیان  تانسور  دهند.  دترمینان 

زماني  هايثابت   و همچنین هستند.  تجزیه  ماده  از  ي  که 

کرنش   الاستوپلاستیک  براي  تغییر شکل  گرادیان  تانسور  ضربي 

ي فوق به صورت زیر با استفاده  شود، معادلهمحدود استفاده مي

 شود: از پارامتر الاستیک نوشته مي
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(10                                                      )
e
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کیرشهف دوم در -به ترتیب تنش پایولا  Mو   S  ،Iکه در آنها،  

 .  هستندمیاني، تانسور واحد و تنش مندل  هیات

ترتیب  انرژ  کی،  بدین   گي دونش سخت   يبرا  يکرنش  يتابع 

p  ک،ینماتیس

e
شکل به  برش  ي،  بخش  با  مدل   يمشابه 

شده،  کیپرالاستیها توان  يم  ، بنابراین.  شودمي  فی تعر  استفاده 

ز برا  ریمعادلات  مبناي کینماتیس  گيدونشسخت   يرا  بر  ي 
p

eB 

 :کرد فیتعر

(11            )
( )

( )( ) ( )

p
p

ee

p p

e e

1
trace 3  ln det  

2

=

 
− − 
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B B
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(12                      )
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p
eep p 1

ee
p

e

2
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= = −



B
S I B

B


c 

 

(13                                 )( )p p p p

e e ee= = −M S B B Ic 

ثابت ماده،   c ، که در آن 
p

eS   کیرشهف   -متغیري شبیه تنش پایولا

براي سخت  شوندگي سینماتیک و  دوم 
p

eM   تنش شبیه  متغیري 

 يزمان  . بدین ترتیب،هستند شوندگي سینماتیک  مندل براي سخت 

pه  ک 

e
    از   همسانگرد تابع    ک یفقط

p

eB  اشد،  ب
p

eS  و  
p

eB  

مم ه  و  ن شو ي محور  سبب د  امر  که  ي م  این  تنش شود  شبیه  متغیرِ 

 تانسور متقارن باشد.  ک شوندگي سینماتیک ی مندل براي سخت 

تعریف  زیر  صورت  به  پارامتري  نوشتار،  در  سادگي  براي 

 شود: مي
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(14                                                )
p

e= −M M M 

(15                                    )
3

:
2

 

= −M M yld k 

آن،   در  که 


M  انحراف مي  Mي  مقدار  نشان  و  را    kدهد 

وسیله  است   همسانگردشوندگي  سخت  به  معادلهکه  )ي  (  16ي 

 شوند:تعریف مي

(16  )( ) ( )0 0
1 = + − − −   

y ys y
k KH + exp dH 

0، هاکه در آن


y  تنش تسلیم اولیه و  
ys،  d    وK   ماده    هايثابت

مندل علاوه بر اینها،    کرنش پلاستیک معادل است.  H  و  هستند

میاني را به    هیاتتانسور گرادیان تغییر شکل پلاستیک در    [ 21] 

 صورت زیر تعریف کرد: 

(17                               )
p p p 
= + = 



.

L D W
M

 yld

 

در معادله فوق،که  
p

L،
p

D،
p

W  و  
.

سرعت    انیتانسور گراد  

پلاست  رییتغ  نرخ  تانسور  ک،یپلاست   پلاستیک   نیاسپ  ک،یشکل 

با فرض  هستند.    کیپلاست  ب ی ضرنرخ  مواد و  
p

0=W   [22]  

 داریم:

(18                                                )
p 
= 



.

D
M

 yld

 

 

 گیری زمانیسازی الگوریتم انتگرال پیاده -4
پاسخ   ، ي عدد   ي ها در روش   ح ی و صح   ق یدق   ي ها به دست آوردن 

دارد،   زیادي  ي بستگ   ي زمان   گیري انتگرال   ي هاتم ی ماده به الگور  ک ی 

 شهیهم   د ی جد   گیري ي انتگرالها و استفاده از طرح   شنهاد ی پ  اگرچه 

محدود، همانطور که کرنش    یک مورد تقاضا است. در الاستوپلاست

دل   گفته   قبلًا به  موجود ي دگ یچ ی پ   ل یشد،  در   ژه یو به   هاي 

الگور   ته، یس ی پرالاستوپلاستای ه  از  استفاده  و   ي ها تم یارائه 

ن   د ی جد   ي زمان   گیري انتگرال  بخش،   . است   ازی مورد  این  در 

مبن بر  مرجع  ا الگوریتمي  مدل    [ 17] ي  میزز براي  ارائه   فون 

مقاله مي  در  که  است  ذکر  به  لازم  البته  مدل شود.  از  مذکور  ي 

است.   شده  استفاده  سابلودینگ  ضروري   گفتنسطح  نکته  این 

به  سابلودینگ  سطح  مدل  از  استفاده  عددي،  لحاظ  به  که  است 

الگوریتم   سازيعنوان مدلي غیرمتعارف موجب پیچیدگي در پیاده 

مي انتگرال  عددي  مدل  گیري  مثال،  براي  میزز شود.  از   فون  تنها 

مي  استفاده  تسلیم  سطح  حالي یک  در  سطح   کند،  مدل  در  که 

شود. سابلودینگ از سطح الاستیک و سطح سابلودینگ استفاده مي 

با  جدید  الگوریتم  توسعه  نکات  این  گرفتن  نظر  در  با  لذا 

تواند بسیار کاربردي باشد. براي این مي  فون میزز کارگیري مدل ه ب 

) منظور،   ) 19روابط  تا  زمان (  22(  بازه  يدر  ,
n n+1

t t   شته و ن

 :شود مي 

(19                                    )
e 1 p e 1 pT

1 11 1

− −

+ ++ += ,C Q C Qn n trn n 
 

(20                           )
p 1 p p T p 1 p 1

e 1 ee 1 1 1

− − − −
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2
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+
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(22                         )1 11 1
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فوق،  معادلات  در 
p

:



 

 
 = 
  
 

M
Q

M M

exp    و

p p

ee 2
 

=  
 

Q M
b

exp
c

د   زمان  رهستند.   يبازه 

 ,
n n+1

t tمقاد از  استفاده  با  گام   معلوم  ری ، 

)ي قبل )p 1 e 1

e

− −

,, ,B ,Cn nn n
k H  ،در    آزمایشي  ریمقادn+1

t    به

 :شوندميآورده  ریصورت ز

(23    )                 
e 1 e 1 p 1 p 1

1 1

− − − −

+ +

= =C C , B B ,

,

e,n+1,tr e,n,trn+1,tr n,tr

n ,tr n n ,tr n
H = H k = k

 

مقاد  ن،یبنابرا  از  استفاده  م  ،آزمایشي  ریبا   آزمایشيدل  نتنش 

اینکه وضعیت تنش در در مورد    بایستيسپس    .شودميمحاسبه  

دارد،    کیپلاست  ا ی  کیالاست حالت   شودم یتصمقرار   .گیري 

از  تصمیم استفاده  با  پلاستیک  یا  الاستیک  حالت  براي  گیري 

 : شودانجام مي (25( و )24) معادلات

(24                                     )elastic case      1
0

+
 yld

n 

(25                                     )plastic case      1
0

+
 yld

n 
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 [ 13]پارامترهای ماده برای کرنش الاستیک کوچک  -1جدول 

(MPa) K 0


y
(MPa) (GPa)  (GPa)  

600 7500 162/5 75 
 

 [ 22]پارامترهای ماده برای کرنش الاستیک کوچک  -2جدول 

b c (MPa) 0


y
(MPa) (GPa)  (GPa)  

6 
2

3
 450 175 80/76 

 

 

  ر ی ، مقاد((24ي ))معادله  دو شميارضا    الاستیککه مورد    يهنگام

هستند  آزمایشي قبول  معادله  زماني  و  قابل  )که  ارضا    (25ي 

است. در    ازیمورد ن  کیمرحله اصلاح کننده پلاست  ک یشود،  يم

پلاست اصلاح  روش    يبرا  ک،یمرحله  با  فوق  معادلات  حل 

 شوند: مي فیتعر ریها به صورت زماندهی رافسون، باق -وتنین

(26          )
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زیر   صورت  به  مجهولات  و  باقیمانده  بردارهاي  آن  بر  علاوه 

 شوند: تعریف مي
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مجهول با توجه    يرهایفوق، تعداد متغ  يمعادله  با در نظر گرفتن

  بودن  تقارنمبه  
e 1

1

−

+Cn    و
p 1

e 1

−

+,B n    لازم به ذکر  هستند  14برابر .

که   ناست  روش  محاسبه    -وتنیدر    س یماتر  ک یرافسون، 

معادله  ن،یژاکوب  در  )که  براشودمي  ارائه  (28ي  درجه    ي،  نرخ 

همگرا ن  یيدوم  نحوهاست  ازیمورد  مشتق .  جزئي  ي  گیري 

پیوست  باقیمانده در  مختصر  به صورت  مجهولات  به  نسبت  ها 

ي جزئیات محاسبه  علاوه بر این، براي مشاهدهشوند.  آورده مي

مي ژاکوبین  ماتریس  در  موجود  جزئي  مرجع  مشتقات  از  توان 

 استفاده کرد.  [ 17] 
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 تغییر شکل برش ساده  -5

پیش که  شد  همانطور  گفته  پیشیناکثر  در    ،تر  تغییر    تحقیقات 

براشکل   ساده  کارایي    صحت اثبات    يبرش  در مدلو  ها 

بزرگ  تهی سیالاستوپلاست است.  قرار  بررسي  مورد    کرنش  گرفته 

الاستیک   کرنش  تحت  ساده  برش  شکل  تغییر  بخش،  این  در 

مي ادامه  در  خواصشان  که  موادي  براي  بزرگ  و  آیند، کوچک 

شکل برش ساده    رییغلازم به ذکر است که ت شود. مي  سازيمدل 

یمشابه    باًیتقر شکل  استوانه  کتغییر  با    جدار  يالوله  نازک 

همچنین    محدود قرار دارد.  چشیاست که تحت پ  گیردار  يانتها

موارد مورد مطالعه در این مقاله، از خصوصیات    سازيمدلبراي  

مواد ارائه شده در مطالعات پیشین استفاده شده است که همگي  

 اند.  نشان داده شده 4تا  1 هايجدولدر 
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 [ 5]برای کرنش الاستیک کوچک  SUS 304 نزنپارامترهای ماده برای فولاد زنگ -3جدول 

b c (MPa) d  ys(MPa)  0


y
(MPa) (GPa) (GPa)  

0/2 20 5

8
 680 285/6 203/4 78 

 

 [ 13]پارامترهای ماده برای کرنش الاستیک بزرگ  -4جدول 

K (MPa) 0


y
(MPa) (GPa) (GPa)  

7200 90000 162/5 75 

 

 

12 نسبت -3شکل 

y0




 با در نظر گرفتن پلاستیسیته کامل 1ی جدول برای ماده  

 

که   است  ذکر  به  لازم  گرادهمچنین    شکل   رییتغ  انی تانسور 

که در این مطالعه مورد بررسي قرار گرفته است، در    برش ساده

 : شوديم ف یتعر ریبه صورت زحالت کلي 

(29                                             )
1 0

0 1 0

0 0 1

 
 

=
 
  

F 

 

 تغییر شکل برش ساده با کرنش الاستیک کوچک -5-1

این بخش، مسئله بادر  بلوکي  براي  تغییر شکل برش ساده   ي 

شود. در حل این  ابعاد واحد با کرنش الاستیک کوچک حل مي

شوندگي  ، پلاستیسیته به صورت کامل و همچنین با سخت مسئله

مي همسانگرد گرفته  نظر  در  ترکیبي  و  سینماتیک  بدین  ،  شود. 

مسئله ابتدا  مادهمنظور  براي  مذکور  10با    1ي جدول  ي  = 

مي  حل  کامل  پلاستیک  شکل  تحت  در  که  همانطور    3شود. 

کامل  مشاهده مي   دستبهشود، پاسخ ماده به صورت پلاستیک 

این شکل ماده در تنش  مي به   مگاپاسکال  4330/ 12آید. مطابق 

رسد و تا انتهاي تغییر شکل تنش در همان مقدار ثابت  تسلیم مي

برخي از   ماند. لازم به ذکر این نکته است که برخلافباقي مي

اند، در  هایي که در مطالعات پیشین مورد استفاده قرار گرفتهمدل 

4مدل حاضر بعد از هیچگونه نوسان یا رفتاري به دور از    =

نمي دیده  مقایسه واقعیت  با  مرجع  شود.  نتایج  نتایج    [ 13] ي  و 

مي  دست به مدل حاضر  از  مشاهده  آمده  الگوریتم   کردتوان  که 

گیري ارائه شده توانسته است با دقت بسیار خوبي پاسخ  انتگرال

 بیني کند.ماده را پیش
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12نسبت   -4شکل 

y0




 شوندگی همسانگرد با سخت  1ی جدول برای ماده  

 

 
12نسبت   -5شکل 

0



 y

 شوندگی سینماتیک با سخت  2ی جدول برای ماده  

 

با  آمده براي مسئله   دست بهنتایج   تغییر شکل برش ساده  ي 

10 سخت  = با  پلاستیک  خطي    همسانگردشوندگي  تحت 

(0
= +

y
k KH  شکل در  مي  4(  این مشاهده  براي  شود. 

از خواص جدول   استفاده شده است. همانطور که در    1حالت 

شود بعد از رسیدن به تسلیم، به دلیل فرض این شکل دیده مي

کیرشهف  همسانگردشوندگي  خطي سخت  تنش  نسبت  مقادیر   ،

برشي به تنش تسلیم با شیب ثابتي تا انتهاي تغییر شکل اعمالي  

مي پیدا  ميافزایش  مشاهده  همچنین  نتایج  کند.    دستبهشود 

داراي    [ 13] آمده از مدل ارائه شده در این مقاله با نتایج مرجع  

 تطابق خوبي هستند. 

12نسبت    5شکل  

0




y

براي     ساده  برش  شکل  تغییر  براي 

10با    2ي جدول  ماده با سخت   = پلاستیک  شوندگي  تحت 

مي نشان  را  در سینماتیک  نتایج  شکل،  این  مطابق  دهد. 

  ج ینتا   با  يخوب  اریبس  قیتطبي الاستیک و پلاستیک در  محدوده

ناحیه  [22] مرجع   در  ولي  به  هستند،  الاستیک  از  گذر  ي 

اختلاف   داراي  مي  .هستندپلاستیک  نظر  اختلاف  به  این  رسد 

هاي عددي مختلفي باشد که در این مقاله و  ناشي از انتگرالگیري

   مرجع گفته شده استفاده شده است.

فولاد تنش  6شکل   براي  را  برشي  و  نرمال  کیرشهف   هاي 

 و   همسانگردشوندگي ترکیبي با سخت  SUS 304نزن زنگ
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 شوندگی ترکیبی همسانگرد و سینماتیک با سخت  3ی جدول تنش کیرشهف برای ماده  -6شکل 

 

 
12نسبت   -7شکل 

0



 y

 با در نظر گرفتن پلاستیسیته کامل 2ی جدول برای ماده  

 

براي   4سینماتیک  مي  = این  نشان  در   سازي مدلدهد. 

معادله   همسانگردشوندگي  براي سخت  )از  استفاده شده  16ي   )

پاسخ شکل،  این  مطابق  پیشاست.  وسیله هاي  به  شده  ي  بیني 

گیري ارائه شده در مقاله حاضردر تطابق خوبي  الگوریتم انتگرال

 .هستند [ 5] با نتایج آزمایشگاهي مرجع  

 

 تغییر شکل برش ساده با کرنش الاستیک بزرگ  -5-2

در این بخش، تغییر شکل برش ساده براي بلوکي به ابعاد واحد 

یک بزرگ  الاستیک  کرنش  وبا  کامل  پلاستیک  با  با  یک  بار  بار 

ماده  همسانگردشوندگي  سخت  جدول  براي  بررسي   4ي 

گونهمي به  بخش  این  در  مواد  انتخاب  در شوند.  که  است  اي 

بزرگ الاستیک  ناحیهکرنش  وارد  ميتري  پلاستیک  به  ي  شوند. 

عبارت دیگر، کرنش الاستیک نیز همانند کرنش پلاستیک داراي  

بزرگ   مسئلهاست مقداري  ابتدا  ترتیب  بدین  با  .  مذکور  ي 

10 مي   = حل  کامل  پلاستیک  در  تحت  که  همانطور  شود. 

مي   7شکل   مدل مشاهده  نتایج  بین  خوبي  بسیار  تطبیق  شود، 

مرجع   نتایج  و  مي  [13] حاضر  این  دیده  در  آنچه  مطابق  شود. 

مي دیده  نرمشکل  ماده  گذار،  منطقه  در  خود شود،  از  شدگي 

دهد و سپس پاسخ ماده در مقدار تنش ثابتي )با توجه  نشان مي

    شود.دیده مي سازيمدل به پلاستیک کامل بودن( در نتایج  
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12نسبت   -8شکل 

0



 y

 شوندگی همسانگرد با سخت  2ی جدول برای ماده  

 

12نمودار تغییرات نسبت  

0




y

تغییر شکل برش ساده با  براي    

10 سخت  = با  پلاستیک  خطي    همسانگردشوندگي  تحت 

(0
= +

y
k KH  شود. همانطور که مشاهده مي  8( در شکل

مي دیده  شکل  این  نرم  در  ماده  تسلیم،  به  رسیدن  از  بعد  شود 

خطي   همسانگردشوندگي  شود و سپس به دلیل فرض سخت مي

مي  محاسبه  ثابتي  شیب  با  نمو شودتنش  این  مطابق  نتایج  د.  ار 

تطابق  در  حاضر  مدل  از  مرجع    حاصل  نتایج  با    [13] خوبي 

، مقداري اختلاف در نتایج دیده هستند، ولي با افزایش مقدار  

 شود. مي

 

 گیرینتیجه  -6
انتگرال الگوریتم  مطالعه،  این  براي در  زماني  گیري 

ارائه شده است. در این    فون میززهایپرالاستوپلاستیسیته با مدل  

الگوریتم از تانسورهاي متقارن براي کم کردن زمان محاسبات و  

استفاده   مدل  هاي  پیچیدگي  کاستن  و  مجهولات  تعداد  کاهش 

آمده براي تغییر شکل برش ساده با در    دست بهشده است. نتایج  

کرنش با  ماده  نوع  چهار  گرفتن  و  نظر  کوچک  الاستیک  هاي 

پلاستیسیته براي  با  بزرگ  پلاستیسیته  و  کامل  ي 

نشان دادند   ، سینماتیک و ترکیبيهمسانگردهاي  شوندگيسخت 

که تطابق خوبي با نتایج موجود در ادبیات پژوهشي وجود دارد. 

کرنش   براي حالت  که  داد  نشان  ارائه شده  نتایج مدل  همچنین 

قابلیت پیش این مدل  نرمالاستیک بزرگ  شدگي ماده  بیني رفتار 

دارا   را  تسلیم  از  مي  است بعد  مدل و  یک  عنوان  به  تواند 

شبیه در  مورد  کاربردي  هایپرالاستوپلاستیک  مواد  رفتار  سازي 

 استفاده قرار گیرد. 

 

 نامهواژه
1. Hyperelastoplasticity 2. Hypoelastoplasticity 3. Extended subloading surface model 

 

 پیوست
نسبت به   جزئي  مشتقاتمحاسبه    يبرا شوند.  (( آورده مي28)  يمعادلهمحاسبات مشتقات موجود در ماتریس ژاکوبین )  در این قسمت،

معادلات   اندیسي  (  13-)پتا    (1-)پمجهولات،  نوشتار  از  استفاده  آنه  شوندمي  بیانبا  در  آزاد  اندیس  Lو  I  ،J،  Kا  که  هاي 

اي  گیري زنجیرههاي تکرار شونده هستند. این مشتقات با استفاده از مشتقیساند  Nو  Mمتغیر باشند و  3تا    1توانند از  هستند و مي
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 آیند.  دست ميبه

 براي سطر اول ماتریس ژاکوبین داریم:
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که در معادلات فوق، 
I J

 شود: براي سطر دوم ماتریس ژاکوبین نوشته مي  هاي دلتاي کرونکر است.مؤلفه 
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 آید:دست ميبه ماتریس ژاکوبینبراي سطر سوم 
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 ماتریس ژاکوبین داریم:و نهایتاً براي سطر چهارم 
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 که در آن،



k

H
)( برابر خواهد بود با:  16ي )با در نظر گرفتن معادله  ) ( )0

− − 
ys y

exp dHK +d.  
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