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استفاده در سازه  -کیدهچ ارتوتروپیک مورد  دارند. در فرآیند  کامپوزیتی در معرض کمانش  های صفحات  ازجمله کمانش فشاری قرار  های موضعی 

ها ها با هندسه پیچیده، اتصالات در سازه گریزناپذیر است. امروزه اتصالات چسبی به دلیل برخی مزیتهای بزرگ و یا سازه طراحی و ساخت اغلب سازه
های کامپوزیتی پیدا کرده است. در این مقاله به بررسی پدیده کمانش صفحات چندلایه  ای در اتصال سازهنسبت به اتصالات مکانیکی کاربرد گسترده

به  مستطیلی ارتوتروپیک متصل شده با چسب پرداخته شده است و اثرات نیرویی لایه چسب تحت شرایط بارگذاری کمانشی بررسی شده است. به منظور 
استفاده شده است. تحلیل کمانش بر مبنای روابط   1افته ی  میتعم  ی لیفرانسید  مربعات  روشرزی مختلف از  تحت شرایط م  کمانش  ی بحران  هایدست آوردن بار

مختلف ارائه شده است. اثر   هایبرای مواد کامپوزیت کربن/اپوکسی، شیشه/اپوکسی و کولار/اپوکسی با لایه چینی   2برشی مرتبه اول  شکل  رییتغ ی  تئور
عنوان لایه اتصال بررسی شده است. در صفحات از یک نوع لایه چینی، صفحات از جنس کربن اپوکسی دوجهته استحکام  ضخامت و جنس چسب به 

یابد. در اتصالات  صورت کلی هر چه نسبت طول به عرض صفحات بیشتر شود، استحکام کمانشی افزایش می دهند و به کمانشی بالاتری را از خود نشان می 
 . اندشده  مقایسه  ABAQUSافزار روش آنالیز المان محدود در نرمآمده با استفاده از دستبه  جینتابا 
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Abstract: Orthotropic plates used in composite structures are subject to local buckling, including compressive buckling. In the 

process of designing and building most large structures or instruments with complex geometry, joints in the structure are 

unavoidable. Today, adhesive joints are widely used in connecting composite structures due to some advantages over mechanical 

joints. In this article, the buckling phenomenon of orthotropic rectangular multilayer plates connected with glue has been 

investigated and the force effects of the glue layer under buckling loading conditions have been investigated. In order to obtain the 

critical buckling loads under different boundary conditions, the generalized differential quadratic method (GDQM) has been used. 

Buckling analysis is presented based on first-order shear deformation theory (FSDT) relations for carbon/epoxy, glass/epoxy and 

Kevlar/epoxy composite materials with different porcelain layers. The effect of thickness and type of adhesive as a bonding layer 

has been investigated. In plates made of a type of porcelain layer, two-way carbon epoxy plates show higher buckling strength, and 

in general, the higher the ratio of length to width of the plates, the higher the buckling strength. In the connections, they have been 

compared with the results obtained using the finite element analysis method in ABAQUS commercial software. 
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 مقدمه   -1
نسبت استحکام به وزن   لیبه دل  یتیکامپوز  هایسازهاستفاده از  

و    یی هوا  عی در صنا  ضروری  یسهولت ساخت به امر   و  مطلوب

است.    لیتبد  مدرن دلیل شده  با    هاسازهساخت    هایهزینه  به 

پیچیده از  هندسه  استفاده  یکپارچه    هایسازه،  کاملاً  کامپوزیتی 

  و یا متداول نیست. به همین دلیل استفاده از اتصالات مکانیکی  

است.    گریزناپذیرپیچیده کامپوزیتی    هایسازهاتصالات چسبی در  

 وزن  ازجمله  های مکانیکی مطلوباتصال چسبی به دلیل ویژگی

در اتصالات   و سهولت اجرا   کنواخت ی  نسبتاً   تنش  عیتوز   کمتر،

اخیر    هایسالدر    د.ندار  ایگستردهنقش    هاسازهکامپوزیتی  

دردزیامطالعات   صفحات تحلیل    زمینه  ی  کمانش  و  تنش 

بررسی   یا  و  ارتوتروپیک  و    بین   چسب   استحکامایزوتروپیک 

 شده است.  انجام  صفحات به هم متصل شده،

سال  انگ  ی  در  همکاران  بر صفحات    1966و  حاکم  روابط 

ی  دوران  ینرسی ا  و  یعرض  یبرش  هایشکل  رییتغبه همراه    ناهمگن

  با  زوتروپیا  و ارتوتروپیک صفحاتبرای  بعدیسه صورتبهرا 

 1993کو و همکاران در سال  .  ]1[  کردند  ارائه  متقارن  یهاهیلا

بررسی    لب بهلب   شده  چسبانده  چندلایه   صفحات  ارتعاش را 

  ج ینتا  با  لب بهلب   اتصال   با  چندلایه  صفحات  کردند. در این تحقیق

  و   دوو  .]2[  شدند  سهیمقا  اتصال  بدون  صفحات  به   مربوط

 قیدق  اریبس  و  کارآمد  یعدد  روش  با  1996  سال  در  همکاران

  ل یتحل  یبرا  افتهی  میتعم  یلیفرانسید  مربعات  روش  به  یمحاسبات

  اوغلو  وچ ی.  ]3[  کردند ارائه  هاستون  و صفحات  کی الاست  کمانش

همکاران   روی    1996در سال  نیز  و    یخمش   آزاد  ارتعاشاتبر 

هم    دهیچسب  ک یارتوتروپ  یلیمستط  صفحات به    صورتبهشده 

  ی نرسیا   و  یبرش  شکل  رییتغ  ریتأثمطالعه کردند و    ایلبهاتصال تک  

و همکاران در  هلمز  .]4[ را بررسی کردند صفحات در یچرخش

  با  یتیکامپوز  اتصال  کی  کمانش  وتحلیلتجزیهبه    2022سال  

  رفتار   از   یلیتحل  مدل  کی  هاآنپرداختند.    ک یبار  مورب  چسب 

  ی فشار  یبارگذار  تحت   چسب   مورب  ت ی کامپوز  اتصال  کی

 چندلایه  ریت  یتئور  اساس  بر  تزیر  روش  از  استفاده  با  یمحور

و   دادند    ، چسب   هیزاو   رییتغ  براثر  کمانش  یبحران  بارانجام 

  ی بررس  یلیتحل  صورت به  را  چسب  مدول  و  چسب   ضخامت 

 صفحات  کمانش  لیتحل  به  2007  سال  در  زاده  کوچک.  ]5[  کردند

 تحت   لبه،  شدن  هیلا  طیشرا  با   یلی مستط  چندلایه  ی تیکامپوز

 محدود  یاجزا  روش  از  استفاده  با  صفحه  در  یفشار  یبارگذار



  بار   ی نیب  شیپ  در   لیتحل  روش  سه یمقا  به  مطالعه  ن یا  در.  پرداخت 

  در   موجود  یلیتحل  و   یتجرب  ج ینتا   با  کمانش  حالت   و   کمانش

 شده  پرداخته  کمانش  بار  بر  یمرز   طیشرا  و  ابعاد  ریتأث  و  مقالات

 کمانش  مطالعه  به  2008  سال  در  همکاران  و  یفتاح  .]6[  است 

. پرداختند  مختلف  یبارها  تحت   کیارتوتروپ  یلیمستط  صفحات

- یلیر  روش  از  همسانگرد  صفحات  یبرا  حاکم  کمانش  معادلات

  و  انجام  افتهی  میتعم  یلیفرانسی د  مربعات  روش  استفاده  با  تزیر

  استفاده   با  محدود  المان  حل  جینتا   با  و  آوردند  دست   به  ژهیو  ریمقاد

و همکاران در    گزیرودر .]7[  کردند  سهیمقا  ANSYS  افزارنرم   از

 تک اتصالات یخراب یارهایمع و تنش وتحلیلتجزیه  2011سال 

 فولکرسن، های روشی را بررسی کردند. در این تحقیق چسب لبه

بررسی و   نوفیدیا و  اوجالوو و  تیاسم هارت سنر،یرا و گولاند

  یاصل   یارهایمعشد و    سهیمقا  محدود  المان  روش   از  استفادهبا  

  در   و کوچک زاده  خچیاو  عابدی  .]8[  بررسی گردید  شکست 

  به   همسانگرد   یمخروط  پوسته  دو  کمانش   ی بررس  به  2013  سال

. پرداختند  ساده  یمرز  طیشرا  و   یمحور  فشار  تحت   متصل  هم

  افته ی  میتعم  یلیفرانسید  مربعات  روش  از  استفاده  با  حاکم  معادلات

  شده  استفاده  قیدق   کمانش  یبحران  یبارها  آوردن  به دست   یبرا

  رفتار   مطالعه  به  2013  سال  در  یشکور  و  زاده  کوچک  .]9[است 

  ی بررس  و  هم  به  متصل  چندلایه  یمخروط  پوسته  دو  یارتعاش

  مطالعه   نیا  در.  پرداختند  حالت   یهاشکل  و  یعیطب  یهافرکانس

  ی کل  حالت   عنوانبه  را  وستهیپ  هم  به  یمخروط  هایپوسته

  های ورق  وسته،یپ  هم  به  یمخروط  -ایاستوانه  های پوسته

  ی مخروط  و  ایاستوانه  هایپوسته  متصل،  یمخروط  ای   ایاستوانه

 نظر  در  یحلقو  صفحات  نیهمچن  و  یپلکان  های ضخامت   با  شکل

  از   حاکم  معادلات  آوردن  به دست   با  همطالع  نیا  در.  شد  گرفته

  د یگرد  استفاده   آن  حل   ی برا  افتهی  میتعم  یلیفرانس ید  مربعات  روش

  رات ییتغ  ه مطالعبه    2014و همکاران در سال    کومار  ایجایو  .]10[

  روش   از   استفاده  با  لب بهلب   ت ی کامپوز  اتصال  ی رو  بر  تنش

روش   محدود  المان  روشبا    هاآنپرداختند.    کارلو مونت  و 

اتصالاتکارلو مونت ی  تصادف را    ت یکامپوز  جنس  از  صفحات  ، 

کردند   تصاویر   برهمنگاری  روش  از  استفاده   با  سطوح  .بررسی 

 هاآن.  شد  سه یمقا  محدود  یاجزا  مدلبررسی گردید و با    4تالیجید

چسب  تنش برشی    حداکثر  بر  چسب   ضخامت   و  مدولنشان دادند  

  بر   2017  سال  در  همکاران  و  ی کیخان  ی بخش  .]11[  دارد  ریتأث

  مربعات   روش  به  کنواخت یریغ  یرهایت  کمانش  زیآنال  یرو

  بر   حاکم  معادله  قیتحق  نیا  در.  پرداخت   افتهی  میتعم  یلیفرانسید

 کرنش  انیگراد  یرها یت  یبرا  لتونیهم  اصل   از   استفاده  با   حرکت

  مربعات   روش  از  استفاده  با  و  شده   ارائه  کنواخت یریغ  یرمحلیغ

  حل   بالاتر  مرتبه  لیفرانسید  معادلات  یبرا  افتهی  میتعم  یلیفرانسید

  .]12[  است   آمده  دست به  یبحران  کمانش  یبارها  و  است   شده

  کمانش   یبررس  به  2018  سال  در  همکاران  و  لاری  زاده  طالع

 رییتغ  یتئور  اساس  بر  یتیکامپوز  یااستوانه  پوسته  کی  یمحور

  جهت  دو  در  حاکم  معادلات.  پرداختند  اول  مرتبه   یبرش  شکل

 میتعم  یلیفرانسید  مربعات  روش  از  استفاده  با  یطیمح  و  یطول

 شده  سهیمقا  ABAQUS  محدود  المان  مدل  با  و  شده  حل  افتهی

 کمانش   مطالعه  به  2018  سال  در  همکاران  و  پوده  .]13[  است 

  ی رخطیغ  یبارگذار  انواع  تحت   ک یارتوتروپ  یلیمستط  صفحات

 صفحه  کی  یبرا  حاکم  کمانش  معادلاتها  آن.  پرداختند

 مواد  دهنده  لیتشک  معادلات  از  استفاده  با  را  همسانگرد

  استفاده   افتهی  میتعم  یلیفرانسید   مربعات  روش  به  و  ارتوتروپیک

  و   هالایه   تعداد  ،صفحه  ابعاد  نسبت   ی برا  را  ژه یو  ریمقاد  و  کردند

  بلکاسم   میاد  . ]14[  کردند  یبررس  مختلف  یمرز  طیشرا  نوع  یبرا

  یتی کامپوز  صفحات  در  کمانش  رفتار  یبررس  به  2018  سال  در

  شکل   ر ییتغ  یتئور  کی  از  استفاده  با  شهیش/کربن  یدیبریه  چندلایه

  مختلف  یمرز  طیشرا  تحت   یبحران   کمانش  بار  و  پرداخت   یبرش

  ر یسا  و  اول  مرتبه  هاینظریه  با  حاصل  جی نتا.  کرد  یبررس

  اوغلو   یکاد  .]15[  شد  سهیمقا  مقالات  از   بالاتر  مرتبه  هاینظریه

بی  چس لب بهلب  اتصال یکیمکان رفتار 2019و همکاران در سال 

  ها آنرا بررسی کردند.  نیروی فشاری    تحت صفحات ایزوتروپیک  

 و  لب بهلب   را برای اتصال  مختلف  ضخامت   ی باچسب  اتصالات

کردندک ی استات  شبه  کمانش  طیشرا   رفتار بررسی    یکاد .]16[  ی 

 اتصال  یرو  بر  یفشار  بار  اثرات  2020و همکاران در سال    اوغلو 

  هاآنرا بررسی کردند.  مختلف یپارامترها  با چسب  لبه تک
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و    بار   تحت   لب بهلب اتصالات    یانرژ  جذب  ت ی قابلاستحکام 

  2020ی و همکاران در سال  رمضان  .]17[  را بررسی کردند  کمانش

  استفاده   با  چسب   دو  لبه  تک  اتصالات  یرو  بر  جامع  یتجرب  مطالعه

 یپارامترها  هاآن پرداختند.    تالیجیدبرهمنگاری تصاویر  روش  از

را    چسب   طول  و   ضخامت   نسبت   چسب،  ضخامت   مانند  مختلف

  به   2021  سال  در  همکاران  و  زاده   کوچک  .]18[  بررسی کردند

  ی تیکامپوز  یمخروط  ی هاپوسته  یکل  کمانش  بار  نییتع  یبررس

 ه ینظر  از  استفاده  با  مطالعه  نیا  در.  پرداختند  یمحور  فشار  تحت 

  ل یپتانس  یانرژ  حداقل  اصل  و  اول  مرتبه  یبرش  شکل  رییتغ

  ی لیفرانسید  مربعات  روش  به  و   آمده  دست   به  تعادل  معادلات

 ونهی مارک   .]19[  آیدمی  به دست    کمانش  یبحران  بار  افتهی  میتعم

  تحت   لببهلب   چسب   اتصالات  در  تنش  لیتحلبه    2021در سال  

  در   تنش   عیتوز  یعدد  مطالعه ایشان به  پرداخت.    فشاری  یبارها

  افزارنرم  در  یسازمدلبا    فشاری  کمانش  ط یشرا  تحت   چسب   هیلا

FE ANSYS   نجات بخش و همکاران در سال    .]20[  پرداخت

بر نیروی بحرانی    گاهیتکیهبه بررسی اثر سختی خمشی    2022

ارتوتر در صفحات  فشاری  پرداختند.  وکمانش  به    هاآنپیک  بنا 

  هایی گرافمختلف،  در شرایط مرزی    گاهیتکیهسختی خمشی  

ارتوتروپیک  در صفحات  فشاری  بحرانی  کمانش  محاسبه  برای 

 .]21[ کردندارائه 
برای    حاضر  مقالهدر    بحرانی  کمانش  مقادیر  بررسی  به 

با شرایط  با اتصال چسبی    لب بهلب اتصال    ارتوتروپیکصفحات  

بررسی  .  پرداخته شده است تحت نیروی فشاری  مرزی متفاوت  

متفاوت    و ضخامت    پوشانیهمبا طول    لب بهلب کمانش اتصال  

همچنین    چسب  است.  شده  جنس    صفحاتکمانش  انجام  از 

بررسی گردیده است. مقادیر به  مختلف    هایچینیبا لایه    مختلف

بررسی گردیده    ABAQUS  افزارنرم کمک آنالیز المان محدود در  

 است. 

 

 معادلات حاکم  -2
معادلات   قسمت  این  بر  در  اتصال حاکم  با  مستطیلی  صفحات 

تحلیل کمانش صفحات کامپوزیتی با  شده است.    ارائه   لب بهلب 

برشی مرتبه    شکل  رییتغی  تئورمطابق با فرضیات    اتصال چسبی

است. اول   شده  گرفته  نظر  مستطیلی   در  صفحه  دو  اتصال 

 در   لب بهلب ارتوتروپیک با استفاده از لایه چسب با اتصال 

بین صفحه بالایی    لب بهلب نشان داده شده است. اتصال    1شکل  

به     𝑎2 و  𝑎1و   اتعرض صفح  𝑏. مقدار  باشدمیو صفحه پایینی  

که در    باشدمیصفحات بالایی و پایینی    بدون اتصال  ترتیب طول

چسب    طول مقدار    𝑙این مقاله یکسان در نظر گرفته شده است.  

 طول صفحات متصل به هم هستند. 𝐿اتصال دو صفحه و  

  xبه ترتیب در راستای    𝑤و   𝑢   ،𝑣جابجایی شامل   هایمؤلفه 

 همانند ،تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول در.  باشدمی   zو    y و  

تئوری   کیرشهوف(،    5کلاسیک  هایورقفرضیات   دو)تئوری 

 بعد میانی صفحه بر عمود مستقیم خطوط  -1.  است  فرض معتبر

و  می باقی مستقیم  هم شکل تغییر از  مستقیم خطوط  -2مانند 

نمی تغییر میانی، صفحه بر عمود برشی   تئوری در  .دهندطول 

 بر عمود صفحات کلاسیک، تئوری فرضیات برخلاف اول، مرتبه

از میانی، سطح باقی   عمود میانی سطح بر دیگر شکل تغییر بعد 



 های کرنشمؤلفه تئوری، گرفتن این نظر در با نتیجه در مانندنمی

وجود داشته و    𝛾𝑦𝑧و     𝛾𝑥𝑧و    𝛾𝑥𝑦کرنش برشی    𝜀𝑦و    𝜀𝑥نرمال  

نرمال   کرنش  تئوری  است.   صفر  𝜀𝑧تنها  اساس  مرتبه  برشی  بر 

 .]2[شوندزیر تعریف می صورتبهها  اول، جابجایی
𝑢𝑖 = 𝑢𝑖

0 + 𝑧 𝜙𝑖𝑥    𝑣𝑖 = 𝑣𝑖
0 + 𝑧𝜙𝑖𝑦   𝑤𝑖 = 𝑤𝑖

0               (1) 
𝑖  در رابطه فوق برای صفحه یک  = 𝑖برای صفحه دو  و    1 =

فاصله هر نقطه دلخواه از صفحه میانی صفحه است.    𝑧است.    2

𝜀𝑖𝑥مقادیر  
𝜀𝑖𝑦و   0

𝛾𝑖𝑥𝑦و     0
𝛾𝑖𝑥𝑧و    0

𝛾𝑖𝑦𝑧و    0
مرتبط با میدان   هایکرنش  0

 .]22[ شوندزیر تعریف می صورتبهجابجایی صفحه میانی 

(2 ) 

𝜀𝑖𝑥𝑥
0 =

𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑥
 

𝜀𝑖𝑦𝑦
0 =

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑦
 

𝛾𝑖𝑥𝑦
0 =

𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑥
 

𝛾𝑖𝑥𝑧
0 =

𝜕𝑤𝑖
0

𝜕𝑥
+ 𝜙𝑖𝑥 

𝛾𝑖𝑦𝑧
0 =

𝜕𝑤𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝜙𝑖𝑦 

به ترتیب بیانگر انحناء طولی، عرضی   𝜅𝑖𝑥𝑦  و   𝜅𝑖𝑦و    𝜅𝑖𝑥همچنین  

 .]1[ شوندزیر تعریف می  صورتبهو برشی 

(3 ) 

𝜅𝑖𝑥𝑥 =
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

 

𝜅𝑖𝑦𝑦 =
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦
 

𝜅𝑖𝑥𝑦 =
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
 

با توجه به روابط کرنش انحنا کرنش طولی، عرضی و برشی   

 . ]2[ شوندتعریف می (4)رابطه  صورتبه

(4 ) 

𝜀𝑖𝑥𝑥 = 𝜀𝑖𝑥𝑥
0 + 𝑧𝜅𝑖𝑥𝑥 =

𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑥
+ 𝑧

𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

 

𝜀𝑖𝑦𝑦 = 𝜀𝑖𝑦𝑦
0 + 𝑧𝜅𝑖𝑦𝑦 =

𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝑧

𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦
 

𝛾𝑖𝑥𝑦 = 𝛾𝑖𝑥𝑦
0 + 𝑧𝜅𝑖𝑥𝑦

=
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑥

+ 𝑧 (
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
) 

𝛾𝑖𝑥𝑧 = 𝛾𝑖𝑥𝑧
0 =

𝜕𝑤𝑖
0

𝜕𝑥
+ 𝜙𝑖𝑥 

𝛾𝑖𝑦𝑧 = 𝛾𝑖𝑦𝑧
0 =

𝜕𝑤𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝜙𝑖𝑦 

از  منتجه  تنش حاصل  برشی    هایتنشخمشی و    ممانهای 

  .]23[ شوندتعریف می (5)رابطه  صورتبه عرضی

(5 ) 

𝑀𝑖𝑥𝑥 = ∫ 𝑧𝜎𝑖𝑥𝑥𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 

𝑀𝑖𝑦𝑦 = ∫ 𝑧𝜎𝑖𝑦𝑦𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 

𝑀𝑖𝑥𝑦 = ∫ 𝑧𝜏𝑖𝑥𝑦𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 

ℎ1 =
−𝑡1
2

 

ℎ2 =
−𝑡2
2

 

𝑁𝑖𝑥𝑥 = ∫ 𝜎𝑖𝑥𝑥𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 

𝑁𝑖𝑦𝑦 = ∫ 𝜎𝑖𝑦𝑦𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 

𝑁𝑖𝑥𝑦 = ∫ 𝜏𝑖𝑥𝑦𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 

𝑄𝑖𝑥 = ∫ 𝜏𝑖𝑥𝑧𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 

𝑄𝑖𝑦 = ∫ 𝜏𝑖𝑦𝑧𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 

𝑡1 و 𝑡2   بر . باشدمیبه ترتیب ضخامت صفحات بالایی و پایینی

 (4)و    (5)و روابط    ایصفحهکرنش درون  - اساس روابط تنش

 .]23[ آیدمی به دست  (6)رابطه 

(6 ) 

[
 
 
 
 
 
 
𝑁𝑖𝑥𝑥
𝑁𝑖𝑦𝑦
𝑁𝑖𝑥𝑦
𝑀𝑖𝑥𝑥

𝑀𝑖𝑦𝑦

𝑀𝑖𝑥𝑦]
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
𝐴11
𝑖 𝐴12

𝑖 𝐴16
𝑖 𝐵11

𝑖 𝐵12
𝑖 𝐵16

𝑖

𝐴12
𝑖 𝐴22

𝑖 𝐴26
𝑖 𝐵12

𝑖 𝐵22
𝑖 𝐵26

𝑖

𝐴16
𝑖 𝐴26

𝑖 𝐴66
𝑖 𝐵16

𝑖 𝐵26
𝑖 𝐵66

𝑖

𝐵11
𝑖 𝐵12

𝑖 𝐵16
𝑖 𝐷11

𝑖 𝐷12
𝑖 𝐷16

𝑖

𝐵12
𝑖 𝐵22

𝑖 𝐵26
𝑖 𝐷12

𝑖 𝐷22
𝑖 𝐷26

𝑖

𝐵16
𝑖 𝐵26

𝑖 𝐵66
𝑖 𝐷16

𝑖 𝐷26
𝑖 𝐷66

𝑖 ]
 
 
 
 
 
 

.

[
 
 
 
 
 
 
𝜀𝑖𝑥𝑥
0

𝜀𝑖𝑦𝑦
0

𝛾𝑖𝑥𝑦
0

𝜅𝑖𝑥𝑥
𝜅𝑖𝑦𝑦
𝜅𝑖𝑥𝑦]

 
 
 
 
 
 

 

[
𝑄𝑖𝑥
𝑄𝑖𝑦

] = [
𝐴44
𝑖 𝐴45

𝑖

𝐴45
𝑖 𝐴55

𝑖
] [
𝛾𝑖𝑥𝑧
𝛾𝑖𝑦𝑧

] 

𝐴𝑗𝑘که در این روابط مقادیر  
𝑖    و𝐵𝑗𝑘

𝑖    و𝐷𝑗𝑘
𝑖  ( 7)روابط    صورتبه  

 .]23[ شودمیتعریف 

(7 ) 

𝐴𝑗𝑘
𝑖 = ∑ ∫ �̅�𝑗𝑘

𝑖𝑚
𝑧𝑚

𝑧𝑚−1

𝑑𝑧

𝑛𝑖

𝑚=1

      𝑗, 𝑘 = 1,2,6 

𝐵𝑗𝑘
𝑖 = ∑ ∫ 𝑧. �̅�𝑗𝑘

𝑖𝑚
𝑧𝑚

𝑧𝑚−1

𝑑𝑧

𝑛𝑖

𝑚=1

      𝑗, 𝑘 = 1,2,6 

𝐷𝑗𝑘
𝑖 = ∑ ∫ 𝑧2. �̅�𝑗𝑘

𝑖𝑚
𝑧𝑚

𝑧𝑚−1

𝑑𝑧

𝑛𝑖

𝑚=1

      𝑗, 𝑘 = 1,2,6 

𝐴𝑗𝑘
𝑖 = ∑ ∫ 𝐾𝑠 . �̅�𝑗𝑘

𝑖𝑚
𝑧𝑚

𝑧𝑚−1

𝑑𝑧

𝑛𝑖

𝑚=1

      𝑗, 𝑘 = 4,5    𝐾𝑠

=
5

6
 

 



 

 
 مستطیلی با اتصال چسبی صفحه  دو اتصال در یمرز  طیشرا – 2شکل 

 

شده از صفحه   گیریاندازهنشان دهنده فواصل    𝑧𝑚−1و    𝑧𝑚که  

 باشدمی ام    mتا سطوح پایین و بالای لایه    چندلایهمیانی صفحه  

�̅�𝑗𝑘مقدار  و  
𝑖𝑚     نیز ضرایب ماتریس سختی لایهm    که    باشدمی ام

𝑖  برای صفحه یک   = 𝑖برای صفحه دو  و    1 = . بر اساس  است   2

تئوری   اول  برشی  فرضیات  در    هایکرنشمرتبه  عرضی  برشی 

برشی    هایتنش، بنابراین  شوندمیضخامت صفحات ثابت فرض  

تنش   تعادل،  معادلات  اساس  بر  بود.  خواهند  ثابت  نیز  عرضی 

سهموی است. این اختلاف بین    صفحهبرشی عرضی در ضخامت  

مرتبه اول،    برشی  حالت تنش واقعی و حالت تنش ثابت تئوری

تصحیح   توسط ضریب  انرژی،  روابط  در  عرضی  برشی  نیروی 

توزیع تنش برشی واقعی برای مقطع شود.  تصحیح می   𝐾𝑠برشی 

  و تنش برشی عرضی در تئوری  h و ارتفاع b مستطیلی با عرض

 .]23[  زیر است  صورتبهمرتبه اول  برشی

(8 ) 
𝜎𝑥𝑧
𝑐 =

3𝑄0
2𝑏ℎ

[1 − (
2𝑧

ℎ
)
2

]               
−ℎ

2
≤ 𝑧 ≤

ℎ

2
 

𝜎𝑥𝑧
𝑓
=
𝑄0
𝑏ℎ

 

آن   𝜎𝑥𝑧  و  بار عرضی  𝑄0که در 
𝑓   تئوری   تنش برشی عرضی در 

𝜎𝑥𝑧مرتبه اول و    برشی
𝑐    انرژی برشی واقعی است.  توزیع تنش 

از   ناشی  در دو حالت    هایتنش کرنش  رابطه   صورتبهعرضی 

 .]23[ باشدمی (9)

(9 ) 
𝑈𝑠
𝑐 =

1

2𝐺13
∫ (𝜎𝑥𝑧

𝑐 )2

𝐴

𝑑𝐴 =
3𝑄0

2

5𝐺13𝑏ℎ
 

𝑈𝑠
𝑓
=

1

2𝐺13
∫ (𝜎𝑥𝑧

𝑓
)
2

𝐴

𝑑𝐴 =
𝑄0

2

2𝐺13𝑏ℎ
 

𝐾𝑠    ضریب تصحیح برشی از نسبت𝑈𝑠
𝑓    به𝑈𝑠

𝑐  آیدمی  به دست 

بستگی دارد   صفحاتبه طور کلی به هندسه و خواص مواد  که  

برابر   یکسان  مکانیکی  با خواص  مستطیلی  مقطع  برای  5که 
6⁄ 

 باشد. می

(10) 𝐾𝑠 =
𝑈𝑠
𝑓

𝑈𝑠
𝑐
=

𝑄0
2

2𝐺13𝑏ℎ

3𝑄0
2

5𝐺13𝑏ℎ

=
5

6
 

با توجه به شرایط لایه چینی و خصوصیات مواد به کار رفته   

 �̅�𝑗𝑘.  آیدمی  به دست [D] و[B]،[A]در صفحات مقادیر ماتریس  

 شوند: تعریف می  (11)روابط   صورتبهتی فضرایب ماتریس س

(11 ) 

�̅�11 = 𝑄11𝑚
4 + 𝑄22𝑛

4 + 2(𝑄12 + 2𝑄66)𝑚
2𝑛2 

�̅�12 = (𝑄11 + 𝑄22 − 4𝑄66)𝑚
2𝑛2 + 𝑄12(𝑚

4 + 𝑛2) 
�̅�22 = (𝑄11𝑛

4 + 𝑄22𝑚
4 + 2(𝑄12 + 2𝑄66)𝑚

2𝑛2 

�̅�16 = (𝑄11 − 𝑄12 − 2𝑄66)𝑚
3𝑛 − (𝑄22 − 𝑄12

− 2𝑄66)𝑚𝑛
3 

�̅�26 = (𝑄11 − 𝑄12 − 2𝑄66)𝑚𝑛
3 − (𝑄22 − 𝑄12

− 2𝑄66)𝑚
3𝑛 

�̅�66 = (𝑄11 + 𝑄22 − 2𝑄12 − 2𝑄66)𝑚
2𝑛2

+ 𝑄66(𝑚
4 + 𝑛4) 

�̅�44 = 𝑄44𝑚
2 + 𝑄55𝑛

2   , �̅�55 = 𝑄44𝑛
2 + 𝑄55𝑚

2 

�̅�45 = −𝑄44𝑚𝑛 + 𝑄55𝑚𝑛   , �̅�54
= 𝑄44𝑚𝑛 − 𝑄55𝑚𝑛 

𝑄11 =
𝐸𝑥

1 − 𝜈𝑥𝜈𝑦
 , 𝑄22 =

𝐸𝑦

1 − 𝜈𝑥𝜈𝑦
 , 𝑄12

=
𝜈𝑦𝐸𝑥

1 − 𝜈𝑥𝜈𝑦
 

𝑄44 = 𝐺23, 𝑄55 = 𝐺66 = 𝐸𝑠, 𝑚 = 𝑐𝑜𝑠(𝜃) , 𝑛
= 𝑠𝑖𝑛 (𝜃) 

مدول   𝐸𝑥های کامپوزیت،  دهنده زاویه لایهنشان  θدر این رابطه  

لایه،   لایه،    𝐸𝑦طولی  عرضی  لایه،    𝐸𝑠مدول  برشی   𝜈𝑥مدول 

و   لایه  طولی  پواسون  لایه   𝜈𝑦ضریب  عرضی  پواسون  ضریب 

اتصال دو صفحه مستطیلی در شکل    2است. شرایط مرزی در 

 آورده شده است. 

ضخامت صفحه بالایی    𝑡1ضخامت چسب و    𝑡𝑎در این شکل   



 دو  اتصال  یمرز  طیشرا  و  باشدمیضخامت صفحه پایینی    𝑡2و  

  طول   یانتها  و  ابتدا  در  نیهمچن  و  سازه  یانتها  و  ابتدا  در   صفحه

  ط یشرا  با  سازه  یانتها  و  ابتدا  . است   شده  داده  نشان  یهمپوشان

  ی مرز  طی شرا  یهمپوشان  طول  ی انتها  و  ابتدا  در  و  مختلف  یمرز

  ناحیه   چهار  به  سازه  ،اتصال  نوع  به  توجه  با  نیهمچن.  باشدمی   آزاد

مستطیلی  دهنده  نشان  4  و  1  ناحیه.  است   شده  میتقس  صفحه 

 صفحه مستطیلی  دو  دهنده  نشان  3  و  2  ناحیه  و  بوده  یتیکامپوز

 2  اتصال   نقاط.  اندشده  متصل  یچسب   اتصال  با  گریکدی  با که  بوده

برای ناحیه اتصال   .است   برقرار  صفحات  نیب  یوستگیپ  طی شرا  5و  

ی برشی مرتبه  تئور چسب فرضیات این مسئله بر مبنای فرضیات  

کلاسیک، در این مسئله به   هایورقاول همانند فرضیات تئوری  

گرفته   نظر  در  زیر  کوچک    هاشکلتغییر    -1.  شودمیشرح 

  - 2  باشندمیو همه مواد تشکیل دهنده الاستیک خطی    باشدمی

،  باشدمیدر ناحیه اتصال چسب، مدول نرمال عرضی بسیار پایین  

به طوری که تغییر شکل نرمال عرضی صفحات به هم چسبیده 

است   ناچیز  چسب،  با  مقابل  در  تنش   -3شده،  حالت  چسب 

تنش     باشدمی  ایصفحه مقادیر  𝜎𝑎𝑥و  = 𝜎𝑎𝑦 = 𝜏𝑎𝑥𝑦 = 0 

  های تنش  -4  شودمیبرای چسب استفاده    𝑎. زیر نویس  باشدمی

چسب    6جداکننده لایه  در  ضخامت  امتداد  در  برشی  تنش  و 

صفحات    ی درحرارت  هایتنشاز   -5یکنواخت فرض شده است  

و   گردیده  نظر  صرفه  م  یرییتغکامپوزیتی  رخ    زانیدر  رطوبت 

 .  دهدنمی

برای هر قسمت    تعادل  معادلات .  آیدمی  به دست معادلات 

جابجایی در ادامه ارائه شده است و با    برحسب تعادل بیان شده  

تنش وجود دارد. مطابق    مؤلفهتنها سه    4و    3  توجه به فرضیات

هوک   تنشبعدیسهقانون  روابط  و  -،  کرنش   هایمؤلفهکرنش 

 .]2[ آیدمی به دست  (12) مربوط به چسب از روابط

(12 ) 
𝜎𝑎𝑧 = 𝐸𝑎 . 𝜀𝑎𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑡) 
𝜏𝑎𝑦𝑧 = 𝐺𝑎 . 𝛾𝑎𝑦𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑡) 

𝜏𝑎𝑥𝑧 = 𝐺𝑎 . 𝛾𝑎𝑥𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑡) 
𝐸𝑎   مدول یانگ چسب و𝐺𝑎    .همچنین  مدول برشی چسب است

روابط  روابط کرنش مطابق  آورده شده    (13)  جابجایی،  زیر  در 

به فرضیات    که  است  توجه  اولبا  مرتبه  برشی  تنها سه    تئوری 

 در آن وجود دارد. مؤلفه

(13 ) 

𝜀𝑎𝑧 =
𝜕𝑤𝑎
𝜕𝑧

 

𝛾𝑎𝑥𝑧 =
𝜕𝑢𝑎
𝜕𝑧

+
𝜕𝑤𝑎
𝜕𝑥

 

𝛾𝑎𝑦𝑧 =
𝜕𝑣𝑎
𝜕𝑧

+
𝜕𝑤𝑎
𝜕𝑦

 

نیروهای   و  تنش  تانسور  تقارن  فرض  و  تعادل  معادلات  مطابق 

 زیر داریم: صورتبهحجمی صفر، 

(14 ) 
𝜏𝑎𝑥𝑦 = 𝜏𝑎𝑦𝑥 
𝜏𝑎𝑥𝑧 = 𝜏𝑎𝑧𝑥 
𝜏𝑎𝑦𝑧 = 𝜏𝑎𝑧𝑦 

و جایگذاری با   𝑧نسبت به    (13)  در رابطه  𝜀𝑎𝑧  گیریانتگرالبا  

𝜎𝑎𝑧    آیدمی  به دست  (15)رابطه    صورتبهروابط (  12)در رابطه. 

(15 ) 

𝜀𝑎𝑧 =
𝜕𝑤𝑎
𝜕𝑧

    →   𝜕𝑤𝑎 = 𝜀𝑎𝑧. 𝜕𝑧  

𝜎𝑎𝑧 = 𝐸𝑎 . 𝜀𝑎𝑧  →  𝜀𝑎𝑧 =
𝜎𝑎𝑧
𝐸𝑎

 

𝑤𝑎 =
𝑧. 𝜎𝑎𝑧
𝐸𝑎

+ 𝑤𝑎0 

جابجایی    𝑤𝑎0مدول یانک چسب و    𝐸𝑎که این رابطه که در آن  

𝑧چسب در   =   گیری انتگرالبا    𝑣𝑎و    𝑢𝑎  های جابجاییاست.    0

  ضخامت  جهت   در.  آیدمی  به دست (  4( مشابه رابطه )2رابطه ) از

 فرض  کنواخت ی  یبرش  و  یسطح  هایتنش   چسب   هیلا  در

  هیناح   در  یعمود  کرنش  و  یبرش  هایکرنش  جه،ینت  در.  شودمی

با داشتن شرط پیوستگی در  .  گرددمی  انیب  ر یز  صورتبه  چسب 

𝑧به ترتیب بین صفحات اتصال و چسب در    yو    xجهت   = 0 

𝑧و  = 𝑡𝑎  آیدمی به دست  (16)روابط. 

(16 ) 

𝛾𝑎𝑥𝑧 =
𝑢2
0 − 𝑢3

0 − ℎ1. 𝜙2𝑥 − ℎ2. 𝜙3𝑥
𝑡𝑎

    

𝛾𝑎𝑦𝑧 =
𝑣2
0 − 𝑣3

0 − ℎ1. 𝜙2𝑦 − ℎ2. 𝜙3𝑦

𝑡𝑎
    

𝜀𝑎𝑧 =
1

𝑡𝑎
(𝑤2 − 𝑤3) 

𝑢1
𝑣1و    0

جابجایی در صفحه وسط صفحه بالایی    هایمؤلفه   𝑤1و    0

چرخشی در صفحه بالایی است.    هایمؤلفه  𝜙1𝑦و    𝜙1𝑥.  باشدمی

𝑢2
𝑣2و    0

جابجایی در صفحه وسط صفحه پایینی    هایمؤلفه  𝑤2و    0

  چرخشی در صفحه پایینی است.  هایمؤلفه   𝜙2𝑦و    𝜙2𝑥.  باشدمی

تعادل   از اصل همیلتون  صفحات مستطیلیمعادلات   7با استفاده 

 . ]23[تعریف شده است  (17رابطه ) صورتبه



 

(17 ) ∫ (𝛿𝑈 + 𝛿𝑉)𝑑𝑡
𝑇

0

= 0 

کار مجازی انجام شده    𝛿𝑉انرژی کرنش مجازی،    𝛿𝑈که در آن  

 .باشدمیتوسط نیروهای اعمال شده 

(18 ) ∫ (𝛿(𝑈1 + 𝑈2 + 𝑈3 + 𝑈4) + 𝛿(𝑉1 + 𝑉2))𝑑𝑡
𝑇

0

= 0 
𝑖 که = 𝑖برای صفحه بالایی و  1 = 𝑖برای صفحه پایینی و  2 =

3,4, 𝑎    مقادیرباشدمیبرای ناحیه چسب .  𝑈1  ،  𝑈2  ،  𝑈3    و 𝑈4 به

صفحه بالایی، صفحه پایینی،    دهنده انرژی کرنشی   ترتیب نشان

.  انرژی کرنشی برشی چسب و انرژی کرنشی نرمال چسب است 

صفحه بالایی،   کار مجازی  دهنده  نشان  ب یترت  به  𝑉1    ،𝑉2مقادیر  

  ( 19رابطه )  صورتبهروابط انرژی کرنشی  است.    صفحه پایینی

 .دشونیم فیتعر

𝛿𝑈𝑖 = ∫ {∫ (𝜎𝑖𝑗𝑘𝛿𝜀𝑖𝑗𝑘)

ℎ
2

−ℎ
2

𝑑𝑧} 𝑑𝑥𝑑𝑦                𝑗, 𝑘
𝐴𝑖

= 𝑥, 𝑦, 𝑧  

(19 ) 

𝛿𝑈𝑖 = ∫ {∫ [𝜎𝑖𝑥𝑥(𝛿𝜀𝑖𝑥𝑥
0 + 𝑧𝛿𝜅𝑖𝑥𝑥)

ℎ
2

−ℎ
2

𝐴𝑖

+ 𝜎𝑖𝑦𝑦(𝛿𝜀𝑖𝑦𝑦
0 + 𝑧𝛿𝜅𝑖𝑦𝑦)

+ 𝜎𝑖𝑥𝑦(𝛿𝜀𝑖𝑥𝑦
0 + 𝑧𝛿𝜅𝑖𝑥𝑦)

+ 𝜎𝑖𝑥𝑧𝛿𝛾𝑖𝑥𝑧

+ 𝜎𝑖𝑦𝑧𝛿𝛾𝑖𝑦𝑧] 𝑑𝑧} 𝑑𝑥𝑑𝑦    𝑖

= 1,2 
𝛿𝑈𝑖

= ∫ (𝑁𝑖𝑥𝑥𝛿𝜀𝑖𝑥𝑥
0 +𝑀𝑖𝑥𝑥𝛿𝜅𝑖𝑥𝑥 + 𝑁𝑖𝑦𝑦𝛿𝜀𝑖𝑦𝑦

0

𝐴𝑖

+𝑀𝑖𝑦𝑦𝛿𝜅𝑖𝑦𝑦 +𝑁𝑖𝑥𝑦𝛿𝛾𝑖𝑥𝑦
0 +𝑀𝑖𝑥𝑦𝛿𝜅𝑖𝑥𝑦

+ 𝑄𝑖𝑥𝛿𝛾𝑖𝑥𝑧 + 𝑄𝑖𝑦𝛿𝛾𝑖𝑦𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦                        𝑖

= 1,2 

𝑈3 =
𝑡𝑎𝐺𝑎
2

∫ (𝛾𝑎𝑥𝑧
2 + 𝛾𝑎𝑦𝑧

2 )
𝐴𝑖

𝑑𝑥𝑑𝑦 

𝑈4 =
𝐸𝑎
2𝑡𝑎

∫ (𝑤2 − 𝑤3)
2

𝐴𝑖

𝑑𝑥𝑑𝑦 

𝑖مقدار    𝐴𝑖که برای   = 𝑖برای صفحه بالایی و    1 = برای صفحه   2

𝑖و    پایینی = و    3 چسب  برشی  کرنشی  𝑖انرژی  = انرژی   4

نرمال چسب  رابطه    صورتبهاست. روابط کار مجازی    کرنشی 

 شوند.تعریف می (20)

(20) 

𝛿𝑉𝑖

= ∫ ∫ [�̂�𝑛𝑛𝑖(𝛿𝑢𝑛𝑖 + 𝑧𝛿𝜙𝑛𝑖)

ℎ
2

−ℎ
2

𝐴𝑖

+ �̂�𝑛𝑠𝑖(𝛿𝑢𝑠𝑖 + 𝑧𝛿𝜙𝑠𝑖) + �̂�𝑛𝑧𝑖𝛿𝑤0𝑖] 𝑑𝑧𝑑𝑠

− ∫ (𝑞𝑏𝑖 + 𝑞𝑡𝑖 − 𝑘𝑤0𝑖)𝛿𝑤0𝑖𝑑𝑥𝑑𝑦
𝛺𝑖

                 𝑖

= 1,2 

𝛿𝑉𝑖 = ∫ (�̂�𝑛𝑛𝑖𝛿𝑢𝑛𝑖 + �̂�𝑛𝑠𝑖𝛿𝑢𝑠𝑖 + �̂�𝑛𝑛𝑖𝛿𝜙𝑛𝑖
𝐴𝑖

+ �̂�𝑛𝑠𝑖𝛿𝜙𝑠𝑖 + �̂�𝑛𝑖𝛿𝑤0𝑖)𝑑𝑠

+ ∫ (𝑘𝑤0𝑖𝛿𝑤0𝑖
𝛺𝑖

− 𝑞𝑖𝛿𝑤0𝑖)𝑑𝑥𝑑𝑦                      𝑖
= 1,2 

. روابط انرژی  است نشان دهنده صفحه میانی در صفحات  𝛺𝑖که 

با جایگزین کردن انرژی    شوند.زیر تعریف می   صورتبهجنبشی  

برای  حاکم  معادله  به  همیلتون  اصل  در  مجازی  کار  کرنشی، 

 صفحات خواهیم رسید. 

(21 ) 

∫ [𝑁𝑖𝑥𝑥𝛿𝜀𝑖𝑥𝑥
0 +𝑀𝑖𝑥𝑥𝛿𝜅𝑖𝑥𝑥 +𝑁𝑖𝑦𝑦𝛿𝜀𝑖𝑦𝑦

0

𝛺

+𝑀𝑖𝑦𝑦𝛿𝜅𝑖𝑦𝑦 + 𝑁𝑖𝑥𝑦𝛿𝛾𝑖𝑥𝑦
0

+𝑀𝑖𝑥𝑦𝛿𝜅𝑖𝑥𝑦 + 𝑄𝑖𝑥𝛿𝛾𝑖𝑥𝑧

+ 𝑄𝑖𝑦𝛿𝛾𝑖𝑦𝑧 +
𝑡𝑎𝐺𝑎

2
𝛾𝑎𝑥𝑧
2

+
𝑡𝑎𝐺𝑎

2
𝛾𝑎𝑦𝑧
2 +

𝐸𝑎

2𝑡𝑎
𝑤2
2

+
𝐸𝑎

2𝑡𝑎
𝑤3
2 + �̂�𝑛𝑛𝑖𝛿𝑢𝑛𝑖] 𝑑𝑥𝑑𝑦

= 0 
  بازنویسیزیر    صورتبهدر رابطه فوق را    (4)  با جایگذاری رابطه

 . شودمی

(22 ) 

∫ [𝑁𝑖𝑥𝑥𝛿
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝑀𝑖𝑥𝑥𝛿

𝜕𝜙𝑖𝑥

𝜕𝑥
+ 𝑁𝑖𝑦𝑦𝛿

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑦𝛺

+𝑀𝑖𝑦𝑦𝛿
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑁𝑖𝑥𝑦𝛿

𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑦

+ 𝑁𝑖𝑥𝑦𝛿
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝑀𝑖𝑥𝑦𝛿

𝜕𝜙𝑖𝑥

𝜕𝑦

+ 𝑀𝑖𝑥𝑦𝛿
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
+ 𝑄𝑖𝑥𝛿

𝜕𝑤𝑖
0

𝜕𝑥

+ 𝑄𝑖𝑥𝜙𝑖𝑥 + 𝑄𝑖𝑦
𝜕𝑤𝑖

0

𝜕𝑦

+ 𝑄𝑖𝑦𝜙𝑖𝑦 +
𝑡𝑎𝐺𝑎

2
𝛾𝑎𝑥𝑧
2

+
𝑡𝑎𝐺𝑎

2
𝛾𝑎𝑦𝑧
2 +

𝐸𝑎

2𝑡𝑎
𝑤2
2

+
𝐸𝑎

2𝑡𝑎
𝑤3
2 + �̂�𝑛𝑛𝑖𝛿𝑢𝑛𝑖] 𝑑𝑥𝑑𝑦

= 0 



 در اصل همیلتون داریم:  معادلاتبا جایگذاری 

(23 ) 

∫ ∫ [−(
𝜕𝑁𝑖𝑥𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑁𝑖𝑥𝑦

𝜕𝑦𝛺

𝑇

0

+
𝐺𝑎

𝑡𝑎
(𝑢2 − 𝑢3 − ℎ1. 𝜙2𝑥

− ℎ2. 𝜙3𝑥) + �̂�𝑥𝑥𝑖)𝛿𝑢0

− (
𝜕𝑁𝑖𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑁𝑖𝑦𝑦

𝜕𝑦

+
𝐺𝑎

𝑡𝑎
(𝑣2 − 𝑣3 − ℎ1. 𝜙2𝑦

− ℎ2. 𝜙3𝑦)) 𝛿𝑣0

− (
𝜕𝑀𝑖𝑥𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝑖𝑥𝑦

𝜕𝑦
− 𝑄𝑖𝑥

+
𝐺𝑎ℎ1,2

2𝑡𝑎
(𝑣2 − 𝑣3 − ℎ1. 𝜙2𝑦

− ℎ2. 𝜙3𝑦)) 𝛿𝜙𝑥

− (
𝜕𝑀𝑖𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝑖𝑦𝑦

𝜕𝑦
− 𝑄𝑖𝑦

+
𝐺𝑎ℎ1,2

2𝑡𝑎
(𝑣2 − 𝑣3 − ℎ1. 𝜙2𝑦

− ℎ2. 𝜙3𝑦)) 𝛿𝜙𝑦

− (
𝜕𝑄𝑖𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑄𝑖𝑦

𝜕𝑦
−
𝐸𝑎

2𝑡𝑎
𝑤2
2

−
𝐸𝑎

2𝑡𝑎
𝑤3
2) 𝛿𝑤0] 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0 

 :رسیممی (24)به معادلات ( 23)از رابطه 

 الف( -24)
𝜕𝑁𝑖𝑥𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑁𝑖𝑥𝑦

𝜕𝑦
+
𝐺𝑎
𝑡𝑎
(𝑢2 − 𝑢3 − ℎ1. 𝜙2𝑥

− ℎ2. 𝜙3𝑥) − �̂�𝑥𝑥𝑖 = 0 

 ب( -24)
𝜕𝑁𝑖𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑁𝑖𝑦𝑦

𝜕𝑦
+
𝐺𝑎
𝑡𝑎
(𝑣2 − 𝑣3 − ℎ1. 𝜙2𝑦

− ℎ2. 𝜙3𝑦) = 0 

 ج( -24)
𝜕𝑄𝑖𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑄𝑖𝑦

𝜕𝑦
−
𝐸𝑎
2𝑡𝑎

𝑤2
2 −

𝐸𝑎
2𝑡𝑎

𝑤3
2 = 0 

 د( -24)

𝜕𝑀𝑖𝑥𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝑖𝑥𝑦

𝜕𝑦
− 𝑄𝑖𝑥 +

𝐺𝑎ℎ1,2
2𝑡𝑎

(𝑣2 − 𝑣3

− ℎ1. 𝜙2𝑦 − ℎ2. 𝜙3𝑦)

= 0 

 ه( -24)

𝜕𝑀𝑖𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝑖𝑦𝑦

𝜕𝑦
− 𝑄𝑖𝑦 +

𝐺𝑎ℎ1,2
2𝑡𝑎

(𝑣2 − 𝑣3

− ℎ1. 𝜙2𝑦 − ℎ2. 𝜙3𝑦)

= 0 

خواهیم    (24)  در رابطه  (6)  و  (3)  و  ( 2)حال با جایگذاری رابطه  

 داشت: 

(25 -

 لف(ا

𝐴11
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
) + 𝐴12

𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑦
)

+ 𝐴16
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑥
)

+ 𝐵11
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

) 

+𝐵12
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦
) + 𝐵16

𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
)

+ 𝐴16
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
) 

+𝐴26
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑦
) + 𝐴66

𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑥
)

+ 𝐵16
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

) 

+𝐵26
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦
) + 𝐵66

𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
)

+
𝐺𝑎
𝑡𝑎
(𝑢2 − 𝑢3 − ℎ1. 𝜙2𝑥

− ℎ2. 𝜙3𝑥) − �̂�𝑥𝑥𝑖 = 0 

(25 -

 (ب

𝐴16
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
) + 𝐴26

𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑦
)

+ 𝐴66
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑥
)

+ 𝐵16
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

)

+ 𝐵26
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦
)

+ 𝐵66
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
)

+ 𝐴12
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
) 

+𝐴22
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑦
) + 𝐴26

𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑥
) 

+𝐵12
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

) + 𝐵22
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦
) 

+𝐵26
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
) +

𝐺𝑎
𝑡𝑎
(𝑣2 − 𝑣3 − ℎ1. 𝜙2𝑦

− ℎ2. 𝜙3𝑦) = 0 

(25 -

 (ج

𝐾𝑠𝐴44
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑤𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝜙𝑖𝑥) + 𝐾𝑠𝐴45

𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑤𝑖

0

𝜕𝑦
+ 𝜙𝑖𝑦) 

+𝐾𝑠𝐴45
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑤𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝜙𝑖𝑥)

+ 𝐾𝑠𝐴55
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑤𝑖

0

𝜕𝑦
+ 𝜙𝑖𝑦)

−
𝐸𝑎
2𝑡𝑎

𝑤2
2 −

𝐸𝑎
2𝑡𝑎

𝑤3
2 = 0 

(25 -

 (د
𝐵11
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
) + 𝐵12

𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑦
) 



 

+𝐵16
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑥
) + 𝐷11

𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

)

+ 𝐷12
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦
) 

+𝐷16
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
) + 𝐵16

𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
) 

+𝐵26
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑦
) + 𝐵66

𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑥
) 

+𝐷16
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

) + 𝐷26
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦
) 

+𝐷66
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
) − 𝐾𝑠𝐴44

𝑖 (
𝜕𝑤𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝜙𝑖𝑥)

− 𝐾𝑠𝐴45
𝑖 (

𝜕𝑤𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝜙𝑖𝑦) 

+
𝐺𝑎ℎ1,2
2𝑡𝑎

(𝑣2 − 𝑣3 − ℎ1. 𝜙2𝑦 − ℎ2. 𝜙3𝑦) = 0 

(25 -

 ( ه

𝐵16
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
) + 𝐵26

𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑦
)

+ 𝐵66
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑥
) 

+𝐷16
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

) + 𝐷26
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦
)

+ 𝐷66
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
)

+ 𝐵12
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
) 

+𝐵22
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑦
) + 𝐵26

𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑥
)

+ 𝐷12
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

)

+ 𝐷22
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦
) 

+𝐷26
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
) − 𝐾𝑠𝐴45

𝑖 (
𝜕𝑤𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝜙𝑖𝑥)

− 𝐾𝑠𝐴55
𝑖 (

𝜕𝑤𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝜙𝑖𝑦) 

+
𝐺𝑎ℎ1,2
2𝑡𝑎

(𝑣2 − 𝑣3 − ℎ1. 𝜙2𝑦 − ℎ2. 𝜙3𝑦) = 0 

ساده در نظر   گاهتکیه  صورتبهی در دو لبه عرضی  شرایط مرز

ات در دو انتها در  صفح  هایلبه  گرفته شده است. شرایط مرزی

  ، شرط مرزی گیردار    Sشرط مرزی ساده( برای  6( و )1ناحیه )

C  شرط مرزی آزاد    وF  .صورت بهاین شرایط    بررسی شده است  

 گردد.میتعریف زیر 

(26 ) 
𝑆𝑖𝑚𝑝𝑙𝑦: 𝑤 = 𝜙𝑦 = 𝑀𝑥 = 0 
𝐶𝑙𝑎𝑚𝑝: 𝑢 = 𝑣 = 𝑤 = 𝜙𝑥 = 0 
𝐹𝑟𝑒𝑒: 𝑁𝑥 = 𝑁𝑥𝑦 = 𝑀𝑥 = 𝑀𝑥𝑦 = 𝑄𝑥 = 0 

شرایط    صورتبه(  4( و )3شرایط مرزی در ناحیه چسب، ناحیه )

  صورت بهآزاد در نظر گرفته شده است. این شرایط    هایلبهمرزی  

 . شودمیزیر تعریف 

(27 ) 

𝑁𝑖𝑥 = 𝐴11
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝐴12

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐴16

𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐴16

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑥

+ 𝐵11
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

+ 𝐵12
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦

+ 𝐵16
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+ 𝐵16
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
 

𝑁𝑖𝑦 = 𝐴12
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝐴22

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐴26

𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐴26

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑥

+ 𝐵12
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

+ 𝐵22
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦

+ 𝐵26
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+ 𝐵26
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
 

𝑁𝑖𝑥𝑦 = 𝐴16
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝐴26

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐴66

𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐴66

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑥

+ 𝐵16
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

+ 𝐵26
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦

+ 𝐵66
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+ 𝐵66
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
 

𝑀𝑖𝑥 = 𝐵11
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝐵12

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐵16

𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐵16

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑥

+ 𝐷11
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

+ 𝐷12
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦

+ 𝐷16
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+ 𝐷16
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
 

𝑀𝑖𝑦 = 𝐵12
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝐵22

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐵26

𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐵26

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑥

+ 𝐷12
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

+ 𝐷22
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦

+ 𝐷26
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+ 𝐷26
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
 

𝑀𝑖𝑥𝑦 = 𝐵16
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝐵26

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐵66

𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐵66

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑥

+ 𝐷16
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

+ 𝐷26
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦

+ 𝐷66
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+ 𝐷66
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
 

𝑄𝑖𝑥 = 𝐴44
𝜕𝑤𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝐴44𝜙𝑖𝑥 + 𝐴45

𝜕𝑤𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐴45𝜙𝑖𝑦 

𝑄𝑖𝑦 = 𝐴45
𝜕𝑤𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝐴45𝜙𝑖𝑥 + 𝐴55

𝜕𝑤𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐴55𝜙𝑖𝑦 

،  جاییجابه( شرایط سازگاری شامل  پیوستگی  5( و )2در ناحیه )

زیر بررسی    صورتبهپیوستگی شیب و پیوستگی گشتاور خمشی  

 . گرددمی
𝑢𝑖 = 𝑢𝑗 

𝑣𝑖 = 𝑣𝑗 

𝑤𝑖 = 𝑤𝑗 
𝜙𝑥𝑖 = 𝜙𝑥𝑗 

𝜙𝑦𝑖 = 𝜙𝑦𝑗 



𝑄𝑦𝑖 = 𝑄𝑦𝑗 
𝑁𝑥𝑖 = 𝑁𝑥𝑗 

𝑁𝑦𝑖 = 𝑁𝑦𝑗 

𝑁𝑥𝑦𝑖 = 𝑁𝑥𝑦𝑗 
𝑀𝑥𝑖 = 𝑀𝑥𝑗 

𝑀𝑦𝑖 = 𝑀𝑦𝑗 

𝑀𝑥𝑦𝑖 = 𝑀𝑥𝑦𝑗 
 به ترتیب مربوط به ناحیه پیوستگی است.  𝑗و  𝑖 که اندیس
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 یافته:
مبتنی بر تقریب یک مشتق    افتهی   میتعم  یلیفرانسید  مربعاتروش  

از یک تابع در یک نقطه مشخص با مجموع وزنی و مقادیر تابع  

در هر نقطه مجموعه در محدوده حل مسئله است. مشتق یک تابع  

از    داروزنترکیب خطی    صورتبه  توانمینسبت به یک متغیر را  

، تقریب زد.  اندشدهمقادیر تابع که در تعداد نقاط دامنه محاسبه  

(  29رابطه )  8یکتا بر نقاط لاگرانژی  ای جملهبرای انطباق یک چند  

 .]25[ارائه گردیده است 

(29 ) 
𝑓𝑥(𝑥𝑖) =∑𝑎𝑖𝑗𝑓(𝑥𝑖)

𝑁

𝑖=1

        𝑖 = 1,2, …𝑁   

𝑑𝑟𝑓

𝑑𝑥𝑟
|
𝑥=𝑥𝑖

=∑𝐴𝑖𝑗
(𝑟)
𝑓(𝑥𝑖)

𝑁

𝑗=1

         

ماتریس   𝐴𝑖𝑗همچنین  .  است   xتعداد نقاط شبکه در جهت    Nکه  

که   است  وزنی  )  صورتبهضرایب  تعریف 30رابطه   )

 .]25[شودمی

𝐴𝑖𝑗
(1)

=

{
 
 
 

 
 
 
∏ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)
𝑁
𝑘=1
𝑘≠𝑖,𝑗

∏ (𝑥𝑗 − 𝑥𝑘)
𝑁
𝑘=1
𝑘≠𝑗

        𝑖 ≠ 𝑗    𝑖, 𝑗 = 1,2,3, … , 𝑁

∑
1

𝑥𝑖 − 𝑥𝑘

𝑁

𝑘=1
𝑘≠1

                   𝑖 = 𝑗 = 1,2,3, … , 𝑁       

 

(30) 

(  31رابطه )  صورتبهکه در آن برای مشتقات بالاتر ضرایب وزنی  

 . شودمیمحاسبه 

(31 ) 𝐴𝑖𝑗
(𝑟)
= 𝐴𝑖𝑗

(1)
𝐴𝑖𝑗
(𝑟−1)

             𝑟 = 2,3, … , 𝑁 − 1 

[𝐴](𝑟) = [𝐴](1)[𝐴](𝑟−1)      𝑟 = 2,3, … , 𝑁 − 1 

نکات در همگرایی نتایج، علاوه بر تعداد نقاط،   ترینمهمیکی از 

نحوه توزیع نقاط در حوزه حل است. دو نوع توزیع یکنواخت و  

پیشنهاد    غیریکنواخت  روش  این  با   شودمیدر  شبکه  نقاط  که 

 . ]25[( است 32رابطه ) صورتبهتوزیع یکنواخت  

(32 ) 𝑥𝑖 =
𝑖 − 1

𝑁 − 1
         0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑖 = 1,2, … , 𝑁 

نقطه   توزیع  را  -گوس-چبسشف   غیریکنواخت همچنین  لوباتو 

. خاصیت این نوع توزیع  باشدمی(  33رابطه )  صورتبه  توانمی

آن است که تراکم نقاط در نظر گرفته شده در این نوع توزیع در  

 .باشدمینزدیکی نقاط مرزی بیشتر از نقاط میانی 

(33 ) 𝑥𝑖 =
𝐿

2
[1 − 𝑐𝑜𝑠 (

𝑖 − 1

𝑁 − 1
)𝜋)]         0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑖

= 1,2, … , 𝑁 
برای حل معادلات   هاجابجایی،    GDQMبا توجه به روش حل  

 . شودمی( در نظر گرفته 34رابطه ) صورتبهکمانش 

(34 ) [𝐾]{𝑤} = 𝑁𝑥−𝑐𝑟[𝑃]{𝑤} 
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جابجایی   دستمیدان  جداسازی    به  روش  از  استفاده  با  آمده 

 .]23[شوندمیتعریف  (35رابطه ) صورتبهمتغیرها 

(35 ) 

𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑∑ 𝑈𝑚𝑛(𝑡) 𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑦

∞

𝑚=1

∞

𝑛=1

 

𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑∑ 𝑉𝑚𝑛(𝑡) 𝑠𝑖𝑛 𝛼𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑦

∞

𝑚=1

∞

𝑛=1

 

𝑤0(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑∑𝑊𝑚𝑛(𝑡) 𝑠𝑖𝑛 𝛼𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑦

∞

𝑚=1

∞

𝑛=1

 

𝜙𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑∑ 𝑋𝑚𝑛(𝑡) 𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑦

∞

𝑚=1

∞

𝑛=1

 

𝜙𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑∑ 𝑌𝑚𝑛(𝑡) 𝑠𝑖𝑛 𝛼𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑦

∞

𝑚=1

∞

𝑛=1

 

آن   در  𝛼که  = 𝑚𝜋/𝑎    و𝛽 = 𝑛𝜋/𝑏  دادن می قرار  با  باشد. 

روابط    (35)روابط   می  [H]ماتریس    (25)در  دست  که به  آید 

 شود: می ( تعریف36رابطه ) صورتبههای آن آرایه

(36 -

 لف(ا

 𝐻11 = −𝐴11𝛼𝑈 − 2𝐴16𝛼𝛽𝑈 − 𝐴26𝛽2𝑈 −
𝐴66𝛽

2𝑈 +
𝐺𝑎

𝑡𝑎
(𝑢1 − 𝑢2) −

𝐺𝑎

2𝑡𝑎
(𝑡1𝜙1𝑥 +

𝑡2𝜙2𝑥) − 𝑁𝑥 



 

𝐻12 = −𝐴12𝛼𝛽𝑉 − 𝐴16𝛼
2𝑉 − 𝐴26𝛽

2𝑉

− 𝐴66𝛼𝛽𝑉 +
𝐺𝑎
𝑡𝑎
(𝑢2 − 𝑢1)

−
𝐺𝑎
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑥 + 𝑡2𝜙2𝑥) 

𝐻13 =
𝐺𝑎
𝑡𝑎
(𝑢2 − 𝑢1) −

𝐺𝑎
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑥 + 𝑡2𝜙2𝑥) 

𝐻14 = −𝐵11𝛼
2𝜑𝑥 − 2𝐵16𝛼𝛽𝜑𝑥 − 𝐵66𝛽

2𝜑𝑥

+
𝐺𝑎
𝑡𝑎
(𝑢2 − 𝑢1)

−
𝐺𝑎
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑥 + 𝑡2𝜙2𝑥) 

𝐻15 = −𝐵12𝛼𝛽𝜑𝑦 − 𝐵16𝛼
2𝜑𝑦 − 𝐵26𝛽

2𝜑𝑦

− 𝐵66𝛼𝛽𝜑𝑦 +
𝐺𝑎
𝑡𝑎
(𝑢2 − 𝑢1)

−
𝐺𝑎
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑥 + 𝑡2𝜙2𝑥) 

(36 -

 (ب

 𝐻21 = −𝐴12𝛼𝛽𝑈 − 𝐴16𝛼2𝑈 − 𝐴22𝛽2𝑈 −
𝐴26𝛽

2𝑈 − 𝐴26𝛼𝛽𝑈 + 𝐴66𝛼𝛽𝑈 +
𝐺𝑎

𝑡𝑎
(𝑣1 −

𝑣2) −
𝐺𝑎

2𝑡𝑎
(𝑡1𝜙1𝑦 + 𝑡2𝜙2𝑦) 

𝐻22 = −2𝐴26𝛼𝛽𝑉 − 𝐴66𝛼
2𝑉 +

𝐺𝑎
𝑡𝑎
(𝑣1 − 𝑣2)

−
𝐺𝑎
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑦 + 𝑡2𝜙2𝑦) 

𝐻23 =
𝐺𝑎
𝑡𝑎
(𝑣1 − 𝑣2) −

𝐺𝑎
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑦 + 𝑡2𝜙2𝑦) 

𝐻24 = −𝐵12𝛼𝛽𝜑𝑥 − 𝐵16𝛼
2𝜑𝑥 − 𝐵26𝛽

2𝜑𝑥

− 𝐵66𝛼𝛽𝜑𝑥 +
𝐺𝑎
𝑡𝑎
(𝑣1 − 𝑣2)

−
𝐺𝑎
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑦 + 𝑡2𝜙2𝑦) 

𝐻25 = −𝐵22𝛽
2𝜑𝑦 − 2𝐵26𝛼𝛽𝜑𝑦 − 𝐵66𝛼

2𝜑𝑦

+
𝐺𝑎
𝑡𝑎
(𝑣1 − 𝑣2)

−
𝐺𝑎
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑦 + 𝑡2𝜙2𝑦) 

(36 -

 (ج

 𝐻31 = −
𝐸𝑎

2𝑡𝑎
(𝑤1

2 + 𝑤2
2) 

𝐻32 = −
𝐸𝑎
2𝑡𝑎

(𝑤1
2 + 𝑤2

2) 

𝐻33 = −𝐾𝑠𝐴44𝛼
2𝑊 + 2𝐾𝑠𝐴45𝛼𝛽𝑊
− 𝐾𝑠𝐴55𝛽

2𝑊

−
𝐸𝑎
2𝑡𝑎

(𝑤1
2 + 𝑤2

2) 

𝐻34 = −𝐾𝑠𝐴44𝛼𝜑𝑥 + 𝐾𝑠𝐴45𝛽𝜑𝑥

−
𝐸𝑎
2𝑡𝑎

(𝑤1
2 + 𝑤2

2) 

𝐻35 = 𝐾𝑠𝐴45𝛼𝜑𝑦 − 𝐾𝑠𝐴55𝛽𝜑𝑦

−
𝐸𝑎
2𝑡𝑎

(𝑤1
2 + 𝑤2

2) 

(36 -

 (د

 𝐻41 = −𝐵11𝛼
2𝑈 − 𝐵16𝛼𝛽𝑈 − 𝐵26𝛽

2𝑈 −

𝐵66𝛽
2𝑈 +

𝐺𝑎ℎ1,2

𝑡𝑎
(𝑢1 − 𝑢2) +

𝐺𝑎ℎ1,2

2𝑡𝑎
(𝑡1𝜙1𝑥 +

𝑡2𝜙2𝑥) 
𝐻42 = −𝐵12𝛼𝛽𝑉 − 𝐵16𝛼𝛽𝑉 − 𝐵16𝛼

2𝑉
− 𝐵66𝛼𝛽𝑉

+
𝐺𝑎ℎ1,2
𝑡𝑎

(𝑢1 − 𝑢2)

+
𝐺𝑎ℎ1,2
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑥 + 𝑡2𝜙2𝑥) 

𝐻43 = −𝐾𝑠𝐴44𝛼𝑊 −𝐾𝑠𝐴45𝛽𝑊

+
𝐺𝑎ℎ1,2
𝑡𝑎

(𝑢1 − 𝑢2)

+
𝐺𝑎ℎ1,2
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑥 + 𝑡2𝜙2𝑥) 

𝐻44 = −𝐾𝑠𝐴44𝜑𝑥 − 𝐷11𝛼
2𝜑𝑥 − 2𝐷16𝛼𝛽𝜑𝑥

− 𝐷66𝛽
2𝜑𝑥

+
𝐺𝑎ℎ1,2
𝑡𝑎

(𝑢1 − 𝑢2)

+
𝐺𝑎ℎ1,2
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑥 + 𝑡2𝜙2𝑥) 

𝐻45 = −𝐵12𝛼𝛽𝜑𝑦 − 𝐵16𝛼
2𝜑𝑦 − 𝐵26𝛽

2𝜑𝑦
− 𝐵66𝛼𝛽𝜑𝑦

+
𝐺𝑎ℎ1,2
𝑡𝑎

(𝑢1 − 𝑢2)

+
𝐺𝑎ℎ1,2
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑥 + 𝑡2𝜙2𝑥) 

(36 -

 ( ه

 𝐻51 = −𝐵12𝛼𝛽𝑈 − 𝐵16𝛼2𝑈 − 𝐵22𝛽2𝑈 −
𝐵26𝛽

2𝑈 − 𝐵66𝛼𝛽𝑈 +
𝐺𝑎ℎ1,2

𝑡𝑎
(𝑣1 − 𝑣2) +

𝐺𝑎ℎ1,2

2𝑡𝑎
(𝑡1𝜙1𝑦 + 𝑡2𝜙2𝑦) 

𝐻52 = −𝐵66𝛼
2𝑉 − 2𝐵26𝛼𝛽𝑉 +

𝐺𝑎ℎ1,2
𝑡𝑎

(𝑣1 − 𝑣2)

+
𝐺𝑎ℎ1,2
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑦 + 𝑡2𝜙2𝑦) 

𝐻53 = −𝐾𝑠𝐴45𝛼𝑊 −𝐾𝑠𝐴55𝛽𝑊

+
𝐺𝑎ℎ1,2
𝑡𝑎

(𝑣1 − 𝑣2)

+
𝐺𝑎ℎ1,2
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑦 + 𝑡2𝜙2𝑦) 

𝐻54 = −𝐷16𝛼
2𝜑𝑥 −𝐷12𝛼𝛽𝜑𝑥 −𝐷26𝛽

2𝜑𝑥
− 𝐷66𝛼𝛽𝜑𝑥 − 𝐾𝑠𝐴45𝜑𝑥

+
𝐺𝑎ℎ1,2
𝑡𝑎

(𝑣1 − 𝑣2)

+
𝐺𝑎ℎ1,2
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑦 + 𝑡2𝜙2𝑦) 

𝐻55 = −2𝐷26𝛼𝛽𝜑𝑦 −𝐷66𝛼
2𝜑𝑦 − 𝐷22𝛽

2𝜑𝑦

− 𝐾𝑠𝐴55𝜑𝑦 +
𝐺𝑎ℎ1,2
𝑡𝑎

(𝑣1 − 𝑣2)

+
𝐺𝑎ℎ1,2
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑦 + 𝑡2𝜙2𝑦) 



 ]26[و  ]21[ی صفحات و چسب کیمکان  اتیخصوص -1جدول 

)3(kg/ms ρ xν (GPa) G (GPa)y E (GPa)x E  

 تک جهته اپوکسی  –کربن  89 4 5 3/0 1600

 اپوکسی دو جهته  –کربن  8/56 8/56 4 04/0 1600

 تک جهته اپوکسی –شیشه  6/38 27/8 14/4 26/0 1800

 تک جهته  اپوکسی – آرامید  76 5/5 3/2 34/0 1460

 چسب اپوکسی  6/4 6/4 4/1 34/0 2500

 IPCO 9923چسب  3/1 3/1 46/0 41/0 1200

 AV 138چسب  5 5 7/1 34/0 1350

 

 

 جهته  تک  یاپوکس/ کربنمقایسه بار بحرانی صفحات با طول همپوشانی صفر از جنس  -2جدول 

 درصد خطا  ]24[مرجع  𝑁𝑥−𝑐𝑟 (𝑁/𝑚𝑚) 𝑁𝑥−𝑐𝑟 (𝑁/𝑚𝑚)روش حاضر  چینیلایه

[0/45/−45/0] 80/6 91/6 5/1 

[0/30/−30/0] 06/7 15/7 2/1 

[0/15/−15/0] 30/7 37/7 9/0 

 

 

𝑈(𝑖)    ،𝑉(𝑖)    ،𝑊(𝑖)    ،𝜑𝑥که  
(𝑖)    و𝜑𝑦

(𝑖)     مرتبه )مشتقات  )i 

میجابجایی به  ها  توجه  با  که    ی لیفرانسید  مربعات  روشباشند 

 آیند. به دست می  افتهی  میتعم

 

 تحلیل و نتایج  -5
  ی برش  یتئور  اساس  بر  نتایج حاصل از بار کمانش بحرانی سازه

  ارائه   افتهی  میتعم  مربعاتتفاضل    روش  از  استفاده  با  و  اول  مرتبه

دو  مختلف    شرایط.  است   شده و  یک  صفحه  چینی  برای  لایه 

بررسی  و جنس های مختلف    10و دوجهته  9جهتهتک  صورتبه

است. لایه    گردیده  هر  𝑡𝑝𝑙𝑦ضخامت  = 0.25 𝑚𝑚   .است

  گاهی تکیههمچنین تنش برشی در شرایط لایه چینی و شرایط  

برای   متفاوت  گردیده است. جنس و ضخامت  بررسی  مختلف 

  خصوصیات مکانیکی مواد اتصال چسبی بررسی گردیده است.  

 آورده شده است.  1جدول در  برای صفحات و چسب 

 

 اعتبار سنجی  -1-5

  چسبی  همپوشانیتحلیل کمانش صفحات با اتصال    مقاله  یندر ا

انجام شده است. مقایسه کمانش بحرانی    GDQMروش حل  به  

پ  صفحهدو  از  حاصل    یجنتا با    یوستهبه هم  پیوستگی  با شرایط 

هر یک از    ابعاد  در نظر گرفته شده است.  صفر  یهمپوشان  طول

  متر میلی  100  و عرض  مترمیلی  200  صفحات کامپوزیتی به طول

در    SSSS  گاهیتکیهبا شرایط    جهته  تک  یاپوکس/ کربن  جنس  از

ارائه شده در مرجع    یجنتانظر گرفته شده است. نتایج محاسبات با  

  طابقتآورده شده است که    2و در جدول    شده است   یسهمقا  ]24[

 . است  شدهحاصل  یخوببسیار 

نتایج حاصل از روش عددی با حل المان محدود نیز مقایسه   

نتایج   که  منطبق    برشد  کمانش    3. شکل  باشدمیهم  از  نمایی 

 المان محدود آورده شده است.  افزارنرم صفحات متصل به هم در  



 

 
 افزار المان محدود در نرم [45/0−/0/45]کمانش بحرانی برای لایه چینی  – 3شکل 

 

 تنش برشی چسب  محاسبه -2-5

بررسی تنش برشی چسب به منظور عدم جدایش صفحات به هم  

الزامی است. برای   پدیده کمانش  از  متصل شده با چسب، قبل 

برشی   تنش  و    هایی تئوریمحاسبه  گلند  ولکرسن،  مدل  مانند 

اسمیت و اجالوو و ادینوف ارائه گردیده است. در  - رسینر، هارت

برشی چسب   تنش  محاسبه  برای  ولکرسن  تئوری  از  مقاله  این 

مطرح  مدل تأخیر برش نیز    عنوانبه  استفاده شده است. این روش

توزیع    .کندمیمفهوم برش دیفرانسیلى را معرفى    است که  شده

 .]8[گرددمیمحاسبه  (37)در چسب از رابطه  τتنش برشی 

(37 ) 
𝜏 =

𝑁𝑥−𝑎𝜔

2𝑏

𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔𝑥)

𝑠𝑖𝑛ℎ(
𝜔𝑙
2
)

+ (
𝑡1 − 𝑡2
𝑡1 + 𝑡2

)(
𝜔𝑙

2
)
𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜔𝑥)

𝑐𝑜𝑠ℎ(
𝜔𝑙
2
)
 

𝑡1    ضخامت قطعه بالایی و𝑡2    ضخامت قطعه پایینی و𝑡𝑎    ضخامت

مدول  𝐸𝑎طول ناحیه اتصال،    𝑙عرض ناحیه اتصال و   𝑏چسب،  

برشی چسب،    𝐺𝑎،  شودمیچسب   اعمال  𝑁𝑥مدول  بر  نیروی  ی 

  چسب  برش  طول مشخصه    عنوانبه  𝜔و مقدار    واحد طول چسب 

واحد آن از جنس معکوس طول است و از رابطه ،  شودمیشناخته  

 .آیدمی  به دست  (38)

(38 ) 𝜔 = √
𝐺𝑎

𝐸𝑎𝑡1𝑡𝑎
(1 +

𝑡1
𝑡2
) 

  مقدار   که  بزرگ باشد  قدریبه    𝑙با فرض اینکه طول اتصال چسب  

𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔𝑙) = 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜔𝑙)  هم    شود به  صفحات  ضخامت  و 

باشد   برابر  شده  𝑡1)چسبانده  = 𝑡2)  را    (37)رابطه    توانمی

 باز نویسی کرد. (39)رابطه  صورتبه

(39 ) 𝜏 =
𝑁𝑥−𝑎
2

√
𝐺𝑎

𝐸𝑎𝑡1𝑡𝑎
(1 +

𝑡1
𝑡2
) 

از رابطه    محاسبه شده  𝑁𝑥−𝑐𝑟مقادیر کمانش بحرانی  با توجه به  

مقدار تنش    (39رابطه )  𝑁𝑥−𝑎آن در مقدار    جایگذاریبا    (34)

استحکام بیشتر از    نبایدمقدار  . این  آیدمی  به دستبحرانی چسب  

باشد تسلیم چسب  این صورت  ،برشی  غیر  از   در  قبل    چسب 

با داشتن استحکام تسلیم   .شودمی  برشدچار    صفحات،  کمانش

برای همه  که   آیدمی  به دست (  39از رابطه )  𝑁𝑥−𝑎مقدار    چسب، 

بحرانی  کمانشی    بارگذاریشرایط   کمانش  بار  مقدار   𝑁𝑥−𝑐𝑟با 

 شده است. بررسی 

 

 ارائه نتایج  -2-5

قسمت   این  با    ی عددحل    یجنتادر  حاضر  المان    یج نتاتحقیق 

  یسه مقا  ABAQUSافزار  به دست آمده با استفاده از نرم  محدود

شرایط مرزی،  . در این قسمت مقادیر ابعادی صفحات،  شده است 

جنس چسب و صفحات، نوع لایه چینی، مقدار طول همپوشانی 

چسب و ضخامت چسب برای بار بحرانی کمانش مورد بررسی  

چسب    یسفتآوردن خصوصیات    به دست قرار گرفته است. برای  

 . شودمیاستفاده  (40)از رابطه 

(40) 
𝐾𝐼 = 𝐾𝑛𝑛 =

𝐸𝑎
𝑡𝑎
                 𝐾𝐼𝐼 = 𝐾𝑠𝑠 = 𝐾𝑡𝑡

=
𝐺𝑎
𝑡𝑎

 



 متر میلی  0.1استحکامی و چسبیدگی چسب اپوکسی برای ضخامت چسب   اتیخصوص - 3جدول 

(Mpa) f𝜏 (Mpa) y𝜏 (Mpa) A (Mpa/mm)II K (Mpa/mm)I K 

41 5/36 36/0 14000 46000 

 

 
 جهته  تک  یاپوکس  کربن جنس از  مختلفو نسبت ابعادی  ینیچ هیلا  یبرا   یبحران کمانش– 4شکل 

 

مقدار ضریب    𝐾𝐼𝐼و مقدار    چسب   ضریب سختی نرمال  𝐾𝐼مقدار  

- سطح زیر منحنی تنش A، چسب   عرضی  طولی و سختی برشی

استحکام شکست    𝜏𝑓  و   استحکام تسلیم چسب   𝜏𝑦  رنش چسب،ک 

مقادیر   به ضخامت چسب وابسته است.چسب است. این ضرایب  

𝑡𝑎ضخامت  بهچسب اپوکسی فوق برای  = 0.1 𝑚𝑚  جدول  در

 آورده شده است.  3

بحرانی کمانش برای لایه چینی مختلف از جنس   بار  مقادیر 

ثابت چسب   اپوکسی تک جهته و مقدار همپوشانی  برای  کربن 

مختلف    SSSS  گاهیتکیهشرایط   عرض  به  طول  نسبت  برای 

به   . برای نسبت ابعادی طولآیدمی  به دست   4شکل    صورتبه

. همچنین چون بار باشدمیمقادیر کمانش بحرانی متفاوت    عرض

، برای لایه شودمیوارد    Xفشاری و در راستای محور    صورتبه

نیرو   راستای  در  الیاف  که  صفحاتی  استحکام    باشدمیچینی 

بسته ، کمانش بارکمترین مقدار  آیدمی به دست کمانشی بالاتری 

ایجاد   n  و  m  ی ازمتفاوت  ریمقاد  در(L/b) به نسبت جانبی ورق  

برای    شود.ایجاد نمی   n=1  و  m=1و لزوماً در مقادیر    د شدنخواه

برای نسبت جانبی بین    کمانش  بارتمامی مقادیر    4ترسیم شکل  

از یک تا پنج بررسی شده است و مقدار   nو    mو مقادیر    5تا    0.3

کمترین عدد که بیانگر مقدار بار بحرانی کمانش است برای آن 

 لایه چینی در نمودار آورده شده است.  

با    بار  مقادیر  مختلف  برای جنس صفحات  کمانش  بحرانی 

  SSSS  گاهیتکیهنسبت همپوشانی متفاوت چسب برای شرایط  

. هرچه مقدار همپوشانی چسب  آیدمی  به دست   5شکل    صورتبه

بیشتر باشد مقدار استحکام کمانشی سازه بیشتر است. برای جنس  

کربن اپوکسی دو جهته مقادیر استحکام کمانشی نسبت به سایر  

 مواد بررسی شده، بیشترین است. 



 

 
 چسب  متفاوت یهمپوشان نسبت با مختلف صفحات جنس یبرا  یبحران کمانش – 5شکل 

 

 SSSSگاهی مقایسه بار بحرانی صفحات متصل به هم با نسبت طول به عرض متفاوت و شرایط تکیه  -4جدول 

 شکست چسب قبل از کمانش 𝑎/𝑏 𝑁𝑥−𝑐𝑟 (𝑁/𝑚𝑚) 𝑁𝑥−𝑎 (𝑁/𝑚𝑚) شرایط مرزی  چینی لایهجنس 

 کربن اپوکسی 

 تک جهته 

[0/0/0/0] 

SSSS 5/0 29/31 58/20 بلی 

SSSS 1 51/9 58/20 خیر 

SSSS 2 03/5 58/20 خیر 

SSSS 5 38/10 58/20 خیر 

SCSF 5/0 4/48 58/20 بلی 

SCSF 1 2/14 58/20 خیر 

SCSC 5/0 9/57 58/20 بلی 

SCSC 1 2/15 58/20 خیر 

 اپوکسی  شیشه

 تک جهته 

[0/45/−45/0]2 

SSSS 5/0 14/78 84/41 بلی 

SSSS 1 58/14 84/41 خیر 

SSSS 2 86/50 84/41 بلی 

SSSS 5 52/185 84/41 بلی 

SCSF 5/0 2/60 84/41 بلی 

SCSF 1 4/19 84/41 خیر 

SCSC 5/0 7/79 84/41 بلی 

SCSC 1 1/20 84/41 خیر 

 



 
 SSSS گاهیتکیه  طیشرا  با جهته  تکمودهای مختلف برای جنس کربن اپوکسی  کمانشبار  – 6شکل 

 

 
 ی برای نسبت ضخامت چسب به صفحات با نسبت همپوشانی مختلف چسب بحران کمانش – 7شکل

 

به  ( 39از رابطه ) (𝑁𝑥−𝑎) بار مجاز استحکامی چسب مقادیر 

این  آیدمی  دست  استحکام  .  اپوکسی و  اساس چسب  بر  مقادیر 

مقادیر    3جدول  مطابق    تسلیم است.  گردیده  دست محاسبه    به 

  به  طول نسبت  با آمده برای لایه چینی و جنس صفحات مختلف

ثابت    SSSS  گاهیتکیه  طی شرا  و  متفاوت  عرض همپوشانی  و 

 آورده شده است.  4در جدول چسب 

مختلف برای جنس کربن  به منظور بررسی مودهای کمانشی  

مقادیر بار بحرانی    SSSS  گاهیتکیهبا شرایط    تک جهته  اپوکسی

مختلف طول به عرض سازه با ناحیه همپوشانی   هاینسبت برای 

در این شکل  آمده است.    به دست   6شکل    صورتبه  چسب   ثابت



 

است   بر  n  و  mمتفاوت    ریمقادتاثیر   بررسی شده  کمانش  .  بار 

متفاوت،    (L/b)همانطور که در شکل مشخص است برای مقادیر  

مقادیر بار بحرانی    مقادیر بار کمانش متفاوتی حاصل شده است. 

ایجاد می      m=2)  و  (n=1و    m=1)  و  (n=1کمانش در مقادیر  

 شود. 

با تغییر ضخامت چسب نسبت به ضخامت صفحات به هم   

همپوشانی   طول  نسبت  برای  بحرانی  کمانش  مقدار  چسبیده، 

کربن   جنس  برای  سازه  کلی  طول  به  نسبت  چسب  مختلف 

با شرایط   شکل    صورتبه  SSSS  گاهیتکیهاپوکسی تک جهته 

 زیر محاسبه گردیده است. 

 

 گیرینتیجه  -5
متصل   ارتوتروپیکدو صفحه    فشاری  بحرانی  این مقاله کمانش  در

با چسب  از روش مربعاتبه یکدیگر  شده  تعمیم   ،  دیفرانسیلی 

به دست آوردن ماتریس  با  .  گرفته است مورد بررسی قرار    یافته

و حل بر مبنای تئوری برشی مرتبه اول برای صفحات با    سفتی

شرا  ینیچ  هیلا  جنس، مربعات   به  مختلف  یمرز   طیو    روش 

یافته  تعمیم  دست نتایج    دیفرانسیلی  بررسی    .است آمده    به 

استحکامی چسب با توجه به جنس چسب برای مقایسه با نتایج  

تشخیص   برای  محاسبات  این  گردید.  بررسی  بحرانی  کمانش 

شکست چسب قبل از پدیده کمانش بررسی شده است. با تغییر  

جنس   الیاف،  چینی  لایه  زاویه  میزان پارامترهای  صفحات، 

همپوشانی دو صفحه توسط چسب و شرایط مرزی برای نسبت  

  طول به عرض سازه به هم چسبانده شده بررسی گردیده است. 

برای   متفاوتی  عددهای  با چسب،  شده  متصل  صفحه  دو  برای 

. برای اینکه سازه دچار  آیدمی  به دستمودهای کمانشی فشاری  

بررسی   کمانش  بحرانی  مود  نشود،  بار  گرددمیکمانش  میزان   .

سازه   به  به عرض سازه  برایوارده  مودهای    نسبت طول  برای 

است    تربحرانی مختلف بررسی گردید. برای مود اول این مقدار  

به   طول  نسبت  برای  کمانش  استحکام  مقدار    های عرضکه 

 مختلف، متفاوت است. 

نشا  به دست نتایج    هر چه مقدار همپوشانی   دهد می  نآمده 

. کندمیچسب بیشتر باشد استحکام کمانشی سازه افزایش پیدا  

  کند میاین افزایش بسته به نوع جنس چسب و صفحات تغییر  

و   جهته  دو  اپوکسی  کربن  برای صفحات   AV 138  چسب که 
آمده است. با تغییر نسبت طول به عرض   به دست بیشترین مقدار  

برای    هاسازه. این مقادیر برای  کندمیمقادیر کمانش بحرانی تغییر  

. برای طراحی  باشدمیین حالت  تربحرانییک ابعاد مشخص در  

سازه و پنل بندی آن با عضوهای طولی و عرضی، با جای ممکن  

با    ایسازهاز این ابعاد بحرانی فاصله گرفت تا بتوان    بایست می

استحکام کمانش بالاتری در برابر بارهای فشاری طراحی نمود.  

مشخص است که برای طراحی بهینه سایر شرایط آن نیز این نکته  

بررسی گردد.  بایست می
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