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Abstract: Orthotropic plates used in composite structures are subject to local buckling, including compressive buckling. 

In the process of designing and building most large structures or instruments with complex geometry, joints in the 

structure are unavoidable. Today, adhesive joints are widely used in connecting composite structures due to some 

advantages over mechanical joints. In this article, the buckling phenomenon of orthotropic rectangular multilayer plates 

connected with glue has been investigated, and the force effects of the glue layer under buckling loading conditions have 

been studied. In order to obtain the critical buckling loads under different boundary conditions, the generalized differential 

quadrature method (GDQM) has been used. Buckling analysis is presented based on first-order shear deformation theory 

(FSDT) for carbon/epoxy, glass/epoxy and Kevlar/epoxy composite materials with different porcelain layers. The effect 

of thickness and type of the adhesive as a bonding layer has been investigated. In plates made of a type of porcelain layer, 

two-way carbon epoxy plates show higher buckling strength, and in general, the higher the ratio of length to width of the 

plates is, the higher the buckling strength will be. In the connections, the obtained results have been compared with the 

results from the finite element analysis in ABAQUS commercial software. 
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 مقاله پژوهشي        

 

 اتصال چسبی به  غیرهمسانگرد باصفحات مستطیلی کمانش تحلیل 

 یافتهتعمیمدیفرانسیلی  روش مربعات 
 

 

   ریام د یسع و ⁕یقاسم احمدرضا ،بخش نجات نیحس

 ران ی ا  کاشان، کاشان، دانشگاه ک،یمکان مهندسی دانشکده 

 
 

های موضفعی ا ممله کمانش فشفاری  های کامپو یتی در معرض کمانشمورد اسفتفاده در سفا ه 1همسفانگردصففحات غیر  -چکیده

ها با هندسفه ییییده، اتصفا ت در سفا ه زریزنای یر اسف .  های بزرگ و یا سفا هقرار دارند. در فرآیند طراحی و سفات  اغل  سفا ه

های کامپو یتی ییدا ای در اتصفال سفا هها نسفب  به اتصفا ت مکانیکی کاربرد زسفتردهامرو ه اتصفا ت چسفبی به دلیل برتی مزی 

همسفانگرد متصل شده با چس  یرداتته شده اس  و کرده اسف . در این مااله به بررسفی یدیده کمانش صففحات چند یه مسفتطیلی غیر

تح   کمانش  ی بحران  ایهبه دسف  آوردن باراثرات نیرویی  یه چسف  تح  شفرایب بارز اری کمانشفی بررسفی شفده اسف . به من ور  

  شفکل  رییتغی  تئوراسفتفاده شفده اسف . تحلیل کمانش بر مبنای روابب  2یافته تعمیم  ی لیفرانسف ید  مربعات روششفرایب مر ی مختل  ا   

های مختل  ارائه شفده اسف . اثر برای مواد کامپو ی  کربن/ایوکسفی، شفیشفه/ایوکسفی و کو ر/ایوکسفی با  یه چینی  2اولبرشفی مرتبه 

عنوان  یه اتصفال بررسفی شفده اسف . در صففحات ا  یک نو   یه چینی، صففحات ا  من  کربن ایوکسفی ضفخام  و من  چسف  به 

صفورت کلی هر چه نسفب  طول به عرض صففحات بیشفتر شفود،  دهند و به دومهته اسفتحکا  کمانشفی با تری را ا  تود نشفان می 

  4افزار آباکوسروش آنالیز امزای محدود در نر آمده با اسفتفاده ا   دسف به   جینتایابد. در اتصفا ت با اسفتحکا  کمانشفی افزایش می 

 .اندشده  ماایسه 
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 فهرس  علائم •

𝑄𝑖𝑥 نیروهاي برشي  , 𝑄𝑖𝑦 ي انیم صفحات  یيجابجا 𝑢𝑖
0, 𝑣𝑖

0, 𝑤𝑖
0 

𝐴𝑗𝑘 ماتریس سفتي کششي 
𝑖 𝜀𝑖𝑥𝑥 ي انیم صفحات کرنش 

0 , 𝜀𝑖𝑦𝑦
0  

𝐵𝑗𝑘 ماتریس کوپلینگ 
𝑖 𝛾𝑖𝑥𝑦 ي انیم صفحات کرنش 

0 , 𝛾𝑖𝑥𝑧
0 , 𝛾𝑖𝑦𝑧

0  

𝐷𝑗𝑘 ماتریس سفتي خمشي 
𝑖 𝜅𝑖𝑥𝑥 انحنا  , 𝜅𝑖𝑦𝑦 , 𝜅𝑖𝑥𝑦  

𝜎𝑥𝑧 تنش برشي عرضي 
𝑐 , 𝜎𝑥𝑧

𝑓 𝜙𝑖𝑥 چرخش   , 𝜙𝑖𝑦 

𝑁𝑖𝑥𝑥 منتجه  يروهاین 𝑈 انرژي کرنشي  , 𝑁𝑖𝑦𝑦 , 𝑁𝑖𝑥𝑦  

𝑀𝑖𝑥𝑥 منتجه  يهاممان 𝑉 کار مجازي  , 𝑀𝑖𝑦𝑦 , 𝑀𝑖𝑥𝑦 

 𝑄̅𝑗𝑘 ي سفت سیماتر ب یضرا 𝑆 شرایط مرزي ساده 

 𝐶 ردار یگ   يمرز طیشرا 𝐹 شرایط مرزي آزاد 

 𝑁 شبکه نقاط تعداد [𝐾] ماتریس سفتي

 [𝑃] ي خارج يروین سیماتر 𝑁𝑐𝑟 بار بحراني کمانش 
,𝑡1 ضخامت صفحات  𝑡2 برش  حیتصح ب یضر sK 

 xE يطول کیالاست مدول yE مدول الاستیک عرضي 

 sE ي برش کیالاست مدول 𝜔 چسب برش طول مشخصه

 𝐾𝐼 چسب نرمال يسخت  ب یضر 𝐾𝐼𝐼 چسب  يبرش يسخت  ب یضر
 

 مادمه   -1
نسبت استحکام به وزن   لیبه دل  يتیهاي کامپوزاستفاده از سازه

یي و  هوا  عی در صنا  ضروري  يسهولت ساخت به امر   و  مطلوب

است.    لیتبد  مدرن هزینهشده  دلیل  سازهبه  ساخت  با  هاي  ها 

سازه از  استفاده  پیچیده،  یکپارچه  هندسه  کاملاً  کامپوزیتي  هاي 

متداول نیست. به همین دلیل استفاده از اتصالات مکانیکي و یا  

هاي پیچیده کامپوزیتي گریزناپذیر است.  اتصالات چسبي در سازه

 وزنهاي مکانیکي مطلوب ازجمله  اتصال چسبي به دلیل ویژگي

و سهولت اجرا در اتصالات   کنواخت ی  نسبتاً   تنش  عیتوز   کمتر،

سازه گستردهکامپوزیتي  نقش  سالها  در  دارند.  اخیر  اي  هاي 

صفحات  کمانش  و  تنش  تحلیل  زمینه  در  زیادي  مطالعات 

غیر  6همسانگرد بین  و  استحکام چسب  بررسي  یا  و  همسانگرد 

 جام شده است. صفحات به هم متصل شده، ان

سال  انگ  ی  در  همکاران  بر صفحات    1966و  حاکم  روابط 

ي  دوران  ينرسی ا  و  يعرض  يبرش  هايشکل  رییتغبه همراه    ناهمگن

همسانگرد    و  همسانگردغیر  صفحاتبراي    بعديسهصورت  را به

  1993کو و همکاران در سال . ]1[کردند  ارائه متقارن يهاهیلا با

بررسي  بهلب   شده  چسبانده  چندلایه   صفحات  ارتعاش را  لب 

  ج ینتا  با  لب بهلب   اتصال   با  چندلایه  صفحات  کردند. در این تحقیق

  و   دوو.  ]2[شدند    سهیمقا  اتصال  بدون  صفحات  به   مربوط

 قیدق  اریبس  و  کارآمد  يعدد  روش  با  1996  سال  در  همکاران

  ل یتحل  يبرا   یافتهتعمیم  يلیفرانسید  مربعات   روش  به  يمحاسبات

  اوغلو  وچ ی.  ]3[  کردند ارائه  هاستون  و صفحات  کی الاست  کمانش

سال   در  نیز  همکاران    ي خمش  آزاد  ارتعاشات روي    1996و 

صورت  شده به هم، به  دهیچسب  همسانگردغیر  يلیمستط  صفحات

  ي نرسیا   و  يبرش  شکل  رییتغ  تأثیرمطالعه کردند و    اياتصال تک لبه

و همکاران در  هلمز . ]4[را بررسي کردند  صفحات در يچرخش

  با  يتیکامپوز   اتصال  کی  کمانش  تجزیه و تحلیلبه    2022سال  

  رفتار   از   يلیتحل  مدل  کها یپرداختند. آن  ک یبار  مورب  چسب 

  ي فشار  يبارگذار  تحت   چسب   مورب  ت ی کامپوز  اتصال  کی

 چندلایه  ریت  يتئور  اساس  بر  تزیر  روش  از  استفاده  با  يمحور

و   دادند    ، چسب   هیزاو   رییتغ  براثر  کمانش  يبحران  بارانجام 

  ي بررس  يلیتحل  صورت به  را  چسب  مدول  و  چسب   ضخامت 

 صفحات  کمانش  لیتحل  به  2007  سال  در  زاده  کوچک.  ]5[کردند  

  تحت  لبه،  جدایش لایه در  طیشرا  با  يلیمستط  چندلایه  ي تیکامپوز

 محدود  ياجزا  روش  از  استفاده  با  صفحه  در  يفشار  يبارگذار



  ریام دیسع و یقاسم   احمدرضا بخش، نجات نیحس 
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 بار  ينیبشیپ  در  لیتحل  روش  سهیمقا  به  مطالعه  نیا  در.  پرداخت 

  در   موجود  يلیتحل  و   يتجرب  ج ینتا   با  کمانش  حالت   و   کمانش

 شده  پرداخته  کمانش  بار  بر  يمرز   طیشرا  و  ابعاد  تأثیر  و  مقالات

 کمانش  مطالعه  به  2008  سال  در  همکاران  و  يفتاح  .]6[  است 

. پرداختند  مختلف   يبارها   تحت   غیرهمسانگرد  يلیمستط  صفحات

- يلیر  روش  از  همسانگرد  صفحات  يبرا  حاکم  کمانش  معادلات

  و   انجام  افته یمیتعم  يلیفرانسی د  مربعات  روش  استفاده  با   تزیر

 با  محدود  اجزاي  حل  جینتا  با  و  آوردند  دست   به  ژهیو  ریمقاد

و   گزیرودر  .]7[  کردند  سهیمقا   7انسیس  افزارنرم  از  استفاده

 يخراب  يارهایمع  و  تنش  تجزیه و تحلیل  2011همکاران در سال  

تحقیق  چسب  لبهتک  اتصالات این  در  کردند.  بررسي  را  ي 

  اوجالوو  و  ت یاسم  هارت  سنر،یرا  و  گولاند  فولکرسن،هاي  روش

  سه یمقا  اجزاي محدود  روش  از   استفادهبررسي و با    نوفیدیا  و

و   گردید    شکست   ياصل  يارهایمعشد  و    .]8[بررسي  عابدي 

  يمخروط  پوسته  دو  کمانش  يبررس  به  2013  سال  در  کوچک زاده

  ساده   يمرز  طیشرا  و  يمحور  فشار  تحت   متصل  هم  به  همسانگرد

  ي لیفرانسید مربعات روش از استفاده با حاکم معادلات. پرداختند

دست   يبرا   یافتهتعمیم    ق یدق  کمانش  يبحران  يبارها  آوردن  به 

  به   2013  سال  در  ي شکور  و   زاده  کوچک  .]9[است   شده  استفاده

  و   همبهمتصل  چندلایه  يمخروط  پوسته  دو   يارتعاش  رفتار  مطالعه

  ن یا  در.  پرداختند  حالت   يهاشکل  و  يعیطب  يهافرکانس  يبررس

  ي کل  حالت   عنوانبه  را  وستهیپ  هم   به  يمخروط  هايپوسته  مطالعه

  هاي ورق  وسته،یپ  هم  به  يمخروط  -اياستوانه  هاي پوسته

  ي مخروط  و  اياستوانه  هايپوسته  متصل،  يمخروط  ای   اياستوانه

 نظر  در  يحلقو  صفحات  نیهمچن  و  يپلکان  هاي ضخامت   با  شکل

  از   حاکم  معادلات  آوردن  به دست   با  همطالع  نیا  در.  شد  گرفته

  د یگرد  استفاده  آن  حل  يبرا  افتهیمیتعم  يلیفرانسید  مربعات  روش

  رات ییتغ  ه مطالعبه    2014و همکاران در سال    کومار  ایجایو  .]10[

  روش   از   استفاده  با  لب بهلب   ت ی کامپوز  اتصال  ي رو  بر  تنش

آن  کارلو مونت  روشپرداختند.  با  محدود  ها  روش    اجزاي  و 

مونت تصادف از جنسي  اتصالات صفحات  را    ت یکامپوز  کارلو، 

کردند   تصاویر   نگاريبرهم  روش  از  استفاده   با  سطوح  .بررسي 

با     8تالیجید و  گردید  .  شد  سهیمقا  محدود  ياجزا  مدلبررسي 

تنش برشي    حداکثر  بر  چسب  ضخامت  و  مدولها نشان دادند  آن 

 2017  سال  در  همکاران  و  يکی خان  يبخش  .]11[دارد    تأثیرچسب  

  مربعات   روش  به  کنواخت یری غ  ي رهایت  کمانش  زیآنال  يرو  بر

 بر  حاکم  معادله   قیتحق  نیا  در.  پرداخت   یافتهتعمیم  يلیفرانسید

  کرنش  انیگراد  يرهایت يبرا 9لتون یهم اصل  از استفاده   با حرکت

  مربعات   روش  از  استفاده  با  و  شده   ارائه  کنواخت یریغ  يرمحلیغ

  حل  بالاتر  مرتبه لیفرانسید معادلات يبرا  یافتهتعمیم يلیفرانسید

  .]12[  است   آمده  دست به  يبحران  کمانش  يبارها  و  است   شده

  ي محور  کمانش  يبررس  به  2018  سال  در  همکاران  و  زادهطالع

  شکل   رییتغ  يتئور  اساس   بر  ي تیکامپوز  يااستوانه  پوسته  کی

  و   يطول  جهت   دو  در  حاکم  معادلات.  پرداختند  اولمرتبه  يبرش

  حل   یافتهتعمیم  يلیفرانسید  مربعات  روش  از  استفاده  با  يطیمح

 .]13[  است   شده  سهیمقا  آباکوس  اجزاي محدود  مدل  با  و  شده

 صفحات  کمانش  مطالعه  به  2018  سال  در  همکاران  و   پوده

.  پرداختند  يرخطیغ  يبارگذار  انواع  تحت   غیرهمسانگرد   يلیمستط

  با   را  همسانگرد  صفحه  کی  يبرا   حاکم  کمانش  معادلاتها  آن 

  روش   به  و   غیرهمسانگرد  مواد  دهندهلی تشک  معادلات  از  استفاده

  را   ژهیو   ریمقاد  و  کردند  استفاده  افته یمیتعم  يلیفرانسید  مربعات

  ي مرز  طیشرا  نوع  يبرا  و  هالایه  تعداد  ،صفحه  ابعاد   نسبت   يبرا

  ي بررس  به  2018  سال  در  بلکاسم  .]14[  کردند  يبررس  مختلف

 يدیبریه  چندلایه  يتیکامپوز  صفحات  در  کمانش  رفتار

  پرداخت   يبرش  شکل  رییتغ  يتئور   کی  از  استفاده  با  شهیش/کربن

. کرد  يبررس  مختلف  يمرز  طی شرا   تحت   يبحران  کمانش  بار  و

 بالاتر  مرتبه  هاينظریه  ریسا  و  اولمرتبه  هاينظریه  با  حاصل  جینتا

در سال    اوغلو   .]15[شد    سهیمقا  مقالات  از همکاران   2019و 

  تحتبي صفحات همسانگرد  چس  لب بهلب   اتصال  يکیمکان  رفتار

  ضخامت  ي باچسب  اتصالاتها  نیروي فشاري را بررسي کردند. آن

اتصال   مختلف براي  -شبه  کمانش  طیشرا  رفتارو    لب بهلب   را 

 2020و همکاران در سال    اوغلو   .]16[ي بررسي کردند  کیاستات

  ي پارامترها  با  چسب   لبه  تک  اتصال  يرو  بر  ي فشار  بار  اثرات

 را بررسي کردند.    مختلف
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 ل  بهصفحات کامپو یتی با اتصال چسبی ل   – 1شکل 

 

  تحت  لب بهاتصالات لب   يانرژ  جذب  ت ی قابلها استحکام و  آن 

کردند    کمانش  بار بررسي  در  رمضان  .]17[را  همکاران  و  ي 

  دو   لبه  تک  اتصالات  يرو  بر  جامع  يتجرب  مطالعه  2020سال

پرداختند.    تالیجید  برهمنگاري تصاویر  روش  از  استفاده  با  چسب 

  ضخامت  نسبت   چسب،  ضخامت   مانند  مختلف  يپارامترهاها  آن 

  در   همکاران  و   زادهکوچک  .]18[را بررسي کردند    چسب   طول  و

  يمخروط  يهاپوسته  يکل  کمانش  بار  نییتع  يبررس  به  2021  سال

  استفاده  با   مطالعه  نیا  در.  پرداختند  ي محور  فشار  تحت   ي تیکامپوز

  ل یپتانس  يانرژ  حداقل  اصل  و  اولمرتبه  يبرش  شکل  رییتغ  هینظر  از

  ي لیفرانسید  مربعات  روش  به  و   آمده  دست   به  تعادل  معادلات

در    ونهی مارک   .]19[  آیدمي  به دست    کمانش  يبحران  بار  یافته تعمیم 

 تحت   لب بهلب   چسب   اتصالات  در  تنش  لیتحلبه    2021سال  

  در   تنش   عیتوز  يعدد  مطالعه فشاري پرداخت. ایشان به    يبارها

  افزاردر نرم  يسازمدلفشاري با    کمانش  ط یشرا  تحت   چسب   هیلا

به  2022بخش و همکاران در سال نجات .]20[انسیس پرداخت 

تکیه اثر سختي خمشي  کمانش بررسي  بحراني  نیروي  بر  گاهي 

آن پرداختند.  غیرهمسانگرد  صفحات  در  به  فشاري  توجه  با  ها 

هایي  گاهي در شرایط مرزي مختلف، گرافسختي خمشي تکیه

براي محاسبه کمانش بحراني فشاري در صفحات غیرهمسانگرد 

 .]21[ارائه کردند 

براي    بحراني  کمانش  مقادیر  بررسي  به  حاضر  مقاله  در 

لب با اتصال چسبي با شرایط  بهصفحات غیرهمسانگرد اتصال لب 

مرزي متفاوت تحت نیروي فشاري پرداخته شده است. بررسي  

پوشاني و ضخامت  متفاوت  لب با طول همبهکمانش اتصال لب 

جنس   از  صفحات  کمانش  همچنین  است.  شده  انجام  چسب 

هاي مختلف بررسي گردیده است. مقادیر به  مختلف با لایه چیني

افزار آباکوس بررسي گردیده  کمک آنالیز اجزاي محدود در نرم

 است. 

 

 معاد ت حاکم  -2
اتصال  با  مستطیلي  بر صفحات  حاکم  معادلات  قسمت  این  در 

لب ارائه شده است. تحلیل کمانش صفحات کامپوزیتي با  بهلب 

-برشي مرتبه  شکل  رییتغي  تئوراتصال چسبي مطابق با فرضیات  

مستطیلي  صفحه  دو  اتصال  است.  شده  گرفته  نظر  در  اول 

لب در شکل  بهغیرهمسانگرد با استفاده از لایه چسب با اتصال لب 

لب   1 اتصال  است.  شده  داده  و  بهنشان  بالایي  صفحه  بین  لب 

به ترتیب    𝑎2 و  𝑎1عرض صفحات و    𝑏صفحه پاییني است. مقدار  

طول بدون اتصال صفحات بالایي و پاییني است که در این مقاله  

مقدار طول چسب اتصال دو    𝑙یکسان در نظر گرفته شده است.  

 هم هستند.بهطول صفحات متصل 𝐿صفحه و 

  xبه ترتیب در راستاي    𝑤و   𝑢   ،𝑣هاي جابجایي شامل مؤلفه 

 همانند ،اولتئوري تغییر شکل برشي مرتبه دراست.    zو    y و  

ورق تئوري  کلاسیکفرضیات  کیرشهوف(،    9هاي   دو)تئوري 

 بعد میاني صفحه بر عمود مستقیم خطوط  -1.  است  فرض معتبر

و  مي باقي مستقیم  هم شکل تغییر از  مستقیم خطوط  -2مانند 

نمي تغییر میاني، صفحه بر عمود برشي  در  .دهندطول  تئوري 

 بر عمود صفحات کلاسیک، تئوري برخلاف فرضیات اول،مرتبه

از میاني، سطح باقي   عمود میاني سطح بر دیگر شکل تغییر بعد 
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 هاي کرنشمؤلفه تئوري، گرفتن این نظر در با نتیجه در مانندنمي

وجود داشته و    𝛾𝑦𝑧و     𝛾𝑥𝑧و    𝛾𝑥𝑦کرنش برشي    𝜀𝑦و    𝜀𝑥نرمال  

اول،  بر اساس تئوري برشي مرتبهاست.   صفر  𝜀𝑧تنها کرنش نرمال  

 .]2[شوندصورت زیر تعریف ميها بهجابجایي
𝑢𝑖 = 𝑢𝑖

0 + 𝑧 𝜙𝑖𝑥    𝑣𝑖 = 𝑣𝑖
0 + 𝑧𝜙𝑖𝑦   𝑤𝑖 = 𝑤𝑖

0               (1) 
𝑖در رابطه فوق براي صفحه یک    = 𝑖و براي صفحه دو    1 =

فاصله هر نقطه دلخواه از صفحه میاني صفحه است.    𝑧است.    2

𝜀𝑖𝑥مقادیر  
𝜀𝑖𝑦و   0

𝛾𝑖𝑥𝑦و     0
𝛾𝑖𝑥𝑧و    0

𝛾𝑖𝑦𝑧و    0
هاي مرتبط با میدان کرنش  0

 .]2[شوند صورت زیر تعریف ميجابجایي صفحه میاني به

(2 ) 

𝜀𝑖𝑥𝑥
0 =

𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑥
 

𝜀𝑖𝑦𝑦
0 =

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑦
 

𝛾𝑖𝑥𝑦
0 =

𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑥
 

𝛾𝑖𝑥𝑧
0 =

𝜕𝑤𝑖
0

𝜕𝑥
+ 𝜙𝑖𝑥 

𝛾𝑖𝑦𝑧
0 =

𝜕𝑤𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝜙𝑖𝑦 

به ترتیب بیانگر انحناء طولي، عرضي   𝜅𝑖𝑥𝑦  و   𝜅𝑖𝑦و    𝜅𝑖𝑥همچنین  

 .]1[شوند صورت زیر تعریف مي و برشي به

(3 ) 

𝜅𝑖𝑥𝑥 =
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

 

𝜅𝑖𝑦𝑦 =
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦
 

𝜅𝑖𝑥𝑦 =
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
 

برشي  با توجه به روابط کرنش انحنا کرنش طولي، عرضي و  

 . ]2[شوند ( تعریف مي4صورت رابطه )به

(4 ) 

𝜀𝑖𝑥𝑥 = 𝜀𝑖𝑥𝑥
0 + 𝑧𝜅𝑖𝑥𝑥 =

𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑥
+ 𝑧

𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

 

𝜀𝑖𝑦𝑦 = 𝜀𝑖𝑦𝑦
0 + 𝑧𝜅𝑖𝑦𝑦 =

𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝑧

𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦
 

𝛾𝑖𝑥𝑦 = 𝛾𝑖𝑥𝑦
0 + 𝑧𝜅𝑖𝑥𝑦

=
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑥

+ 𝑧 (
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
) 

𝛾𝑖𝑥𝑧 = 𝛾𝑖𝑥𝑧
0 =

𝜕𝑤𝑖
0

𝜕𝑥
+ 𝜙𝑖𝑥 

𝛾𝑖𝑦𝑧 = 𝛾𝑖𝑦𝑧
0 =

𝜕𝑤𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝜙𝑖𝑦 

تنشمنتجه  از ممان خمشي و  تنش حاصل  برشي  هاي  هاي 

  .]23[شوند ( تعریف مي5صورت رابطه )به عرضي

(5 ) 

𝑀𝑖𝑥𝑥 = ∫ 𝑧𝜎𝑖𝑥𝑥𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 

𝑀𝑖𝑦𝑦 = ∫ 𝑧𝜎𝑖𝑦𝑦𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 

𝑀𝑖𝑥𝑦 = ∫ 𝑧𝜏𝑖𝑥𝑦𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 

ℎ1 =
−𝑡1
2

 

ℎ2 =
−𝑡2
2

 

𝑁𝑖𝑥𝑥 = ∫ 𝜎𝑖𝑥𝑥𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 

𝑁𝑖𝑦𝑦 = ∫ 𝜎𝑖𝑦𝑦𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 

𝑁𝑖𝑥𝑦 = ∫ 𝜏𝑖𝑥𝑦𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 

𝑄𝑖𝑥 = ∫ 𝜏𝑖𝑥𝑧𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 

𝑄𝑖𝑦 = ∫ 𝜏𝑖𝑦𝑧𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 

𝑡1  و 𝑡2     به ترتیب ضخامت صفحات بالایي و پاییني است. بر

 (4)و    (5)اي و روابط  کرنش درون صفحه- اساس روابط تنش

 .]23[آید ( به دست مي6رابطه )

(6 ) 

[
 
 
 
 
 
 
𝑁𝑖𝑥𝑥
𝑁𝑖𝑦𝑦
𝑁𝑖𝑥𝑦
𝑀𝑖𝑥𝑥

𝑀𝑖𝑦𝑦

𝑀𝑖𝑥𝑦]
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
𝐴11
𝑖 𝐴12

𝑖 𝐴16
𝑖 𝐵11

𝑖 𝐵12
𝑖 𝐵16

𝑖

𝐴12
𝑖 𝐴22

𝑖 𝐴26
𝑖 𝐵12

𝑖 𝐵22
𝑖 𝐵26

𝑖

𝐴16
𝑖 𝐴26

𝑖 𝐴66
𝑖 𝐵16

𝑖 𝐵26
𝑖 𝐵66

𝑖

𝐵11
𝑖 𝐵12

𝑖 𝐵16
𝑖 𝐷11

𝑖 𝐷12
𝑖 𝐷16

𝑖

𝐵12
𝑖 𝐵22

𝑖 𝐵26
𝑖 𝐷12

𝑖 𝐷22
𝑖 𝐷26

𝑖

𝐵16
𝑖 𝐵26

𝑖 𝐵66
𝑖 𝐷16

𝑖 𝐷26
𝑖 𝐷66

𝑖 ]
 
 
 
 
 
 

.

[
 
 
 
 
 
 
𝜀𝑖𝑥𝑥
0

𝜀𝑖𝑦𝑦
0

𝛾𝑖𝑥𝑦
0

𝜅𝑖𝑥𝑥
𝜅𝑖𝑦𝑦
𝜅𝑖𝑥𝑦]

 
 
 
 
 
 

 

[
𝑄𝑖𝑥
𝑄𝑖𝑦

] = [
𝐴44
𝑖 𝐴45

𝑖

𝐴45
𝑖 𝐴55

𝑖
] [
𝛾𝑖𝑥𝑧
𝛾𝑖𝑦𝑧

] 

𝐴𝑗𝑘که در این روابط مقادیر  
𝑖    و𝐵𝑗𝑘

𝑖    و𝐷𝑗𝑘
𝑖  (  7صورت روابط )به

 .]23[شود تعریف مي

(7 ) 

𝐴𝑗𝑘
𝑖 = ∑ ∫ 𝑄̅𝑗𝑘

𝑖𝑚
𝑧𝑚

𝑧𝑚−1

𝑑𝑧

𝑛𝑖

𝑚=1

      𝑗, 𝑘 = 1,2,6 

𝐵𝑗𝑘
𝑖 = ∑ ∫ 𝑧. 𝑄̅𝑗𝑘

𝑖𝑚
𝑧𝑚

𝑧𝑚−1

𝑑𝑧

𝑛𝑖

𝑚=1

      𝑗, 𝑘 = 1,2,6 

𝐷𝑗𝑘
𝑖 = ∑ ∫ 𝑧2. 𝑄̅𝑗𝑘

𝑖𝑚
𝑧𝑚

𝑧𝑚−1

𝑑𝑧

𝑛𝑖

𝑚=1

      𝑗, 𝑘 = 1,2,6 

𝐴𝑗𝑘
𝑖 = ∑ ∫ 𝐾𝑠 . 𝑄̅𝑗𝑘

𝑖𝑚
𝑧𝑚

𝑧𝑚−1

𝑑𝑧

𝑛𝑖

𝑚=1

      𝑗, 𝑘 = 4,5     

𝐾𝑠 =
5

6
 

گیري شده از صفحه نشان دهنده فواصل اندازه 𝑧𝑚−1و   𝑧𝑚که 
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 صفحه مستطیلی با اتصال چسبی  دو اتصال در یمر   بیشرا – 2شکل 

 

ام است    mمیاني صفحه چندلایه تا سطوح پایین و بالاي لایه  

𝑄̅𝑗𝑘و مقدار  
𝑖𝑚     نیز ضرایب ماتریس سختي لایهm    ام است که

یک    𝑖براي صفحه  = دو    1 براي صفحه  𝑖و  = بر    2 است. 

مرتبه  برشي  تئوري  فرضیات  کرنش اساس  برشي  اول  هاي 

مي  فرض  ثابت  در ضخامت صفحات  بنابراین  شوند،  عرضي 

اساس  تنش  بر  بود.  خواهند  ثابت  نیز  عرضي  برشي  هاي 

صفحه   ضخامت  در  عرضي  برشي  تنش  تعادل،  معادلات 

تنش واقعي و حالت   بین حالت  اختلاف  این  است.  سهموي 

مرتبه  برشي  تئوري  ثابت  در  تنش  عرضي  برشي  نیروي  اول، 

برشي   تصحیح  ضریب  توسط  انرژي،  تصحیح     𝐾𝑠روابط 

با  مي  مستطیلي  مقطع  براي  واقعي  برشي  تنش  توزیع  شود. 

ارتفاع  b عرض  برشي   h و  تئوري  در  عرضي  برشي  تنش  و 

 . ]23[ صورت زیر است  اول به مرتبه 

(8 ) 
𝜎𝑥𝑧
𝑐 =

3𝑄0
2𝑏ℎ

[1 − (
2𝑧

ℎ
)
2

]               
−ℎ

2
≤ 𝑧 ≤

ℎ

2
 

𝜎𝑥𝑧
𝑓
=
𝑄0
𝑏ℎ

 

آن   𝜎𝑥𝑧بار عرضي و    𝑄0که در 
𝑓    تئوري تنش برشي عرضي در 

مرتبه و  برشي  𝜎𝑥𝑧اول 
𝑐    انرژي است.  واقعي  برشي  تنش  توزیع 

از تنش  ناشي  در دو حالت بهکرنش  صورت رابطه هاي عرضي 

 . ]23[( است 9)

 

(9 ) 

 
 

𝑈𝑠
𝑐 =

1

2𝐺13
∫ (𝜎𝑥𝑧

𝑐 )2

𝐴

𝑑𝐴 =
3𝑄0

2

5𝐺13𝑏ℎ
 

𝑈𝑠
𝑓
=

1

2𝐺13
∫ (𝜎𝑥𝑧

𝑓
)
2

𝐴

𝑑𝐴 =
𝑄0

2

2𝐺13𝑏ℎ
 

𝐾𝑠   ضریب تصحیح برشي از نسبت𝑈𝑠
𝑓   به𝑈𝑠

𝑐   آید  به دست مي

طورکلي به هندسه و خواص مواد صفحات بستگي دارد  که به 

5که براي مقطع مستطیلي با خواص مکانیکي یکسان برابر  
6⁄  

 است. 

(10) 𝐾𝑠 =
𝑈𝑠
𝑓

𝑈𝑠
𝑐
=

𝑄0
2

2𝐺13𝑏ℎ

3𝑄0
2

5𝐺13𝑏ℎ

=
5

6
 

کاررفته  با توجه به شرایط لایه چیني و خصوصیات مواد به 

 𝑄̅𝑗𝑘آید.  به دست مي[D] و [B]،[A]در صفحات مقادیر ماتریس 

 شوند: ( تعریف مي 11صورت روابط )ضرایب ماتریس سفتي به

(11 ) 

𝑄̅11 = 𝑄11𝑚
4 + 𝑄22𝑛

4 + 2(𝑄12 + 2𝑄66)𝑚
2𝑛2 

𝑄̅12 = (𝑄11 + 𝑄22 − 4𝑄66)𝑚
2𝑛2 + 𝑄12(𝑚

4 + 𝑛2) 

𝑄̅22 = (𝑄11𝑛
4 + 𝑄22𝑚

4 + 2(𝑄12 + 2𝑄66)𝑚
2𝑛2 

𝑄̅16 = (𝑄11 − 𝑄12 − 2𝑄66)𝑚
3𝑛 − (𝑄22 − 𝑄12

− 2𝑄66)𝑚𝑛
3 

𝑄̅26 = (𝑄11 − 𝑄12 − 2𝑄66)𝑚𝑛
3 − (𝑄22 − 𝑄12

− 2𝑄66)𝑚
3𝑛 

𝑄̅66 = (𝑄11 + 𝑄22 − 2𝑄12 − 2𝑄66)𝑚
2𝑛2

+ 𝑄66(𝑚
4 + 𝑛4) 

𝑄̅44 = 𝑄44𝑚
2 + 𝑄55𝑛

2   , 𝑄̅55 = 𝑄44𝑛
2 + 𝑄55𝑚

2 

𝑄̅45 = −𝑄44𝑚𝑛 + 𝑄55𝑚𝑛   , 𝑄̅54
= 𝑄44𝑚𝑛 − 𝑄55𝑚𝑛 

𝑄11 =
𝐸𝑥

1 − 𝜈𝑥𝜈𝑦
 , 𝑄22 =

𝐸𝑦

1 − 𝜈𝑥𝜈𝑦
 , 𝑄12

=
𝜈𝑦𝐸𝑥

1 − 𝜈𝑥𝜈𝑦
 

𝑄44 = 𝐺23, 𝑄55 = 𝐺66 = 𝐸𝑠, 𝑚 = 𝑐𝑜𝑠(𝜃) , 𝑛

= 𝑠𝑖𝑛 (𝜃) 

مدول  𝐸𝑥هاي کامپوزیت، دهنده زاویه لایه نشان   θدر این رابطه 

لایه،   لایه،    𝐸𝑦طولي  عرضي  لایه،    𝐸𝑠مدول  برشي    𝜈𝑥مدول 

و   لایه  طولي  پواسون  لایه    𝜈𝑦ضریب  پواسون عرضي  ضریب 
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 2است. شرایط مرزي در اتصال دو صفحه مستطیلي در شکل  

 آورده شده است.

این شکل    و    𝑡𝑎در  ضخامت صفحه    𝑡1ضخامت چسب 

و   و    𝑡2بالایي  است  پاییني  صفحه    ي مرز   ط ی شرا ضخامت 

  ابتدا   در   ن ی همچن   و   سازه   ي انتها   و   ابتدا   در   صفحه   دو   اتصال 

  ي انتها  و  ابتدا  . است  شده  داده  نشان   ي همپوشان   طول  ي انتها  و 

  طول   ي انتها   و   ابتدا   در   و   مختلف   ي مرز   ط ی شرا   با   سازه 

  نوع   به   توجه   با   ن ی همچن .  است   آزاد   ي مرز   ط ی شرا   ي همپوشان 

  4  و   1  ناحیه .  است   شده   م ی تقس   ناحیه   چهار   به   سازه   ، اتصال 

  3  و   2  ناحیه   و   بوده   ي ت ی کامپوز   صفحه مستطیلي   دهنده نشان 

  اتصال   با   گر ی کد ی   با   که   بوده   صفحه مستطیلي   دو   دهنده نشان 

  ي وستگ ی پ   ط ی شرا   5و    2  اتصال   نقاط .  اند شده   متصل   ي چسب 

براي ناحیه اتصال چسب فرضیات    . است   برقرار   صفحات   ن ی ب 

اول همانند  ي برشي مرتبه تئور این مسئله بر مبناي فرضیات  

ورق  تئوري  شرح  فرضیات  به  مسئله  این  در  کلاسیک،  هاي 

ها کوچک است و  تغییرشکل   - 1شود.  زیر در نظر گرفته مي 

در ناحیه    - 2همه مواد تشکیل دهنده الاستیک خطي هستند  

است،   پایین  بسیار  عرضي  نرمال  مدول  چسب،  اتصال 

طوري که تغییر شکل نرمال عرضي صفحات به هم چسبیده  به 

چسب حالت تنش    - 3شده، در مقابل با چسب، ناچیز است  

تنش   صفحه  مقادیر  و  است  𝜎𝑎𝑥اي  = 𝜎𝑎𝑦 = 𝜏𝑎𝑥𝑦 = 0  

هاي  تنش   - 4شود  براي چسب استفاده مي   𝑎است. زیر نویس  

و تنش برشي در امتداد ضخامت در لایه چسب    11جداکننده 

است   شده  فرض  حرارت تنش از    - 5یکنواخت  در هاي    ي 

و   گردیده  نظر  صرفه  کامپوزیتي  م   ي ر یی تغ صفحات    زان ی در 

 .  دهد رطوبت رخ نمي 

به دست مي  براي هر قسمت  تعادل  معادلات معادلات  آید. 

تعادل بیان شده برحسب جابجایي در ادامه ارائه شده است و با  

تنها سه مؤلفه تنش وجود دارد. مطابق    4و    3توجه به فرضیات  

سه هوک  تنشقانون  روابط  مؤلفه-بعدي،  و  کرنش کرنش  هاي 

 .]2[آید ( به دست مي12مربوط به چسب از روابط )

(12 ) 𝜎𝑎𝑧 = 𝐸𝑎 . 𝜀𝑎𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑡) 
𝜏𝑎𝑦𝑧 = 𝐺𝑎 . 𝛾𝑎𝑦𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑡) 

𝜏𝑎𝑥𝑧 = 𝐺𝑎 . 𝛾𝑎𝑥𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑡) 
𝐸𝑎   مدول یانگ چسب و𝐺𝑎    مدول برشي چسب است. همچنین

روابط ) مطابق  آورده شده  13روابط کرنش جابجایي،  زیر  در   )

اول تنها سه مؤلفه است که با توجه به فرضیات تئوري برشي مرتبه

 در آن وجود دارد.

(13 ) 

𝜀𝑎𝑧 =
𝜕𝑤𝑎
𝜕𝑧

 

𝛾𝑎𝑥𝑧 =
𝜕𝑢𝑎
𝜕𝑧

+
𝜕𝑤𝑎
𝜕𝑥

 

𝛾𝑎𝑦𝑧 =
𝜕𝑣𝑎
𝜕𝑧

+
𝜕𝑤𝑎
𝜕𝑦

 

نیروهاي  مطابق   و  تنش  تانسور  تقارن  فرض  و  تعادل  معادلات 

 صورت زیر است: حجمي صفر، به

(14 ) 
𝜏𝑎𝑥𝑦 = 𝜏𝑎𝑦𝑥 
𝜏𝑎𝑥𝑧 = 𝜏𝑎𝑧𝑥 
𝜏𝑎𝑦𝑧 = 𝜏𝑎𝑧𝑦 

انتگرال  و جایگذاري    𝑧( نسبت به  13در رابطه )   𝜀𝑎𝑧گیري  با 

)   𝜎𝑎𝑧با   رابطه  به 12در  به دست  15صورت رابطه ) ( روابط   )

 آید. مي 

(15 ) 

𝜀𝑎𝑧 =
𝜕𝑤𝑎
𝜕𝑧

    →   𝜕𝑤𝑎 = 𝜀𝑎𝑧. 𝜕𝑧  

𝜎𝑎𝑧 = 𝐸𝑎 . 𝜀𝑎𝑧  →  𝜀𝑎𝑧 =
𝜎𝑎𝑧
𝐸𝑎

 

𝑤𝑎 =
𝑧. 𝜎𝑎𝑧
𝐸𝑎

+ 𝑤𝑎0 

جابجایي    𝑤𝑎0مدول یانک چسب و    𝐸𝑎که این رابطه که در آن  

𝑧چسب در   = گیري  با انتگرال  𝑣𝑎و    𝑢𝑎هاي  است. جابجایي  0

  ضخامت  جهت   درآید.  ( به دست مي4( مشابه رابطه )2رابطه ) از

 فرض  کنواخت ی  يبرش  و  يسطح  هايتنش   چسب   هیلا  در

  هیناح   در  يعمود  کرنش  و  يبرش  هايکرنش  جه،ینت  در.  شودمي

. با داشتن شرط پیوستگي در  گرددمي  انیب  ر یز  صورتبه  چسب 

و    z=0به ترتیب بین صفحات اتصال و چسب در    yو    xجهت  

𝑧 = 𝑡𝑎 ( به دست مي16روابط ).آید 

(16 ) 

𝛾𝑎𝑥𝑧 =
𝑢2
0 − 𝑢3

0 − ℎ1. 𝜙2𝑥 − ℎ2. 𝜙3𝑥
𝑡𝑎

    

𝛾𝑎𝑦𝑧 =
𝑣2
0 − 𝑣3

0 − ℎ1. 𝜙2𝑦 − ℎ2. 𝜙3𝑦

𝑡𝑎
    

𝜀𝑎𝑧 =
1

𝑡𝑎
(𝑤2 − 𝑤3) 

𝑢1
𝑣1و    0

صفحه مؤلفه   𝑤1و    0 وسط  صفحه  در  جابجایي  هاي 



 

 ...  رهمسانگردیغ ی لیکمانش صفحات مستط لیتحل  
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هاي چرخشي در صفحه بالایي مؤلفه   𝜙1𝑦و    𝜙1𝑥بالایي است.  

𝑢2است.  
𝑣2و    0

وسط  مؤلفه   𝑤2و    0 صفحه  در  جابجایي  هاي 

هاي چرخشي در صفحه مؤلفه   𝜙2𝑦و    𝜙2𝑥صفحه پاییني است.  

از  استفاده  با  مستطیلي  صفحات  تعادل  معادلات  است.  پاییني 

( تعریف شده 17صورت رابطه ) به   12اصل حداقل انرژي پتانسیل

 .]23[است  

(17 ) П = 𝛿𝑈 + 𝛿𝑉 = 0 

کار مجازي انجام شده    𝛿𝑉انرژي کرنش مجازي،    𝛿𝑈که در آن  

 توسط نیروهاي اعمال شده است. 

(18 ) П = 𝛿(𝑈1 + 𝑈2 + 𝑈3 + 𝑈4) + 𝛿(𝑉1 + 𝑉2) = 0 

𝑖که  = 𝑖براي صفحه بالایي و  1 = 𝑖براي صفحه پاییني و  2 =

3,4, 𝑎    براي ناحیه چسب است. مقادیر𝑈1    ،𝑈2    ،𝑈3    و 𝑈4 به

نشان پاییني، ترتیب  بالایي، صفحه  کرنشي صفحه  انرژي  دهنده 

انرژي کرنشي برشي چسب و انرژي کرنشي نرمال چسب است.  

صفحه بالایي،    کار مجازي  دهندهنشان  ب یترت  به  𝑉1    ،𝑉2مقادیر  

  ( 19رابطه )  صورتبهاست. روابط انرژي کرنشي    صفحه پاییني

 .دشونيم فیتعر

𝛿𝑈𝑖 = ∫ {∫ (𝜎𝑖𝑗𝑘𝛿𝜀𝑖𝑗𝑘)

ℎ

2

−ℎ

2

𝑑𝑧} 𝑑𝑥𝑑𝑦                𝑗, 𝑘
𝐴𝑖

= 𝑥, 𝑦, 𝑧  

(19 ) 

𝛿𝑈𝑖 = ∫ {∫ [𝜎𝑖𝑥𝑥(𝛿𝜀𝑖𝑥𝑥
0 + 𝑧𝛿𝜅𝑖𝑥𝑥)

ℎ

2

−ℎ

2
𝐴𝑖

+ 𝜎𝑖𝑦𝑦(𝛿𝜀𝑖𝑦𝑦
0 + 𝑧𝛿𝜅𝑖𝑦𝑦)

+ 𝜎𝑖𝑥𝑦(𝛿𝜀𝑖𝑥𝑦
0 + 𝑧𝛿𝜅𝑖𝑥𝑦)

+ 𝜎𝑖𝑥𝑧𝛿𝛾𝑖𝑥𝑧

+ 𝜎𝑖𝑦𝑧𝛿𝛾𝑖𝑦𝑧] 𝑑𝑧} 𝑑𝑥𝑑𝑦    𝑖

= 1,2 
𝛿𝑈𝑖

= ∫ (𝑁𝑖𝑥𝑥𝛿𝜀𝑖𝑥𝑥
0 +𝑀𝑖𝑥𝑥𝛿𝜅𝑖𝑥𝑥 + 𝑁𝑖𝑦𝑦𝛿𝜀𝑖𝑦𝑦

0

𝐴𝑖

+𝑀𝑖𝑦𝑦𝛿𝜅𝑖𝑦𝑦 +𝑁𝑖𝑥𝑦𝛿𝛾𝑖𝑥𝑦
0 +𝑀𝑖𝑥𝑦𝛿𝜅𝑖𝑥𝑦

+ 𝑄𝑖𝑥𝛿𝛾𝑖𝑥𝑧 + 𝑄𝑖𝑦𝛿𝛾𝑖𝑦𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦                        𝑖

= 1,2 

𝑈3 =
𝑡𝑎𝐺𝑎
2

∫ (𝛾𝑎𝑥𝑧
2 + 𝛾𝑎𝑦𝑧

2 )
𝐴𝑖

𝑑𝑥𝑑𝑦 

𝑈4 =
𝐸𝑎
2𝑡𝑎

∫ (𝑤2 − 𝑤3)
2

𝐴𝑖

𝑑𝑥𝑑𝑦 

𝑖مقدار    𝐴𝑖که براي   = 𝑖براي صفحه بالایي و    1 = براي صفحه   2

و   𝑖پاییني  = و    3 چسب  برشي  کرنشي  𝑖انرژي  = انرژي   4

به نرمال چسب است. روابط کار مجازي  صورت رابطه  کرنشي 

 شوند.( تعریف مي20)

 

(20) 

𝛿𝑉𝑖 = ∫ ∫ [𝜎̂𝑛𝑛𝑖(𝛿𝑢𝑛𝑖 + 𝑧𝛿𝜙𝑛𝑖)

ℎ

2

−ℎ

2
𝐴𝑖

+ 𝜎̂𝑛𝑠𝑖(𝛿𝑢𝑠𝑖 + 𝑧𝛿𝜙𝑠𝑖)
+ 𝜎̂𝑛𝑧𝑖𝛿𝑤0𝑖] 𝑑𝑧𝑑𝑠

− ∫ (𝑞𝑏𝑖 + 𝑞𝑡𝑖
𝛺𝑖

− 𝑘𝑤0𝑖)𝛿𝑤0𝑖𝑑𝑥𝑑𝑦            
      𝑖 = 1,2 

𝛿𝑉𝑖 = ∫ (𝑁̂𝑛𝑛𝑖𝛿𝑢𝑛𝑖 + 𝑁̂𝑛𝑠𝑖𝛿𝑢𝑠𝑖 + 𝑀̂𝑛𝑛𝑖𝛿𝜙𝑛𝑖
𝐴𝑖

+ 𝑀̂𝑛𝑠𝑖𝛿𝜙𝑠𝑖 + 𝑄̂𝑛𝑖𝛿𝑤0𝑖)𝑑𝑠

+ ∫ (𝑘𝑤0𝑖𝛿𝑤0𝑖
𝛺𝑖

− 𝑞𝑖𝛿𝑤0𝑖)𝑑𝑥𝑑𝑦                  
    𝑖 = 1,2 

نشان دهنده صفحه میاني در صفحات است. روابط انرژي   𝛺𝑖که 

شوند. با جایگزین کردن انرژي  صورت زیر تعریف مي جنبشي به

معادله  به  پتانسیل  انرژي  حداقل  اصل  در  مجازي  کار  کرنشي، 

 حاکم براي صفحات خواهیم رسید.

(21 ) 

∫ [𝑁𝑖𝑥𝑥𝛿𝜀𝑖𝑥𝑥
0 +𝑀𝑖𝑥𝑥𝛿𝜅𝑖𝑥𝑥 +𝑁𝑖𝑦𝑦𝛿𝜀𝑖𝑦𝑦

0

𝛺

+𝑀𝑖𝑦𝑦𝛿𝜅𝑖𝑦𝑦 + 𝑁𝑖𝑥𝑦𝛿𝛾𝑖𝑥𝑦
0

+𝑀𝑖𝑥𝑦𝛿𝜅𝑖𝑥𝑦 + 𝑄𝑖𝑥𝛿𝛾𝑖𝑥𝑧

+ 𝑄𝑖𝑦𝛿𝛾𝑖𝑦𝑧 +
𝑡𝑎𝐺𝑎

2
𝛾𝑎𝑥𝑧
2

+
𝑡𝑎𝐺𝑎

2
𝛾𝑎𝑦𝑧
2 +

𝐸𝑎

2𝑡𝑎
𝑤2
2

+
𝐸𝑎

2𝑡𝑎
𝑤3
2 + 𝑁̂𝑛𝑛𝑖𝛿𝑢𝑛𝑖] 𝑑𝑥𝑑𝑦

= 0 
صورت زیر بازنویسي ( در رابطه فوق را به 4با جایگذاري رابطه ) 

 شود.مي 
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(22 ) 

∫ [𝑁𝑖𝑥𝑥𝛿
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝑀𝑖𝑥𝑥𝛿

𝜕𝜙𝑖𝑥

𝜕𝑥
+ 𝑁𝑖𝑦𝑦𝛿

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑦𝛺

+𝑀𝑖𝑦𝑦𝛿
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑁𝑖𝑥𝑦𝛿

𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑦

+ 𝑁𝑖𝑥𝑦𝛿
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝑀𝑖𝑥𝑦𝛿

𝜕𝜙𝑖𝑥

𝜕𝑦

+ 𝑀𝑖𝑥𝑦𝛿
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
+ 𝑄𝑖𝑥𝛿

𝜕𝑤𝑖
0

𝜕𝑥

+ 𝑄𝑖𝑥𝜙𝑖𝑥 + 𝑄𝑖𝑦
𝜕𝑤𝑖

0

𝜕𝑦

+ 𝑄𝑖𝑦𝜙𝑖𝑦 +
𝑡𝑎𝐺𝑎

2
𝛾𝑎𝑥𝑧
2

+
𝑡𝑎𝐺𝑎

2
𝛾𝑎𝑦𝑧
2 +

𝐸𝑎

2𝑡𝑎
𝑤2
2

+
𝐸𝑎

2𝑡𝑎
𝑤3
2 + 𝑁̂𝑛𝑛𝑖𝛿𝑢𝑛𝑖] 𝑑𝑥𝑑𝑦

= 0 
 با جایگذاري معادلات در اصل حداقل انرژي پتانسیل داریم: 

(23 ) 

∫ ∫ [−(
𝜕𝑁𝑖𝑥𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑁𝑖𝑥𝑦

𝜕𝑦𝛺

𝑇

0

+
𝐺𝑎

𝑡𝑎
(𝑢2 − 𝑢3 − ℎ1. 𝜙2𝑥

− ℎ2. 𝜙3𝑥) + 𝑁̂𝑥𝑥𝑖)𝛿𝑢0

− (
𝜕𝑁𝑖𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑁𝑖𝑦𝑦

𝜕𝑦

+
𝐺𝑎

𝑡𝑎
(𝑣2 − 𝑣3 − ℎ1. 𝜙2𝑦

− ℎ2. 𝜙3𝑦)) 𝛿𝑣0

− (
𝜕𝑀𝑖𝑥𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝑖𝑥𝑦

𝜕𝑦
− 𝑄𝑖𝑥

+
𝐺𝑎ℎ1,2

2𝑡𝑎
(𝑣2 − 𝑣3 − ℎ1. 𝜙2𝑦

− ℎ2. 𝜙3𝑦)) 𝛿𝜙𝑥

− (
𝜕𝑀𝑖𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝑖𝑦𝑦

𝜕𝑦
− 𝑄𝑖𝑦

+
𝐺𝑎ℎ1,2

2𝑡𝑎
(𝑣2 − 𝑣3 − ℎ1. 𝜙2𝑦

− ℎ2. 𝜙3𝑦)) 𝛿𝜙𝑦

− (
𝜕𝑄𝑖𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑄𝑖𝑦

𝜕𝑦
−
𝐸𝑎

2𝑡𝑎
𝑤2
2

−
𝐸𝑎

2𝑡𝑎
𝑤3
2) 𝛿𝑤0] 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0 

 رسیم:( مي24( به معادلات )23از رابطه )

 الف( -24)
𝜕𝑁𝑖𝑥𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑁𝑖𝑥𝑦

𝜕𝑦
+
𝐺𝑎
𝑡𝑎
(𝑢2 − 𝑢3 − ℎ1. 𝜙2𝑥

− ℎ2. 𝜙3𝑥) − 𝑁̂𝑥𝑥𝑖 = 0 

 ب( -24)
𝜕𝑁𝑖𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑁𝑖𝑦𝑦

𝜕𝑦
+
𝐺𝑎
𝑡𝑎
(𝑣2 − 𝑣3 − ℎ1. 𝜙2𝑦

− ℎ2. 𝜙3𝑦) = 0 

 ج( -24)
𝜕𝑄𝑖𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑄𝑖𝑦

𝜕𝑦
−
𝐸𝑎
2𝑡𝑎

𝑤2
2 −

𝐸𝑎
2𝑡𝑎

𝑤3
2 = 0 

 د( -24)

𝜕𝑀𝑖𝑥𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝑖𝑥𝑦

𝜕𝑦
− 𝑄𝑖𝑥 +

𝐺𝑎ℎ1,2
2𝑡𝑎

(𝑣2 − 𝑣3

− ℎ1. 𝜙2𝑦 − ℎ2. 𝜙3𝑦)

= 0 

 ه( -24)

𝜕𝑀𝑖𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝑖𝑦𝑦

𝜕𝑦
− 𝑄𝑖𝑦 +

𝐺𝑎ℎ1,2
2𝑡𝑎

(𝑣2 − 𝑣3

− ℎ1. 𝜙2𝑦 − ℎ2. 𝜙3𝑦)

= 0 

( خواهیم  24( در رابطه )6( و )3)( و  2حال با جایگذاري رابطه )

 داشت: 

 الف( -25)

𝐴11
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
) + 𝐴12

𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑦
)

+ 𝐴16
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑦

+
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑥
)

+ 𝐵11
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

) 

+𝐵12
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦
) + 𝐵16

𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
)

+ 𝐴16
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
) 

+𝐴26
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑦
) + 𝐴66

𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑥
)

+ 𝐵16
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

) 

+𝐵26
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦
) + 𝐵66

𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
)

+
𝐺𝑎
𝑡𝑎
(𝑢2 − 𝑢3

− ℎ1. 𝜙2𝑥 − ℎ2. 𝜙3𝑥)

− 𝑁̂𝑥𝑥𝑖 = 0 



 

 ...  رهمسانگردیغ ی لیکمانش صفحات مستط لیتحل  

   
 

 39     1403، 2، شماره 43هاي عددي در مهندسي، سال روش

 ب( -25)

𝐴16
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
) + 𝐴26

𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑦
)

+ 𝐴66
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑦

+
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑥
)

+ 𝐵16
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

)

+ 𝐵26
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦
)

+ 𝐵66
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
)

+ 𝐴12
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
) 

+𝐴22
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑦
) + 𝐴26

𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑥
) 

+𝐵12
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

) + 𝐵22
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦
) 

+𝐵26
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
) +

𝐺𝑎
𝑡𝑎
(𝑣2 − 𝑣3

− ℎ1. 𝜙2𝑦 − ℎ2. 𝜙3𝑦)

= 0 

 ج( -25)

𝐾𝑠𝐴44
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑤𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝜙𝑖𝑥)

+ 𝐾𝑠𝐴45
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑤𝑖

0

𝜕𝑦

+ 𝜙𝑖𝑦) 

+𝐾𝑠𝐴45
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑤𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝜙𝑖𝑥)

+ 𝐾𝑠𝐴55
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑤𝑖

0

𝜕𝑦

+ 𝜙𝑖𝑦) −
𝐸𝑎
2𝑡𝑎

𝑤2
2

−
𝐸𝑎
2𝑡𝑎

𝑤3
2 = 0 

 د( -25)

𝐵11
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
) + 𝐵12

𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑦
) 

+𝐵16
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑥
) + 𝐷11

𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

)

+ 𝐷12
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦
) 

+𝐷16
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
)

+ 𝐵16
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
) 

+𝐵26
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑦
) + 𝐵66

𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑥
) 

+𝐷16
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

) + 𝐷26
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦
) 

+𝐷66
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
)

− 𝐾𝑠𝐴44
𝑖 (

𝜕𝑤𝑖
0

𝜕𝑥

+ 𝜙𝑖𝑥)

− 𝐾𝑠𝐴45
𝑖 (

𝜕𝑤𝑖
0

𝜕𝑦

+ 𝜙𝑖𝑦) 

+
𝐺𝑎ℎ1,2
2𝑡𝑎

(𝑣2 − 𝑣3 − ℎ1. 𝜙2𝑦 − ℎ2. 𝜙3𝑦)

= 0 

 ( ه-25)

𝐵16
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
) + 𝐵26

𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑦
)

+ 𝐵66
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑦

+
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑥
) 

+𝐷16
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

) + 𝐷26
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦
)

+ 𝐷66
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
)

+ 𝐵12
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
) 

+𝐵22
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑦
) + 𝐵26

𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣𝑖

0

𝜕𝑥
)

+ 𝐷12
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

)

+ 𝐷22
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦
) 

+𝐷26
𝑖
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
)

− 𝐾𝑠𝐴45
𝑖 (

𝜕𝑤𝑖
0

𝜕𝑥

+ 𝜙𝑖𝑥)

− 𝐾𝑠𝐴55
𝑖 (

𝜕𝑤𝑖
0

𝜕𝑦

+ 𝜙𝑖𝑦) 

+
𝐺𝑎ℎ1,2
2𝑡𝑎

(𝑣2 − 𝑣3 − ℎ1. 𝜙2𝑦 − ℎ2. 𝜙3𝑦)

= 0 
گاه ساده در نظر صورت تکیهشرایط مرزي در دو لبه عرضي به

انتها در  هاي صفحات در دو  گرفته شده است. شرایط مرزي لبه

  ، شرط مرزي گیردار    S( براي شرط مرزي ساده6( و )1ناحیه )

C  شرط مرزي آزاد    وF  صورت  بررسي شده است. این شرایط به
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 گردد.زیر تعریف مي

(26 ) 
 گاه ساده: تکیه

 تکیه گاه گیردار:
 تکیه گاه آزاد: 

𝑤 = 𝜙𝑦 = 𝑀𝑥 = 0 
𝑢 = 𝑣 = 𝑤 = 𝜙𝑥 = 0 
𝑁𝑥 = 𝑁𝑥𝑦 = 𝑀𝑥 = 𝑀𝑥𝑦 = 𝑄𝑥 = 0 

صورت شرایط  ( به4( و )3شرایط مرزي در ناحیه چسب، ناحیه )

صورت  هاي آزاد در نظر گرفته شده است. این شرایط بهمرزي لبه

 شود. زیر تعریف مي

(27 ) 

𝑁𝑖𝑥 = 𝐴11
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝐴12

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐴16

𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐴16

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑥

+ 𝐵11
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

+ 𝐵12
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦

+ 𝐵16
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+ 𝐵16
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
 

𝑁𝑖𝑦 = 𝐴12
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝐴22

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐴26

𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐴26

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑥

+ 𝐵12
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

+ 𝐵22
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦

+ 𝐵26
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+ 𝐵26
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
 

𝑁𝑖𝑥𝑦 = 𝐴16
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝐴26

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐴66

𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐴66

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑥

+ 𝐵16
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

+ 𝐵26
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦

+ 𝐵66
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+ 𝐵66
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
 

𝑀𝑖𝑥 = 𝐵11
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝐵12

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐵16

𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐵16

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑥

+ 𝐷11
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

+ 𝐷12
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦

+ 𝐷16
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+ 𝐷16
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
 

𝑀𝑖𝑦 = 𝐵12
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝐵22

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐵26

𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐵26

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑥

+ 𝐷12
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

+ 𝐷22
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦

+ 𝐷26
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+ 𝐷26
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
 

𝑀𝑖𝑥𝑦 = 𝐵16
𝜕𝑢𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝐵26

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐵66

𝜕𝑢𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐵66

𝜕𝑣𝑖
0

𝜕𝑥

+ 𝐷16
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑥

+ 𝐷26
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑦

+ 𝐷66
𝜕𝜙𝑖𝑥
𝜕𝑦

+ 𝐷66
𝜕𝜙𝑖𝑦

𝜕𝑥
 

𝑄𝑖𝑥 = 𝐴44
𝜕𝑤𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝐴44𝜙𝑖𝑥 + 𝐴45

𝜕𝑤𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐴45𝜙𝑖𝑦 

𝑄𝑖𝑦 = 𝐴45
𝜕𝑤𝑖

0

𝜕𝑥
+ 𝐴45𝜙𝑖𝑥 + 𝐴55

𝜕𝑤𝑖
0

𝜕𝑦
+ 𝐴55𝜙𝑖𝑦 

جایي،  ( شرایط سازگاري شامل  پیوستگي جابه5( و )2در ناحیه )

صورت زیر بررسي  پیوستگي شیب و پیوستگي گشتاور خمشي به

 گردد. مي
𝑢𝑖 = 𝑢𝑗 

𝑣𝑖 = 𝑣𝑗 

𝑤𝑖 = 𝑤𝑗 
𝜙𝑥𝑖 = 𝜙𝑥𝑗 

𝜙𝑦𝑖 = 𝜙𝑦𝑗 

𝑄𝑦𝑖 = 𝑄𝑦𝑗 
𝑁𝑥𝑖 = 𝑁𝑥𝑗 

𝑁𝑦𝑖 = 𝑁𝑦𝑗 

𝑁𝑥𝑦𝑖 = 𝑁𝑥𝑦𝑗 
𝑀𝑥𝑖 = 𝑀𝑥𝑗 

𝑀𝑦𝑖 = 𝑀𝑦𝑗 

𝑀𝑥𝑦𝑖 = 𝑀𝑥𝑦𝑗 
 به ترتیب مربوط به ناحیه پیوستگي است.  𝑗و  𝑖 که اندیس

 

حل معاد ت به روش مربعات دیفرانسیلی تعمیم    -3

 یافته:
مبتني بر تقریب یک مشتق    افتهی   میتعم  يلیفرانسید  مربعاتروش  

از یک تابع در یک نقطه مشخص با مجموع وزني و مقادیر تابع  

در هر نقطه مجموعه در محدوده حل مسئله است. مشتق یک تابع  

دار از  صورت ترکیب خطي وزنتوان بهنسبت به یک متغیر را مي

اند، تقریب زد.  مقادیر تابع که در تعداد نقاط دامنه محاسبه شده

چند جمله یک  انطباق  لاگرانژيبراي  نقاط  بر  یکتا  رابطه    13اي 

 . ]25[( ارائه گردیده است 29)

(29 ) 
𝑓𝑥(𝑥𝑖) =∑𝑎𝑖𝑗𝑓(𝑥𝑖)

𝑁

𝑖=1

        𝑖 = 1,2, …𝑁   

𝑑𝑟𝑓

𝑑𝑥𝑟
|
𝑥=𝑥𝑖

=∑𝐴𝑖𝑗
(𝑟)
𝑓(𝑥𝑖)

𝑁

𝑗=1

         

ماتریس   𝐴𝑖𝑗است. همچنین    xتعداد نقاط شبکه در جهت    Nکه  

به که  است  وزني  )ضرایب  رابطه  مي 30صورت  تعریف  شود  ( 

]25[. 

𝐴𝑖𝑗
(1)

=

{
 
 
 

 
 
 
∏ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)
𝑁
𝑘=1
𝑘≠𝑖,𝑗

∏ (𝑥𝑗 − 𝑥𝑘)
𝑁
𝑘=1
𝑘≠𝑗

        𝑖 ≠ 𝑗    𝑖, 𝑗 = 1,2,3, … , 𝑁

∑
1

𝑥𝑖 − 𝑥𝑘

𝑁

𝑘=1
𝑘≠1

                   𝑖 = 𝑗 = 1,2,3, … , 𝑁       
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(30) 

(  31صورت رابطه )ضرایب وزني بهکه در آن براي مشتقات بالاتر  

 شود. محاسبه مي

(31 ) 𝐴𝑖𝑗
(𝑟)
= 𝐴𝑖𝑗

(1)
𝐴𝑖𝑗
(𝑟−1)

             𝑟 = 2,3, … , 𝑁 − 1 

[𝐴](𝑟) = [𝐴](1)[𝐴](𝑟−1)      𝑟 = 2,3, … , 𝑁 − 1 

ترین نکات در همگرایي نتایج، علاوه بر تعداد نقاط،  یکي از مهم

نحوه توزیع نقاط در حوزه حل است. دو نوع توزیع یکنواخت و  

مي پیشنهاد  روش  این  در  با غیریکنواخت  شبکه  نقاط  که  شود 

 . ]25[( است 32صورت رابطه )توزیع یکنواخت به

(32 ) 𝑥𝑖 =
𝑖 − 1

𝑁 − 1
         0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑖 = 1,2, … , 𝑁 

چبسشف  غیریکنواخت  نقطه  توزیع  را  -گوس-همچنین  لوباتو 

( است. خاصیت این نوع توزیع آن 33صورت رابطه )توان بهمي

نوع توزیع در   این  نظر گرفته شده در  نقاط در  تراکم  که  است 

 نزدیکي نقاط مرزي بیشتر از نقاط میاني است. 

(33 ) 𝑥𝑖 =
𝐿

2
[1 − 𝑐𝑜𝑠 (

𝑖 − 1

𝑁 − 1
)𝜋)]         0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑖

= 1,2, … , 𝑁 
روش   به  توجه  جابجایيیافتهتعمیم  يلیفرانسید  مربعاتبا  ها  ، 

( در نظر گرفته  34صورت رابطه )براي حل معادلات کمانش به

 شود. مي

(34 ) [𝐾]{𝑤} = 𝑁𝑥−𝑐𝑟[𝑃]{𝑤} 

 

 :افتهیم یتعم یلیفرانسی د مربعاتحل به روش  -4
جداسازي   روش  از  استفاده  با  آمده  دست  به  جابجایي  میدان 

 .]23[شوند ( تعریف مي35صورت رابطه )متغیرها به

(35 ) 

𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑∑ 𝑈𝑚𝑛(𝑡) 𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑦

∞

𝑚=1

∞

𝑛=1

 

𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑∑ 𝑉𝑚𝑛(𝑡) 𝑠𝑖𝑛 𝛼𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑦

∞

𝑚=1

∞

𝑛=1

 

𝑤0(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑∑𝑊𝑚𝑛(𝑡) 𝑠𝑖𝑛 𝛼𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑦

∞

𝑚=1

∞

𝑛=1

 

𝜙𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑∑ 𝑋𝑚𝑛(𝑡) 𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝛽𝑦

∞

𝑚=1

∞

𝑛=1

 

𝜙𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑∑ 𝑌𝑚𝑛(𝑡) 𝑠𝑖𝑛 𝛼𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝛽𝑦

∞

𝑚=1

∞

𝑛=1

 

آن   در  𝛼که  = 𝑚𝜋/𝑎    و𝛽 = 𝑛𝜋/𝑏  دادن مي قرار  با  باشد. 

( )35روابط  روابط  در  ماتریس  25(   )[H]  مي دست  که به  آید 

 شود: ( تعریف مي36)صورت رابطه هاي آن بهآرایه

 الف( -36)

 𝐻11 = −𝐴11𝛼𝑈 − 2𝐴16𝛼𝛽𝑈 − 𝐴26𝛽2𝑈 −
𝐴66𝛽

2𝑈 +
𝐺𝑎

𝑡𝑎
(𝑢1 − 𝑢2) −

𝐺𝑎

2𝑡𝑎
(𝑡1𝜙1𝑥 +

𝑡2𝜙2𝑥) − 𝑁𝑥 

𝐻12 = −𝐴12𝛼𝛽𝑉 − 𝐴16𝛼
2𝑉 − 𝐴26𝛽

2𝑉
− 𝐴66𝛼𝛽𝑉

+
𝐺𝑎
𝑡𝑎
(𝑢2 − 𝑢1)

−
𝐺𝑎
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑥 + 𝑡2𝜙2𝑥) 

𝐻13 =
𝐺𝑎
𝑡𝑎
(𝑢2 − 𝑢1)

−
𝐺𝑎
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑥 + 𝑡2𝜙2𝑥) 

𝐻14 = −𝐵11𝛼
2𝜑𝑥 − 2𝐵16𝛼𝛽𝜑𝑥

− 𝐵66𝛽
2𝜑𝑥

+
𝐺𝑎
𝑡𝑎
(𝑢2 − 𝑢1)

−
𝐺𝑎
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑥 + 𝑡2𝜙2𝑥) 

𝐻15 = −𝐵12𝛼𝛽𝜑𝑦 − 𝐵16𝛼
2𝜑𝑦 − 𝐵26𝛽

2𝜑𝑦
− 𝐵66𝛼𝛽𝜑𝑦

+
𝐺𝑎
𝑡𝑎
(𝑢2 − 𝑢1)

−
𝐺𝑎
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑥 + 𝑡2𝜙2𝑥) 

 ب( -36)

 𝐻21 = −𝐴12𝛼𝛽𝑈 − 𝐴16𝛼2𝑈 − 𝐴22𝛽2𝑈 −
𝐴26𝛽

2𝑈 − 𝐴26𝛼𝛽𝑈 + 𝐴66𝛼𝛽𝑈 +
𝐺𝑎

𝑡𝑎
(𝑣1 −

𝑣2) −
𝐺𝑎

2𝑡𝑎
(𝑡1𝜙1𝑦 + 𝑡2𝜙2𝑦) 

𝐻22 = −2𝐴26𝛼𝛽𝑉 − 𝐴66𝛼
2𝑉

+
𝐺𝑎
𝑡𝑎
(𝑣1 − 𝑣2)

−
𝐺𝑎
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑦 + 𝑡2𝜙2𝑦) 

𝐻23 =
𝐺𝑎
𝑡𝑎
(𝑣1 − 𝑣2)

−
𝐺𝑎
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑦 + 𝑡2𝜙2𝑦) 

𝐻24 = −𝐵12𝛼𝛽𝜑𝑥 − 𝐵16𝛼
2𝜑𝑥 − 𝐵26𝛽

2𝜑𝑥
− 𝐵66𝛼𝛽𝜑𝑥

+
𝐺𝑎
𝑡𝑎
(𝑣1 − 𝑣2)

−
𝐺𝑎
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑦 + 𝑡2𝜙2𝑦) 
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𝐻25 = −𝐵22𝛽
2𝜑𝑦 − 2𝐵26𝛼𝛽𝜑𝑦

− 𝐵66𝛼
2𝜑𝑦

+
𝐺𝑎
𝑡𝑎
(𝑣1 − 𝑣2)

−
𝐺𝑎
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑦 + 𝑡2𝜙2𝑦) 

 ج( -36)

 𝐻31 = −
𝐸𝑎

2𝑡𝑎
(𝑤1

2 + 𝑤2
2) 

𝐻32 = −
𝐸𝑎
2𝑡𝑎

(𝑤1
2 + 𝑤2

2) 

𝐻33 = −𝐾𝑠𝐴44𝛼
2𝑊 + 2𝐾𝑠𝐴45𝛼𝛽𝑊
− 𝐾𝑠𝐴55𝛽

2𝑊

−
𝐸𝑎
2𝑡𝑎

(𝑤1
2 + 𝑤2

2) 

𝐻34 = −𝐾𝑠𝐴44𝛼𝜑𝑥 + 𝐾𝑠𝐴45𝛽𝜑𝑥

−
𝐸𝑎
2𝑡𝑎

(𝑤1
2 + 𝑤2

2) 

𝐻35 = 𝐾𝑠𝐴45𝛼𝜑𝑦 − 𝐾𝑠𝐴55𝛽𝜑𝑦

−
𝐸𝑎
2𝑡𝑎

(𝑤1
2 + 𝑤2

2) 

 د( -36)

 𝐻41 = −𝐵11𝛼
2𝑈 − 𝐵16𝛼𝛽𝑈 − 𝐵26𝛽

2𝑈 −

𝐵66𝛽
2𝑈 +

𝐺𝑎ℎ1,2

𝑡𝑎
(𝑢1 − 𝑢2) +

𝐺𝑎ℎ1,2

2𝑡𝑎
(𝑡1𝜙1𝑥 + 𝑡2𝜙2𝑥) 

𝐻42 = −𝐵12𝛼𝛽𝑉 − 𝐵16𝛼𝛽𝑉 − 𝐵16𝛼
2𝑉

− 𝐵66𝛼𝛽𝑉

+
𝐺𝑎ℎ1,2
𝑡𝑎

(𝑢1 − 𝑢2)

+
𝐺𝑎ℎ1,2
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑥

+ 𝑡2𝜙2𝑥) 
𝐻43 = −𝐾𝑠𝐴44𝛼𝑊 −𝐾𝑠𝐴45𝛽𝑊

+
𝐺𝑎ℎ1,2
𝑡𝑎

(𝑢1 − 𝑢2)

+
𝐺𝑎ℎ1,2
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑥

+ 𝑡2𝜙2𝑥) 
𝐻44 = −𝐾𝑠𝐴44𝜑𝑥 − 𝐷11𝛼

2𝜑𝑥
− 2𝐷16𝛼𝛽𝜑𝑥
− 𝐷66𝛽

2𝜑𝑥

+
𝐺𝑎ℎ1,2
𝑡𝑎

(𝑢1 − 𝑢2)

+
𝐺𝑎ℎ1,2
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑥

+ 𝑡2𝜙2𝑥) 
𝐻45 = −𝐵12𝛼𝛽𝜑𝑦 − 𝐵16𝛼

2𝜑𝑦 − 𝐵26𝛽
2𝜑𝑦

− 𝐵66𝛼𝛽𝜑𝑦

+
𝐺𝑎ℎ1,2
𝑡𝑎

(𝑢1 − 𝑢2)

+
𝐺𝑎ℎ1,2
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑥

+ 𝑡2𝜙2𝑥) 

 (ه -36)

 𝐻51 = −𝐵12𝛼𝛽𝑈 − 𝐵16𝛼2𝑈 − 𝐵22𝛽2𝑈 −
𝐵26𝛽

2𝑈 − 𝐵66𝛼𝛽𝑈 +
𝐺𝑎ℎ1,2

𝑡𝑎
(𝑣1 − 𝑣2) +

𝐺𝑎ℎ1,2

2𝑡𝑎
(𝑡1𝜙1𝑦 + 𝑡2𝜙2𝑦) 

𝐻52 = −𝐵66𝛼
2𝑉 − 2𝐵26𝛼𝛽𝑉

+
𝐺𝑎ℎ1,2
𝑡𝑎

(𝑣1 − 𝑣2)

+
𝐺𝑎ℎ1,2
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑦 + 𝑡2𝜙2𝑦) 

𝐻53 = −𝐾𝑠𝐴45𝛼𝑊 −𝐾𝑠𝐴55𝛽𝑊

+
𝐺𝑎ℎ1,2
𝑡𝑎

(𝑣1 − 𝑣2)

+
𝐺𝑎ℎ1,2
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑦 + 𝑡2𝜙2𝑦) 

𝐻54 = −𝐷16𝛼
2𝜑𝑥 −𝐷12𝛼𝛽𝜑𝑥 −𝐷26𝛽

2𝜑𝑥
− 𝐷66𝛼𝛽𝜑𝑥 − 𝐾𝑠𝐴45𝜑𝑥

+
𝐺𝑎ℎ1,2
𝑡𝑎

(𝑣1 − 𝑣2)

+
𝐺𝑎ℎ1,2
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑦 + 𝑡2𝜙2𝑦) 

𝐻55 = −2𝐷26𝛼𝛽𝜑𝑦 −𝐷66𝛼
2𝜑𝑦 − 𝐷22𝛽

2𝜑𝑦
− 𝐾𝑠𝐴55𝜑𝑦

+
𝐺𝑎ℎ1,2
𝑡𝑎

(𝑣1 − 𝑣2)

+
𝐺𝑎ℎ1,2
2𝑡𝑎

(𝑡1𝜙1𝑦 + 𝑡2𝜙2𝑦) 

𝑈(𝑖)    ،𝑉(𝑖)    ،𝑊(𝑖)    ،𝜑𝑥که  
(𝑖)    و𝜑𝑦

(𝑖)     مرتبه )مشتقات  )i 

ميجابجایي به  ها  توجه  با  که    ي لیفرانسید  مربعات  روشباشند 

 آیند. به دست مي  یافتهتعمیم 

 

 تحلیل و نتایج  -5
سازه   بحراني  کمانش  بار  از  حاصل    ي تئور   اساس   بر نتایج 

  م ی تعم   مربعات تفاضل    روش   از   استفاده   با   و   اول مرتبه   ي برش 

شرایط مختلف لایه چیني صفحه یک  .  است   شده   ارائه   افته ی 

به  براي  دو  تک و  دوجهته   14جهته صورت  جنس   15و  هاي  و 

لایه    هر  ضخامت  است.  گردیده  بررسي    mmمختلف 

25 /0=   plyt_   است. همچنین تنش برشي در شرایط لایه چیني

گردیده است. جنس و  و شرایط تکیه  بررسي  گاهي مختلف 

است.   گردیده  اتصال چسبي بررسي  براي  متفاوت  ضخامت 

خصوصیات مکانیکي مواد براي صفحات و چسب در جدول  

 آمده است.   1

 اعتبار سنجی  -1-5

تحلیل کمانش صفحات با اتصال همپوشاني چسبي   مقاله  ین در ا 

است.   افته ی م ی تعم   ي ل ی فرانس ید   مربعات روش  به   شده  انجام 
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 یوستهبه هم پ  صفحهدو از  حاصل  یج نتا مقایسه کمانش بحراني 

در نظر گرفته شده   صفر  ي همپوشان   با شرایط پیوستگي با طول 

متر میلي   200است. ابعاد هر یک از صفحات کامپوزیتي به طول  

عرض   با   جهته تک   ي اپوکس /کربن   جنس   ازمتر  میلي   100و 

تکیه  نتایج   SSSSگاهي  شرایط  است.  شده  گرفته  نظر  در 

 شده است   یسهمقا   ]24[ارائه شده در مرجع    یج نتا محاسبات با  

در جدول   که    2و  است  شده حاصل   ي خوب بسیار    طابق تآمده 

 . است

نیز   محدود  اجزاي  حل  با  عددي  روش  از  حاصل  نتایج 

شکل   است.  منطبق  هم  بر  نتایج  که  شد  از   3مقایسه  نمایي 

افزار اجزاي محدود آورده هم در نرم به کمانش صفحات متصل 

 شده است. 

 تنش برشی چس   محاسبه -2-5

بررسي تنش برشي چسب به منظور عدم جدایش صفحات به 

است.   الزامي  کمانش  پدیده  از  قبل  با چسب،  متصل شده  هم 

هایي مانند مدل ولکرسن، گلند براي محاسبه تنش برشي تئوري 

اسمیت و اجالوو و ادینوف ارائه گردیده است. - و رسینر، هارت 

در این مقاله از تئوري ولکرسن براي محاسبه تنش برشي چسب  

روش  این  است.  شده  نیز به   استفاده  برش  تأخیر  مدل  عنوان 

 .کند مي مفهوم برش دیفرانسیلى را معرفى    شده است که مطرح  

برشي   تنش  رابطه    τتوزیع  از  چسب  محاسبه   ( 37) در 

 .]8[گردد مي 

 

(37 ) 
𝜏 =

𝑁𝑥−𝑎𝜔

2𝑏

𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔𝑥)

𝑠𝑖𝑛ℎ(
𝜔𝑙

2
)

+ (
𝑡1 − 𝑡2
𝑡1 + 𝑡2

)(
𝜔𝑙

2
)
𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜔𝑥)

𝑐𝑜𝑠ℎ(
𝜔𝑙

2
)
 

𝑡1    ضخامت قطعه بالایي و𝑡2    ضخامت قطعه پاییني و𝑡𝑎    ضخامت

مدول  𝐸𝑎طول ناحیه اتصال،    𝑙عرض ناحیه اتصال و   𝑏چسب،  

برشي چسب،    𝐺𝑎شود،  چسب مي بر    𝑁𝑥مدول  اعمالي  نیروي 

عنوان مشخصه طول برش چسب  به  𝜔واحد طول چسب و مقدار  

مي از  شناخته  و  است  طول  معکوس  جنس  از  آن  واحد  شود، 

 آید. به دست مي (38)رابطه

(38 ) 𝜔 = √
𝐺𝑎

𝐸𝑎𝑡1𝑡𝑎
(1 +

𝑡1
𝑡2
) 

به قدري بزرگ باشد که مقدار    𝑙با فرض اینکه طول اتصال چسب  

𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔𝑙) = 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜔𝑙)    هم به  صفحات  ضخامت  و  شود 

باشد   برابر  شده  𝑡1)چسبانده  = 𝑡2)  رابطه  مي را    (37)توان 

 باز نویسي کرد. (39)صورت رابطه به

(39 ) 𝜏 =
𝑁𝑥−𝑎
2

√
𝐺𝑎

𝐸𝑎𝑡1𝑡𝑎
(1 +

𝑡1
𝑡2
) 

 محاسبه شده از رابطه  𝑁𝑥−𝑐𝑟با توجه به مقادیر کمانش بحراني 

آن در مقدار  34) با جایگذاري   )𝑁𝑥−𝑎  ( مقدار تنش  39رابطه )

آید. این مقدار نباید بیشتر از استحکام بحراني چسب به دست مي

از   قبل  این صورت چسب  غیر  در  باشد،  تسلیم چسب  برشي 

شود. با داشتن استحکام تسلیم کمانش صفحات، دچار برش مي

براي همه  آید که  ( به دست مي39از رابطه )  𝑁𝑥−𝑎چسب، مقدار  

بحراني   کمانش  بار  مقدار  با  کمانشي  بارگذاري   𝑁𝑥−𝑐𝑟شرایط 

 شده است. بررسي 

 

 ارائه نتایج  -2-5

این قسمت   با    يعددحل    یجنتادر  اجزاي    یجنتا تحقیق حاضر 

شده    یسهمقا  آباکوسافزار  به دست آمده با استفاده از نرم  محدود

مرزي،  است  شرایط  صفحات،  ابعادي  مقادیر  قسمت  این  در   .

چیني، مقدار طول همپوشاني  جنس چسب و صفحات، نوع لایه

چسب و ضخامت چسب براي بار بحراني کمانش مورد بررسي  

  چسب  يسفتقرار گرفته است. براي به دست آوردن خصوصیات  

 شود. ( استفاده مي40از رابطه )

(40) 
𝐾𝐼 = 𝐾𝑛𝑛 =

𝐸𝑎
𝑡𝑎
                

 𝐾𝐼𝐼 = 𝐾𝑠𝑠 = 𝐾𝑡𝑡 =
𝐺𝑎
𝑡𝑎

 

مقدار ضریب   𝐾𝐼𝐼ضریب سختي نرمال چسب و مقدار    𝐾𝐼مقدار  

-سطح زیر منحني تنش   Aسختي برشي طولي و عرضي چسب،  

چسب، ک چسب  𝜏𝑦  رنش  تسلیم  استحکام   𝜏𝑓  و   استحکام 

وابسته  به ضخامت چسب  این ضرایب  است.  شکست چسب 

𝑡𝑎مقادیر فوق براي چسب اپوکسي به ضخامت   است.  = 0 
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 ]28[و  ]27[ و ]22[ی صفحات و چس کیمکان  اتیتصوص -1مدول 

)3kg/m(s ρ xν )GPa( G )GPa(y E )GPa(x E  

 جهته اپوکسي تک –کربن  89 4 5 3/0 1600

 اپوکسي دوجهته  –کربن  8/56 8/56 4 04/0 1600

 جهته تک  اپوکسي –شیشه  6/38 27/8 14/4 26/0 1800

 جهته تک اپوکسي  –آرامید  76 5/5 3/2 34/0 1460

 چسب اپوکسي  6/4 6/4 4/1 34/0 2500

 IPCO 9923چسب  3/1 3/1 46/0 41/0 1200

 AV 138چسب  5 5 7/1 34/0 1350

 

 

 مهته تک  یایوکس/ کربنماایسه بار بحرانی صفحات با طول همپوشانی صفر ا  من   -2مدول 

 درصد خطا  ]24[مرجع   𝑁𝑥−𝑐𝑟 (𝑁/𝑚𝑚) 𝑁𝑥−𝑐𝑟 (𝑁/𝑚𝑚)روش حاضر  چینيلایه

]0/45-/45/+0[ 80/6 91/6 5/1 

]0/30-/30/+0[ 06/7 15/7 2/1 

]0/15-/15/+0[ 30/7 37/7 9/0 

 

 

 
 افزار امزای محدوددر نر   ]0+/45/-0/45[کمانش بحرانی برای  یه چینی  – 3شکل 

 

. 1 𝑚𝑚    بحراني   3جدول  در بار  مقادیر  است.  شده  آورده 

-کمانش براي لایه چیني مختلف از جنس کربن اپوکسي تک 

ثابت گاهي  چسب براي شرایط تکیه  جهته و مقدار همپوشاني 

SSSS   به    4صورت شکل  رض مختلف به براي نسبت طول به ع

آید. براي نسبت ابعادي طول به عرض مقادیر کمانش دست مي 

صورت فشاري و در بحراني متفاوت است. همچنین چون بار به 

محور   مي   xراستاي  که  وارد  صفحاتي  چیني  لایه  براي  شود، 

الیاف در راستاي نیرو است استحکام کمانشي بالاتري به دست 
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 ، بسته به نسبت جانبي ورق  کمانش   بار کمترین مقدار    آید مي 

(L/b)  متفاوتي از    ری مقاد درm   و  n   ایجاد خواهند شد و لزوماً در

تمامي   4شود. براي ترسیم شکل  ایجاد نمي   n=1  و   m=1مقادیر  

 mو مقادیر    5تا    0/ 3براي نسبت جانبي بین    کمانش   بار مقادیر  

از یک تا پنج بررسي شده است و مقدار کمترین عدد که   nو  

در  لایه چیني  آن  براي  است  کمانش  بحراني  بار  مقدار  بیانگر 

 نمودار آورده شده است. 

با    مختلف  براي جنس صفحات  کمانش  بحراني  بار  مقادیر 

  SSSSگاهي  نسبت همپوشاني متفاوت چسب براي شرایط تکیه

آید. هرچه مقدار همپوشاني چسب  به دست مي  5صورت شکل  به

بیشتر باشد مقدار استحکام کمانشي سازه بیشتر است. براي جنس  

جهته مقادیر استحکام کمانشي نسبت به سایر  کربن اپوکسي دو 

 مواد بررسي شده، بیشترین است. 

چسب   استحکامي  مجاز  بار  )  (𝑁𝑥−𝑎)مقادیر  رابطه  به 39از   )

استحکام  دست مي اپوکسي و  اساس چسب  بر  مقادیر  این  آید. 

دست    3جدول  مطابق    تسلیم به  مقادیر  است.  گردیده  محاسبه 

  به  طول نسبت  باآمده براي لایه چیني و جنس صفحات مختلف 

ثابت    SSSS  گاهيتکیه  طی شرا  و   متفاوت  عرض همپوشاني  و 

 آورده شده است.  4چسب در جدول 

مودهاي کمانشي مختلف براي جنس کربن به منظور بررسي   

مقادیر بار بحراني   SSSSگاهي  جهته با شرایط تکیه اپوکسي تک 

هاي مختلف طول به عرض سازه با ناحیه همپوشاني براي نسبت

به دست آمده است. در این شکل    6صورت شکل  ثابت چسب به 

بار کمانش بررسي شده است.    بر   n  و   mمتفاوت    ر یمقاد تأثیر  

مقادیر  همان  براي  است  مشخص  شکل  در  که   (L/b)طور 

متفاوت، مقادیر بار کمانش متفاوتي حاصل شده است. مقادیر 

 m=2)  و   (n=1و    m=1)  و   (n=1بار بحراني کمانش در مقادیر  

 شود.ایجاد مي 

هم   به  صفحات  ضخامت  به  نسبت  چسب  ضخامت  تغییر  با 

طول   نسبت  براي  بحراني  کمانش  مقدار  همپوشاني  چسبیده، 

کربن   جنس  براي  سازه  کلي  طول  به  نسبت  چسب  مختلف 

  7صورت شکل  به  SSSSگاهي  جهته با شرایط تکیهاپوکسي تک 

 محاسبه گردیده است. 

 

 زیرینتیجه  -5
دو صفحه غیرهمسانگرد    بحراني فشاري   این مقاله کمانش   در 

دیفرانسیلي    ، از روش مربعات به یکدیگر   متصل شده با چسب 

به دست آوردن  با  . گرفته است مورد بررسي قرار  تعمیم یافته 

مبناي تئوري برشي مرتبه   ماتریس سفتي  بر  اول براي  و حل 

روش    به   مختلف   ي مرز   ط ی و شرا   ي ن ی چ   ه ی لا   صفحات با جنس، 

یافته   مربعات  تعمیم  آمده    دیفرانسیلي  به دست  است.  نتایج 

به   توجه  با  چسب  استحکامي  براي  بررسي  چسب  جنس 

مقایسه با نتایج کمانش بحراني بررسي گردید. این محاسبات  

براي تشخیص شکست چسب قبل از پدیده کمانش بررسي  

چیني الیاف، جنس  شده است. با تغییر پارامترهاي زاویه لایه 

صفحات، میزان همپوشاني دو صفحه توسط چسب و شرایط  

مرزي براي نسبت طول به عرض سازه به هم چسبانده شده  

بررسي گردیده است. براي دو صفحه متصل شده با چسب،  

دست   به  فشاري  کمانشي  مودهاي  براي  متفاوتي  عددهاي 

بحراني  مي  مود  نشود،  کمانش  دچار  سازه  اینکه  براي  آید. 

گردد. میزان بار وارده به سازه براي نسبت  کمانش بررسي مي 

گردید.  بررسي  مختلف  مودهاي  براي  سازه  عرض  به    طول 

تر است که مقدار استحکام  براي مود اول این مقدار بحراني 

عرض  به  طول  نسبت  براي  متفاوت  کمانش  مختلف،  هاي 

 است. 

دهد هر چه مقدار همپوشاني چسب نتایج به دست آمده نشان مي 

کند. این افزایش بیشتر باشد استحکام کمانشي سازه افزایش پیدا مي 

مي  تغییر  صفحات  و  چسب  جنس  نوع  به  براي بسته  که  کند 

بیشترین مقدار   AV-138  چسب جهته و صفحات کربن اپوکسي دو

مقادیر  عرض  به  طول  نسبت  تغییر  با  است.  آمده  دست  به 

ها براي یک ابعاد کند. این مقادیر براي سازه کمانشبحراني تغییر مي 

طراحي سازه و پنل ترین حالت است. براي  مشخص در بحراني 

 بایست بندي آن با عضوهاي طولي و عرضي، با جاي ممکن مي 
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 متر میلی   1/0استحکامی و چسبیدزی چس  ایوکسی برای ضخام  چس    اتیتصوص - 3مدول 

)MPa( f𝜏 )MPa( y𝜏 )MPa( A )MPa /mm( IIK )MPa /mm( IK 

41 5/36 36/0 14000 46000 

 

 
 مهته تک  یایوکس  کربن من  ا   مختل و نسب  ابعادی  ینیچ هی   یبرا   یبحران کمانش– 4شکل 

 

 
 چس   متفاوت یهمپوشان نسب  با مختل  صفحات من  یبرا  یبحران کمانش – 5شکل 
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 SSSSزاهی هم با نسب  طول به عرض متفاوت و شرایب تکیه به ماایسه بار بحرانی صفحات متصل  -4مدول 

 شکست چسب قبل از کمانش 𝑎/𝑏 𝑁𝑥−𝑐𝑟 (𝑁/𝑚𝑚) 𝑁𝑥−𝑎 (𝑁/𝑚𝑚) شرایط مرزي  چیني لایهجنس 

 کربن اپوکسي 

 جهته تک

]0/0/0/0[ 

SSSS 5/0 29/31 58/20 بلي 

SSSS 1 51/9 58/20 خیر 

SSSS 2 03/5 58/20 خیر 

SSSS 5 38/10 58/20 خیر 

SCSF 5/0 4/48 58/20 بلي 

SCSF 1 2/14 58/20 خیر 

SCSC 5/0 9/57 58/20 بلي 

SCSC 1 2/15 58/20 خیر 

 اپوکسي  شیشه

 جهته تک

2]0/45- /45/+0[ 

SSSS 5/0 14/78 84/41 بلي 

SSSS 1 58/14 84/41 خیر 

SSSS 2 86/50 84/41 بلي 

SSSS 5 52/185 84/41 بلي 

SCSF 5/0 2/60 84/41 بلي 

SCSF 1 4/19 84/41 خیر 

SCSC 5/0 7/79 84/41 بلي 

SCSC 1 1/20 84/41 خیر 

 

 

 
 

مودهای مختل  برای من  کربن ایوکسی   کمانشبار  – 6شکل 

 SSSS زاهیتکیه   بیشرا با  مهتهتک

ی برای نسب  ضخام  چس  به صفحات  بحران کمانش – 7ل شک

 با نسب  همپوشانی مختل  چس  

 



  ریام دیسع و یقاسم   احمدرضا بخش، نجات نیحس 
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اي با استحکام  از این ابعاد بحراني فاصله گرفت تا بتوان سازه 

نکته   این  نمود.  طراحي  فشاري  بارهاي  برابر  در  بالاتري  کمانش 

بایست  مشخص است که براي طراحي بهینه سایر شرایط آن نیز مي

 بررسي گردد. 

 نامه:واژه
1. Orthotropic 

2. Generalized Differential Quadrature Method (GDQM) 

3. First-Order Shear Deformation Theory (FSDT) 

4. ABAQUS 

5. Lap-joint 

6. Isotropic 

7. ANSYS 

8. Digital Image Correlation (DIC) 

9. Hamilton's Principle 

10. Classical Plate Theory (CLT) 

11. Peel 

12. Minimum Potential Energy Principle 

13. Lagrange 

14. Uni-Directional (UD) 

15. Bi-Directional Woven (BD) 
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