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Abstract: Unlike triangular/tetrahedral elements used in the finite element method for two/three-dimensional problems, 

local refinement of meshes composed of quadrilateral/hexahedral elements while maintaining the compatibility is 

challenging, and often results in severe distortion of the elements. A well-known and widely used approach to address 

this issue is the local mesh refinement based on transitional elements with hanging nodes. The key point in this method 

is enforcing the displacement continuity at the transitional element boundaries in the presence of hanging nodes. 

Transitional elements introduced in the literature employ various formulations depending on their placement within the 

mesh, and are also constrained by a maximum number of hanging nodes along the element boundary. Therefore, their 

implementation for a general case is quite complicated. This paper presents a novel transitional element based on 

alternative shape functions, which offers a unified formulation for different placements of transitional elements in the 

mesh, applicable to any number of hanging nodes. Additionally, an analytical proof is provided to demonstrate the 

continuity and partition of unity properties in the proposed method, used in local mesh refinement. Finally, numerical 

examples in two and three dimensions are simulated to compare the accuracy and convergence of the proposed method 

against the existing methods in the literature. 
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 مقاله پژوهشي       

 

 کردن محلی شبکه در روش اجزای محدود ریز روش جدید برای 

 به کمک توابع شکل جایگزین  
 

 

 ⁕نسرین خیرخواه برزکی و علیرضا صادقی راد 

 ، تهران، ایراندانشکده مهندسی عمران و محیط زیست، دانشگاه صنعتی امیرکبیر

 
 

های  های متشبکل از اممانکردن محلی شببکه ، ریزدو/سبه بعدی های مثلثی/ چهاروجهی در روش اجزای محدودهای متشبکل از اممانبر خلاف شببکه   -چکیده

شبده و ررکاربرد برای برررف کردن  یردد. روش شبناخته ها می دشبوار بوده و معمو  منرر به اعوجا  شبدید اممان  1چهارضبلعی/ شبو وجهی با ظ س سبازیاری

تغییر مکان در مرز   4ی کلیدی در این روش، اعمال ریوسببتگی اسببت. نکته  3های معلقو یره  2های انتقامی این مشببکل، ریزکردن محلی شبببکه بر اسببان اممان

های مختلف  بندیی قرارییری در شببکه رابهه شبده در ادبیا  فنی با توجه به نحوههای انتقامی معرفی های معلق اسبت. اممانهای انتقامی در ظضبور یرهاممان

در این   ها برای یک ظامت بسبیار عمومی ریییده اسبت.سبازی ننباشبند. بنابراین ریادههای معلق بر مرز اممان می داشبته و نیز محدود به یک تعداد مشبخا از یره

بندی واظد ظا   مختلف قرارییری اممان انتقامی در شببکه و مقامه یک اممان انتقامی جدید بر اسبان توابع شبکل جایگزین معرفی شبده اسبت که با یک رابهه 

در روش  5کند. هم چنین اثبا  تحلیلی به منظور نشبان دادن ظ س کامل شبرایط ریوسبتگی و تقسبیم جزح واظدمعلق را رشبتیبانی می  هاینیز تعداد دمخواه یره

بین دقت و   بعدی مقایسبه های عددی دو و سبه ریشبنهادی هنگا  ریزکردن محلی شببکه به کمک توابع شبکل جایگزین اراشه شبده اسبت. در نهایت با ظل مثال

 های موجود در ریشینه فنی صور  یرفته است.همگرایی روش ریشنهادی و روش
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 فهرست علاشم

H  مجموعه پایه aN  گره فعال 

 اي پایه ضرایب چندجمله ifN گره غیرفعال 

  تابع دلخواه     پیشنهادي تابع شکلي 

 مختصات طبیعي u  تغییر مکان 

 مختصات طبیعي   تنش کاشي 

  تابع شکلي uE    خطاي جابجایي 

 دامنه المان eE  خطاي انرژي 

p دامنه ذره   

 . مقدمه 1

مدل از  پدیدهسازيبسیاري  با  مهندسي،  مسائل  در  مانند  ها  هایي 

مسأله   دامنه  از  کوچکي  نواحي  در  تکینگي  تنش،  بالاي  گرادیان 

ایده هستند.  اجزاي  مواجه  روش  دقت  افزایش  براي  مناسب  ي 

این مسائل، ریز کردن شبکه در این نواحي بحراني است. محدود در  

میلادي،    1960خیلي زود پس از ابداع روش اجزاي محدود در دهه  

انطباقي روش محدود  اجزاي  معرفي    6هاي  شبکه  کردن  ریز  براي 

  [.1شدند ] 

ریز کردن شبکه به دو صورت کلي و محلي قابل انجام است.  

ي مسأله دوباره  در روش ریز کردن کلي شبکه، شبکه در تمام دامنه

گردد. از آنجا که ریز کردن کلي شبکه منجر ساخته شده و ریز مي

گردد بنابراین  به ایجاد هزینه محاسباتي بسیار بالا و غیرضروري مي

تغییر ابعاد شبکه به شکل محلي پیشنهاد شده است. ریز کردن محلي 

انطباقي صورت  دو  به  گره  [ 2-5]  7شبکه  با  همراه  محلي  هاي  و 

به صورت امکان  8معلق ابعاد شبکه  انطباقي  در حالت  است.  پذیر 

ها المان هاي مجاور روي یکدیگر  تدریجي تغییر کرده و تمام گره

اما در حالت  گردد. شبکه حفظ مي 8منطبق خواهند بود و سازگاري

گره با  همراه  و  محلي  شده  ریز  شبکه  از  بخشي  تنها  معلق،  هاي 

هاي هاي همسایه ریزنشده، به نام »گرههایي روي اضلاع المانگره

مي ظاهر  مسأله  در  شبکهگردند.  معلق«  از  بر خلاف  متشکل  هاي 

هاي مثلثي/ چهاروجهي در روش اجزاي محدود، ریز کردن  المان

هاي چهارضلعي/ شش وجهي با  هاي متشکل از المانمحلي شبکه

شدید  اعوجاج  به  منجر  معمولا  و  بوده  دشوار  سازگاري  حفظ 

  هاي معلق گرهگردد. بنابراین ریز کردن محلي همراه با  ها ميالمان

نواحي   با  مسائل  در  محدود  اجزاي  تحلیل  در  پرکاربرد  روشي 

هاي معلق،  این گره  . واضح است با وجود [ 6] بحراني محلي است  

به دلیل ناسازگاري توابع شکل استاندارد اجزاي محدود روي مرز  

تغییر مکان نقض شده و همگرایي روش دچار المان پیوستگي  ها 

مي تکنیکمشکل  بنابراین  این  گردد.  بر  غلبه  براي  مختلفي  هاي 

آزادي   درجه  کردن  مقید  روش،  است. یک  پیشنهاد شده  موضوع 

ي آن ضلع قرار  هاي گوشهع المان به گرههاي معلق در یک ضلگره

. تکنیک  [ 7-11] د  شو نامیده مي   9گرفته بوده که روش تخمین مقید 

ضرایب   پنالتي  هاي  روش  کمک  به  انطباقي  شرایط  اعمال  بعدي 

[. در نهایت روش دیگر، تولید توابع  13و    12لاگرانژ و نیچه است ] 

المان  در  جدید  گرهشکل  داراي  درجه هاي  معرفي  و  معلق  هاي 

ها است، که به این تکنیک، روش المان  آزادي مستقل در این گره

] مي  10انتقالي المان14-20گویند  در[.  انتقالي  و    کار  هاي  گوپتا 

 [ 17] [ در مسائل دوبعدي و پس از آن توسط مک دیل  14همکاران ] 
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بعدي پیاده شده است. در این روش  در مسائل سه  [ 18] و مورتون  

توابع شکل در گره و  با معرفي  آزادي مستقل  با درجه  هاي معلق 

ي مربوطه، پیوستگي  هاي گوشهاصلاح توابع شکل استاندارد در گره

المان مرز  در  مکان  ميتغییر  تضمین  انتقالي  از  هاي  یکي  گردد. 

ها با شرط نسبت یک به دو  هاي این توابع، تعریف آنمحدودیت 

با تعریف توابع جدید   [ 19] هاي ریز به درشت است که در  در المان

ها به حل این موضوع پرداخته شده است. با  براي تعداد دلخواه گره

که این روش در مناطق با ریزشدگي محدب با دقت خوبي  وجود این

یک المان بیش دهد اما معمولا در مناطق مقعر )جایي که  پاسخ مي

گره معلق داشته باشد( منجر به تولید توابع شکل منفي شده و   2از 

آید. همچنین توابع شکل تولید  در حل مسئله اختلال به وجود مي

شده در این روش براي هر حالت باید به صورت جداگانه به دست  

مي محاسبات  افزایش  باعث  و  پژوهش مقاله گردد.  آمده  دیگر  ي 

است که با روش جداسازي شبکه، المان    [ 20] لینگ و همکارانش  

مرزي را به سه بخش المان ریاضي، المان فیزیکي و المان انتقالي 

ها اي براي آنتقسیم کرده و با نگاشت دوگانه توابع شکل یکپارچه

 کند. تولید مي

 CPDI  11در این مقاله با کاربرد توابع شکل جایگزین در روش   

هاي انتقالي سعي شده ي جدیدي براي انتخاب المانو نحوه  [ 21] 

هاي مجاور برطرف گردد. در  تا مشکل عدم پیوستگي در مرز المان

المان در  پیشنهادي،  شبکهروش  بین  مرز  روي  و  هاي  ریز  هاي 

هاي معلق، توابع  گرفتن درجه آزادي براي گرهدرشت بدون در نظر

گره حسب  بر  والدشکل  المان  گوشه  که    12هاي  درشتي  )المان 

ميتقسیم به دست  تولید  بندي شده(  مثبتي  مقادیر  همواره  که  آید 

و تقسیم جزء واحد را که در   13کرده و شرایط پیوستگي، تمامیت

برقرار مي تاثیرگذار هستند،   کنند. برخلاف روشهمگرایي مسئله 

نسبت   در  محدودیتي  پیشنهادي  روش  در  گوپتا،  انتقالي  المان 

هاي ریز به درشت وجود نخواهد داشت و مقادیر توابع شکل  المان

 همواره مثبت خواهند بود. 

اگرچه در مقاله حاضر المان انتقالي پیشنهادي بر اساس توابع   

جایگزین   شبکه  CPDIشکل  المانبراي  شامل  هاي  هاي 

که  وجهشش/ يچهارضلع است  ذکر  قابل  است،  یافته  توسعه  ي 

ي نیز  چهاروجه  / ي لثهاي مثالگوریتم پیشنهادي قابل تعمیم به المان

هاي متشکل  شبکه  ریز کردن محلي (  1است. اما با توجه به اینکه )

المان )از  و  است  ساده  چهاروجهي  مثلثي/    ي هاالمان(  2هاي 

دقت بالاتري  هاي اجزاي محدود  ي در تحلیلوجهشش  / يچهارضلع

ي دارند، مقاله حاضر به توسعه چهاروجه  / ي لثهاي مثالمان  نسبت به 

شبکهالمان   براي  پیشنهادي  المانانتقالي  شامل  مثهاي    /يلثهاي 

نميچهاروجه برتري  ي  ادامه  در    /يچهارضلع  ي هاالمانپردازد. 

شود. در حل مسائل اجزاي ي در قالب یک مثال بررسي ميوجهشش

دل  يوجهشش  /يچهارضلع  يهاالمان محدود،     یي توانا  لیبه 

تجز  عیتوز  يخط  يابیدرون در  تحل  هیتنش،  به دقت    یيهالیو  که 

ن  يبالا تنش  المان  ازیمحاسبات  به  نسبت    /ي مثلث  يهادارند، 

ا  يبرتر  يچهاروجه موارد  خصوص  به  يژگ ی و  نیدارند.  با    يدر 

این    .شوديم  لیتبد  ت یبه مز  تنش قابل توجه،  راتییو تغ  هاانیگراد

همالمان جمله    ک یمکان  يهايسازهیشب  درچنین  ها  از  سازه 

تنش با   يخط  عیها توزکه در آن   يخمش  ای  يچشیپ  يهايبارگذار

واقع محسوب   کارآمد  اریبس،  دارد  يشتر یب  يمواد هماهنگ  يرفتار 

محاسباتشونديم زمان  نظر  از  المانشبکه  ز،ین  ي .  شامل  هاي  هاي 

و   اشتهد  ازین  ي المانمعمولاً به تعداد کمتر  يوجهشش/ يچهارضلع

معادلات   ستمیمرتبط با حل س  يمحاسبات   ينهیهزمنجر به کاهش  

مقایسه  .گردندمي صفحه جهت  مثال  المان،  نوع  دو  این  دقت  ي 

دار تحت بارگذاري کششي براي هر دو نوع المان نهایت سوراخبي

 1.5چهارضلعي و مثلثي حل شده است. جزئیات این مثال در بخش  

هاي مورد استفاده در  ب شبکه-1الف و  -1ارائه شده است. شکل  

هاي چهارضلعي و مثلثي را نشان تحلیل اجزاي محدود شامل المان

د، نمودارهاي تنش در فواصل مختلف از  -1ج و -1دهد. شکل مي

گونه  دهند. همانهاي متفاوت نشان ميسوراخ را در دو مدل با گره

مي مشاهده  المانکه  با  محدود  اجزاي  تحلیل  دقت  هاي شود 

 هاي مثلثي است. با  لعي بالاتر از دقت نتایج حاصل از المانچهارض
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ها در شبکه با  هاي مورد مقایسه تعداد گرهتوجه به اینکه در تحلیل

هاي  ها در شبکه با المانچهارضلعي یکسان با تعداد گرههاي  المان

تحلیل محاسباتي  هزینه  است،  مشابه  مثلثي  محدود  اجزاي  هاي 

مي و  بود  المانیکدیگر خواهد  کاربرد  که  گرفت  نتیجه  هاي  توان 

دقیق نتایج  یکسان  محاسباتي  هزینه  با  به  چهارضلعي  نسبت  تري 

 دهد.   هاي مثلثي بدست ميکاربرد المان

ادامه   این مقاله خلاصهدر  از روشي  هاي تخمین مقید و اي 

ارائه روابط  و  انتقالي  آن المان  براي  ارائه شده  دوم  بخش  در  ها 

گردد. پس از آن در بخش سوم توابع شکل جایگزین معرفي مي 

گردد. در ادامه ها بیان ميشده و ایده و نحوه به دست آوردن آن 

هاي تحلیلي جهت نشان بخش چهارم شامل روابط ریاضي و اثبات 

دادن حفظ کامل شرایط پیوستگي و تقسیم جزء واحد در روش  

مثال  حل  به  پنجم  بخش  است.  سه پیشنهادي  و  دو  عددي  هاي 

اي بین دقت و همگرایي روش پیشنهادي و  بعدي به منظور مقایسه 

ها گزارش سازيالمان انتقالي اختصاص یافته و نتایج مدل  روش 

 شود.نهایت در بخش ششم نتیجه گیري ارائه مي  شوند. در مي 

 

 های تخمین مقید و اممان انتقامی. روش 2
ي  مسئله، ابتدا دامنهدر روش اجزاي محدود جهت تقریب پاسخ یک  

( وابسته به  Nهاي مختلف ) هاي جداگانه با تعداد گرهحل به المان

ها  گردد. در حالتي که تمامي این الماني هر المان تقسیم ميمرتبه

و در غیر این    14مرتبه باشند شبکه تولید شده منظماندازه و همهم

نامنظم ریز  15صورت  هنگام  بود.  شبکهخواهد  هندسي   16کردن 

هاي نامنظم و ها( به صورت محلي شبکهي المان)بدون تغییر مرتبه

هاي ریز و درشت به  هاي معلق در محل تماس الماندر پي آن گره

آیند که سبب اختلال در پیوستگي توابع شکل روي مرز وجود مي

گردد. همانطور که اشاره شد، رویکردهاي مختلفي براي  ها ميالمان

هاي تخمین مقید و  توان به روشوجود دارد که مي   حل این مسئله

 المان انتقالي اشاره کرد. 

تابع   کنید  )فرض  , )x y  چندجمله ترکیب  پایه  اياز  هاي 

 شود: به صورت زیر تقریب زده مي αبا ضرایب   Hداخل مجموعه 

1

( , )
HN

h

j j

j

x y H 
=

 =  (1) 

ي المان تعیین بسته به رتبه HNکه تعداد عناصر آن  Hمجموعه پایه 

شود که در آن گردد، به صورت استاندارد به فرم زیر تعریف ميمي

 و مختصات محلي گرهi :در هر المان هستند 

2 21 ...H      =    (2) 

(  1ي )و در نظر گرفتن رابطه  αبا به دست آوردن ضرایب مناسب  

( خط  ر یمقاد(  2و  استاندارد  شکل  چهار    ک ی  ي برا  يتوابع  المان 

 خواهد بود:   ریبه صورت ز ياگره

1
( , ) (1 )(1 ) , 1,2,3,4

4
i i ix y i   = + + =  (3 ) 

 

 روش تخمین مقید 

هاي  در قسمت قبل اشاره شد که هنگام تولید یک شبکه نامنظم گره

هاي حل عدم شود. یکي از روشها تولید ميمعلقي در مرز المان 

است.   معلق  گره  کردن  مقید  اضلاع،  این  در  این  ناپیوستگي  در 

[ براي ریزشدگي  7] قسمت توضیح مختصري از این روش که در  

ها و  هنگام تقسیم المان 1:2با مد نظر قرار دادن نسبت  h-pترکیبي 

ي معلق روي هر ضلع  هاي بعدي براي تعداد دلخواه گرهدر مقاله

در واقع فرض اصلي در   گردد.[ بیان مي5و    4اصلاح شده است ] 

اینجا این است که تابع در این گره به صورت مستقل تعریف نشده  

هاي  در گره  است. یعني، مقدار تابع در این گره وابسته به مقدار تابع

باشد که این گره روي آن ضلع اصلي واقع بر ضلعي از المان مي 

تابع   مقدار  روش  این  در  است.  گرفته  نقطه قرار  به    cي  در 

 : (2شکل خواهد بود ) bو  aصورت ترکیبي خطي از 

1 2c a b  =  +   (4 ) 
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 تعریف تابع در یره معلق در روش تخمین مقید – 2شکل 

 

با شرط حفظ پیوستگي    بنابراین هدف، یافتن ضرایب مناسب  

، با    abروي ضلع    براي تخمین تابع  ها است.  روي مرز المان

تنها داراي دو    Hدر نظر گرفتن توابع پایه خطي در یک بعد بردار  

خواهد بود. بنابراین توابع شکل استاندارد روي  ي یک و  مولفه

الماناین وجه   از  به صورت زیر  در هریک  هاي یک و دو و سه 

 تعریف خواهند شد:

E1 E1

1 1 2 1

E2 E2

1 2 2 2

E3 E3

1 3 2 3

1 1
(1 ) , (1 )

2 2

1 1
(1 ) , (1 )

2 2

1 1
(1 ) , (1 )

2 2

 = −  = +

 = −  = +

 = −  = +

 (5 ) 

هاي روي  ، به شکل زیر در هر یک از المانبنابراین مقدار تابع  

 شود: محاسبه مي abوجه 

1 1

1 1 1 2 1

2 2

2 1 2 2 2

3 3

3 1 3 2 3

( ). ( ).

( ). ( ).

( ). ( ).

h E E

E a b

h E E

E a c

h E E

E c b

   

   

   

 =  + 

 =  + 

 =  + 

 (6 ) 

به مختصات   4Eو    2Eهاي کوچک  با تبدیل مختصات محلي المان

شود. با توجه  ها پیدا مي رابطه اي بین توابع شکل آن   1Eالمان اصلي  

اینکه   2به  12 1 = 4و    + 12 1 = و  2Eتوابع شکل     −

4E شوند: به شکل زیر بازنویسي مي 
2 2

1 1 2 1

3 3

1 1 2 1

, 1

1 ,

E E

E E

   

   

= − = +

= − =
 (7 ) 

 شود: نشان داده مي بنابراین ارتباط بین توابع شکل با ضریب

1 2 1 3

1
1

2
. , , .

1
0

2

1
0

2
,

1
1

2

 
 

= = = 
 
  

 
 

=  
 
  

E b E b E t E

t

      



 
(8 ) 

1حال با توجه به شرط پیوستگي   2

h h

E E =    1و 3

h h

E E = 

 شود: نتیجه مي

1
( ) ( )

2

1
( ) ( )

2

a ab T

c a b

c b

c at T

c a b

b b





    
= → =  +   

    

    
= → =  +   

    

 (9 ) 

کند که در حالت خطي و استفاده از توابع شکل این رابطه بیان مي

برابر میانگین توابع در دو راس   cي  در نقطه رتبه یک، مقدار تابع  

هاي بالاتر نیز مشابه همین رویکرد المان اصلي خواهد بود. در رتبه

 افزایش یافته و با حل دستگاه    است با این تفاوت که ابعاد ماتریس
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 های معلق به صور  سلسله مراتبیمحاسبه مقادیر تابع در یره  – 3شکل 

 

 
 ی جایگزین ای های رایه در روش اممان انتقامی با چندجمله   1eای اممان شو یره  - 4شکل 

 

رابطه  مانند  گره  8ي  معادلاتي  در  تابع  تعیین  مقادیر  معلق  هاي 

هاي معلق روي  شود. حال براي حالتي با تعداد دلخواهي از گرهمي

المان گرفتن  نظر  در  با  المان  دو  المانمرز  بین  فرضي  هاي  هاي 

تابع در گره هاي معلق به صورت سلسله  کوچک و اصلي مقادیر 

نشان داده شده    3این رویکرد در شکل    گردند.تعیین مي  17مراتبي

  F1و پس از آن به کمک دو المان    dي  در گره  Ψاست. ابتدا مقدار  

گردند. با اعمال این روش، با محاسبه مي  eو    cهاي  در گره  F2و  

به   منجر  و  شده  زیاد  محاسبات  میزان  معلق  نقاط  تعداد  افزایش 

 ي زماني بالایي خواهد شد.هزینه

 

 روش اممان انتقامی 

[ ارائه شده 14و همکاران ]   Guptaاین روش که اولین بار توسط  

هاي معلق و تولید  است، با تعریف درجه آزادي مستقل براي گره

هاي انتقالي با توابع شکل متفاوت توانسته پیوستگي را در مرز المان

نسبت  المان رعایت  با  ابتدا  کند.  درشت حفظ  و  ریز  به    1:2هاي 

گره تنها یک  به کمک معني وجود  المان،  دو  مرز هر  در  معلق  ي 

مجموعهاضافه  به  عنصر  توابع  ايي چندجملهکردن چند  پایه  هاي 

یک المان شش    4شکل تعریف شدند. به طور مثال در حالت شکل  

 ي زیر جایگزین المان استاندارد  هاي پایهايبا چندجمله    1eاي  گره

1Eشود: مي 
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 تعمیم روش اممان انتقامی – 6شکل  من ی شدن توابع شکل در روش اممان انتقامی  - 5شکل 

 

1 ( 1) ( 1)H       =  − +    (10) 

اند قرار گرفتهي پنجم و ششم به ترتیب روي اضلاع بالا و چپ  گره

ي آخر این بردار به صورتي تعیین شده تا مقدار بنابراین دو جمله

ي  ها در اضلاع پایین و راست که بدون گرهتابع مربوط به این گره

 شوند:معلق هستند صفر شود. توابع شکل به صورت زیر محاسبه مي

1

2

3

4

5

6

1 1
(1 )(1 ) (1 )(1 )

4 4

1 1
(1 )(1 ) (1 )(1 )

4 4

1
(1 )(1 )

4

1 1
(1 )(1 ) (1 )(1 )

4 4

1
(1 )(1 )

4

1
(1 )(1 )

2

1
(1 )(1 )

2

 = − − − −  −

 = +  − − −  −

− +  − 

 = +  +  − +  − 

 = − + 

 = −  −

 = +  − 

 (11 ) 

گرهبا   اینکه  به  گرهتوجه  از  هیچکدام  با  چهارم  در  ي  معلق  هاي 

ماند. نخورده باقي ميارتباط نیست بنابراین مقدار استاندارد آن دست 

ها با افزایش تعداد شدن آن یکي از مشکلات این توابع شکل، منفي

( که این موضوع ممکن است  5هاي معلق روي آن است )شکل  گره

ها تاثیر گذاشته و یا بسته به نوع مسئله موجب  روي همگرایي پاسخ

 تخمین مقادیري شود که معناي فیزیکي ندارند.  

در هنگام ریزکردن   1:2این روش، اجبار نسبت  محدودیت دیگر   

پیشنهاد شد تا مانند روال    [ 19] در    جهت رفع آنهاست که  المان

هاي پایه بیشتر توابع شکل محاسبه  ايکردن چندجملهقبل با اضافه

مختصات   به  توجه  با  پایه  مقادیر  این  که  تفاوت  این  با  گردند. 

تعیین گره دارند  قرار  آن  روي  که  المان  از  وجهي  و  معلق  هاي 

جملهمي )ي  گردند.  1)nr  − راست   − وجه  ،  براي 

( 1)nl  − )براي وجه چپ،   + 1)nt  − براي وجه    −

و  )بالا  1)nb  − مجموعه    + به  پایین  وجه  اضافه    Hبراي 

خواهند شد و به ترتیب قبل توابع شکل مربوط به هر گره محاسبه  

  Hشود. واضح است در این روش براي هر تعداد گره باید بردار  مي

به صورت جداگانه نوشته شده و توابع شکل مربوط محاسبه    H̅و  

عنوان مثال در  هاي اساسي این روش است. به  گردند یکي از چالش

جمله    16تعداد    Hفقط براي یک نوع المان، باید به بردار    6شکل  

 هاي معلق  بنابراین این روش، براي تعداد بالایي از گره اضافه شود.
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 CPDI: امف( توابع شکل استاندارد، ب( توابع  CPDIتوابع شکل جایگزین در روش  -7شکل 

 

نیست و افزایش ابعاد این دو ماتریس با مقادیر مختلف    کم هزینه

هم ي محاسباتي بالایي خواهد شد.  براي هر المان، منجر به هزینه

 ي منفي شدن توابع شکل همچنان پابرجا است. مسئله چنین

 

. روش ریشنهادی بر اسان توابع رایه جایگزین  3
CPDI   

CPDI  21]   18یا درونیابي بر اساس دامنه ذرات سازگار با تغییرشکل  

به منظور   MPM19   [26-23 ][ تکنیکي در روش نقاط مادي  22و  

روش   است.  عددي  پایداري  و  دقت  روش    MPMبالابردن  یک 

اویلري است که در آن نمونه به صورت جداگانه  -ترکیبي لاگرانژي

تقسیم  ذراتي  انتگرالبه  و  شده  پسبندي  شبکه  روي  زمینه گیري 

زمینه مستقل هاي ذرات و شبکه پسگیرد. بنابراین المانصورت مي

بعدي این نوع مسئله با دو  حالت یک  7از یکدیگر هستند. در شکل  

به    Ωشود )مرز المان هاي  مشاهده مي   pΩو    Ωنوع دامنه المان  

دایره و  صورت  توخالي  سفید  خطوط    pΩهاي  داده    |با  نمایش 

FEM   20 (iاند(. در صورت استفاده از توابع شکل استانداردشده

در شبکه پس مرز (  روي  توابع  این  که شیب  است  واضح  زمینه، 

ها تغییر کرده و مشتق آن ناپیوسته است، که در محاسبه تنش  المان

 کند.ایجاد مشکل مي

توان این گسستگي را از  با تغییر مقدار توابع روي این مرزها مي 

توابع شکل خود به مثابه یک تابع    CPDIبین برد. بنابراین در روش  

یا میدان )مثل جابجایي، سرعت، دما ( در نظر گرفته شده و براي  

آن توابع شکل یافتن  تا  است  لازم  نقاط خاص،  در یک سري  ها 

توابع  این  شوند.  درونیابي  دیگري  شکل  توابع  توسط  استاندارد 

اند به کمک درونیابي از توابع  نشان داده شده  app  iجدید که با  

i روي المانpΩ   با توابع شکلp
αQ  شوند.تولید مي 

4

1

( ) ( ) ( )app p p

i i px Q x x on 


 
=

=   (12 ) 

روش   شکل  CPDIدر  توابع  مشکل ،  رفع  منظور  به   جایگزین 
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 )الف(                                                                              )ب(

 iبا ناریوستگی و ب( توابع شکل ریشنهادی دارای ریوستگی روی مرز ریز و درشت مربوط به یره  FEMامف( توابع شکل -8شکل 

 

المان مرز  در  تنش  حمل ناپیوستگي  ذرات  که  زماني  کننده  ها 

هاي بزرگ از مرز  کرنش در یک تحلیل تغییرشکل تاریخچه تنش و  

گردد روند. در مقاله حاضر پیشنهاد مي کنند، بکار مي ها عبور ميالمان 

-بینکه این توابع شکل جایگزین براي هدفي کاملا متفاوت، یعني از 

المان  در  تغییرمکان  ناپیوستگي  اجزاي بردن  تحلیل  در  انتقالي  هاي 

بندي و ریز به هنگام تقسیم   FEMمحدود بکار گرفته شوند. در روش  

بین شبکه ریز و   استاندارد در مرز  توابع شکل  کردن محلي شبکه، 

این  (. بنابراین براي حل  8شوند )شکل  درشت دچار ناپیوستگي مي 

توابع شکل جدیدي    CPDIمشکل، در این مقاله به کمک ایده روش  

ي  شوند. براي این منظور ابتدا کلیههاي انتقالي، تولید ميروي المان

 شوند: بندي ميهاي روي شبکه به دو گروه تقسیمگره

فعال)گره • گره𝑁𝑎هاي  گوشه (:  در  که  هستند  ي  هایي 

آنالمان روي  شکل  توابع  و  گرفته  قرار  تعریف  ها  ها 

 گردد. مي

فعال)گره • غیر  کوچک𝑁𝑖𝑓هاي  المان  از  هایي  گره  تر  (: 

هستند که در مرز بین المان ریز و درشت قرار گرفته و  

این   از  بلکه  نیستند  در مسئله  توابع شکل مستقل  داراي 

گرهگره شکل  توابع  تعریف  براي  کمک  ها  گوشه  هاي 

مي شکلگرفته  در  به   9شود.  غیرفعال  و  فعال  نودهاي 

 اند.هاي توپر و توخالي مشخص شدهترتیب با دایره

هاي فعال در گره  CPDIاي که در اینجا براي توابع شکل  رابطه 

 صورت زیر است:  بهشود ميتعریف 

(x)   ( )  ( ) +  (x) ,    
if

i i i a

N

x x i N



   


=   (13 ) 

هاي غیرفعال است، بنابراین در  ي گرهدهندهنشان  αدر این رابطه  

هاي فعال بخش اول معادله حذف و تابع هاي ساده با کلیه گرهالمان

هاي  اما در المانخواهد بود.  FEMها همان توابع مرسوم نشکلي آ

 شوند، نامیده مي داراي حداقل یک گره غیرفعال که المان انتقالي
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 های انتقامی در روش ریشنهادی اممان  -10شکل  های فعال و غیرفعال روی شبکه ریز شده نمایو یره  -9شکل 

هاي کوچک و  تابع شکلي در واقع ترکیبي از توابع مرسوم در المان

  13است. بنابراین بخش اول معادله    تر یا اصطلاحا والدالمان بزرگ

)گردد که در آن  نیز وارد محاسبات مي )x   مقدار تابع شکلي

مختصات   xهاي غیرفعال در مختصات محلي المان کوچک، گره

گره المان  محلي  در  غیرفعال  )و    Parentي  ) i x     تابع مقدار 

مقدار   i(x)چنین  ي غیرفعال است. همي فعال در گرهشکلي گره

ي فعال در مختصات محلي المان کوچک است.  تابع استاندارد گره

که المان هاي انتقالي با رنگ قرمز در آن    10به طور مثال در شکل  

و   a  ،b  ،cهاي فعال  ، در گره13نشان داده شده است، مطابق رابطه  

d    که با المانParent    مشترک نیستند، مقدار( ) i x     برابر صفر

بوده بنابراین بخش اول معادله حذف شده و مقدار تابع شکلي همان 

(x)i  هاي  خواهد بود. اما در گرهA    وB  هاي غیرفعال  )چون گره

برابر   Dو    Cقرار دارند مقدار تابع شکلي در نقاط    ABروي ضلع  

هاي غیرفعال صفر است.(، توابع شکل استاندارد المان والد در گره

توابع   و  شده  درونیابي  کوچکتر  توابع    i(x)المان  جایگزین 

 گردند.استاندارد مي

شکل    در 11در  پیشنهادي  شکل  توابع  دوبعدي  کانتورهاي   ،

هاي مجاور مرز شبکه ریز و درشت براي سه حالت مختلف  المان

 نشان داده شده است. 

شکل   ناحیه   12در  یک  در  فعال  نودهاي  تمامي  در  شکل   توابع 

 اند.بندي نشان داده شدهتقسیم 
 

 . خواص توابع شکل ریشنهادی4

به طور کلي در حل مسائل اجزاي محدود، به جهت تضمین دقت، 

ها ضروري است تا توابع شکل  همگرایي و پایداري در تخمین پاسخ

دلتاي کرونیکر، تقسیم جزء واحد،  ویژگي هاي مشخصي همچون 

کنند. در ادامه به بررسي هر کدام از  تمامیت و پیوستگي را ارضا  

 شود. ها در توابع جدید پیشنهادي پرداخته مياین ویژگي

کرونیکر • دمتای  تابع خاصیت  مقدار  ویژگي  این  طبق   :

برابر صفر و    iدر تمام نودهاي غیر از گره    iشکلي گره  

مقادیر   ویژگي  این  با  است.  یک  برابر  گره  خود  در 

در هر گره دقیقا برابر با مقدار میدان در آن    درونیابي شده

 نقطه است. 

1                       
( )=

0                     
i k

k i
x

k i


=



 (14 ) 

هاي غیرفعال در ي گرهدهندهنشان  αاز آنجایي که    14طبق رابطه  

)المان کوچک است، توابع شکل آن   )ix  هاي فعال برابر  در گره 
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صفر خواهد بود و تنها بخش دوم معادله که همان توابع استاندارد  

 بنابراین:  مانديم هستند، در رابطه بندي باقي

  α         ( ) = 0      iai N i x  →  →  (15 ) 

( )  ( ) +  ( ) = 0 +   ( ) = 1   

  



= 


if

i ii i i i

N

x x x x

k i



    



 (16 ) 

' ' 'i  i i( )  ( ) +   ( ) = 0 +   ( ) = 0 

      , 






if

i i i

N

x x x

i

x

k



    



 (17 ) 

به این ترتیب خاصیت دلتاي کرونکر براي توابع شکل پیشنهادي  

 گردد.اثبات مي

واظد  • جزح  مقدار   تقسیم  مجموع  خاصیت،  این  طبق   :

ها در هر نقطه از دامنه برابر یک توابع شکل تمامي المان

 است. به عبارت دیگر: 

( ) 1
a

i k

i N

x


=  (18 ) 

گره آندر  توابع شکل  که  غیرمرزي  فعال  استاندارد   FEMها  هاي 

این قید به صورت خودکار برقرار است.  بنابراین در حالت   است 

)کلي از جمع بستن توابع   )
i kx  هاي فعال رابطه روي کل گره

 شود: زیر حاصل مي

( ) ( ) ( ) ( )

[ ( ) ( )] ( )

( ) 1 ( ) ( ) 1

i

a ac if af

if ac af

if af f

k k i i k

i N i N N i N

k i i k

N i N i N

k i k i k

N i N i N

x x x x

x x x

x x x

 



 







   

  

  

   

  

  

= +

= +

=  + = =

   

  

  

 (19 ) 

توانایي یک سري  خاصیت تمامیت:   • بیانگر  این ویژگي 

عددي در تخمین توابع با درجه دلخواه است. به عنوان  

مانند   تابعي  اگر  که    uمثال  اي  چندجمله  سري  یک  با 

داراي ترم خطي نبوده تخمین زده شود، در صورتي که  

یک تابع خطي باشد، سري عددي هیچگاه   uپاسخ واقعي  

تواند پاسخ دقیقي از این مسئله ارائه دهد. در توابع  نمي

درجه    FEMشکل   درونیابي حداقل  تابع  که  است  لازم 

یک باشند. با توجه به اینکه توابع پیشنهادي نیز توابعي 

ایزوپارامتریک هستند، مقادیر میدان و مختصات مسئله با  

شوند، بنابراین ثابت  یک نوع تابع شکلي تخمین زده مي

 شود: مي

   
a

i i

i N

x x


=  
(20

) 

0 1 0

1 0 1 0 1

(x)    .u  .( )  

  1

  



= = + =

+ =  + = +

  


a a a

a

i i i i i

i N i N i N

i i

i N

u a a x a

a x a a x a a x

  


 (21 ) 

به صورت بردار    xبعدي است،   دقت شود درحالتي که مسئله دو 

 باشند. ( ميX,Yشود که مولفه هاي آن )درنظر گرفته مي

این ویژگي اشاره به همواربودن تابع  خاصیت ریوستگی:  •

تخمین یا تابع وزني به میزان مورد نیاز در مسئله است.  

ي مشتق ظاهرشده  درجه هموار بودن تابع وابسته به مرتبه

در  بنابراین  است.  دیفرانسیل  معادله  ضعیف  فرم  در 

معادلات الاستیسیته که تنها مشتق مرتبه اول جابجایي در  

توابع   که  است  لازم  دارد،  وجود  ضعیف  فرم  معادلات 

 باشند.  0Cحداقل از مرتبه 

0با تخمین تابع به صورت خطي ) 1(x)u a a x= در   0C( شرط  +

اما لازم است تا پیوستگي میدان در  محدوده المان ارضا مي شود، 

( نیز ثابت شود تا  13ها )مانند خطوط سبز رنگ در شکل  مرز المان

در کل دامنه برقرار خواهد بود.    0Cاطمینان حاصل گردد که شرط  

ام روي مرز دو n لازم است تا مشتق درجه  nCدر توابع با پیوستگي  

 ي زیر برقرار باشد: المان برابر بوده و رابطه
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 IIIو  Iهای  بین اممان  *بر  مرز   0Cریوستگی  - 14شکل  خاصیت ریوستگی در توابع شکل ریشنهادی  -13شکل 

 

 

* *

( ( )) ( ( ))

, 1,2,...,

 

 
=

 

=

m I m II

i i

m m

x x

x x

x x

m n

 

 (22 ) 

کافي است تا مقدار خود توابع شکل در مرز    0Cبنابراین در توابع  

مرز المان در  پیشنهادي  توابع  پیوستگي  ادامه  در  باشند.  برابر  ها 

المان از  نوع  دو  با  درشت  المان  گوشه  مشترک  و  میاني  ریز  هاي 

گردد. از آنجایي که روند محاسبات در هر دو گره یک  بررسي مي

و دو مشابه یکدیگر است، روابط تنها براي تابع گره یک با مختصات  

1x شوند.بسط داده مي 

 

 امف( اممان میانی 

ي زیر در مرز  نیاز است تا رابطه  0Cدر این حالت براي پیوستگي  
*  که بین المانI  وIII  (، برقرار باشد.14قرار گرفته )شکل 

* *1 1( ) ( )I III

x x
x x 

 
=  (23 ) 

 برابر است با:  Iدر المان در این حالت مقدار تابع شکلي 

*1

1
( ) (1 )

2

I I

x
x 


= −  (24 ) 

به صورت زیر    xچنین به علت هم پارامتر بودن توابع مختصات  هم 

است، بر  Iدر المان که مختصات طبیعي  را Iنوشته شده و مقدار

 گردد. بیان مي xحسب 

a

i i 1 1 2 2

i N

I I

1 2

x   (x)x x x

1 1
(1 )x (1 )x

2 2



=  = + =

− + +


 (25 ) 

I 1 2

2 1

2x x x

x x

− −
 =

−
 (26 ) 

 برابرند با:  xبنابراین مقدار توابع شکل بر حسب 

2 1
1 2

2 1 2 1

,
x x x x

x x x x
 

− −
= =

− −
 (27 ) 

به صورت زیر    CPDIکه توسط توابع    IIIدر ادامه تابع شکلي المان  

 شود: تعریف مي

* 2 1 2

3 1 3

1 ( ) ( ). ( )

( ). ( )


=

+

III III II

x

III II

x x x

x x

 

 

  

 
 (28 ) 
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 شود: نوشته مي xبه صورت تابعي از  φمقادیر  Iمشابه المان 

3

2

3 2

2

3 2

3 2

( )

, ( ) 1 ( )

−
=

−

−
= = −

−

III

III III

x x
x

x x

x x
x x

x x





 



 

 



 

 (29 ) 

2

1 2

3

1 3

2

2 1

2

2 1

( )

, ( )

−
=

−

−
=

−

II

II

x x
x

x x

x x
x

x x













 (30) 

 :شونديم يگذاری جا 28در رابطه  30و  29روابط 

3 2

*

3 2

3 3

3 2

3 3

3 2

32

3 3

3 2

2

1

2 1

2

2 1

2

2 1

22

2 1 2 1

2

2 1

( )

(1 )

( )



− −
=  +

− −

− −
− 

− −

− −
= + 

− −

−−
−

− −

− −
= +

− −

III

x

x x x x
x

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

x xx x

x x x x

x x x x

x x x x

 

 

 

 

 

 



 

 



3 2

(
−


x x 

3 3

2 1

2 2

2 1 2 1 2 1

)
−

− − −
= + =

− − −

x x

x x x x x x

x x x x x x

 

 (31 ) 

 بنابراین توابع شکل در هر دو المان روي مرز برابر هستند.

 ب( اممان یوشه 

 نیز باید رابطه زیر برقرار باشد:   IVبه طور مشابه، در المان گوشه 

* *1 1( ) ( )I IV

x x
x x 

 
=  (32 ) 

 شود: نیز به صورت زیر تعریف مي IVتابع شکلي المان 

* 1 1 11 1( ) ( ). ( ) ( )IV IV II IV

x
x x x x    


= +  (33 ) 

بر حسب مختصات   توابع شکل  با جاگذاري    xبه صورت مشابه 

 شود: ي زیر برقرار ميرابطه

1

*

1

1

1

1

1

21
1

1 2 1

1

1

21

1 2 1

21

1

( )

(1 )

1 ( 1)

1 (



−−
= 

− −

−
+ −

−

−−
= +  −

− −

−
= + 

−

III

x

x xx x
x

x x x x

x x

x x

x xx x

x x x x

xx x

x x















1 2− −x x 1

2 1

1 2

2 1 2 1

)

1

+

−

− −
= − =

− −

x

x x

x x x x

x x x x

 (34 ) 

برقرار است. در سایر مرزهاي    C0نیز پیوستگي    Iو    IVدر مرز المان  

هاي  و هم چنین مرزهاي افقي با المان  Iهاي ریز دیگر و المان  المان

 گردد. بالایي و پاییني نیز پیوستگي توابع به صورت مشابه اثبات مي

 

 های عددی . مثال 5
ها به کمک توابع  در این بخش جهت بررسي دقت و همگرایي پاسخ

با روش المان انتقالي، دو مثال عددي   پیشنهادي و مقایسه آنشکل 

شده اول،  حل  مثال  بيصفحهاند.  سوراخ ي  با  دوبعدي  نهایت 

سازي شده و  مدل[  23]   اي شکل که به کمک نرم افزار متلبدایره

مثال دوم، مکعب داراي حفره کروي شکل که حل آن با نرم افزار  

افزار  و شبکه اجزاي محدود و تصاویر نهایي به کمک نرم[  23] متلب  

هاي  [ صورت گرفته است. جزئیات بیشتر در بخش24پلات ] تک

 گردد.بعدي ارائه مي

 ای نهایت با سوراخ دایرهی بیص حه -بعدی مثال دو -1-5

میلي متر با یک    10×10نهایت به اضلاع  اي بيدر این مثال صفحه

در وسط آن تحت تنش تک    0r=  1اي شکل به شعاع  سوراخ دایره

و   الاستیسیته  مدول  است.  گرفته  قرار  افقي  راستاي  در  محوري 

 ي به کار رفته در این ورق به ترتیب برابر با  ضریب پواسون ماده
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 )ب(                                                         )الف(        

 شده سازی به علت شرایط مرزی متقارن ب( کل نمونه باریذاریچهار  نمونه جهت مدلدار: امف( یکنهایت سوراخورق بی -15شکل 

 

[ با فرض تنش مسطح  25هستند. در ]   0/ 3مگاپاسکال و    10000

در هر نقطه به صورت زیر به دست   حل تحلیلي براي مقادیر تنش

 آمده است: 
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 گردند:هاي جابجایي به صورت زیر محاسبه ميو مولفه
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 باشند.مدول برشي مي و ثابت کولوسوف  ها که در آن

به علت وجود تقارن در این مسئله در جهت کاهش محاسبات،   

شکل   صفر  15مطابق  با  و  شده  جدا  را  ورق  چهارم  کردن  یک 

جابجایي در راستاي افقي و عمودي به ترتیب براي مرزهاي چپ  

سه حالت مورد گردد. مسئله در سازي ميو پایین نمونه، آن را مدل

نمونه اول  حالت  در  است.  گرفته  قرار  صورت  بررسي  به  ها 

المان طول  با  متر    0/ 125و    0/ 25،  0/ 5،  1هاي  یکنواخت  میلي 

اند و مقادیر خطاي جابجایي و انرژي طبق روابط  بندي شدهشبکه

 اند.محاسبه شده 41و  40
1
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 ... ریز کردن محلی شبکه در روشجدید برای  روش 

   

 

 19              1403، 2 ه، شمار43هاي عددي در مهندسي، سال روش

 بدون ریز شدیی محلی ظامت شبکه مقادیر خها در  -1 جدول

 log (Eu) log (Ee) ها تعداد المان  هااندازه مشخصه المان 

1 108 45479/2- 13342/1- 

5/0 432 96112/2- 34331/1- 

25/0 1728 48514/3- 59983/1- 

125/0 6912 98488/3- 88273/1- 

 

 بر اسان روش اممان انتقامی   1:2ریز شده با نسبت ظامت شبکه مقادیر خها در  -2 جدول

ها در بخش شبکه ریز شده اندازه مشخصه المان  ها در بخش شبکه درشت اندازه مشخصه المان   ها تعداد المان    log (Eu) log (Ee) 

5/0  1 150 9702/2-  3471/1-  

25/0  5/0  639 4867/3-  5946/1-  

125/0  25/0  2662 8896/3-  8298/1-  

 

 بر اسان روش توابع شکل ریشنهادی   1:2ریز شده با نسبت ظامت شبکه مقادیر خها در  -3 جدول

ها در بخش شبکه ریز شده اندازه مشخصه المان  ها در بخش شبکه درشت اندازه مشخصه المان   ها تعداد المان    log (Eu) log (Ee) 

5/0  1 150 9595/2-  3454/1-  

25/0  5/0  639 484/3-  594/1-  

125/0  25/0  2662 889/3-  8297/1-  

 

نمونه  دوم،  حالت  با در  و  محلي  به صورت  و  سوراخ  اطراف  ها 

المان  1:2نسبت   اندازه  متر   0/ 125و    0/ 25،  0/ 5،  1هاي  با  میلي 

بندي شده و با کمک دو تابع شکلي المان انتقالي و پیشنهادي،  تقسیم

گردند. در حالت مقادیر خطاي جابجایي و انرژي مجدد محاسبه مي

بندي به صورت محلي اطراف سوراخ بوده با این سوم، مجددا شبکه

ي المان ها، اندازهدر تقسیم بندي   1:2تفاوت که بدون رعایت نسبت  

، 0/ 5هاي کوچک به ترتیب برابر  درشت، ثابت و برابر با یک و المان

هاي  باشند. در این حالت یکي از مزیت متر ميمیلي 0/ 125و  0/ 25

شود، چرا که توابع المان انتقالي  توابع شکل پیشنهادي مشاهده مي

به   1:2با شرط نسبت   تولید شده و قادر  المان ریز و درشت،  در 

لت نیستند. در ادامه نمودارها و مقادیر به  تخمین مقادیر در این حا

 شوند. دست آمده در هر حالت نمایش داده مي

 (16و شکل  1امف( ظامت شبکه بدون ریز شدیی )جدول 

نسبت   با  ریزشده  ،  3و    2)جدول    1:2ب( ظامت شبکه محلی 

 ( 18و  17شکل 

و    4های دمخواه )جدول  شبکه محلی ریزشده با نسبت  حالت ج(  

 (19شکل 

بر  مقدار خطاهاي جابجایي و انرژي در این مثال    20در شکل   

بندي ترسیم شده است.  هاي موجود در هر شبکهحسب تعداد المان

تعداد  افزایش  با  کلي  حالت  در  که  است  مشخص  شکل  این   از 
 



 راد  ی صادق رضایو عل ی برزک  رخواهیخ نینسر

   

 1403، 2 ه، شمار 43هاي عددي در مهندسي، سال روش                                   20

 
 125/0متر، د( میلی  0/ 25متر،  ( میلی  5/0متر، ب( میلی  1بدون ریزشدیی محلی : امف( ظامت شبکه های مت او  در بندیشبکه -16شکل 

 متر میلی

 

 -  25/0 متر، ب(میلی  1 - 5/0امف(  :انتقامی بر اسان روش اممان 1:2با نسبت  شبکه بندی های مت او  در ظامت شبکه ریز شده   -17شکل 

 متر میلی 0/ 25 - 125/0متر،  ( میلی  5/0

)ال

 ف(

(

ب

) )ج(

د



 ... ریز کردن محلی شبکه در روشجدید برای  روش 

   

 

 21              1403، 2 ه، شمار43هاي عددي در مهندسي، سال روش

 

 
 25/0 متر، ب(میلی 1 - 5/0بر اسان روش توابع شکل ریشنهادی: امف(  1:2شده با نسبت های مت او  در ظامت شبکه ریزبندیشبکه -18شکل 

 متر میلی 0/ 25 - 125/0متر،  ( میلی 5/0 -
 

 

 های دمخواه بر اسان روش توابع شکل ریشنهادی ریز شده با نسبت ظامت شبکه مقادیر خها در  -4 جدول

ها در بخش شبکه ریز شده اندازه مشخصه المان  ها در بخش شبکه درشت اندازه مشخصه المان   ها تعداد المان    log (Eu) log (Ee) 

5/0  1 150 9595/2-  3454/1-  

25/0  1 318 4098/3-  6189/1-  

125/0  1 990 81542/3-  79679/1-  

 

هاي  ها خطا کاهش یافته است. نیز نمودارهاي حاصل از روش المان 

پیشنهادي حالت نسبت   توابع شکل  انتقالي و روش  براي    1:2المان 

درشت و ریز شبکه، تقریبا بر هم منطبق هستند. روش توابع  بخش  

این خاصیت است که با یک الگوریتم واحد   شکل پیشنهادي داراي 

هاي  سازي کد جدید توابع شکل جدید را براي نسبت بدون نیاز به پیاده 

 مختلف اندازه شبکه ریز شده به اندازه شبکه درشت، تولید کند. 

 

 دارای ظ ره کروی شکل مکعب  -بعدی مثال سه -2-5

متر با یک میلي  10×10×10بعدي به ابعاد  در این مثال محیطي سه

تحت تنش کششي    0r=  1ي کوچک کروي شکل به شعاع  حفره

راستاي   در  محوري  )شکل    zتک  است  گرفته  مدول 21قرار   .)

سه محیط  پواسون  ضریب  و  با  الاستیسیته  برابر  ترتیب  به  بعدي 

هاي جابجایي و مقادیر تنش  هستند. مولفه  0.3مگاپاسکال و    10000

 [: 26شوند ] به صورت تحلیلي مطابق روابط زیر محاسبه مي
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متر، میلی   1 - 5/0امف(   :ریشنهادیهای دمخواه بر اسان روش توابع شکل شده با نسبت ریز ظامت شبکه های مت او  در بندیشبکه  -19شکل 

 متر میلی  25/0 - 0/ 125متر،  ( میلی 5/0 - 25/0 ب(

 

 
 )امف(                                                                   )ب( 

 دار:  امف( نر  خهای جابرایی  ب( نر  خهای انرژیهای شبکه برای مثال ص حه سوراخنمودارهای همگرایی بر ظسب تعداد اممان  -20شکل 

 )الف( )ب(

 )ج(

  ریز المان

انتقالي  المان  

  درشت المان



 ... ریز کردن محلی شبکه در روشجدید برای  روش 

   

 

 23              1403، 2 ه، شمار43هاي عددي در مهندسي، سال روش

 بدون ریز شدیی محلی ظامت شبکه مقادیر خها در  -5 جدول

هااندازه مشخصه المان  ها تعداد المان    log (Eu) log (Ee) 

1 1002 08824/3-  78459/1-  

5/0  8016 6271/3-  07457/2-  

25/0  64128 2073/4-  374/2-  

125/0  513024 7924/4-  6584/2-  

 

 
 )امف(                                                                                 )ب(

 متر میلی   5/0متر، ب( میلی 1های: امف( بدون ریز شدیی محلی با اندازه اممان ظامت شبکه شبکه بندی های مت او  در  -21شکل 

 

 

 بر اسان روش اممان انتقامی   1:2ریز شده با نسبت ظامت شبکه مقادیر خها در  -6 جدول

ها در بخش شبکه ریز شده اندازه مشخصه المان  ها در بخش شبکه درشت المان اندازه مشخصه   ها تعداد المان    log (Eu) log (Ee) 

5/0  1 1331 62532/3-  07412/2-  

25/0  5/0  9936 1419/4-  3228/2-  

125/0  25/0  89245 6209/4-  5457/2-  

  ساده المان
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 )ب( )الف(                                                              

  1 - 5/0های: امف( بر اسان روش اممان انتقامی با اندازه اممان  1:2ریز شده با نسبت  ظامت شبکه شبکه بندی های مت او  در  -22شکل 

 متر میلی  5/0 - 0/ 25 متر، ب(میلی

 

 شکل ریشنهادی بر اسان روش توابع    1:2ریز شده با نسبت ظامت شبکه مقادیر خها در  -7 جدول

ها در بخش شبکه ریز شده اندازه مشخصه المان  ها در بخش شبکه درشت اندازه مشخصه المان   ها تعداد المان    log (Eu) log (Ee) 

5/0  1 1331 6217/3-  07359/2-  

25/0  5/0  9936 1404/4-  3225/2-  

125/0  25/0  89245 5962/4-  5551/2-  

 

 
 - 0/ 5های: امف( بر اسان روش توابع شکل ریشنهادی با اندازه اممان  1:2ریز شده با نسبت  ظامت شبکه شبکه بندی های مت او  در  -23شکل 

 مترمیلی  5/0 - 0/ 25 متر، ب(میلی 1

  المان ساده

  انتقالي المان

  درشت المان

  ریز المان

  انتقالي المان
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 25              1403، 2 ه، شمار43هاي عددي در مهندسي، سال روش

 دمخواه بر اسان روش توابع شکل ریشنهادی های ریزشده با نسبت ظامت شبکه مقادیر خها در  -8 جدول

ها در بخش شبکه ریز شده اندازه مشخصه المان  ها در بخش شبکه درشت اندازه مشخصه المان   ها تعداد المان    log (Eu) log (Ee) 

5/0  1 1331 6217/3-  07359/2-  

25/0  1 3678 15671/4-  29895/2-  

125/0  1 22452 61684/4-  56231/2-  

 

 
های شبکه برای مثال مکعب دارای ظ ره کروی شکل:  امف( نر  خهای جابرایی  ب( نر  نمودارهای همگرایی بر ظسب تعداد اممان  -24شکل 

 خهای انرژی 

 

باشند. با توجه به وجود تقارن ثوابت لامه مي  μو    λها،  که در آن 

بندي آن سه  در این مساله، یک هشتم نمونه مدلسازي و براي شبکه

پیاده بدون ریز شدگي محلي،    ( شبکه1سازي شده است: )حالت 

هاي  ریز شده با نسبت   ( شبکه3و )  1:2ریز شده با نسبت    ( شبکه 2)

اساس   بر  و  مختلف  حالات  در  محدود  اجزاي  تحلیل  دلخواه. 

روشهاي المان انتقالي و توابع شکل پیشنهادي انجام گرفته است و  

و    40مقادیر نرم خطاي جابجایي و نرم خطاي انرژي طبق روابط  

اند. در ادامه نمودارها و مقادیر به دست آمده در  محاسبه شده  41

 شوند.هر حالت ارائه مي

 

 (21و شکل  5امف( ظامت شبکه یکنواخت )جدول 

و    7و    6)جدول    1:2ب( ظامت شبکه محلی ریزشده با نسبت  

 ( 23و  22شکل 

 (8های مختلف )جدول   ( ظامت شبکه محلی ریزشده با نسبت

 
مقدار خطاهاي جابجایي و انرژي در مثال محیط    24در شکل   

هاي موجود  بر حسب تعداد المان سه بعدي با حفره کروي شکل  

مشاهده بندي ترسیم شده است. با توجه به این شکل  در هر شبکه

روش    شوديم و  انتقالي  المان  روشهاي  از  حاصل  نمودارهاي  که 

براي بخش درشت و ریز   1:2توابع شکل پیشنهادي حالت نسبت  

پیشنهادي   شکل  توابع  روش  هستند.  منطبق  هم  بر  تقریبا  شبکه، 

داراي این خاصیت مي باشد که با یک الگوریتم واحد بدون نیاز به  

هاي مختلف  اي نسبت پیاده سازي کد جدید توابع شکل جدید را بر

 اندازه شبکه ریز شده به اندازه شبکه درشت، تولید کند. 

 



 راد  ی صادق رضایو عل ی برزک  رخواهیخ نینسر

   

 1403، 2 ه، شمار 43هاي عددي در مهندسي، سال روش                                   26

 . نتیره ییری6
(،  CPDIي توابع شکل پیشنهادي )بر مبناي توابع  در این مقاله با ارائه

هاي انتقالي با  مشکل ناپیوستگي و منفي شدن توابع شکل در المان

هاي معلق که هنگام ریز کردن شبکه به صورت محلي در نقاط  گره

آیند، حل شده است. در روابط ارائه شده در بحراني به وجود مي

هاي قبل به صورت تحلیلي ثابت شد که این توابع پیشنهادي  بخش

وتقسیم   تمامیت  پیوستگي،  ميبا حفظ خواص  واحد  توانند  جزء 

هاي  جایگزین توابع استاندارد اجزاء محدود شوند. هم چنین در مثال

کمک   با  از حل مسائل  نتایج حاصل  که  داده شد  نشان  حل شده 

توابع پیشنهادي و توابع المان انتقالي در شرایط مشابه، تقریبا برابر  

کر برطرف  با  در روش جدید  آن  بر  دن محدودیت بوده و علاوه 

تري نسبت  توان با هزینه محاسباتي کمتر به نتایج دقیقمي  1:2شرط  

 هاي قبلي رسید. به روش
 

 نامهواژه

12. Convected Particle Domain Interpolation 

13. Parent 

14. Completeness 

15. Regular 

16. Irregular  

17. h-refinement 

18. hierarchical 

19. Convected Particle Domain Interpolation 

20.  Material Point Method 

21. Finite Element Method 

1. Conformability 

2. Transitional elements 

3. Hanging nodes 

4. Continuity 

5. Partition of unity 

6. Adaptive finite element methods 

7. Adaptive local mesh refinement 

8. Local mesh refinement with hanging nodes 

9. Conformability 

10. Constrained approximation 

11. Transition element 
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