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Abstract: The isogeometric method was introduced to bridge the gap between computer-aided design (CAD) and 

analysis. This method offers advantages such as precise geometric modeling, suitable refinement methods, easy access to 

higher-order functions, and higher computational accuracy. The aim of this research is to provide an efficient method for 

applying the distributed loads on curved surfaces in isogeometric analysis. One of the main challenges in this method is 

how to apply boundary conditions on complex geometries. In curved models, some control points may not lie on the 

geometry, leading to ambiguity in the distribution of loads on these points. This study uses NURBS functions, which are 

standard non-interpolatory functions in CAD systems, to approximate the solution space and describe the geometry. 

Additionally, to leverage the capabilities of CAD tools, the process of importing geometries created in Rhino into 

isogeometric analysis using Bézier extraction is explained. The results confirm the accuracy and efficiency of the 

proposed method. 
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 مقاله پژوهشي       

 

انحنا  یاعمال بار گسترده بر سطوح دارا یکارآمد برا یارائه روش  

 ی هندسهم لیدر تحل

 

 2یبهروز حسنو   * 1ان ی، فرزاد شهاب1یبرات یمرتض

 مشهد یعمران، دانشگاه فردوس یگروه مهندس -1

 مشهد یدانشگاه فردوس ک، یمکان یگروه مهندس -2
 

  ییایمزا یروش دارا نیشده است. ا  ی معرف انه یبه کمک را ی و طراح لیتحل نیبا هدف کاهش فاصله ب ی هندسهم   لیروش تحل -چکیده

به توابع مرتبه بالا و دقت بالاتر در محاسبات است. هدف    ی اب یدست  ی مناسب، راحت  ی بهبودساز  یهاهندسه، روش  قیدق  یسازهمچون مدل

در    ی اصل   یهااز چالش  ی ک یاست.    ی هندس هم  لیانحنا در تحل یگسترده بر سطوح دارا  یاعمال بارها یاکارآمد بر  یپژوهش، ارائه روش  نیا

هندسه قرار    ی رو  ی از نقاط کنترل  یانحنا، برخ  یدارا  یهااست. در مدل  دهیچیپ  ی هاهندسه   یبر رو  یمرز  طیروش، نحوه اعمال شرا  نیا

توز  رندیگی نم ابهام در  توابع  نی. در اشودی م  اطنق  نیا  یبار رو  عیکه موجب  نربز که  از توابع  استاندارد در   ابیردرونیغ  ی پژوهش،  و 

  یهاتیبه منظور استفاده از قابل  ن،یاستفاده شده است. همچن  هندسه   فیحل و توص  یفضا  بیتقر  یهستند، برا   یاانه یرا  ی طراح  یهاسامانه 

استخراج   ندیبا استفاده از فرآ ی هندسهم  ل یبه تحل نویافزار راجاد شده در نرمیا یها نحوه واردکردن هندسه  انه،یبه کمک را ی طراح  یابزارها

 . کنندی م دییرا تأ یشنهاد یروش پ یی بدست آمده، صحت و کارآ جی . نتاشودی داده م حیتوض ه یبز
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 فهرست علائم
 bP ه ینقاط کنترل بز

 نیبرنشتا  هیتابع پا
iB 

 b ي حجم يرو ین q بار  شدت

 نربز  هیپا تابع
iR ه یبز بی ضرا سیماتر C 

) و نربز  نیاسپلا- يب  سطح )S ξ,η ه یبز يمنحن C(t) 

 C(ξ) و نربز  نیاسپلا-يب  يمنحن t ي سطح يرو ین

 رمکان ییتغ بردار u رمکانییتغ d 

 عمود بر سطح  بردار
nv کرنش -تنش سیماتر D 

 مماس بر سطح  بردار
tv عمود  کهی بردار 

ne 

 نقاط کنترل  وزن
iw يکشسان بیضر E 

 رو ی ن بردار  ي کیزیف مرز F 

ηو  ξ ي پارامتر   يفضا مختصه
 

 J ن یژاکوب سیماتر

 و  يگره بردار
 

 يسخت سیماتر K 

υ پواسون بیضر
 

 L ي لیفرانسید عملگر

 n نیتابع برنشتا مرتبه σ تنش  تانسور

Ω ي کیزیف يفضا  دامنه
 

  Mو  N نربز در هر راستا  هیپا  توابع

  ي پارامتر  يفضا  دامنه
 q و p و نربز  نیاسپلا-يب  هی توابع پا مرتبه

 مرجع يفضا  دامنه
 

 P و نربز  نیاسپلا-يکنترل ب  نقاط
 

 

 مقدمه  -1
مهندسي هاي مختلف علوم و  امروزه بسیاري از مسائل در زمینه

ند. از آن جایي  گردتوسط معادلات جبري یا دیفرانسیلي بیان مي

م موارد  تنها  معادلعکه  این  از  مي  هاهدودي  مستقرا    اب   ماًیتوان 

براي حل    هاي عددي زیاديشیوههاي تحلیلي حل نمود،  روش

معادلاتي   داردچنین  روش  .وجود  از  در  یکي  که  عددي  هاي 

  استفاده قرارگرفته  هاي اخیر براي حل مسائل مهندسي موردسال

ها  انگیزه انجام نخستین فعالیت  است.  1هندسيهم  است، تحلیل

هم تحلیل  زمینه  موجودهندسي  در  فاصله  کردن  بین    برطرف 

  بوده است   3سازي با استفاده از رایانهو مدل   2محدود  يتحلیل اجزا

سازي دقیق  برجسته این روش، امکان مدل  ایايمزیکي از  .  [ 1] 

سازه   باعث    است هندسه  ازخطاهاي    حذفکه  قریب  ت  ناشي 

توابع  از    گیريبهرههندسي  ایده اصلي تحلیل هم   .شودمي  هندسي

شده در توصیف دقیق هندسه براي تقریب میدان حل    پایه استفاده

هم  .است  تحلیل  بین  بنیادي  اجزاتفاوت  تحلیل  و    يهندسي 

اجزا در روش  که  است  این  براي    يمحدود  پایه  توابع  محدود 

پس از  ـشوند و سخاب مي ـلوم انت ـهاي تحلیل نامعتقریب میدان

ميآن  استفاده  نیز  معلوم  هندسه  تقریب  براي  تحلیل  گرددها   .

این  هم  تابع   طوري  به  کندميمعکوس  را    شیوههندسي  که یک 

، نمایش دهددقیق هندسه معلوم را  صورت  پایه که قادر است به

بهشود  مي  انتخاب را  آن  میدان  و  تقریب  براي  پایه   حل  عنوان 

زمان از  همبه طور    که این روش  . با توجه به این کنده مياستفاد

مند  بهرهتولید هندسه  هاي  شیوهمحدود و    يمزایاي روش اجزا

یک جایگزین کارآمد و مطلوب براي نوان   ـع  بهبنابراین    است،

هندسي تحلیل همروش    .شده است   مطرح  محدود  روش اجزاي

زمینه دردر  ازجمله  مختلفي  کشسان    هاي  ،  [ 3,  2] مسائل 

  - اندرکنش سیال  و  [ 6] سیالات  ،  [ 5] تماس  ،  [ 4]   سیالکترومغناط

نشان    مناسبي از خودو عملکرد  ه  به کار گرفته شد  [ 8,  7] سازه  

 ه است. داد

تحلیل  اصلي  اهداف  از  مراحل    ترکیب هندسي،  هم  یکي 

تحلیل  طراحي و    و  هندسي  طراحي  ایده  که  طوري  به  است 

, 1] افزاري میـسر گردد  زمان در یک بسـته نرمتحـلیل عددي، هم

هندسي مانند بسیاري از ابزارهاي  تحلیل هم  که  به این  توجه  با  .[ 9

طراحي به کمک رایانه از توابع نربز براي توصیف هندسه استفاده  
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توان به صورت  هاي ساخته شده در این ابزارها را ميمدل  کند،مي

 هندسي به کار برد.صریح در تحلیل هم

نرم به روش  رافزااکثر  رایانه  به کمک  مهندسي  تجاري  هاي 

هندسي را پشتیباني اند و روش هم هسازي شدپیادهاجزاي محدود  

افزاري در این زمینه الزامي  بنابراین نیاز به یک بستر نرم ؛  کنندنمي

باز توسعه  هاي منبعبرخي از کدها و برنامه  راستاین  در هماست.  

همکاران  یافته و  هسو  طراحي  افزارنرمیک    [ 10] اند.  - تعاملي 

راینو    افزار تجاري اي بر اساس نرمپوسته  هاي سازهحلیل براي  ت

بعدي قابل تحلیل  سههاي  مدل   ها، اما در روش آن توسعه دادند

یک روش براي ادغام تحلیل    [12،  11] لاي و همکاران    .نیستند

افزارهاي تجاري اجزاي محدودي ارائه کردند. هندسي با نرمهم 

امکان تحلیل    4افزار آباکوسها با افزودن یک زیربرنامه به نرمآن 

تيمدل  توابع  توسط  که  اولیه  در  -هاي  راینو    افزارنرماسپلاین 

همکاران   و  لي  کردند.  فراهم  را  شده  نرم  [ 13] ایجاد  افزار یک 

افزار هاي هیدرولیکي فراهم کردند. نرم تجاري براي تحلیل سازه

سازي هندسي و تحلیل را  معرفي شده توسط ایشان امکان مدل 

افزاري فراهم کرده  هاي هیدرولیکي در یک بسته نرمبراي سازه

برنامهاست.   یا  کدها  حال،  این  توسط    هايبا  شده  ارائه 

از  هاي عملي  خواسته  پاسخگوي  پژوهشگران نیستند.  مهندسان 

 ترین دلایل آن عبارت است از: جمله مهم

سازي هندسي و تحلیل عددي عدم امکان ادغام مدل   -الف

 .افزاردر یک نرم

براي    -ب خودکار  تحلیل  توانایي  وجود    هاي سازهعدم 

 .بعديسه

 . سازيسازي رابط کاربر گرافیکي براي مدلعدم پیاده -ج

مدل  ابزارهاي تبدیل  در  شده  ساخته  رایانه   . هاي  براي    اي طراحي 

استخراج    عملگر   از طریق   هندسي، روش هم   گر تحلیل استفاده در یک  

سازي این فرآیند ارائه  شود. در این پژوهش، رابطه فراهم مي   5بزیه 

هاي هندسي با شکل  از آن امکان ساخت مدل   گردد که با استفاده مي 

آزاد هندسي    هاي آید. شکل هندسي به وجود مي آزاد براي تحلیل هم 

به دلیل زیبایي بصري که دارند بسیار مـورد توجـه طراحـان صنعتـي  

مـي  قـرار  معمـاران  پیچیدگي [ 15،  14] گیرند  و  دلیل  به    هاي . 

ها، پژوهشگران و مهندسان  سازه   گونه ن ی ا سازي و الگوسازي  رابطه 

از جنبه  ها  اند و مطالعه رفتار این سازه به بررسي این موضوع پرداخته 

 است. عملي داراي اهمیت ویژه  

هندسي هاي صورت گرفته در زمینه تحلیل همبا وجود تلاش

هاي آن داراي ابهام است  هاي اخیر، هنوز برخي از جنبهدر سال

پژوهش به  نیاز  مجموعهو  از  نربز  توابع  دارد.  بیشتر  از  هاي  اي 

گیرند، تشکیل  که بر روي یک چندضلعي قرار مي  6نقاط کنترلي

اینمي به  توجه  با  روي  گردد.  بر  است  ممکن  کنترلي  نقاط  که 

هندسه سازه، قرار نگیرند، از این رو نحوه توزیع بارها بین این 

هاي تحلـیلي داراي ابهـام است. در برخـي منابع  نقاط در هندسه 

هندسي ارائه شده  هایي براي اعـمال بار در روش تحلیل همروش

. در این راستا و در پژوهش حاضر روشي براي  [ 16-19] است  

در انحنا  داراي  سطوح  روي  بر  گسترده  بار  تحلیل   اعمال 

ميهم  ارائه  بيهندسي  بزیه،  توابع  ابتدا  کار،  این  براي  - گردد. 

هم روش  پایه  توابع  عنوان  به  نربز  و  معرفي اسپلاین  هندسي 

هاي پیچیده و نحوه تبدیل  سازي هندسهشوند سپس نحوه مدلمي

هندسي شرح داده آن به عنوان اطلاعات ورودي براي تحلیل هم 

هندسي مبتني بر توابع  شود. در ادامه چارچوب کلي تحلیل هممي

مي تشریح  و  نربز  گسترده  بار  اعمال  روش  سپس  و  گردد 

شود. در پایان با ارائه چند مثال سازي مربوط به آن ارائه ميرابطه

 گیرد. بررسي قرار مي عددي، دقت روش پیشنهادي مورد

 

 اسپلاین-توابع بزیه و بی -2
منحني ریاضي  بزیهمبناي  برنشتاینايچندجمله  ، هاي   7هاي 

به صورت ترکیب خطي از    pیک منحني بزیه از مرتبه   هستند.

p از مزایاي اصلي توابع  شود.  مي  تابع پایه برنشتاین تعریف  1+

به لحاظ ریاضي  ها است.  آسان از آنو استفاده    ساده  تعریف  بزیه

 . [ 20] گردد يف میتعر (1به صورت رابطه )ه یبز يک منحنی

(1 ) ( ) ( ) b
n,i i

i

C t B t P           t

=

=  
0

0 1 

n,iBکه در آن (t)  ،iُمین تابع پایه برنشتاین از مرتبه  اn    است و

 آید.زیر بدست مي از رابطه
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(2 ) ( )
n i n iB t t ( t)      ( )

n,i i

  −= −  
 

01 0 1 

(3 ) 
( )

n n!
!

i i! n i !

 
=  

− 
0 1 

b،  (1)در رابطه 
iP  .توابع بزیه با  نقاط کنترلي منحني بزیه هستند

برخي   داراي  گسترده،  کاربردهاي  جمله  کاستيوجود  از  ها 

در شود  هستند که باعث مي  8عدم کنترل محلينوسانات اضافي و  

هاي با تغییرات زیاد،  پیچیده و منحني  هايشکلتولید برخي از  

 . [ 21] هایي داشته باشند محدودیت 

  هاي توابع بزیه به منظور غلبه بر محدودیت   اسپلاین-توابع بي

یافتند همانند یاسپلا-يب  يهايمنحن.  [ 22،  20]  توسعه  ن 

ترکیبز  يهايمنحن از  خطیه  کنترل  يب  پا  ينقاط  توابع  که  یو  ه 

ب رونیاسپلا-يهمان  بر  هستند،  ف  یتعر  يپارامتر  يفضا  يها 

مي  شوند.يم کهفرض    گردد  m, ,..., =   1   مجموعه  2

غیرنزولي متوالي  پارامتري  آن   است  مقادیر  در  که 

i i , i ,...,m+   = −1 1  9بردار گرهي    در این صورت  .باشد  1

iاُم که iگره   iهمچنین،   .شودنامیده مي , ,..., n p= + +1 2 است،   1

p  بي و  -درجه  است.    nاسپلاین  پایه  توابع  - بي  توابعتعداد 

i,pNسپلاین ا ( )  از درجهp با استفاده از رابطه بازگشتي به   0=

 . [ 1]  شوندصورت زیر تعریف مي

(4 ) i i
i,

if
N ( )

otherwise

+    
 = 



1
0

1
0 

درجه  همچنین   با  توابع  pبراي   رابطه    1 بیان    (5)به صورت 

 شوند.مي

(5

 ) i pi
i,p i,p i ,p

i p i i p i

N ( ) N ( ) N ( )
+ +

− + −
+ + + +

 −  − 
 =  + 

 −   − 

1
1 1 1

1 1
 

(5 ) 

،  10هاي مهمي از قبیل غیر منفي بودن داراي ویژگي   اسپلاین - بي توابع  

 . هستند و استقلال خطي    11پوشش محلي، بخشي از واحد بودن 

 

 12فرآیند واردکردن گره -3
گره کردن  اضافه  شامل  گره  بین  واردکردن  جدید  ي  هاگرههاي 

تقسیم   تر کوچک  اجزاي موجود به    جزءدر نتیجه  .  است موجود  

یند درجه  آیابد. این فردر شبکه افزایش مي  اجزاتعداد    و  شودمي

نمي تغییر  را  پایه  بلکه  توابع  افزایش  دهد  را  کنترل  نقاط  تعداد 

و    دهد.مي هندسي  شکل  در  تغییري  هیچ  گره،  واردکردن  با 

شود، اما تعداد نقاط کنترل و توابع پایه افزایش پارامتري داده نمي

براي حفظ این ویژگي، لازم است نقاط کنترل به روشي  .  ابدیيم

 .خاص انتخاب شوند

اگر   n p, , , + + =    1 2 باشد،   1 شده  داده  گرهي  بردار 

که   به طوري  بردار گرهي،  به  گره  واردکردن  )k k, +   و    1

k p   باشد، باعث به وجود آمدن یک تابع پایه جدید و متناظر

شود. قابل توجه است که همه با آن یک نقطه کنترل جدید مي 

  (4)هاي  توابع پایه قدیمي باید مجدد تعریف شوند )مطابق رابطه

 . [ 23] آید (. نقطه کنترل جدید مطابق رابطه زیر بدست مي(5)و

(5 ) ( )i i i i i

n

P i

P P P i m 

P i m

−

=


=  + −  
 =

1

1

1
1 1 

 گردد. مطابق رابطه زیر محاسبه مي iکه ضریب  

(6 ) 
i

i
i p i

i k p

k p i k

i k

+

  −


 − 
 = − +  

 − 
  +

1

1

0 1

 

 

 توابع نربز  -4
رایانه تابع   گرافیک  در  معمولًا  که  است  ریاضي  مدل  اي  نربز یک 

استفاده    وح ها و سط ایجاد و نمایش منحني   ه منظور کاربرد دارد و ب 

هاي هندسي  دل دسته وسیعي از م   توان ي به کمک نربزها م شود.  مي 

آن  ساخت  امکان  این  از  پیش  که  به وس را  از چند    له ی ها  بسیاري 

هاي حاضر در طراحي مهندسي وجود نداشته است، نمایش  اي جمله 

یک منحني نربز با مرتبه، مجموعه نقاط کنترلي، وزن مربوط  .  [ 1]   داد 

م  گرهي  بردار  و  نقاط  از  یک  هر  منحني مي   شخص به  و  شود.  ها 

باشند که تفاوت  مي ها  اسپلاین - بي   افته ی م ی ـنربز حالت تعم   وح سط 

  در نسبت دادن وزن به نقاط کنترلي است. ها  اسپلاین - بي اصلي آن با  

 . [ 1]   آیند توابع پایه نربز از رابطه زیر بدست مي 
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(7 ) ( )
( )

( )

( )

( )

i,p i i,p ip
i n

i,p i
i

N ξ w N ξ w
R ξ

W ξ N ξ w
=

= =

 1

 

توابع پایه  استفاده از  با    وزن نقاط کنترلي است.  iwدر این رابطه  

، منحني نربز با رابطه  iP  نقاط کنترلي  و  (7)  رابطهبدست آمده از  

 شود. محاسبه مي (8)

(8 ) ( ) ( )
n

p
ii

i

C ξ R ξ P

=

=
1

 

 . گرددحاصل مي (9)از رابطه نیز نربز دو متغیره  توابع پایه

(9 ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

i,p j,q i, jp,q
i, j n m

i,p j,q i, j
i j

N ξ M η w
R ξ,η

N ξ M η w
= =

=

 1 1

 

i,pN  در آن  که ( )    وj,qM ( )    به ترتیب توابع پایه در راستاي

    و  و از مرتبهp    وq  باشند. همچنین یک سطح نربز به مي

 . [ 1] شود تعریف مي (10)صورت رابطه 

(10) ( ) ( )
n m

p,q
i, ji, j

i j

S ξ,η R ξ,η P

= =

=
1 1

 

 

 هندسی ساخت مدل هندسی پیچیده در تحلیل هم   -5
فزارهاي طراحي به کمک رایانه از ابزار نربز  اامروزه در اکثر نرم

هندسه طراحي  ميبراي  استفاده  پیچیده  به  هاي  نسبت  که  شود 

یند  آدر فرپذیري و دقت بالاتري است.  سایر ابزارها داراي انعطاف

مدل نرمساخت  هندسي،  راینهاي  ابزارهاي   13و افزار  از  یکي 

قدرتمند و پرکاربرد است که از توابع اسپلاین و نربز براي ایجاد  

هندسي، هدف اصلي ادغام کند. در تحلیل هم هندسه استفاده مي

تحلیل   و  طراحي  مدل است مراحل  که  به طوري  هندسي  ،  هاي 

نرم در  شده  بدون ساخته  و  مستقیم  بتوانند  طراحي  افزارهاي 

افزار راینو با توانایي  یند تحلیل شوند. نرمآتغییرات اساسي وارد فر

دقیق و پیچیده با استفاده از نربز، ابزاري مناسب  هاي  ایجاد مدل

 .است براي این هدف 

این هدف، به  دستیابي  نرم   براي  در  هندسي  مدل  افزار ابتدا 

شود، سپس این مدل به شکل مناسب براي تحلیل  راینو ایجاد مي

وارد  هم  و  تبدیل  مي  فرآیندهندسي  به تحلیل  روش  این  شود. 

هاي راینو در طراحي  دهد تا از دقت و توانمنديکاربران اجازه مي

ها مند شوند و به طور مستقیم از این مدلهاي پیچیده بهرهمدل 

که نیاز به بازسازي    هاي خود استفاده کنند، بدون ایندر تحلیل

باشد تحلیل  در محیط  مراحل    .مجدد مدل  بین  یکپارچگي  این 

هاي محاسباتي  طراحي و تحلیل، منجر به کاهش زمان و هزینه

انجام تحلیلمي امکان  تر و کارآمدتر را فراهم هاي دقیقشود و 

 کند.مي

از چالش تبدیل مدل یکي  پژوهش حاضر،  گرافیکي  هاي  هاي 

افزار راینو به اطلاعات هندسي قابل استفاده  ساخته شده در نرم

تحلیل این   هندسيهم  14گربراي  در  که  توجه است  قابل  است. 

نرم  از  تحلیلپژوهش  عنوان  به  متلب  هندسي  گر روش همافزار 

- تي  15رایـنو با اسـتفاده از افـزونه  افزاررمـ ـن  .گردداســتفاده مي

کند که  ساخته شده ارائه مي  سپلاین یک خروجي متني از مدلا

نقاط   شامل  اطلاعات  این  است.  آن  هندسي  اطلاعات  حاوي 

که اشاره شد توابع    طورهمانها و ضرایب بزیه است.  کنترل، وزن

ها را به  توان آناسپلاین و نربز تعمیم توابع بزیه هستند و مي -بي

کرد.  صو  تعریف  دهانه  هر  در  بزیه  توابع  از  خطي  ترکیب  رت 

بنابراین با داشتن  ؛  ضرایب این ترکیب خطي، ضرایب بزیه هستند

مي ضرایب  فرآیند این  کرد.  ایجاد  راحتي  به  را  نربز  تابع  توان 

این    نامند.مي تبدیل یک تابع نربز به تابع بزیه را استخراج بزیه

اي دارد زیرا با  اهمیت ویژه هندسيدر تحلیل هم  ویژهبه    روش

تر  هاي پیچیده هندسي را به شکلي سادهتوان مدلاستفاده از آن مي

تحلیل براي  کارآمدتر  کرو  تبدیل  عددي  با    .[ 24  و   23] د  هاي 

هاي  دادهتوجه به آنچه اشاره شد مراحل تبدیل مدل هندسي به  

 به صورت زیر است.  هندسيلازم براي تحلیل هم 

هندسي مورد نظر با استفاده از ابزارهاي نربز  ابتدا مدل    -الف

 شود. در راینو ایجاد مي

این عمل توسط  یه تبدیل شود.  بزمدل نربز باید به قطعات    -ب

 پذیرد. راینو صورت مي افزارنرماسپلاین در -افزونه تي

 ابزارهايتواند به  زیه، مدل مي بپس از تبدیل مدل به فرم    -ج

 تحلیل عددي صادر شود. 

در انتها طي یک فرآیند معکوس ضرایب بزیه تبدیل به توابع    -د

 شوند. نربز مي
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 استخراج بزیه  -5-1

  توابع بزیه با استفاده از  نربز توابع این بخش به چگونگي ساخت

ها و نربزها، بیش اسپلاین-بي.  پردازدیه ميزو عملگر استخراج ب

رااز   پایه  دهنديمپوشش    یک جزء  توابع  که  اجزاي    در حالي 

  محدود تنها یک جزء را پوشش دهند. با محلي کردن توابع نربز

پوشش ميامکان  فراهم  جزء  یک  تنها  عمل    .شوددهي    بهاین 

محاسبه توابع نربز به شکل توابع دیگر که فقط روي یک    لهیوس

 شوند قابل حل است. ناحیه جزء تعریف مي

ي پایه برنشتاین که سازنده  ها ياجملهانتخاب چند    لهیبه وس

عمل    نیا  گردد.توابع بزیه هستند، خواسته مورد نظر برآورده مي

مي صورت  بزیه  استخراج  روش  کهبا  استفاده    پذیرد  از  امکان 

چارچوب    يابزارها در  را  محدود  اجزاي  تحلیل  استاندارد 

دهد که  فرآیند استخراج بزیه اطمینان مي  .کندمي  آسان  هندسيهم 

و پیوستگي    ههندسي، مانند نمایش دقیق هندسمزایاي تحلیل هم

یي محاسباتي و سازگاري  آشوند در حالي که کاربالاتر، حفظ مي

طور که  همان .[ 25] د بخشرا بهبود مياجزاي محدود  با ابزارهاي

شد   مرتبه  اشاره  از  نربز  پایه  هر    pتوابع  داراي    جزءدرون 

pپیوستگي   kC اي از توابع پایه نربز  هستند. براي تجزیه مجموعه  −

گره تا    دارمق  شودگفته مي  16بزیه که به آن تجزیه بزیه  اجزايبه  

که   مي  pبه    kزماني  تکرار  عمل شوند.  برسد،  این  از    پس 

. لازم به ذکر است که تجزیه بزیه  رسدمي  C0تابع به    پیوستگي

کاهش مي را  نربز  پایه  توابع  پیوستگي  پیوستگي  مرتبه  اما  دهد، 

آنچه در   .شودهندسي حفظ مي گره مطابق  فرآیند اضافه کردن 

 پذیرد.بخش بهبودسازي اضافه کردن گره اشاره شد انجام مي

اُمین گره وارد  jعملگر استخراج یا همان ضرایب بزیه براي  

 . [ 23] آید شده به صورت زیر بدست مي

(11

) 
( ) ( )

j

n j n j

α α  

α α
C

       

    α α
+ − +

−  
 

− 
 =
 
 

 −  

1 2

2 3

1

1 0 0
0 1 0 0

0 1

 

و این  بردار گرهي مورد نیاز است    ، تنهاCبراي محاسبه ماتریس 

بنابراین این  ؛  محاسبات به نقاط کنترل و توابع پایه وابسته نیست 

نرب اسپلاین-عملگر براي بي  کنترل    ها یکسان است.زها و  نقطه 

جدید مرتبط با گره اضافه شده با استفاده از رابطه زیر محاسبه 

 شود. مي

(12 ) j j T jP (C ) P+ =1 

ها، عملگر استخراج بزیه  اي از گرهبا توجه به وارد کردن مجموعه

 .شودکلي به شکل زیر تعریف مي

(13 ) T m T m T TC  (C ) (C ) (C )−= 1 1 

به   اولیه  نربز  کنترل  نقاط  و  جدید  بزیه  کنترل  نقاط  بین  رابطه 

 آید. صورت زیر بدست مي

(14 ) b TP C P= 

تغییر هندسي و  باعث هیچ  گره  کردن  وارد  که  این  یادآوري  با 

 . [ 23] است زیر برقرار  ابطهر شودپارامتري در منحني نمي

(16 ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

b T T T T

T

C (P )  B (C P) B P CB

P N

 =  =  = 

= 
 

)که در آن   )B    مجموعه توابع پایه برنشتاین پس از استخراج

ي  هاياچندجملهاسپلاین و  -رابطه بین توابع پایه بيزیه است.  ب

 . [ 24] گردد بیان مي برنشتاین به صورت زیر

(15 ) ( ) ( )N CB =  

هندسه   براي  که  ماتریس  دوبعدتوجه شود  ابعاد  با  Pي،    برابر 

n2  که حالي  در  ابعاد    bP  است  )داراي  )n m+ 2   ؛  است

)برابر با   Cبنابراین ابعاد  )n m n+  جا خواهد بود. در اینn، 

و  بزیه  تجزیه  از  قبل  کنترل  نقاط  یا  پایه  توابع  تعداد    mتعداد 

هاي وارد شده است. براي بدست آوردن توابع پایه نربز، تابع  گره

 بازنویسي شود.   (18)وزن باید به صورت رابطه 

(18 ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n
T T

i,p i

i

T T b T b

W N w w N w CB

(C w) B (w ) B W

=

 =  =  = 

=  =  = 


1 



. ی ن یو بهروز حس انیفرزاد شهاب ،ی برات   

 1403، 2 ه، شمار43هاي عددي در مهندسي، سال روش 114

bکه   Tw C w=بزیه به صورت  ، وزن پایه  توابع  با  هاي مرتبط 

توابع پایه   (7)در رابطه    (15)باشند. با جایگزیني رابطه  برداري مي

 آیند. نربز با استفاده از عملگر استخراج بزیه بدست مي

(16 ) ( )
( )

( )
b

R WCB
W

 = 


1 

هاي نربز به صورت زیر  ماتریس قطري وزن  Wدر این رابطه  

 . شوديمتعریف 

(17 ) 

n

w

w
W

w

 
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 =
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1

2 

 C0صورت جزءهاي بزیه با پیوستگي  بنابراین یک منحني نربز به  

 شود .بازنویسي مي (18)مطابق رابطه 

(18 ) 
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 (16)رابطه بین نقاط کنترل بزیه و نقاط کنترل نربز از معادلات  

 . [ 25]  ت اس  گیرينتیجهقابل  (18)و 

(19 ) b b TP (W ) C WP−= 1 
یه براي  زتوابع پایه نربز پس از استخراج ب،  (7)  رابطهبا یادآوري  

 .توانند به صورت زیر تعریف شوندمي eجزء  

(20) ( )
( )

( )

( )

( )

e e e e e
e

b e

W N W C B
R

W W

 
 = =

 
 

هاي نربز محلي است. مشتقات  ماتریس قطري وزن  eWکه در آن  

 شود. به صورت زیر محاسبه مي  جزءاول توابع شکل  

(21 ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

e

be
e e

b e

b

B

WR
W C

W B

(W )

  
 

  
=  

    
− 

  
2

1

 

 گردد.بیان مي (22)همچنین مشتق تابع وزن به صورت رابطه 

(22 ) ( )
( )

dpb (p )
b

i,p i

i

W
B w

+

=

 
= 



1

1

 

رابطه بین نقاط کنترل بزیه محلي و نربز محلي مانند رابطه حالت 

 (. (19) رابطه)است  کلي آن

(23 ) b,e b,e e T e eP (W ) (C ) W P−= 1 

صورت زیر   هاي بزیه محلي هستند و بهوزن  b,eWدر این رابطه  

 گردد. بیان مي

 

b,e

b,e
b,e b,e e T e

b,e
n

   

  w  
W   ,      w (C ) w

   

    w

w 
 
 

= = 
 
 
 

1

2 

(27 ) 

عملگر استخراج دو متغیره محلي از عملگر استخراج تک متغیره  

 آید. تانسوري طبق رابطه زیر بدست مي

(24 ) 

j i j i
, ,

e j i j i j i
, ,

C C C C

C C C C C C C  

 

   

     

 
 

=  =  
 
  

11 12

21 22 

اُمین عملگر استخراج جزء  jاُمین و  iبه ترتیب    jCو    iCکه  

باشند. در نتیجه شبکه فیزیکي  مي  و   تک متغیره در راستاي 

 . [ 23] قابل محاسبه است  (25)بزیه به صورت رابطه 

(25 ) ( )
( )

( )b b T

b
C ξ,η (W P ) B ξ,η

W ξ
=

1 

از شبکه کنترلي نربز به شبکه کنترلي بزیه و در  نگاشت    1شکل  

 .دهدنهایت به شبکه فیزیکي بزیه را نشان مي

 

 هندسیسازی تحلیل هم رابطه  -6
هاي عددي حل  هندسي و اجزاي محدود از نوع روشروش هم

به عنوان  معادلات دیفرانسیل حاکم بر رفتار یک سیستم هستند و  

شوند. این دو  ابزار قدرتمند در حل مسائل مهندسي شناخته مي

. این دارند  هاي زیاديهاي اصلي، شباهت با وجود تفاوت  شیوه

بر    هستند به طوري که   مشابههایي با مفاهیم  داراي مولفهها  روش

گسسته دیفرانسیل  اساس  معادلات  تبدیل  و  مسئله  دامنه  سازي 

 ها از باشند. این روشميجزئي به سیستم معادلات جبري استوار  
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 شبکه فیزیکی بزیه.  -شبکه کنترلی بزیه و پ -شبکه کنترلی نربز، ب -فرآیند استخراج بزیه. الف -1شکل 

 

جزء به    مفهوم  مسئله  دامنه  تقسیم  کوچکبخشبراي  تر  هاي 

هاي  میدان براي تقریب  پایه  توابع    جزءد و در هر  نکن استفاده مي

. در ادامه مراحل حل معادلات حاکم بر مسئله  شوداستفاده مي  حل

 گردد. هندسي بیان مياي در چارچوب روش همتنش صفحه 

  هاي رابطهدوبعدي توسط  کشسان    ابطه حاکم بر یک مسئلهر

براي حل مسئله،  .  آیدبدست ميتعادل، سینماتیک و ساختاري  

مرزي و   شرایط  مي  تغییرمکاننیرو  گرفته  نظر  شکل  در  شود. 

یک مسئله کشسان خـطي دوبـعدي و شرایط مرزي مرتبط    17قوي

گردند بیان مي  (28)تا    (26)هاي  با رابطه  و مرز   با دامنه  

 [1 ] . 

(26 ) b    in       Ω + =0 

(27 ) 
n te t      on         =  

(28 ) uu u      on       =  

و نیروهاي    bنیروي سطحي    tتانسور تنش،    ها،در این رابطه

بارهاي سطحي بر    tحجمي هستند.   بخشي از مرز است که 

بردار یکه عمود بر مرز بوده و به   neو   شوندروي آن اعمال مي

همچـنین   اسـت.  آن  خارج  که    uسمـت  مرز  از  بخشي 

و دارند  مشخص  u  تغییرمکان  u  و  0= 0   نشانگر ترتیب  به 

 شرایط مرزي همگن و غیرهمگن هستند.

محاسبه   از  مسئله  معادله،    18ضعیف   شکلبعد  دامنه 

هندسي فضاي تحلیل داراي در روش هم.  شودسازي ميگسسته

است.  21و مرجع 20، پارامتري19سه زیر فضا شامل فضاي فیزیکي

فضاي فیزیکي همان فضاي واقعي است که مسئله در آن تعریف  

فضاي پارامتري فضایي است که براي تعریف و کنترل   .شودمي

این فضا به عنوان یک  .  رودهندسه در فضاي فیزیکي به کار مي

فضاي   .کندواسطه بین تعریف ریاضي و نمایش فیزیکي عمل مي

 به صورت مستطیلي و در   عموماًپارامتري براي توابع دوبعدي 

 )الف(
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 جزء مرجع.  -فضای پارامتری و ج -فضای هندسی، ب  -هندسی، الفنگاشت بین فضاها در تحلیل هم -2شکل 

 

بازه   ,0 فضاي مرجع نیز مشابه اجزاي محدود    .گرددتعریف مي  1

با    دامنه  جارود. در اینگیري عددي به کار ميبراي انتگرال

  در فضاي پارامتري و دامنه   در فضاي فیزیکي، دامنه  مرز  

    در فضاي . هر نقطه  شودگرفته ميدر نظر    فضاي مرجعدر

x  تبدیل  به کمک  پارامتري :→  متناظر در فضاي   ايطه به نق

فضاهاي مختلف و نگاشت بین    2شکل    .شودنگاشت ميفیزیکي  

هندسي روش هم   در   دهد.هندسي نشان ميها را در تحلیل هم آن 

نقاط دامنه درونیاب نیستند و ممکن است درون دامنه قرار نگیرند 

در حالي که روش اجزاي محدود نقاط گرهي درونیاب بوده و  

هستند جزء  دامنه  از    کنترلي  شبکه  مفهوم  دو  بنابراین؛  جزئي 

  سازيگسسته  از  حاصل  فیزیکي  شبکه  و  کنترلي  نقاط  از  حاصل 

دلیل   مسئله،  واقعي  هندسه به  است.   بودن  غیردرونیاب  مطرح 

کنترلي  از  که  کنترلي  شبکه  پایه،  توابع   برلزوماً  گذرد  مي  نقاط 

 را  هندسه  چارچوبي  مانند  بیشتر  و  نیستند  منطبق  واقعي  هندسه

 کنند.مي کنترل

تقریب   (29)  رابطه  سازي، هندسه با استفاده ازپس ازگسسته

 . [ 1] شوند زده مي

(29 ) ( )
cpn

i
i

ii

xX
R ,

yY
=

  
=     

   


1

 

آن   در  و    iyو    ixکه  کنترلي   cpnمختصات  نقاط  تعداد 

هاي میدان حل در نقاط کنترلي، متغیرهاي کنترلي کمیت باشند.  مي

مي تغییرمکان  نامیده  مسئله  این  در  که  متغیرهاي  است شوند   .

 .توان به صورت برداري نمایش دادکنترلي را مي

(30) x y x y y T
, , , , n,md = (d ,d ,d ,d ,…,d )11 11 2 1 2 1 

  ترکیبي خطي از توابع پایه نربز  متغیرهاي کنترلي و با   با استفاده از

 .را بدست آورددر بقیه نقاط  هاي میدان حلکمیت توان مي

(31 ) ( ) ( )
cpn

i

i

u
U , R , d

v
=

 
  = =   

 


1

 

مي  Rماتریس   بدست  نربز  پایه  توابع  از  به صورت نیز  و  آید 

 تواند نوشته شود. ( مي36رابطه )

 , , n,m

, , n,m

R R R
R

R R R

 
=  

 

11 2 1

11 2 1

0 0 0
0 0 0

 

(36 ) 

  (32)از رابطه  ها را  توان کرنشها، ميبا مشخص بودن تغییرمکان

 محاسبه کرد. 

(32 ) 
xx

yy

xy

Bd

 
 

=  = 
 
  

ε 
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 که در آن:

(33 ) B LR= 
عملگر دیفرانسیلي است که در حالت دوبعدي  Lدر رابطه قبل، 

 گردد. بیان مي (34)با رابطه 

(34 ) 
x

L
y

y x

 
 
 
 

=  
 

  
 
  

0

0 

  ي سازگسسته  گیري شکل ضعیف بر روي دامنهانتگرال   گام بعد،

براي بدست آوردن مجهولات در    شده و استخراج معادله جبري

ي، رابطه سازسادهو  کار مجازي    با استفاده ازنقاط گرهي است.  

 . [ 1] آید زیر بدست مي

(35 ) 
t

     

T T TB R  d bd R tdDB

  

− −  =   0 

ماتریـس محاسـبه  منظور  مقـدار به  باید  نیرو  و  سختي  هاي 

استفاده از روش گوس تقریب زده شود. براي این کار   انتگرال با

گردد شود. فرض ميفضاي پارامتري به فضاي مرجع نگاشت مي

صورت   به  گرهي  nبردارهاي  p, ,..., + +
  =    1 2 و    1

m q, ,..., + +
 =    1 2 باشند. نگاشت از فضاي پارامتري به    1

 فضاي مرجع به صورت زیر است.

(36 ) ( ) ( )
s

 =  −  +  + 2 1 2 1
1

2 2
 

(37 ) ( ) ( )
t

 =  − +  +2 1 2 1
1

2 2
 

مختصات نقاط در فضاي مرجع هستند.   tو    sها،  در این رابطه 

بین فضاي مرجع و پارامتري به صورت زیر   22ماتریس ژاکوبین

 گردد. بیان مي

(38 ) 
( )

( )
R

s s
J

t t

    
 −     

= =   
     −
       

2 1

2 1

1
0

2
1

0
2

 

به  هاي عبارت  شکل،  توابع باشند در مي  و      صریح نسبت 

لازم است مشتق نسبت به    Bصورتي که براي محاسبه ماتریس  

x    وy   گردد. از این رو، باید نگاشت از فضاي پارامتري    محاسبه

به فضاي فیزیکي انجام پذیرد. ماتریس ژاکوبین براي نگاشت ذکر  

 : [ 1] شده عبارت است از 

(39 ) 
S

x y

J
x y

  
  
 =
  
 
  

 

جزء فیزیکي    گیري عددي روي هر جزء در ابتدا بایدانتگرالبراي  

با استفاده از یک نگاشت به فضاي پارامتري و سپس با نگاشتي  

در تحلیل    کل  منتقل شود. رابطه ژاکوبین  مرجعدیگر به فضاي  

 . شودزیر تعریف مي صورتبه  هندسيهم 

(40) R S

x y

s s
J J J

x y

t t

    
       = =  

     
        

 

بیان    (41)توان به صورت رابطه  در نتیجه ماتریس سختي را مي 

 کرد. 

(41 ) 
gp

 

T T

n

T
i i

i

i i

DB DBd JK B B d

J

sd

D WB

t

B

 − −

=

=  = = 



1 1

1 1

1

 

تابع  بستگي به درجه    که  استتعداد نقاط گوس    gpnکه در آن  

. ماتریس باشنديمهاي مرتبط با نقاط گوسي  وزن  iWنربز دارد و  

 . شوديمنیرو نیز به صورت زیر بازنویسي  

(42 ) 
t

   

T TF R  bd R td F F 

 

= +  = +  

مي تشکیل  بخش  دو  از  نیرو  به  بردار  مربوط  اول  بخش  شود. 

 گردد. که به صورت رابطه زیر بیان ميبارهاي حجمي است  

(43 ) 
gp

 

T T

n

i i

i

T
i i

F bR d R dsdt

R

Rb R J

R b J W



 − −

=

=  =

=

 
1

1

1

1 1 

بخش دوم مربوط به بارهاي سطحي است که در بخش بعدي به  

مي داده  توضیح  آن  محاسبه  نحوه  مورد  در  بـراي  تفضیل  شود. 

کرنش طبق رابطه -اي، ماتریس رابط تنشمسـائل تنـش صفحه

 گردد. محاسبه مي (44)
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 مختصه ثابت پارامتری و بردارهای قائم و مماس بر روی هر مرز در فضای پارامتری.  -3شکل 

 

(44 ) E
D

 
 
 

=  
−   − 

 
 

2

1 0
1 0

1 1
0 0

2

 

در  نسبت پواسون است.  ضریب کشساني و   E، در این رابطه

توان رابطه را به شکل ماتریسي نوشت که عبارت است  نهایت مي

 از:

(45 )     K d F=

  که در آن  K ماتریس سختي ، F نیروها و بردار  d بردار 

دستگاه   توانهمانند روش اجزاي محدود، مياست.  هاتغییرمکان

و  فوق    معادلات نمود  حل  مرزي  شرایط  اعمال  با  مقدار را 

 نمود. محاسبه کنترلي نقاط تغییرمکان را در

 

 روش اعمال بار گسترده  -7
انحنا نقاط کنترلي بر روي هاي دارايکه در هندسهبا توجه به این  

گیرند، بنابراین توزیع بارها بین این نقاط داراي سطح قرار نمي

ابهام است. در این بخش به ارائه روشي براي اعمال بار گسترده  

 شود. در سطوح داراي انحنا پرداخته مي

به منظور بدست آوردن بار سطحي در هر نقطه کنترلي از بخش  

گردد. این انتگرال بر روي مرزي که تحت  استفاده مي   ( 42) اول رابطه  

شود و توابع پایه در این رابطه به صورت  بارگذاري است، محاسبه مي 

هاي  با ثابت قرار دادن یکي از مختصه .  گردند یک متغیره تعریف مي 

پارامتري متناسب با مرز مورد نظر، توابع شکل با استفاده از رابطه  

شکل  شوند. مقدار پارامتر ثابت در هر مرز با توجه به  محاسبه مي   ( 9) 

توان نقاط کنترلي مرز  با استفاده از این توابع مي گردد.  مشخص مي   3

همچنین با هدف امکان  . را به صورت یک منحني نربز تعریف کرد 

سازي، تابع بار اعمالي به  اعمال بار با شدت متغیر و ساده بودن رابطه 

  ( 42) رابطه  شود. بنابراین  وسیله توابع یک متغیره مرز تقریب زده مي 

 شود. به صورت زیر بازنویسي مي 

(46 ) 
gp

 

T T
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T
i i i i i

i

F R R td R R t J J dr

R R  t J J W



 −
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
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تقریب زده   انتگرال به وسیله روش عددي گوس  بالا  در رابطه 

شود بنابراین مقدار توابع پایه در هر نقطه گوسي باید محاسبه  مي

گردد.  بیان مي  (46)شود. در ادامه نحوه محاسبه متغیرهاي رابطه  

هندسي فضاي هندسي بر روي  قابل توجه است که در تحلیل هم

شود و هر مرز فضاي هندسي با مرزي  فضاي پارامتري نگاشت مي

مرزهاي   از  یک  هر  روي  بر  است.  متناظر  پارامتري  فضاي  در 

مي تعریف  محلي  بردار  دو  رابطه  هندسي  مطابق  که   (47)شود 

 . [ 26] آیند بدست مي

(47 ) V X Y i

V X Y j

        
=    

       

1

2
 

به صورت مماس و قائم بر   (47)بردارهاي بدست آمده از رابطه 

 ي هر مرز در  بر روبردار قائم و مماس    3شکل  باشند.  مرز مي
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 داخلی. فشارتحتمسئله یک چهارم حلقه  -4شکل 

 

نشان   tVو   nVدهد که به ترتیب با فضاي پارامتري را نشان مي

 اند.داده شده

 (33)مختصات هندسي هر نقطه مطابق رابطه  (47)در رابطه 

مي رابـطه  محاسبه  ژاکوبین    (47)گردد.  بـراي  مقدار  دو  داراي 

( مربوط به نگاشـت بین فضاي فیزیکي و  J1است، بخش اول )

( مربوط به نگاشت فضاي پارامتري و J2پارامتري و بخش دوم ) 

 برابر با بردار مماس بر سطح است.  J1جزء مرجع است. مقدار 

(48 ) tJ V=1 

رابطه    J2مقدار   از  مي  (49)نیز   2و    1که    گرددمحاسبه 

 باشند. مختصات نقاط گوشه جزء در فضاي پارامتري مي

(49 ) ( )
ξ

J ξ ξ
s


= = −


2 2 1
1
2

 

حالت توزیع بار روي مرز است که براي    کنندهانیب  t  همچنین

  ( 50)هاي  با رابطه  به ترتیب  حالت فشار عمود بر سطح و بار قائم

 .[ 26] آید بدست مي (51)و 

(50)  n

n

l
t q e q
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 
= =  
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بردار یکه عمود بر مرز بوده و به صورت    neمقدار    (50)در رابطه  

 گردد.زیر محاسبه مي

(52 ) n
n

n

V
e

V
= 

 

 های عددی مثال  -8
بررسي روش پیشنهادي سه مثال عددي در این بخش به منظور  

مي ارائه  متفاوت  بارگذاري  مثالبا  این  در  ضریب  گردد.  ها 

Eکشساني   kN / m=  7 23 پواسون  10 ضریب   ،υ /=0 و   25

qشدت بار وارده مقدار    kN / m=  4 23 در نظر گرفته شده    10

به صورت   نیز  ابعادي  مقادیر  aاست.  / m=0 1  ،b / m=0 3 ،

c / m= 0 4 ،d / m=0 5 ،e / m= 0 fو  6 m=  هستند. 2

 

 qتحت فشار داخلی  مسئله یک چهارم حلقه -8-1

ي روش ارائه شده، مسئله یک چهارم حلقه  سنجمنظور صحت به 

گیرد. هندسه مسئله با  تحت فشار داخلي مورد بررسي قرار مي

بردارهاي  است.  گردیده  مدل  سه  مرتبه  نربز  توابع  از  استفاده 

صورت   به  مسئله  اولیه   گرهي 

 Ξ , , , , , , ,= = 00001 1 1 شـرایط    1 مسـئله،  هندسه  است. 

 نشان داده شده است.   4شکل گاهي و نحوه بارگذاري در تکیه
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 داخلی. فشارتحت حلقه چهارمک مسئله یمقایسه نتایج روش ارائه شده با نتایج دقیق  -1جدول 

 ( mmشعاع نقطه کنترلي ) ( mmروش ارائه شده ) ( mmمقدار دقیق )  خطا نسبي )%( 

070/0 7130/0 7125/0 300 

096/0 6200/0 6194/0 383 

180/0 5980/0 5969/0 416 

160/0 5680/0 5671/0 483 

100/0 5630/0 5624/0 500 
 

 

   
 τxyتنش برشي  -ج σyتنش قائم   -ب σxتنش قائم  -الف 

 یکنواخت داخلی. فشارتحتحلقه  چهارمک توزیع تنش در مسئله ی -5شکل 

 

پاسخ دقیق  ي است.  غلتکگاهي  مسئله در دو لبه داراي شرایط تکیه

 . [ 27] است   (53)تغییرمکان شعاعي مسئله به صورت رابطه 

(53

) 
( )

( )
( )r

a qr b
u r υ υ ;      u

rE b a


  
= − + + = 

−   

2 2

22 2
1 1 0 

نتایج روش پیشنهادي در تعدادي از نقاط دامنه با جواب دقیق  

مقایسه گردیده است که به پاسخ دقیق بسیار نزدیک   1در جدول  

مولفه  5شکل  هستند.   توزیع  دامنه نحوه  در  تنش  مختلف  هاي 

 دهد.یکنواخت داخلي را نشان مي فشارتحت براي بارگذاري 

 

 qمسئله سطح متقارن تحت بار قائم یکنواخت  -8-2

سازي در این مثال و مثال بعد، به منظور بهره بردن از قابلیت مدل

نرمنرم  این  در  اولیه  مدل  راینو،  پـس افزار  و  شده  ایجاد  افزار 

کنترلي،  ازبهبـودسازي، اطـلاعات هندسي شامل مختصات نقاط  

متلب وارد    افزارنرمها و توابع پایه جهت تحلیل عددي به  وزن

کنترلي و وزنمي نقاط  اولیه در  شوند. مختصات   2جدول  هاي 

گاهي  بیان گردیده است. هندسه مسئله، بارگذاري و شرایط تکیه

 نشان داده شده است.  6شکل در 

شود بار قائم یکنواخت در  طور که در شکل مشاهده ميهمان

گاه  لبه بالایي وارد گردیده است. همچنین در دو لبه داراي تکیه

در   مسئله  این  دقیق  جواب  که  این  به  توجه  با  است.  مفصلي 

توسط   محدود  اجزاي  تحلیل  با  نتایج  نیست،    افزار نرمدسترس 

جدول   در  است.  شده  مقایسه  در    2آباکوس  قائم  تغییرمکان 

از   آمده  بدست  مقدار  با  دامنه  نقاط  از  مقایسه    افزارنرم تعدادي 

گردیده است و با توجه به مقدار خطاي کم، نشان از دقت بالاي  

متر  میلي  0/ 5934نتایج دارد. حداکثر تغییرمکان روش پیشنهادي  

 . استمتر میلي 0/ 594  افزار آباکوسو مقدار بدست آمده از نرم 

مولفه 7شکل  همچنین   نشان  توزیع  را  دامنه  در  تنش  هاي 

 دهد. مي
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 تحت بار قائم یکنواخت. سطح متقارن های مسئله مختصات نقاط کنترل و وزن -2جدول 

w Y X نقطه کنترلي w Y X نقطه کنترلي 

1 150 /0 417 /0 14 1 000 /0 000 /0 1 

1 150 /0 500 /0 15 1 045 /0 083 /0 2 

1 250 /0 000 /0 16 1 090 /0 250 /0 3 

1 220 /0 083 /0 17 1 045 /0 417 /0 4 

1 190 /0 250 /0 18 1 000 /0 500 /0 5 

1 220 /0 417 /0 19 1 045 /0 000 /0 6 

1 250 /0 500 /0 20 1 080 /0 083 /0 7 

1 300 /0 000 /0 21 1 110 /0 250 /0 8 

1 255 /0 083 /0 22 1 080 /0 417 /0 9 

1 210 /0 250 /0 23 1 050 /0 500 /0 10 

1 255 /0 417 /0 24 1 150 /0 00 /0 11 

1 300 /0 500 /0 25 1 150 /0 083 /0 12 

    1 150 /0 250 /0 13 
 

 

 
 مسئله سطح متقارن تحت بار قائم یکنواخت.  -6شکل 

 

 مقایسه نتایج روش ارائه شده با نتایج دقیق طبق بارگذاری قائم غیریکنواخت مرز خارجی.  -3جدول 

 ( mmمختصات نقاط ) ( mmروش ارائه شده ) ( mm)  افزارنرم مقدار بدست آمده از  خطا نسبي )%( 

32/1 377/0 - 372/0 - (117،251 ) 

55/1 580/0 - 571/0 - (210،234 ) 

61/1 559/0 - 550/0 - (304،235 ) 

40/1 289/0 - 285/0 - (414،261 ) 

55/0 542/0 - 539/0 - (250،150 ) 
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 τxy  تنش برشی -ج σyتنش قائم   -ب σxتنش قائم  - الف

 توزیع تنش در مسئله سطح متقارن تحت بار قائم یکنواخت.  -7شکل 

 

 خورده تحت بار قائم غیریکنواخت. های مسئله سطح برش مختصات نقاط کنترل و وزن -4جدول 

w Y X  نقطه کنترلي w Y X  کنترلي نقطه 

1 533/0 309/0 14 1 000/0 600/0 1 

1 600/0 200/0 15 1 132/0 540/0 2 

1 000/0 683/0 16 1 373/0 372/0 3 

1 117/0 667/0 17 1 541/0 132/0 4 

1 344/0 585/0 18 1 600/0 000/0 5 

1 527/0 427/0 19 1 000/0 616/0 6 

1 600/0 334/0 20 1 129/0 565/0 7 

1 000/0 700/0 21 1 367/0 425/0 8 

1 114/0 691/0 22 1 538/0 191/0 9 

1 339/0 627/0 23 1 600/0 067/0 10 

1 524/0 486/0 24 1 000/0 650/0 11 

1 600/0 400/0 25 1 123/0 616/0 12 

    1 356/0 500/0 13 
 

 

 
 خورده تحت بار قائم غیریکنواخت. مسئله سطح برش  -8شکل 
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 مقایسه نتایج روش ارائه شده با نتایج دقیق طبق بارگذاری قائم غیریکنواخت مرز خارجی.  -5جدول 

 ( mmمختصات نقاط) ( mmروش ارائه شده ) ( mm)  افزارنرم مقدار بدست آمده از  خطا نسبي )%( 

26/1 52/9 - 40/9 - (0،700 ) 

30/1 93/6 - 84/6 - (116،680 ) 

55/1 15/5 - 07/5 - (199،660 ) 

40/3 23/3 - 12/3 - (300،621 ) 

65/4 43/0 - 41/0 - (499،497 ) 
 

 

   
 𝜏𝑥𝑦تنش برشي  -ج 𝜎𝑦  تنش قائم -ب 𝜎𝑥  تنش قائم -الف 

 خورده تحت بار قائم غیریکنواخت. برش توزیع تنش در مسئله سطح -9شکل 

 

برش  -8-3 سطح  قائم    23خوردهمسئله  بار  تحت 

 غیریکنواخت 

در آخرین مثال به منظور بررسي تاثیر حالت بار بر نتایج، مسئله  

تحلیل ميسطح برش قائم غیریکنواخت  بار  شود.  خورده تحت 

راینو    افزارنرم هندسه مسئله با استفاده از توابع نربز مرتبه سه در  

کنترلي و وزن نقاط  اولیه در مدل گردیده است. مختصات  هاي 

آورده شده است. شکل هندسي مسئله، نحوه اعمال بار  4جدول 

طور  نشان داده شده است. همان  8شکل  گاهي در  و شرایط تکیه

شود بار غیریکنواخت که تابعي از مختصه طولي که مشاهده مي

است به لبه بالایي وارد گردیده است. همچنین لبه سمت راست  

گاهي مفصلي است. مقدار تغییرمکان قائم براي  داري شرایط تکیه

  افزار نرمآمده است و با نتایج    5جدول  تعدادي از نقاط دامنه در  

شکل  هاي تنش در  مقایسه شده است. نحوه توزیع مولفه  آباکوس 

جایي قائم روش پیشنهادي،  نشان داده شده است. حداکثر جابه  9

نرم میلي  9/ 40 از  آمده  بدست  مقدار  و  مقدار متر  آباکوس  افزار 

 . متر استمیلي 9/ 52

هاي مختلف تنش تحت بارگذاري قائم مولفه  عیتوز  9شکل  

 دهد.غیریکنواخت را نشان مي

 گیرینتیجه  -9
در پژوهش حاضر، روشي کارآمد به منظور اعمال بار گسترده بر  

هم تحلیل  در  انحنا  داراي  این  سطوح  در  گردید.  ارائه  هندسي 

ي بارگذارروش با ثابت در نظر گرفتن مختصه پارامتري در مرز  

مي بدست  انتگرالي  نقطه  هر  براي  نربز  پایه  توابع  با  شده،  آید. 

محاسبه بردارهاي مماسي و قائم در هر نقطه از مرز و با استفاده  

توان سهم نیرو  هاي ارائه شده براي حالات بارگذاري مياز رابطه

 همچنین در این پژوهش نحوهدر هر نقطه کنترلي را بدست آورد.  

مدل از  در  استفاده  شده  ساخته  تحلیل    افزارنرمهاي  در  راینو 

هندسههم  تحلیل  توانایي  موضوع  این  تشریح شد.  ي  هاهندسي 
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ها به راحتي میسر نیست را فراهم  سازي آنپیچیده که امکان مدل

به منظور صحت سنجي روش پیشنهادي سه مثال عددي کند. مي

حداکثر  هاي مختلف مورد بررسي قرار گرفت.  تحت بارگذاري

میزان خطاي نسبي تغییرمکان قائم بدست آمده در قیاس با پاسخ  

هاي مختلف درصد است. همچنین، شکل توزیع مولفه  0/ 18دقیق  

نرم نتایج  با  است.  تنش  کامل  انطباق  داراي  عددي افزار  نتایج 

 دهند.بدست آمده دقت بالا و کارآیي روش پیشنهادي را نشان مي
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