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Abstract: In this research, the nonlinear dynamic behavior of a cylindrical shell reinforced with graphene platelets, 

examining both uniform and non-uniform distributions of the platelets, is explored. The classical shell theory, 

complemented by von Karman's nonlinear model for strain-displacement relationships, facilitates the derivation of the 

governing equations of motion. The mechanical properties of the reinforced shell are ascertained through the Halpin-Tsai 

micromechanical model and the rule of mixtures. For the transition from partial differential equations to nonlinear 

ordinary differential equations, the Galerkin method is employed. These resultant equations are subsequently addressed 

using a multiple scale method. Initial validation of the proposed approach is achieved by comparing the results with the 

existing literature, and by employing the Runge-Kutta numerical method. Following this validation, the study investigates 

the impact of various parameters associated with the functionally graded material, such as the number of layers, the 

distribution patterns of the graphene platelets (including uniform distribution, FG-X, FG-O, and FG-V), and the 

proportion of these platelets in the composition, all of which significantly influence the nonlinear dynamic behavior of 

the shell as represented by the response curves for the primary resonance frequency. 
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 مقاله پژوهشي       

 

 مدرج تابعیشده به صورت ای تقویتی استوانهارتعاشات غیرخطی پوسته

 های گرافنی به کمک روش مقیاس چندگانهبا ورقک 
 

 

 * ی توت یطالب یمصطف  و ی مهندس مای، نی رهام افشار

 گروه مهندسی مکانیک، دانشگاه صنعتی قم، قم، ایران 
 

توزیع یکنواخت و غیریکنواخت مورد های گرافنی دارای  شده با ورقکای تقویتی استوانه در این پژوهش، رفتار دینامیک غیرخطی پوسته   -چکیده

- گیری از مدل غیرخطی فون کارمن در روابط کرنشهای نازک و بهرهگیرد. برای این منظور، با در نظر گرفتن تئوری کلاسیک پوسته بررسی قرار می 

تسای و -شده نیز با استفاده از مدل میکرومکانیک هالپینی تقویتجایی، ابتدا معادلات حرکت حاکم استخراج شده و خواص مکانیکی پوسته جابه 

شود. سپس معادلات دیفرانسیل جزئی حاکم، به کمک روش گالرکین به معادلات دیفرانسیل معمولی غیرخطی تبدیل شده و  قانون اختلاط تعیین می 

با روش اغتشاش به منظور صحتگردد. به مقیاس چندگانه حل می   ی در ادامه، این معادلات  های موجود در مراجع و  آمده با دادهدستسنجی، نتایج 

های  ها، الگوهای توزیع ورقکنظیر تعداد لایه هدفمند  ی  شود. در پایان، تأثیر پارامترهای مختلف مادهکوتا مقایسه می -همچنین روش عددی رانگ 

بر رفتار دینامیک غیرخطی پوسته، در قالب منحنی پاسخ فرکانسی برای   ها و نیز درصد وزنی این ورقک FG-V و   UD  ،FG-X  ،FG-Oل   گرافن شام

 .گردداولیه، بررسی می  تشدید

 

 
 

 
 

 .یتسا-نیمدل هالپ ه،یچندگانه، روزناس اول  اسی، روش مقFG-GPLماده هدفمند  ،ی رخطیارتعاشات غ های کلیدی:واژه

 
 

 

  02/04/1404: ،  اولین انتشار23/10/1403،    پذیرش: 23/10/1403،   بازنگري:  05/08/1403دریافت مقاله: 

 talebi@qut.ac.ir :رایانامه، نویسنده مسئول : *

http://dx.doi.org/10.47176/jcme.44.1.1040
https://jcme.iut.ac.ir/
https://portal.issn.org/resource/ISSN/2228-7698
https://portal.issn.org/resource/ISSN/2423-5741
https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/
file:///C:/Users/ASUS/Downloads/talebi@qut.ac.ir
https://orcid.org/0009-0006-5411-8196
https://orcid.org/0009-0008-8770-1243
https://orcid.org/0000-0002-9051-1167


 .…شده  تیتقو ای استوانه  یپوسته  ی رخطیارتعاشات غ

   

 3 1404  ، 1، شماره 44هاي عددي در مهندسي، سال روش

 فهرست علائم 

GPLa  طول ورقکهاي گرافن GPLt ضخامت ورقکهاي گرافن 

GPLb  پهناي ورقکهاي گرافن U   انرژي پتانسیل 

E  مدول یانگ ui جایي  میدان جابه 

h  ضخامت استوانه W  کار نیروي خارجي 

K   انرژي جنبشي GPLW   جرم کسر ورقکها 

L  طول استوانه ε0  کرنش 

m  نیم موج طولي k  انحناي سطح میاني 

n  نیم موج عرضي ν  نسبت پواسون 

q  بار گسترده ζ   ضریب میرایي 

R  شعاع استوانه ρ  چگالي 

2R  1وR یي دو انحنا يپوسته يانحنا يهاشعاع ω   فرکانس طبیعي 

 مقدمه . 1

ویژگي دلیل  بالقوهبه  الکتریکيِ  هاي  و  حرارتي  مکانیکي،  ي 

به ذرات  این  گرافن،  تقویت نانوذرات  مواد  کنندهعنوان  ي 

لایه و چندلایه در صنایع مختلفي نظیر صورت تککامپوزیتي به

طور گسترده مورد استفاده  هوافضا، خودرو، پزشکي و عمران به

اند. خواص نانوذرات گرافن به روش ساخت، کسر  قرار گرفته

پراکندگي آنحجمي و نحوه وابسته    زمینهها در  ي  کامپوزیتي 

به و  مياست  ذرات  این  سازهکارگیري  استحکام  هایي  تواند 

توجهي افزایش دهد.  ها را تا حد قابلها و ورقهمچون پوسته

رو، مطالعات متعددي به بررسي رفتار دینامیکي )خطي و ازاین

سازه گغیرخطي(  تقویت هاي  گرافن  وناگونِ  ذرات  با  شده 

پژوهشپرداخته از  بخشي  همچنین  ارتعاشي  اند.  رفتار  بر  ها 

تابعيسازه مدرج  کامپوزیتي  با  تقویت   (FG)  هاي  شده 

ي خواص  واسطههاي گرافن متمرکز است؛ این مواد بهورقک

قابلیت  و  برتر  بهمکانیکي  ویژه،  طراحي    اجزايعنوان  هاي 

عارفي و   .]  3  و2،  1[  شونداي پیشرفته در نظر گرفته ميسازه

تقویت ي استوانهیک پوسته  ]4[  همکاران نانوذرات  اي  با  شده 

 این   در.  کردند  بررسي  مکانیکي  –گرافن را تحت بار حرارتي

  مدل   از  استفاده  با  هدفمند  ي ماده  مکانیکي  خواص  پژوهش،

 حاکم  معادلات  و  آمد  دست   به  اختلاط  قانون  و  تساي–هالپین

  اصل   و  اول  مرتبه  برشي  شکل  تغییر  تئوري  درنظرگرفتن  با  نیز

 در   که  داد  نشان  نتایج.  شد  استخراج  کل  پتانسیل  انرژي  حداقل

کمترین   FG-X بیشترین مقادیر تنش و در توزیع FG-O توزیع

جایي  جابه UD دهد، و همچنین در توزیعمقادیر تنش رخ مي

را   مقدار  بیشترین  ووان  .داراست شعاعي  معادلات    ]5[لي  دو 

پوسته یک  خمش  و  خطي  ارتعاشات  بر  استوانهحاکم  اي  ي 

شده با ذرات گرافن را با استفاده از تئوري تغییر شکل  تقویت 

 1هندسيهمبرشي مرتبه اول استخراج و سپس با روش تحلیل  

  به حل دینامیکي و استاتیکي مسئله پرداختند. وانگ و همکاران 

شده با ذرات گرافن  اي تقویت ي استوانهکمانش یک پوسته ]6[

محدود بررسي کردند و تأثیر کسر    ي اجزارا با استفاده از روش  



  همکارانو  رهام افشاری
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ها و توزیع گرافن بر رفتار  ي هدفمند، تعداد لایهحجمي ماده

   ]7[  کیاني و همکاران  .کمانش پوسته را مورد مطالعه قرار دادند

شده با ذرات اي هدفمند تقویت ي استوانهرفتار ارتعاشي پوسته

گرافن را با استفاده از تئوري تغییر شکل برشي مرتبه اول مورد  

به  این پژوهش، خواص مکانیکي ماده  دادند. در  بررسي قرار 

  با   سپس  و  شد  تعیین  اختلاط  قانون  و  تساي–کمک مدل هالپین

  ویژه،   مقدار  يمسئله  حل  و   فوریه  بسط  روش  کارگیريبه

 ]8[  همکاران  و  نگوین  .آمد  دست   به  پوسته  طبیعي  هايفرکانس

شده با ذرات گرافن  شکل تقویت ي قیفيارتعاشات یک پوسته

و روش گالرکین بررسي   2را با استفاده از تئوري کلاسیک دانل

همکاران  .کردند و  بابایي  پوسته  ]9[  همچنین،  ي  ارتعاشات 

مخروط   با  را  شدهتقویت   کامپوزیتي  مخروطِ –استوانه–متصل 

  و  کرده   تحلیل  اختلاط  قانون  و  تساي–هالپین  مدل  از   استفاده

  پاسخ  و  طبیعي  فرکانس  مقادیر  ،3ریتز–ریلي  روش  با  سپس

 جواني دیگر، سوي از .کردند محاسبه را ضربه بار تحت  زماني

تا   ]10[  همکاران  و ورقِ  یک  خطي  دینامیک  ي  شدهرفتار 

شده با ذرات گرافن را، با درنظرگرفتن تئوري تغییر شکل  تقویت 

یافته،  تعمیم   تفاضل مربعاتبرشي مرتبه اول و استفاده از روش  

رفتار دینامیکي     ]11[  میرزایي و عباسي  .مورد مطالعه قرار دادند

شده با ذرات گرافن را، با استفاده از  اي تقویت یک پنل استوانه

رابطه و  اول  مرتبه  برشي  شکل  تغییر  کرنشتئوري  –ي 

  روش   کارگیري به  با   سپس  و   کرده  استخراج  دانل،  جایيجابه

 .نمودند  گسسته   را  معادلات  ،4چبیشف  هاي ايچندجمله  و   ریتز

پاسخ ارتعاش آزاد پنل  ] 12[  در پژوهش دیگري، ژو و همکاران 

چندلایهاستوانه کامپوزیتيِ  اي  نانوورقک  شدهتقویت ي  هاي  با 

را، با تکیه بر تئوري توزیع شده به صورت مدرج تابعي گرافن 

اول، اصل همیلتون مرتبه  برشي   ياجزاو روش    5تغییر شکل 

دادند نیز     ]13[قاسمي و همکاران  .محدود مورد مطالعه قرار 

شده با  ي مخروطي کامپوزیتي تقویت ارتعاشات آزاد یک پوسته

نانوذرات کربني و گرافني را، با تکیه بر تئوري تغییر شکل برشي  

 .، مورد بررسي قرار دادندتفاضل مربعاتمرتبه سوم و روش  

در پژوهشي دیگر، به تحلیل ارتعاشات   ]14[  میرزایي و ربیعي

شده با ذرات  آزاد و اجباري یک پنل مخروطي کامپوزیتي تقویت 

هاي یکنواخت و غیریکنواخت  گرافني پرداختند و اثر تخلخل

دادند قرار  مدنظر  نیز  همکاران  .را  و  ورق   ]15[  هانگ  یک 

سوراخ تقویت دایروي  لایهدارِ  که  را،  گرافن  ذرات  با  ي شده 

هاي رویي و زیرین آن فلزي هستند، میاني آن از گرافن و لایه

کیرشهف تئوري  لاگرانژ  6با  روش  تأثیر    7و  و  کرده  تحلیل 

همچنین،  .خواص مکانیکي مختلف را مورد بررسي قرار دادند

ارتعاشات آزاد غیرخطي یک پنل  ] 16[  آبادي و همکارانجمال

شده با ذرات گرافن را بررسي کرده  مخروطي کامپوزیتيِ تقویت 

 .و تأثیر قرارگیري پنل بر بستر الاستیک را نیز مدنظر قرار دادند

رفتار دینامیک غیرخطي   ]17[  در این زمینه، خیاط و همکاران

شده  اي متخلخلِ پرشده با سیال و تقویت ي استوانهیک پوسته

–و نیوتن  8هاي نیومارک با ذرات گرافن را با استفاده از روش

همچنین   تحلیل   9رافسون  ]18[  همکاران  و  جواني  کردند 

شده با گرافن  ارتعاشات آزاد غیرخطي یک ورق دایرويِ تقویت 

 شن و همکاران   .را بر بستر الاستیک مورد مطالعه قرار دادند

شده  رفتار دینامیکي غیرخطي یک ورق کامپوزیتي تقویت    ]19[

الاستیک بررسي    بستربا گرافن را در محیط حرارتي و روي یک  

کردند و معادلات حاکم را بر اساس تئوري تغییر شکل برشي  

. استخراج نمودند  10مرتبه بالا و فرضیات غیرخطي فون کارمن

ايِ  هاي استوانهارتعاشات غیرخطي پنل   ]20[  یان نیو و همکاران

شده با گرافن را، با استفاده از تئوري تغییر شکل برشي  تقویت 

کارمن بررسي کردند و با روش نویِر،  مرتبه اول و فرضیات فون  

  کاظمي و همکاران  .مقادیر فرکانس طبیعي را محاسبه نمودند

ي گرافني همراه  نیز رفتار دینامیک غیرخطي یک پوسته   ]21[

حجمي   کسر  تأثیر  و  کرده  بررسي  را  ترموالاستیسیته  با 

دادندورقک نشان  را  پوسته  پاسخ  بر  گرافن  و    .هاي  صبوري 

پوسته  ]22[  دیريق یک  غیرخطي  ارتعاشات  و  ي  پایداري 

تقویت  تحریک مخروطي  حالت  در  را  گرافني  ذرات  با  شده 

پارامتریک بررسي کردند و با استفاده از روش مقیاس چندگانه، 
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  ]23[ چو  .هاي ناپایداري و پاسخ پوسته را تعیین نمودنددامنه

ي مخروطي گرافني را  نیز ارتعاشات آزاد غیرخطي یک پوسته

مربعات   روش  از  استفاده  با  و  کرد  بررسي  الاستیک  بستر  بر 

 . دیفرانسیلي، معادلات حاکم را گسسته نمود

توان دریافت  شده مي هاي انجام در مجموع، با مرور پژوهش 

شده  هاي کامپوزیتي تقویت که بررسي رفتار دینامیک غیرخطي پوسته 

هاي گرافن کمتر مورد توجه قرار گرفته است و تأثیر توزیع  با ورقک 

ورقک  این  همچنان  غیریکنواخت  پوسته  غیرخطي  ارتعاش  بر  ها 

براي    موضوعي مغفول مانده است. بر این اساس، در پژوهش حاضر، 

شده  اي تقویت ي استوانه رفتار دینامیک غیرخطي یک پوسته   اولین بار 

خواهد  ریکنواخت مورد بررسي قرار  صورت غی با ذرات گرافن به 

. ابتدا، معادلات حاکم با درنظرگرفتن تئوري کلاسیک دانل،  گرفت 

فون  غیرخطي  استخراج  فرضیات  همیلتون  اصل  اعمال  و  کارمن 

ي هدفمند با استفاده از  خواهد شد. سپس، خواص مکانیکي ماده 

هالپین    حذف   با   و   شود مي   تعیین   اختلاط   قانون   و   تساي – مدل 

  ، 11آیري   تنش   تابع   ي معادله   اعمال   و   اي صفحه درون   هاي اینرسي 

  دیفرانسیل   معادلات   ، به قصد حل . شد   خواهد   سازي ساده   معادلات 

  تبدیل   معمولي   دیفرانسیل   معادلات   به   گالرکین   روش   با   حاکم،   جزئي 

  تحلیل   پوسته   غیرخطي   پاسخ   چندگانه،   مقیاس   روش   کمک   به   و   شده 

مي   . شود مي  کمک  پاسخ  این روش  به  بتوان  تا  براي    اي بسته کند 

بین دامنه نوسان، فرکانس و بزرگي نیروي تحریک دست   ارتباط 

ادامه   یافت.    هدفمند   ي پوسته   طبیعي   فرکانس   اعتبارسنجي   ، در 

  غیرخطي   دینامیک   رفتار   سرانجام،   و   شد   خواهد   انجام   شده تقویت 

  گرافني،   هاي ورقک   پراکندگي   گوناگون   الگوهاي   تأثیر   تحت   سازه 

لایه   و   حجمي   کسر   مختلف   مقادیر  بررسي  تعداد  گرافن  هاي 

 .گردد مي 

 

 استخراج معادلات حاکم . 2

و   h، ضخامت  Rاي به شعاع  ي استوانهیک پوسته  نماي کلي

( در سطح x,θ,zاي )همراه با دستگاه مختصات استوانه  Lطول  

به ترتیب    wو    u  ،v( ارائه شده است.  الف-1میاني در شکل )

پوسته مذکور تحت    .است   zو    x  ،θجایي پوسته در جهات  جابه

 قرار گرفته است.   zدر راستاي  qیک بار خارجي گسترده 

 مطابق ي دو انحنایيپوسته براي حالت کلي مقادیر کرنش

 ζکه در آن    شد( بیان خواهد  1(، به صورت رابطه )2شکل )

ي دو  هاي انحناي پوستهشعاع R2و   R1بیانگر راستاي عرضي،  

 .]24[ انحنایي است 

(1 ) 

εi =
∂

∂ξi
(

ui

Ai
) +

1

Ai
∑

uk

Ak

3
k=1

∂Ai

∂ξk
y +

1

2
[

∂

∂ξi
(

ui

Ai
) +

1

Ai
∑

uk

Ak

3
k=1

∂Ai

∂ξk
]
2

+
1

2Ai
2 ∑ (

∂uk

∂ξi
−

ui

Ak

∂Ai

∂ξk
)

2
3
k=1   

γij =
Ai

Aj

∂

∂ξj

(
ui

Ai

) +
Aj

Ai

∂

∂ξi

(
uj

Aj

) + 

∑
1

AiAj

3
k≠i,k≠j (

∂uk

∂ξi
−

ui

Ak

∂Ai

∂ξk
) (

∂uk

∂ξj
−

uj

Ak

∂Aj

∂ξk
) +

1

Aj
+

1

Aj
(

∂ui

∂ξj
−

uj

Ai

∂Aj

∂ξi
) [

∂

∂ξi
(

ui

Ai
) +

1

Ai
∑

uk

Ak

3
k=1

∂Ai

∂ξk
] +

1

Ai
(

∂uj

∂ξi
−

ui

Aj

∂Ai

∂ξj
) [

∂

∂ξj
(

uj

Aj
) +

1

Aj
∑

uk

Ak

3
k=1

∂Aj

∂ξk
]  

پارامتري لامه پوسته   Aiبیانگر میدان جابجایي و    ui  (، 1رابطه ) در  

 بیان خواهند شد.  ( 3و )  ( 2مطابق رابطه )   کههستند    دو انحنایي

(2 ) 
u1 = u(x, θ, t) + zφ1(x, θ, t) 

u2 = v(x, θ, t) + zφ2(x, θ, t) 
u3 = w(x, θ, t) 

(3 ) 
A1 = a1 (1 +

ζ

R1

) , A2 = a2 (1 +
ζ

R2

) , A3

= a3 = 1 

 

ها به  در این پژوهش، با در نظرگرفتن تئوري کلاسیک پوسته

استوانه پوسته  غیرخطي  دینامیک  رفتار  پرداخته  مطالعه  اي 

انحناي  مي پارامتر لامه و شعاع  بنابراین مقادیر  براي    Riشود. 

پوسته میاني  )استوانه  سطح  رابطه  صورت  به  تعریف  4اي   )

 شوند.مي

(4 ) R1 = ∞, R2 = R, a1 = 1, a2 = R 
و با در نظر (  1)  يرابطهدر  (  4تا )(  2گذاري روابط )با جاي

هاي نازک و فرضیات غیرخطي  گرفتن تئوري کلاسیک پوسته

ميفون پوستهکارمن،  یک  کرنش  مقادیر  استوانهتوان  را  ي  اي 

 بازنویسي کرد. شایان ذکر است که روابط کلي  (  5مطابق روابط )
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 الف 

 
 ب 

 های گرافن (، ب( انواع مختلف توزیع ورقکx,θ,zای )ای با مختصات استوانهی استوانهالف( نمای کلی یک پوسته.  1شکل 

 

 
 ]24[نمای کلی از پوسته دو انحنایی و پارامترهای هندسی آن  .2شکل 

 

  نمونه  عنوانبه  نازک،  اياستوانه  هايپوسته  در  جابجایي–کرنش

 .، نیز ارائه شده است ]27 [مرجع  در

(5 ) 

ε1 = εxx =
∂u

∂x
+

1

2
(
∂w

∂x
)

2

+ z
∂φ1

∂x
 

ε2 = εθθ =
1

R
(
∂v

∂θ
+ w) +

1

2R2
(
∂w

∂θ
)

2

+
z

R

∂φ2

∂θ
 

ε2 = εθθ =
1

R
(
∂v

∂θ
+ w) +

1

2R2
(
∂w

∂θ
)

2

+
z

R

∂φ2

∂θ
 

ε3 = 0 

ε4 =
∂v

∂x
+

1

R

∂u

∂θ
+

1

R

∂w

∂x

∂w

∂θ

+ z (
1

R

∂φ1

∂θ
+

∂φ2

∂x
) 

ε5 =
∂w

∂x
+ φ1 

ε6 =
1

R

∂w

∂θ
+ φ2 

, ε5در تئوري کلاسیک پوسته، مقادیر    اینکه  با توجه به ε6     صفر

   دست خواهد آمد.به  ]27[( 6رابطه ) خواهند بود بنابراین

(6)   φ1 = −
∂w

∂x
, φ2 = −

1

R

∂w

∂θ
 

مي )همچنین  رابطه  صورت  به  را  کرنش  روابط  (  7توان 

  به ترتیب بیانگر کرنش  κو  ε0در آن اندیس   بازنویسي کرد که
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انحنا میاني  يو  )  هستند  سطح  رابطه  مطابق    تعریف  (8و 

  .شوندمي

(7 ) 
εxx = εxx

0 + zκxx 

εθθ = εθθ
0 + zκθθ 

γxθ = εxθ
0 + zκxθ 

(8 ) 

εxx
0 = 

∂u

∂x
+

1

2
(
∂w

∂x
)

2

 

εθθ
0 =

1

R
(
∂v

∂θ
+ w) +

1

2R2
(
∂w

∂θ
)

2

 

εxθ
0 =

∂v

∂x
+

1

R

∂u

∂θ
+

1

R

∂w

∂x

∂w

∂θ
 

κxx = −
∂2w

∂x2
  

κθθ = −
1

R2

∂2w

∂θ2
 

κxθ = −
2

R

∂2w

∂θ∂x
 

ماده هدفمند   امeلایه    براي  بین تنش و کرنشساختاري    رابطه

 شود.مي( تعریف 9به صورت رابطه )

(9 ) {

σx

σθ

τxθ

} = [

Q11 Q12 0
Q12 Q22 0
0 0 Q66

]

e

{

εx

εθ

γxθ

} 

مولفه مقادیر  ماتریس ساختاريکه  ) هاي  رابطه  بیان  10طبق   )

 شوند.مي

(10) 
Q11 =

E

1 − ν2
    ,     Q22 =

E

1 − ν2
    ,      Q12

=
νE

1 − ν2
      ,     Q66 = G12 

به صورت  ام  eدر لایه    ρeچگالي  و     νeپواسون  نسبت مقادیر  

 شده است.  تعریف   ]7[  (11رابطه )

(11 ) ρe = ρmVm
e + ρGPLVGPL

e    ,   νe

= νmVm
e + νGPLVGPL

e  
   نویس پایینو    زمینه  معرف  m  نویسپایین  لازم به ذکر است که

GPL    نویس  بالا  . همچنینگرافني است   هايورقکنشان دهنده

e    .است لایه  شماره  نشان  VGPL و Vmبیانگر  ترتیب  دهنده به 

گرافن و   ها مطابق رابطه آنرابطه    واست    زمینهکسر حجمي 

 ( خواهد بود. 12)

(12 ) Vm
e + VGPL

e = 1 

هاي گرافن در هر لایه به صورت  ورقکهمچنین کسر حجمي  

( مح13رابطه  ميا (  که سبه  WGPL  گردد 
e    يجرمکسر  معرف  

 در هر لایه است.  هاورقک

(13 ) VGPL
∗ =

WGPL
e

WGPL
e + (1 − WGPL

e )(
ρGPL

ρm
⁄ )

 

به صورت زیر خواهد بود که بسته    کسر جرميروش محاسبه  

فرمول محاسبه آن تغییر    ،زمینهدر  ها  ورقکبه نوع توزیع این  

که در   به صورت زیر هستندها  ورقکانواع توزیع خواهد کرد. 

 ب( نشان داده شده است. -1شکل )

•  UD    :جرمي لایه GPLs  کسر  تمام  در  برابر  ها  ها 

 است. 

• O  :  صفحه میاني پوسته غني ازGPLsست. ا ها 

• X    :  سطوح داخلي و خارجي پوسته غني ازGPLs ها

 . است 

• V    :غني پوسته  داخلي  و  ا  هاGPLs  از  سطح  ست 

 است.   زمینهفقط شامل سطح خارجي پوسته 

(  14هاي مختلف مطابق رابطه )براي توزیع  کسر جرميبنابراین  

بیانگر   e،  خواهد بود. شایان ذکر است که در رابطه بیان شده

VGPL  لایه مد نظر است و
گرافن را در هاي  ورقک  يکسر حجم  ∗

 . دهديکل مقطع پوسته نشان م

(14 ) 

UDtype:    VGPL
e = VGPL

∗ ; 

FG − Xtype:    VGPL
e = 2VGPL

∗
 |2e − NL − 1|

NL

 

FG − Otype:    VGPL
e

= 2VGPL
∗ (1

−
 |2e − NL − 1|

NL

) 

FG − Vtype:    VGPL
e = VGPL

∗ (1 −
 2e − 1

NL

) 

به صورت زیر بیان خواهد  در هر لایه    Ee  همچنین مدول یانگ 

 .شد

(15 ) Ee = Em (
3

8

1+ξLηLVGPL
e

1+ηLVGPL
e +

5

8

1+ξTηTVGPL
e

1+ηTVGPL
e ) ;    

e = 1,2,3, … , NL 
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)  ثوابت که   است.    (16) رابطه    در(  15رابطه  بر    تعریف شده 

طول، پهنا و  به ترتیب بیانگر    tGPLو   aGPL  ،bGPLهمین اساس 

 خواهد بود. گرافن  هايورقکضخامت 

(16 ) 
ξL = 2(

aGPL

tGPL

),     ξT = 2(
bGPL

tGPL

),      

ηL =
(
EGPL
Em

)−1

(
EGPL
Em

)−ξL

 ,      ηT =
(
EGPL
Em

)−1

(
EGPL
Em

)−ξT

  

(  17رابطه )  از براي استخراج معادلات حاکم از اصل همیلتون  

انرژي    Uبیانگر انرژي جنبشي،    K  در آن  استفاده خواهد شد که

 است.  کار نیروي خارجي  Wو  پتانسیل 

(17 ) ∫(δK − δU + δW) dt

t2

t1

= 0 

استوانهپوستهانرژي جنبشي  راین  ببنا )ي  رابطه  مطابق  (  18اي 

 خواهد بود. 

(18 ) 

∫ K dt

t2

t1

= δ ∫ ∫∫ ∫
1

2
ρ(u̇2 + v̇2

h
2

−
h
2

2π

0

L

0

t2

t1

+ ẇ2)dV dt

= ∫ ∫∫ ∫
1

2
ρ(2u̇δu̇

h
2

−
h
2

2π

0

L

0

t2

t1

+ 2v̇δv̇ + 2ẇδẇ)dV dt

= − ∫ ∫∫ I(üδu + v̈δv

2π

0

L

0

t2

t1

+ ẅδw)dA dt 
اي و کار  ي استوانه)انرژي پتانسیل پوسته   Iشایان ذکر است که  

( تعریف شده 21( تا )19نیروي ناپایستار خارجي( در روابط )

 .است 

(19 ) I = ∑ ∫ ρ(k)dz

hk

hk−1

NL

k=1

 

(20) δ ∫ U dt

t2

t1

= ∫ ∫∫ ∫(σxxεxx + σθθεθθ

h
2

−
h
2

2π

0

L

0

t2

t1

+ τxθγxθ)dV dt 

(21 ) δ ∫ W dt

t2

t1

= ∫ ∫∫ q(x, θ, t)δw

2π

0

L

0

 dA dt

t2

t1

 

اي تحت یک بار گسترده  در نتیجه معادلات حاکم پوسته استوانه

q(t) ( تعریف 24( تا )22به صورت روابط )25[ شوندمي[. 

(22 ) ∂

∂x
(Nxx) +

∂

R ∂θ
(Nxθ) = Iü + cdIu̇ 

(23 ) ∂

R ∂θ
(Nθθ) +

∂

∂x
(Nxθ) = Iv̈ + cdIv̇ 

(24 ) 

Nxx

∂2w

∂x2
+ Nθθ

∂2w

∂θ2
+

∂2Mxx

∂x2
+

1

R2

∂2Mθθ

∂θ2

+
2

R
(Nxθ

∂2w

∂x ∂θ
+

∂2Mxθ

∂x ∂θ
)

+
Nθθ

R
+ q(t) = Iẅ + Iρtẇ 

(  26( و )25مطابق روابط )  يهاي نیرویي و ممان که در آن منتجه

 .شوندميتعریف 

(25 ) 

{

Nxx

Nθθ

Nxθ

} = ∑ ∫ (

σxx

σθθ

τxθ

)dz

hk

hk−1

NL

k=1

= ∑ ∫ [Q]k (

εxx
0

εθθ
0

εxθ
0

)dz

hk

hk−1

NL

k=1

+ ∑ ∫ [Q]k (

κxx

κθθ

κxθ

) zdz

hk

hk−1

NL

k=1

 

(26 ) 

{

Mxx

Mθθ

Mxθ

} = ∑ ∫ (

σxx

σθθ

τxθ

) zdz

hk

hk−1

NL

k=1

= ∑ ∫ [Q]k (

εxx
0

εθθ
0

εxθ
0

)zdz

hk

hk−1

NL

k=1

+ ∑ ∫ [Q]k (

κxx

κθθ

κxθ

) z2dz

hk

hk−1

NL

k=1

 

(  27به صورت رابطه )را    هاي نیرویي و ممانيتوان منتجهکه مي

 بازنویسي کرد. 
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(27 ) (

 
 
 

Nxx

Nθθ

Nxθ

Mxx

Mθθ

Mxθ)

 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
A11 A12 0
A12 A22 0
0 0 A66

B11 B12 0
B12 B22 0
0 0 B66

B11 B12 0
B12 B22 0
0 0 B66

D11 D12 0
D12 D22 0
0 0 D66]

 
 
 
 
 

(

 
 
 
 

εxx
0

εθθ
0

εxθ
0

κxx

κθθ

κxθ)

 
 
 
 

 

این میان، مؤلفه  ثابت موجود در رابطهدر  ، طبق  (27)ي  هاي 

 .شوندتعریف مي( 28)ي رابطه

(28 ) 

Aij = ∑Qij
(k)(hk − hk−1)

NL

k=1

; 

 Bij =
1

2
∑ Qij

(k)(hk
2 − hk−1

2)

NL

k=1

; 

 Dij =
1

3
∑Qij

(k)(hk
3 − hk−1

3)

NL

k=1

 

آنکه   به  حرکت غالب سیستم    يحرکت راستاي شعاعباتوجه 

2v∂  توان فرض کرد کهياست بنابراین با دقت قابل قبولي م

∂t2
=

∂v

∂t
=

∂2u

∂t2
=

∂u

∂t
= جایگذاري این فرضیه در . با  خواهد بود   0

مطابق رابطه توان تابع تنش آیري را  ( مي23( و )22معادلات )

 . نمود( تعریف 29)

(29 ) σx =
∂2F(x,θ)

∂θ2 ;  σθ =
∂2F(x,θ)

∂x2  ;  σxθ = −
∂2F(x,θ)

∂x ∂θ
  

توان از رابطه  ( را مي30)حال با استفاده از جبر ماتریسي معادله  

طوریکه  27) به  آورد.  بدست   )D∗ = D − BA−1B و C∗ =

BA−1 , B∗ = −A−1B , A∗ = A−1  .برقرار است 

(30) {ε} = A∗{N} + B∗{κ}   ,    {M}
= C∗{N} + D∗{κ}  

( رابطه  بازنویسي  با  کرنش30بنابراین  به (  میاني  سطح  هاي 

 خواهند بود:  (31رابطه )صورت 

(31 ) 
εxx
0

=

A22Nxx − A12Nθθ − A22(B11κxx + B12κθθ)

+A12(B12κxx + B22κθθ)

A11
2 − A12

2  

εθθ
0

=

A12Nxx − A11Nθθ − A12(B11κxx + B12κθθ)

+A11(B12κxx + B22κθθ)

A11
2 − A12

2  

εxθ
0 =

Nxθ − B66κxθ

A66

 

به صورت رابطه   هاي نیرویي همچنین رابطه بین تنش و منتجه

 ( برقرار است. 32)

(32 ) σxh = Nxx ;   σθh = Nθθ ;   τxθh = Nxθ 
, Nxθهاي  توان منتجهپس مي Nθθ , Nxx   ( 32را با کمک رابطه )

، ( معرفي شده است 29بر حسب توابع تنش آیري که در معادله )

 ( بدست آورد.33مطابق رابطه )

(33 ) 
Nxx = h

∂2F(x, θ)

∂θ2
;  Nθθ = h

∂2F(x, θ)

∂x2
 ;  

Nxθ = −h
∂2F(x, θ)

∂x ∂θ
 

به   هاي ممانيمنتجه(، 30( و )27همچنین با توجه به رابطه )

 تعریف خواهند شد.  (34رابطه )صورت 

(34 ) 
Mxx = B11εxx

0 + B12εθθ
0 + D11κxx + D12κθθ 

Mθθ = B12εxx
0 + B22εθθ

0 + D12κxx + D22κθθ 
Mxθ = B66εxθ

0 + D66κxθ 
لازم  سازي و استفاده از توابع تنش آیري،  با توجه به فرض ساده

شود نوشته  سازگاري  معادله  یک  تا  دوبار  است  با  بنابراین   .

به  مشتق نسبت  کرنش  x و θگیري  εxθهاي  از 
0 εθθ و 

0 , εxx
0  

سازگاري  مي((،  8)معادله  ) تعادلي  غیرخطي  معادله  توان 

 .] 28[سینماتیکي را به صورت زیر بدست آورد

(35 ) 

1

R2

∂2εxx
0

∂θ2
+

∂2εθθ
0

∂x2
−

1

R

∂2εxθ
0

∂x ∂θ

= (
1

R

∂2w

∂x ∂θ
)

2

−
∂2w

∂x2

∂2w

∂θ2

−
1

R

∂2w

∂x2
 

( معادلات  از  استفاده  با  )24بنابراین،  و  پوسته35(  رفتار  ي  (، 

مي استوانه قرار  مطالعه  مورد  مقادیر  اي  راستا،  این  در  گیرد. 

از رابطه کرنش میاني  نیرو و (، و منتجه31ي )هاي سطح  هاي 

 .شوند( تعیین مي34( و ) 33ترتیب از روابط )ممان، به
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 گسسته سازی معادلات حاکم . 3

ساده در نظر   گاهدر این پژوهش شرایط مرزي به صورت تکیه

به صورت    Fو    wبع پاسخ  توا  بدین ترتیب،ه است.  گرفته شد

تعریف خواهند شد معادلات،    ،زیر  این  ترتیب به    nو    mدر 

شمارهدهندهنشان نیمي  شمارهي  و  طولي  نیمموج  موج  ي 

 اي هستند. ي استوانهمحیطي پوسته

(36 ) w(x, θ, t) =  Wmn(t)sin (
mπx

L
)sin (nθ) 

(37 ) 
F(x, θ, t) =  F1 cos (

2mπx

L
) + F2 cos(2nθ)

+ F3sin (
mπx

L
)sin (nθ) 

( در رابطه 37( و )36روابط )  به همین منظور ابتدا لازم است تا

ضرایب    12و سپس به کمک روش گلرکین  شود( جایگذاري  35)

1F  ،2F    3وF    برحسبW(t)    آورده با  شود.  بدست  سپس 

( معادله  در  روابط  گلرکین، 24جایگذاري  روش  اعمال  و   )

 گسسته خواهد شد.  (38مطابق رابطه )معادله حاکم 

(38 ) ρtẄmn + cdρtẆmn + K1Wmn + K2Wmn
3

− Pcos(ωt) = 0 
مي )توان  همچنین  صورت  38معادله  به  را   )( نیز    ( 39رابطه 

μبازنوسي کرد که در آن   = 2ζω    وζ    بیانگر نسبت میرایي وω 

 فرکانس طبیعي است. 

(39 ) Ẅmn + μẆmn + ω2Wmn + KNLWmn
3

− P̅cos(ωt) = 0 
 

 روش حل . 4

( از  39براي بدست آوردن پاسخ معادله دیفرانسیل غیرخطي )

روش مقیاس چندگانه استفاده خواهد شد. از این رو با درنظر  

  ،براي میرایي، نیروي خارجي و ترم غیرخطي  εگرفتن پارامتر  

 خواهد شد.تبدیل ( 40( به فرم رابطه )39آنگاه رابطه )

(40) Ẅmn + ω2Wmn = −εμẆmn − εKNLWmn
3

+ εP̅cos(ωt) 
(  42( و )41در روابط )به ترتیب  نیز  مقیاس زماني و جابجایي  

 ذکر شده است.  

(41 ) T0 = t , T1 = εt 

(42 ) W(T0, T1) = W1(T0, T1) +  ε2W2(T0, T1) 
به رابطه )  با ترتیب  41توجه  به  زماني اول و دوم  (، مشتقات 

 بازنویسي خواهند شد. ( 44( و )43مطابق رابطه )

(43 ) 

d

dt
=  

∂

∂T0

∂T0

∂t
+ 

∂

∂T1

∂T1

∂t
=  

∂

∂T0

+ ε 
∂

∂T1

=  D0 + εD1      

 

(44 ) 

W
d2

dt2
= (

∂

∂T0
+ ε 

∂

∂T1
) (

∂

∂T0
+ ε 

∂

∂T1
) =

 
∂2

∂T0
2 + 2ε

∂

∂T0 ∂T1
+

∂2

∂T1
2 = D0

2 + 2εD0D1 +

D1
2 

 

جایگذاري   )با  )44)  الي(  41روابط  رابطه  در  سپس    (40(  و 

دیفرانسیل   جداسازي به ضرایب    معادلات  توجه  ،  1εو    0εبا 

 روابط زیر حاصل خواهد شد. 

(45 ) 
ε0 → D0

2W1 + ω2W1 = 0     
 

(46 ) 
ε1 → D0

2W2 + ω2W2

= − 2D0D1W1 − μD0W1

− KNLW1
3 + P̅cos (ΩT0) 
  بود خواهد   ( 47مطابق رابطه ) (  45پاسخ معادله دیفرانسیل رابطه ) 

 ، ترم مزدوج مختلط روابط قبلي آن است. ccکه در آن منظور از ترم  

(47 ) W1(T0, T1) =  A(T1)e
IωT0 + cc 

 شود. تعریف مي (48رابطه ) به صورت  A(T1)که در آن دامنه 

(48 ) A(T1) =  
1

2
α(T1)e

iβ(T1) 
پار گرفتن  نظر  در  با  خارجي  نیروي  فرکانس  متر  اهمچنین 

Ωبه صورت    σکننده  تنظیم = ω + εσ  با    حالد.  و شمي  بیان

 cos (ΩT0)،  ،نیروي خارجي  ترم هارمونیک  در  آن  جایگذاري

 ( را نوشت.  49توان معادله )مي

(49 ) cos(ΩT0) =  
1

2
eIωT0eIσT1 + cc 

منظور  (، و به46ي )( در معادله49( و )47گذاري روابط )با جاي

ي هاي سکولار آن طبق رابطه هاي واگرا، ترم اجتناب از جواب

با جایگذاري رابطه   .شوند( برابر با صفر در نظر گرفته مي50)

آن  بخش موهومي و حقیقي    و سپس جداسازي   ( 50( در )48)

 شود. روابط به صورت زیر بازنویسي مي
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 ای همسانگرد در مودهای محیطی مختلف ( پوسته استوانه Hzصحت سنجی فرکانس طبیعی ) -1 جدول
n [26] Present Error (%) 

6 8/555  9/562  276/1  

7 486 3/491  081 /1  

8 3/490  2/495  999/0  

9 8/548  5/551  040/1  

10 8/634  0/642  133/1  

 

 های گرافن ماده هدفمندخواص مکانیکی زمینه و ورقک -2 جدول

 E (GPa) ρ (kg/m3) ν ماده

58/2 زمینه  1200 34/0  

هاي گرافنيورقک  1010 5/1062  186/0  

 

(50) −2Iω
dA

dT1

− 3KNLA̅A2 − IμωA +
P̅

2
eIσT1

= 0 

(51 ) 
ω

dα

dT1

 = −
1

2
μωα +

P̅

2
sin( σT1 − β(T1))  

 

(52 ) ωα
dβ

dT1

 = −
3

8
KNLα

3 +
P̅

2
cos( σT1 − β(T1)) 

γبا فرض برقراري رابطه   =  σT1 − β(T1)   و جایگذاري آن

گرفتن    در  و    (  52( و )51)  روابط  در dαنظر 

dT1
= 

dγ

dT1
= 0 

 توان نوشت:  مي

(53 ) sin(γ) =
αωμ

P̅
  

(54 ) cos(γ)  =
1

P̅
(−σαω +

3

8
KNLα

3) 

) به با   روابط  طرف  دو  رساندن  دو  ) 53توان  و  سپس  54(  و   )

که در    .آید ( به دست مي 55ي ) شده ي ساده ها، رابطه کردن آن جمع 

 خواهد بود.   αمتناسب با دامنه حرکت    σآن پارامتر تنظیم کننده  

(55 ) P̅2 = (αωμ)2 + (−σαω +
3

8
KNLα

3)
2

 
 

 صحت سنجی و نتایج . 5

اي  ي استتتوانهدینامیک پوستتتهدر این بخش از پژوهش، رفتار 

گیرد. ابتدا لازم استتت از صتتحت مدل  مورد بررستتي قرار مي

از این رو   .شتده اطمینان حاصتل شتودریاضتي و روش حل ارائه

ي  فرکانس طبیعي یک پوستتتهستتنجي صتتحه(، 1در جدول )

      خواص مکانیکي  با  همستتتانگرداي متشتتتکل از ماده استتتتوانه

)2= 71.2e9 (N/mE   ،)3g/mk2796 (ρ =     0.31 =و ν  ابعاد و

L = 0.2 (m)  ،R = 0.1 (m)    وh = 0.247 (mm)  ارائه شتتده

استت. همانطور که از نتایج قابل مشتاهده استت، نتایج فرکانس  

 دارد. ]26[ع  مرج  طبیعي تطابق بسیار خوبي با

aGPL در ادامه به بررسي ماده هدفمند با فرض  = 2e − 6 ،

bGPL = 1.5e − tGPLو    6 = 1.5e − مکانیکي    9 خواص  و 

هاي گرافن پرداخته  و ورقک  زمینه ( براي  2ذکر شده در جدول )

 .  شده است 

پوسته   یک  براي  استوانهحال  ابعاد  ي  به    و   L/R = 2اي 

h/R = 0.05 ( در جدول  طبیعي  فرکانس  مقادیر  با3،  و  ارائه   ) 

 مقایسه شده است. مقادیر فرکانس طبیعي با فرض آن   ]7[  مرجع

 . شودمي ( بي بعد  56محاسبه و به کمک رابطه )   GPLW 0.01 =که  

(56 ) ωND = ωR√ρm/Em 
بعد دهد، مقادیر فرکانس طبیعي بيطور که نتایج نشان ميهمان

 دارد.  ]7[ ي هدفمند، تطابق بسیار خوبي با مرجعبراي ماده
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های مختلف ماده هدفمند  و تعداد لایه شده با گرافن برای الگوای تقویتفرکانس طبیعی بی بعد پوسته استوانه  سنجیصحت -3 جدول

 GPLW 0.01 =با فرض 

(m,n) (1,3) (1,4) (1,5) 

گو 
 ال

N
L
 

[7
] 

ضر
حا

 

طا 
 خ

صد
در

 

[7
] 

ضر
حا

 

طا 
 خ

صد
در

 

[7
] 

ضر
حا

 

طا 
 خ

صد
در

 

UD 

2 5251/0  5328/0  47/1  5968/0  5885/0  39/1  8350/0  8194/0  87/1  

4 5251/0  5328/0  47/1  5968/0  5885/0  39/1  8350/0  8194/0  87/1  

6 5251/0  5328/0  47/1  5968/0  5885/0  39/1  8350/0  8194/0  87/1  

8 5251/0  5328/0  47/1  5968/0  5885/0  39/1  8350/0  8194/0  87/1  

FG-X 

2 5251/0  5328/0  47/1  5968/0  5885/0  39/1  8350/0  8194/0  86/1  

4 5510/0  5579/0  25/1  6608/0  6509/0  49/1  9400/0  9230/0  80/1  

6 5557/0  5625/0  22/1  6719/0  6619/0  48/1  9580/0  9409/0  78/1  

8 5573/0  5640/0  20/1  6757/0  6657/0  47/1  9642/0  9471/0  77/1  

FG-O 

2 5251/0  5328/0  46/1  5968/0  5885/0  39/1  8351/0  8194/0  88/1  

4 4978/0  5066/0  76/1  5246/0  5187/0  12/1  7243/0  7010/0  21/.3  

6 4928/0  5016/0  78/1  5100/0  5047/0  03/1  7234/0  6768/0  44/6  

8 4907/0  4998/0  85/1  5048/0  4997/0  01/1  7232/0  6681/0  61/7  

FG-V 

2 5124/0  5291/0  25/3  5661/0  5656/0  08/0  7840/0  7767/0  93/0  

4 5060/0  5247/0  69/3  5496/0  5508/0  21/0  7565/0  7509/0  74/0  

6 5046/0  5237/0  78/3  5462/0  5476/0  25/0  7506/0  7454/0  69/0  

8 5041/0  5233/0  80/3  5449/0  5465/0  29/0  7485/0  7434/0  68/0  

 

در مواد   که هاي نمونه است. ازآنجابیانگر تعداد لایه  LN پارامتر

تواند خواص متفاوتي داشته باشد، بررسي  هدفمند، هر لایه مي 

ميویژگي نظر  به  لایه ضروري  هر  الگويهاي  در  ،  UDرسد. 

ورقک حجمي  کسر  بهتوزیع  گرافن  یکنواخت  هاي  صورت 

ها تأثیري در خواص نمونه  است و بنابراین افزایش تعداد لایه

 ماند. اما در الگويکند و فرکانس طبیعي نیز ثابت ميایجاد نمي

FG-X ها، مقدار فرکانس طبیعي افزایش  ، با افزایش تعداد لایه

شود؛ این مسئله نشان  یافته و بدین ترتیب سفتي سازه بیشتر مي

دهد ماده با افزایش تعداد لایه تقویت شده است. در سوي  مي

شود؛ با  ، روندي معکوس مشاهده ميFG-O  دیگر، در الگوي 

تعداد کاهش  لایه   افزایش  سازه  سفتي  و  طبیعي  فرکانس  ها، 

ميمي و  نحوهیابد  که  گرفت  نتیجه  در  توان  گرافن  توزیع  ي 

هاي میاني این الگو، سبب افت سفتي کلي سازه شده است.  لایه

الگوي FG-V الگوي مشابه  رفتاري  این  FG-O نیز  با  دارد، 

به است.  کمتر  و سفتي  فرکانس  کاهش  که شیب  طور  تفاوت 

، هشت به    دوها از  با افزایش تعداد لایه  FG-O نمونه، در الگوي

حدود   مي   6.5فرکانس  کاهش  حاليدرصد  در  در یابد،  که 

درصد است. بنابراین    1.5این میزان کاهش تنها   FG-V الگوي

)توزیع یکنواخت(، سفتي و   UD يتوان بیان کرد در نمونهمي

 که    FG-O گويمانَد، اما در الفرکانس طبیعي سازه بالاتر مي



 .…شده  تیتقو ای استوانه  یپوسته  ی رخطیارتعاشات غ

   

 13 1404  ، 1، شماره 44هاي عددي در مهندسي، سال روش

 

 
کوتا و مقیاس  - ی نوسان ارتعاش اجباری برحسب تغییرات نسبت فرکانسی به روش عددی رانگمقایسه منحنی تغییرات دامنه. 3شکل 

  چندگانه 

 

طبیعي  ي میاني پوسته از گرافن غني شده است، فرکانس  صفحه

اکنون    .یابداي کاهش ميو سفتي نمونه با شیب قابل ملاحظه

شده اطمینان که از صحت معادلات حاکم و مدل ریاضي ارائه

چندگانه مقیاس  روش  است  ضروري  است،  شده  ي  حاصل 

گرافن   با  مرتبط  پارامترهاي  تأثیر  بررسي  براي  نیز  پیشنهادي 

گیرد قرار  ارزیابي  شکل  .مورد  )در  قائم 3-6هاي  محور   ،)

برحسب متر و محور افقي نسبت  ،  αدهنده دامنه ارتعاش،  نشان

را  ،  ωبه فرکانس طبیعي سیستم،  ،  Ωفرکانس نیروي تحریک،  

مي انشان  رو،دهد.  این  فرکانسي  ز  پاسخ  )تغییرات    منحني 

فرکانسي( دامنه نسبت  تغییرات  برحسب  نوسان  یک    براي   ي 

ابعاد    (1و6با شماره موج )  ايي استوانهپوسته و    L/R = 5به 

R/h = 1000  با فرض ماده هدفمند  ،= 0.01 GPLW   الگوي با 

UD    لایه بدست آورده شده و با نتایج حاصل    4و در نظر گرفتن

کوتا رانگ  عددي  روش  از  شده    13شده  مقایسه  چهارم  مرتبه 

( قابل مشاهده است، تطابق بسیار  3است. همانطور که از شکل )

 خوبي بین روش مقایس چندگانه و روش عددي وجود دارد.  

دهد که برخلاف  منحني پاسخ فرکانسي نشان مي   (، 3در شکل )  

دهد که فرکانس  زماني رخ مي   تشدید ها  هاي خطي که در آن سیستم 

با فرکانس طبیعي باشد، در این سیستم غیرخطي،   برابر  تحریک 

افتد که فرکانس  )بیشترین دامنه ارتعاش( زماني اتفاق مي   تشدید 

از   ناشي  رفتار  این  است.  طبیعي  فرکانس  از  بیشتر  تحریک 

دامنه سخت  افزایش  با  که  معنا  بدین  است،  سیستم  ي  شوندگي 

یابد. این ویژگي معمولًا در  ارتعاش، سختي مؤثر سازه افزایش مي 

هاي هندسي یا خواص ذاتي مواد )مانند  ي وجود غیرخطي نتیجه 

شود و منجر به افزایش فرکانس طبیعي سیستم در  گرافن( ظاهر مي 

ي  هاي پیشرفته هایي در سازه گردد. چنین سیستم هاي بالاتر مي دامنه 

کنند و مدیریت  کلیدي ایفا مي پیچیده نقش    ساختارهاي مهندسي و  

آن  طراحي رفتار  در  ویژه ها  اهمیت  از  صنعتي  برخوردار  هاي  اي 

بر رفتار  ي هدفمند  هاي مختلف ماده پارامتر   تاثیر     ، در ادامه   .است 

پوسته  غیرخطي  پارامتر     ، دینامیکي  بر  تمرکز  بررسي    GPLW  با 

ي  پوسته بر همین اساس، منحني پاسخ فرکانسي براي یک    .  شود مي 

موج استوانه  شماره  با  نسبت ( 1و 6)   اي  ابعادي ،   هاي 
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FG-Xالگوي   UDالگوي 

  

FG-Oالگوي   FG-Vالگوي  

 ی نوسان برحسب تغییرات نسب فرکانسی بر روی منحنی تغییرات دامنه GPLWتاثیر پارامتر   .4شکل 

 

L/R = 5   وR/h = 1000 ، لایه مطالعه شده است. نتایج    چهارو

  .اند( ارائه شده4مربوط به الگوهاي مختلف در شکل )
 (𝑊𝐺𝑃𝐿)ن  هاي گراف( اثر کسر حجمي ورقک4در شکل ) 

نمونه فرکانس  مشاهده  بر  است.  شده  بررسي  مختلف  هاي 

بیشتر  مي گرافن، سفتي سازه  افزایش کسر حجمي  با  که  شود 

یابد؛ این روند شود و در نتیجه فرکانس طبیعي افزایش ميمي

ي گرافن سازه  کنندهحاکي از آن است که افزودن ذرات تقویت 

مستحکم ميرا  ميتر  انتظار  همچنین  افزایش  سازد.  با  که  رود 

نزدیک ي تر شود و دامنهسفتي، رفتار سیستم به حالت خطي 

شده در ي تشدید کاهش پیدا کند. نتایج ارائهارتعاش در ناحیه

 .( کاملاً مؤید این موضوع است 4شکل )

( لایه 5در شکل  تعداد  تأثیر  سیستم  (،  و سفتي  فرکانس  بر  ها 

  ، چون توزیع کسر حجمي UDي  بررسي شده است. در الگو 

در    ها تغییريصورت یکنواخت است، با افزایش تعداد لایه به

ماند. مي  باقيشود و فرکانس طبیعي ثابت  سختي مشاهده نمي

الگو  در  لایه FG-Xي  اما  تعداد  شدن  زیاد  با  فرکانس ،   ها، 
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FG-Xالگوي   UDالگوي 

  
FG-Oالگوي   FG-Vالگوي  

 نوسان برحسب تغییرات نسبت فرکانسی  یها بر روی منحنی تغییرات دامنه تاثیر تغییر تعداد لایه .5شکل 

 

ي معکوس  طبیعي افزایش یافته و در سیستم غیرخطي، طبق رابطه 

. از  د شو بین فرکانس و سختي مؤثر، با کاهش سختي مواجه مي 

لایه فرکانس  دو  ي  براي نمونه  FG-X سوي دیگر، منحني الگوي 

ناحیه کمتري دارد و به دلیل کسر حجمي پایین  ي تشدید  تر، به 

دهد. اما با  تري از خود نشان مي تر بوده و رفتار غیرخطي نزدیک 

لایه  تعداد  بیشتر  افزایش  فرکانس  شده،  تقویت  تدریجاً  ها، سازه 

کند و سیستم به سوي رفتار  ي دامنه کاهش پیدا مي شده و بیشینه 

 ، نتایج جدول  FG-Vو  FG-O در الگوهاي   .شود خطي متمایل مي 
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  ی نوسان برحسب تغییرات نسبت فرکانسی برای الگوهای مختلف مقایسه منحنی تغییرات دامنه .6شکل 

 

دارند، اگرچه   شباهت   دهد که این دو الگو به یکدیگر ( نشان مي 3) 

(، با افزایش تعداد 5شکل )تر است. در  اندک  FG-V تغییرات در

شده خارج  ، سیستم از حالت مستحکمFG-Oي  ها در الگو لایه

بهمي و  نرمشود  مياصطلاح  پاسخ  تر  منحني  درنتیجه،  گردد؛ 

شوندگي سیستم جا شده و سخت فرکانسي به سمت راست جابه

مي الگويافزایش  در  ملاحظه   FG-V یابد.  مشابهي  روند  نیز 

شود؛ با این تفاوت که شیب تغییرات فرکانس و دامنه کمتر  مي

 .تر شدن، رفتار نسبتاً پایدارتري داردبوده و سیستم، با وجود نرم

   UDو    FG-O  ،FG-X  ،FG-V   چهار الگوي  (،6در شکل ) 

شده مقایسه  یکدیگر  الگويبا  در  انتظار،  مطابق  ،  FG-X   اند. 

یابد. ميتر گرافن افزایش  سختي سیستم به دلیل توزیع مناسب 

باعث مي افزایش سختي  بالاتر رود،  این  طبیعي  فرکانس  شود 

ي دامنه کاهش یابد، و سیستم به رفتار خطي متمایل شود.  بیشینه

توجهي در سختي با توزیع یکنواخت، تغییر قابل UD در الگوي

عنوان شود، که این وضعیت را بهو فرکانس طبیعي مشاهده نمي

 سازد. در مقابل، دو الگويیک حالت معیار یا مبنا قابل قبول مي

FG-O و FG-V کاهش سختي و فرکانس طبیعي را در حالت  

دهد که توزیع گرافن  دهند. این روند نشان ميخطي نشان مي

گونه  به  الگو  دو  این  افزایش در  بر  کمتري  تأثیر  که  است  اي 

سخت  رفتار  نتیجه،  در  دارد.  سازه  سیستم  سختي  شوندگي 

تم و  شده  دامنهتقویت  در  غیرخطي  رفتار  به  بالاتر ایل  هاي 

انجام  WGPL = 0.01 شود. این تحلیل با فرضتر ميتوجهقابل

   .شده است 

 

 نتیجه گیری. 6

پوسته یک  غیرخطي  دینامیک  رفتار  پژوهش،  این  ي  در 

تقویت استوانه کامپوزیتي  لایهاي  با  ورقکشده  از  هاي  هایي 

منظور، معادلات حاکم بر  گرافن بررسي شده است. براي این  

ها، اي با استفاده از تئوري کلاسیک دانل پوستهي استوانهپوسته

استخراج   همیلتون  اصل  و  کارمن  فون  غیرخطي  فرضیات 

ي هدفمند )نظیر مدول اند. همچنین خواص مکانیکي مادهشده

  و  تساي–یانگ، نسبت پواسون و چگالي( به کمک مدل هالپین

 اینرسي  از   پژوهش،  این  در.  است  گردیده  تعیین  اختلاط  قانون

  تنش   تابع  درنظرگرفتن  با   و  شده  نظرصرف  ايصفحه درون

ساده  کامپ  يپوسته  حرکت   بر   حاکم  معادلات  آیري، وزیتي 
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معادلات   گالرکین،  روش  اعمال  با  سپس  است.  گردیده 

دیفرانسیل جزئي به معادلات دیفرانسیل معمولي تبدیل شده و 

اغتشاشات، معادلات غیرخطي   رویکردگیري از  در ادامه، با بهره

براي   اولیه حل شده و رفتار دینامیک غیرخطي    تشدیدحاکم 

بدین منظور، ابتدا فرکانس    .پوسته مورد مطالعه قرار گرفته است 

سنجي با مراجع معتبر مقایسه شده طبیعي خطي به منظور صحّت 

ارائه  مدل  دقت  بعدي،و  گام  در  گردید.  تأیید  تأثیر    شده 

و   لایه  تعداد  گرافن،  کسر حجمي  مهمي همچون  پارامترهاي 

ي هدفمند مورد الگوهاي گوناگون توزیع ذرات گرافن در ماده

اختصار به شرح زیر  تایج آن بهترین نبررسي قرار گرفت که مهم

 :است 

شده، هم ساز و تئوري در نظر گرفتهفرضیات ساده  -1

ماده ماده  همسانگردي  براي  براي  هم  هدفمند  و  ي 

 .شده، از دقت بسیار خوبي برخوردار است تقویت 

هاي  مقادیر فرکانس طبیعي خطي با افزایش تعداد لایه -2

ثابت بوده و براي الگوي    UDماده هدفمند براي الگوي  

FG-X    دو براي  که  صورتي  در  یافت.  خواهد  افزایش 

لایه   FG-Vو    FG-Oالگوي   تعداد  افزایش  مقدار    با 

 کاهش خواهد یافت.  فرکانس طبیعي خطي

که منحني پاسخ فرکانسي با افزایش تعداد   در حالي -3

ثابت بوده و براي    UDهاي ماده هدفمند براي الگوي  لایه

و میزان    بیشینهباعث کاهش حداکثر دامنه    FG-Xالگوي  

الگويشودميشوندگي  سخت  دو  براي  آن  مقابل  در   .   

FG-O    وFG-V   لایه تعداد  افزایش  میزان هابا   ،

 . است   کردهشوندگي افزایش پیدا سخت 

فرکانسي با افزایش تعداد میزان تغییرات منحني پاسخ   -4

الگوي  لایه براي  هدفمند  ماده  ناچیز    FG-Vهاي  بسیار 

 است.  

تمامي الگوها افزایش درصد کسر حجمي گرافن در   -5

شوندگي منحني پاسخ فرکانسي  باعث کاهش میزان سخت 

خواهد شد. به عبارتي براي یک نیروي یکسان به سمت  

و مقاومت پوسته افزایش    نمودهخطي شدن میل خواهد  

 بافته است.  

یکسان،   -6 شرایط  یک  داراي    FG-Xالگوي  براي 

در  امنه در منحني پاسخ فرکانسي است،  د  بیشینهکمترین  

الگوي   میزان   FG-Oحالیکه  بیشترین  داراي 

 دامنه خواهد بود. بیشینهشوندگي و سخت 

 واژه نامه 

 3. Rayleigh- Ritz 2. Theory Classic Donell 1. Isogeometric Analysis 
6. Kirchhoff Plate Theory 5.  Hamilton's Principle 4. Chebyshev polynomials 
9. Newton Raphson 8. Newmark Method 7. Lagrange 
12. Galerkin Method 11. Airy stress  10. Von Karman 
  13. Runge–Kutta 
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