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Abstract: In this paper, the static analysis of a bistable composite rectangular plate with curved fibers, free boundary 

conditions and piezoelectric layers reinforced with macro fibers is investigated. To this end, the potential energies and 

the work of external forces for the composite rectangular plate are derived using von Karman's nonlinear strain-

displacement relations. The stable states of the rectangular plate are then determined using the Rayleigh-Ritz method 

through minimizing the potential energy of the system. Subsequently, the displacements of various parts of the rectangular 

plate are calculated using an extended higher-order model, and compared with the results by simulation in Abaqus. For 

the first time, a novel seventh-order shape function for the out-of-plane displacement field is proposed to enhance the 

accuracy of the results. Finally, the displacements and stable states of the rectangular plate are extracted for five different 

curved fiber configurations, and compared with the results from the finite element model. The findings demonstrate 

excellent agreement between the two methods. Additionally, this study uniquely examines the impact of piezoelectric 

layers reinforced with macro fibers on the static stable states of the system for the first time. 
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 مقاله پژوهشي       

 

 دوپايداره مرکب مستطيلی ورق های پايدار استاتيکیبررسی حالت 

 يک پيزوالکتر هایيهشکل با ل یبا الياف منحن 
 

 

 و محمد سينا تاکی *رضا تيکنی، احسان هندسی 

 مهندسی مکانيک، دانشگاه صنعتی اصفهان، اصفهان، ايران دانشکده 
 

  يزوالکتريک پ  هایيه لکه دارای    مرزی آزادو شرايط    شکلمنحنی    يافدوپايداره با ال  مرکبورق مستطيلی    يک  يکی استات  يلتحلبه  له،  امق  يندر ا  -چکيده

ورق مستطيلی مرکب با استفاده از    ی خارج  يروهای ن  و کار  يلپتانس  هاییمنظور، ابتدا انرژ  ينا  ی است. براشده  پرداخته   ،است  شده با ماکرواليافتقويت 

  سازی ينه ريتز و کم-ورق مستطيلی با استفاده از روش ريلی   يدارپا  یهااند. سپس حالتکارمن استخراج شدهون  یطيرخغ  جايیجابه - کرنش  هایرابطه 

  يج هير محاسبه و با نتا  يافته مختلف ورق مستطيلی با استفاده از مدل توسعه   یهاقسمت  هایجايی اند. در ادامه، جابه دست آمدهبه   يستمس  يلپتانس  یانرژ

است. ارائه شده  خارج از صفحه   جايی جابه   يدانم  یبرا  هفتاز مرتبه    يدیتابع شکل جدبار،  برای اولين،  افزايش دقت نتايجمنظور  اند. به شده  قايسه آباکوس م

شکل استخراج  منحنی    يافال  ينشحالت مختلف چ   پنج  یآن برا  يدارپا  یهامختلف ورق مستطيلی به همراه حالت  یهاقسمت  هایجايی جابه   يت،در نها

ين در اين مقاله برای  وجود دارد. همچن ی خوب  يار بس سازگاریدو روش  يجنتا  ينکه ب دهندی نشان م يج اند. نتاشده يسهاند و با مدل اجزای محدود مقاشده

 است. شده  ی بررس  يستمس يکی استات های پايدارحالت یشده با ماکروالياف روتقويت  يزوالکتريکپ هایيه اثر وجود ل باراولين
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 23 1404    ،1 ه، شمار44هاي عددي در مهندسي، سال روش

 فهرست علائم

𝑎 طول ورق 𝑢0 جایي لایه میاني ورق در راستاي محور  جابه𝑥 
𝑏  عرض ورق 𝑉  کار نیروهاي خارجي 
𝐸   مدول الاستیسیته 𝑣0 جایي لایه میاني ورق در راستاي محور  جابه𝑦 
ℎ  ضخامت ورق 𝑤0 جایي لایه میاني ورق در راستاي محور  جابه𝑧 
𝐼  ممان اینرسي جرمي 𝛾  کرنش برشي 
𝐾  جنبشي انرژي 𝜀  کرنش عمودي 
𝑀   ممان خمشي برآیند 𝜈  ضریب پواسون 
𝑁  نیروي عمودي برآیند 𝜌   چگالي 

𝑄𝑖𝑗  هاي سفتي ضریب 𝜎  تنش عمودي 
𝑈  انرژي کرنشي 𝜏  تنش برشي 

 مقدمه -1
نوع مواد مرکب هستند که   یک  شکلمنحني  یافبا ال مواد مرکب 

  يجا  ي فلز  یا   یمري پل  ماده زمینه را درون    ي و منحن  پیوسته  یافال

 ید،مانند کربن، آرام  يموادجنس  معمولاً از    یافال  ین. ادهنديم

مواد.  هستند  یشهش   یاو    یت گراف قابل    مرکب   استحکام  طور  به 

ما در  الیاف  آرایش  نحوه  تأثیر  تحت  دارد،   زمینهدهتوجهي  قرار 

هاي  ویژه الیاف مستقیم و خمیده که هر یک مزایا و محدودیت به

با الیاف مستقیم استحکام کششي    مواد مرکب خاص خود را دارند.  

دهند و براي راستا با الیاف نشان ميو سختي بالایي در جهت هم

آل هستند. با این حال، این  جهته ایدهکاربردهایي با بارگذاري یک

ضعیف عملکرد  و  هستند  ناهمسانگرد  بسیار  در  مواد  تري 

راستا دارند و مستعد تمرکز تنش و  هاي عرضي یا غیرهمجهت 

با الیاف خمیده در   مواد مرکب گسترش ترک هستند. در مقابل،  

یرا توانایي شرایط بارگذاري چندجهته یا پیچیده برتري دارند، ز

ها، افزایش مقاومت در برابر شکست و  تر تنشتوزیع یکنواخت 

انحراف گسترش ترک را دارند. با این وجود، الیاف خمیده معمولاً  

استحکام کششي کمتري در جهت بار اصلي دارند، تمرکز تنش  

 تر است تر و پرهزینهها پیچیدهکنند و ساخت آنموضعي ایجاد مي

 [1 .] 

هاي هوافضا که نیاز به  الیاف مستقیم براي کاربردهایي مانند سازه

تر هستند، در حالي که  استحکام بالا در یک جهت دارند مناسب 

هاي پیچیده یا توزیع تنش  الیاف خمیده براي قطعات با هندسه

پزشکي،  هاي زیست غیرخطي، مانند قطعات خودرویي و ایمپلنت 

 .[ 1,2] شوند گزینه بهتري محسوب مي

  مرکب مواد    يرو  یاديز  پژوهشگرانموضوع،    یت اهم  یلبه دل 

ال ، 1991مثال، درسال    عنوان  بهکار کردند.    شکلمنحني    یافبا 

  ايیهلا  مرکب مستطیلي  ورق    یک ي[ مقاومت کمانش3]   يو ل  یره

را با استفاده از روش    آزاد  مرزيشرایط  و    شکلمنحني    یاف با ال

  ي دارا  یيهاورق  ینکه چن  دریافتندکردند و    يبررس  اجزاي محدود

هستند. در سال  یممستق یافبا ال يهااز ورق یشتريب  انشيبار کم

  يهاورق  يا[ کمانش و پاسخ درون صفحه4، والدهارت ] 1996

  آزاد  مرزيشرایط  و    شکلمنحني    یاف با ال  ايیهمرکب لامستطیلي  

کرد. او نشان داد که استفاده    یلمحوره تحلتک  يرا تحت بارگذار

ال جا  شکلمنحني    یافاز    اعثب  توانديم  یم،مستق  یافال  يبه 

کمانش  یشافزا افزا  % 44تا    يبار    %124تا    يمحور  سفتي  یشو 

  ي برا  اجزاي محدودمدل    یک[  5]   ي ، لانگل1999شود. درسال  

شرایط  و    شکلمنحني    یافبا ال  ايیهمرکب لا  مستطیلي  يهاورق

صفحه   يمعرف  آزاد  مرزي درون  پاسخ  و  شکل،  ییرتغاي،  کرد 

تنش و  تحلشکست  را  تات  یلها  ]   ینگ کرد.  گوردال  [  6,7و 



   و همکاران احسان هندسی 

   

4140   ، 1 ه، شمار44هاي عددي در مهندسي، سال روش  24 

توسعهنرم   یک   2003و    2002  يهادرسال ارائه  دادهافزار  شده 

 یعشکل و توزییرکردند که به کمک آن موفق شدند کمانش، تغ

منحني   هايیافبا ال ايیهلا مرکب مستطیلي ورق   یکتنش را در 

[  8]   یوور کنند. سنوکاک و تنار   یلتحل  آزاد  مرزيشرایط  و    شکل

مرکب    مستطیلي  يهاورقهاي  ییرمکانها و تغتنش   2007در سال  

را با استفاده از   آزاد  مرزيشرایط  و    شکلمنحني   یافبا ال  ايیهلا

گالرک  ] آوردند  دست به  ینروش  همکاران  و  لوپس   .9,10   ]

 اجزاي محدود  افزارنرمبا استفاده از    2010و    2008  يهادرسال

تنش و  شکست  کمانش،    ي هاورق  ايیهلا  ینب  يهاآباکوس، 

  آزاد   مرزيشرایط  و    شکلمنحني    هايیافمرکب با ال  مستطیلي

  يهاتغییرشکلمطالعات شامل    ینرا مورد مطالعه قرار دادند که ا

[ در سال 11]   همکارانو    سوزابود.    ورق  يعمود  يهاقائم و تنش

  با   یدارهدوپا   ورق مستطیلي مرکب   به تحلیل پایداري یک  2013

به کمک روش اجزاي محدود آزاد    مرزيشرایط  و    یرمتغ  يسخت

آن  حالت پرداختند.  حالت ها  با  را  ورق  پایدار  پایدار هاي  هاي 

تقویت ورق کردند.هاي  مقایسه  مستقیم  الیاف  با  سال   شده  در 

2017 [ هالدار و همکاران  ن12،  به کمک روش  و   یليتحل  یمه[ 

محدود  افزارنرم  بررس  اجزاي  به  تحل  يآباکوس  ورق    یک  یلو 

و    شکلمنحني    یافبا ال  یرمتغ  تيخس  یدارهچندپا مرکب مستطیلي  

  یکوماروآن  پرداختند.  گرمایي  يتحت بارگذار   آزاد  مرزيشرایط  

 یداريدوپا  يرا رو  یيگرما  یطمح   یرتأث  2021[ در سال  13رائو ] 

ال  یرسفتي متغمستطیلي    يهاورق شرایط  و    شکلمنحني    یافبا 

تحل  يبررس  آزاد  مرزي ]   یلو  همکاران  و  شرما  به  14کردند.   ]

 ورق  ینامیکيارتعاشات آزاد و کنترل د  یک،استات  یلو تحل  یهتجز

و    هاي پیزوالکتریکبا لایه  یرسفتي متغ  یهمرکب چندلا  مستطیلي

لایه آزاد    مرزيشرایط   اثر  درنظرگرفتن  پرداختند. با  شدن    لایه 

به 15]   پردیومناو    شوکلا ورق    [  یک  استاتیکي  پاسخ  تحلیل 

با لایه متغیر  و  مستطیلي مرکب سفتي  پیزوالکتریک مرکب  هاي 

و همکاران    یلکومار، آن2023در سال  آزاد پرداختند.    مرزيشرایط  

ن16]  روش  کمک  به  محدود  افزارنرمو    یليتحل  یمه[   اجزاي 

  مرکب   مستطیلي  ورق  یک  ینامیکيد  یلو تحل  يآباکوس به بررس

آزاد   مرزي شرایط  و    شکل منحني    یافبا ال  یرمتغ  سفتي   یدارهدوپا

بارگذار پرداختند.  یکيمکان  يتحت  ورق  چهارگوشه  و    در  گو 

 [ مدل17همکاران  به  مرکب    یليمستط  ورق  ینامیکيد  يساز[ 

  يعدد  سازيشبیهبه کمک    آزاد  مرزيشرایط  و    یدارهدوپا  چندلایه

بر    ي[ به مرور18پرداختند. لموس و همکاران ]   یشگاهيو آزما

پا  مرکب   مستطیلي  يهاورق هوافضا    يکاربردها  يبرا  یدارهدو 

 [ همکاران  و  گو  روش19پرداختند.  کمک  به  و    يتجرب  يها[ 

رو  يعدد غ  يبر  نازک   مستطیلي  ورق  یک  یرخطيارتعاشات 

با    مرکب   چندلایه  یدارهدوپا کار    يمفصل  مرزيشرایط  نامتقارن 

] کردند.   همکاران  و  طراح20ژانگ  به  تجز  ي[  تحل  یهو    یل و 

  آزاد مرزيشرایط و   یدارهچندپا  يمنحن یافال مستطیلي  يهاورق

کمک     ینرز  زمینه ماده  و    یوستهپ  یاف ال  يبعدسه  چاپگربه 

و    به تحلیل استاتیکي[  21و همکاران ]   گووپرداختند.    گرماسخت 

مستطیلي ورق  ینامیکيد   و  متقارن  یتيکامپوز   یهچندلا  هاي 

هاي اجزاي محدود  به کمک روش  آزاد   مرزيشرایط  و    نامتقارن

پرداختند. تجربي  ]   يتاک   و  در سال  22و همکاران   یک   2024[ 

  مستطیلي  يهاورق  یکياستات  هايیژگيو  یینتع  يفرمول جامع برا

 ییرشکلتحت تغ  آزاد  مرزيشرایط  و    ییکيموزا  یدارهچندپا  مرکب 

به کمک  [  23و همکاران ]   موخرجيکردند.    یینتع  یاد و چرخش ز

هاي  هاي عددي، تحلیلي و تجربي به تحلیل دینامیکي ورقروش

پرداختند و تاثیر  آزاد    مرزيشرایط  و    مستطیلي مرکب دوپایداره

پارامترهاي هندسي و فیزیکي ورق را روي رفتار غیرخطي سازه  

  یل و تحل  یه[ به تجز24شرما و همکاران ]   مورد بررسي قرار دادند.

آسیب   داراي  یهمرکب چندلا  مستطیلي  ورق  ینامیکيو د  یکياستات

متغ سفتي  لایه  یربا  و  و  پیزوالکتریک  آزاد    مرزيشرایط  هاي 

 پرداختند.

  مرکب  مستطیلي  ورق  یک  یکياستات  یل تحل،  حاضر  در مقاله 

ال  دوپایداره لا  شکل-منحني  یاف با    یزوالکتریکپ  هايیهو 

.  است شده  يبررسآزاد    مرزيشرایط  و    ماکروالیافبا    شدهتقویت 

 شکلمنحني    یافال  چینش مختلفاثر    يمطالعه، بررس  ینهدف ا

   .است  مرکب ورق  یکيبر رفتار استات  یزوالکتریکپ هايیهو لا
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 يزوالکتريک پ هایيهورق مستطيلی مرکب با ل .1شکل 

 

  يخارج  یروهاي و کارن  یلپتانس  هاييمنظور، ابتدا انرژ  ینا  براي

  یرخطيغ   جایيجابه-کرنش  هايرابطه  با استفاده از  مرکب ورق  

شدهونف استخراج  حالت کارمن  سپس،  با    یدارپا  يهااند.  ورق 

 یستمس  یلپتانس  يانرژ  سازيینهو کم  ریتز-ریلياستفاده از روش  

آمده دست  ابه  در  مختلف    يهاقسمت   هاي جایيجابه  دامه،اند. 

توسعه  مدل  از  استفاده  با  نتا  یافتهورق  با  و  محاسبه    یج هیر 

نرم  سازي یهشب مقادر  آباکوس  نتاشده  یسهافزار  نشان    یجاند. 

  وجود دارد.  يخوب  یاربس  سازگاريدو روش    یجنتا  ینکه ب  دهنديم

چینش اثر  نهایت  الیافدر  مختلف  لایه   هاي  همچنین  هاي و 

  جایيجابهروي پایداري و    شده با ماکروالیافپیزوالکتریک تقویت 

 پیشین،   مقالات  بررسيبا    است.نقاط مختلف ورق بررسي شده 

 : است بیان   زیر قابلهاي مقاله حاضر به صورت نوآوري

چینش  (1 الیاف    اثر  مختلف  زوایاي  روي    شکل منحني  و 

با استفاده از توابع    هاي مرکب با سختي متغیرپایداري ورق

جابهچندجمله میدان  محاسبه  براي  هفت  درجه  جایي  اي 

مراتب دقت بالاتري  استفاده از این توابع به  شود.ررسي ميب

 تر در تحلیل ورق مذکور دارد. نسبت به توابع درجه پایین

شده با ماکروالیاف  هاي پیزوالکتریک مرکب تقویت اثر لایه  (2

شود که تاکنون روي پایداري استاتیکي ورق بررسي ميبر  

نگرفته قرار  بررسي  پایهو مي  است مورد  به عنوان  اي تواند 

ها  هاي دینامیکي و برداشت انرژي از این ورقبراي تحلیل

 درنظر گرفته شود. 

 

با    شاکلمنحنی   يافبا ال مرکبورق    یساازمدل   -2

  يزوالکتريکپ يهل

  به همراه   دوپایدارهمرکب    یهچهارلا  ورق مستطیلي  یک   1شکل

  هايبا لبه  مرزيشرایط  و    ماکروالیاف  مرکب  یزوالکتریکپ  یهدولا

منظور حذف حرکت صلب ورق، تمامي به .  دهدي آزاد را نشان م

طول و عرض ورق  است.  درجات آزادي مرکز ورق گرفته شده

لا همراه  با    ترتیب به  یزوالکتریکپ  هايیهبه  و    yLو    xLبرابر 

مستطیلي ضخامت    ینهمچن لا  ورق    ترتیببه  یزوالکتریکپ  یهو 

 یانورق هنگام پخت تحت گراد  ین. همچناست   phو    hبا    ربراب

ین  قرار دارد. مبدا دستگاه مختصات کارتز  T∆به اندازه    گرمایي

(x-y-z  )لازم   است.ورق واقع شده  یانيصفحه م  يدر مرکز و رو

اتصال کوتاه    صورتبهپیزوالکتریک    مرزيشرایط  که    به ذکر است 

 است. 

  جایي جابه  یدان م  بایدکرنش، ابتدا    هايرابطهمحاسبه    منظوربه 

ریلي  مرزيشرایط  براساس   و روش  زده  تقریب    ریتز-هندسي 

  هايايچندجمله  صورتبه  جایيجابه  هايیدانم  ینبنابرا.  شود

زده    تقریب (  3( تا )1)  هايرابطه   صورتبه  )مرتبه هفت(  کامل 

 :شوندمي

xL 

yL 

z 

y 

x 

Piezoelectric 

Plate 

Piezoelectric 
 

h 

hp 

hp 
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 شکلگيری الياف منحنی  . معرفی زوايا و جهت 2شکل 

 

(1) 𝑢0 = ∑ ∑ �̂�𝑖𝑗   𝑥𝑖𝑦𝑗

7−𝑖

𝑗=1

7

𝑖=1

   (𝑖 + 𝑗 > 0) 

(2) 𝑣0 = ∑ ∑ �̂�𝑖𝑗   𝑥𝑖𝑦𝑗

7−𝑖

𝑗=1

7

𝑖=1

   (𝑖 + 𝑗 > 0) 

(3) 𝑤0 = ∑ ∑ �̂�𝑖𝑗   𝑥𝑖𝑦𝑗

7−𝑖

𝑗=1

7

𝑖=1

   (𝑖 + 𝑗 > 0) 

مجهول   �̂�𝑖𝑗  و  �̂�𝑖𝑗  ،�̂�𝑖𝑗  ههايضهههریهب   (3( تها )1)  ههايرابطههدر  

متلب از  افزارنرم  در  نویسهههيبرنامهو  يکه از حل عدد هسهههتند

 𝑤0و  𝑢0  ،𝑣0 ین. همچنآینديدسهت مرافسهون به  یوتونروش ن

  ي در راسهههتا  ورق مسهههتطیلي یانيم یهلا  هايجایيجابه  ترتیب به

بر   يیجاههاي کرنش جابرابطه. در ادامه هسهههتند  zو  x ،yمحور 

 یرخطيغ  یاتبا در نظر گرفتن فرضههه   یککلاسههه   نظریهاسهههاس  

 :[ 25]  گردديارائه مکارمن  ون يهندس

(4) 𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢0

𝜕𝑥
+

1

2
(

𝜕𝑤0

𝜕𝑥
)

2

− 𝑧
𝜕2𝑤0

𝜕𝑥2
 

(5) 𝜀𝑦𝑦 =
𝜕𝑣0

𝜕𝑦
+

1

2
(

𝜕𝑤0

𝜕𝑦
)

2

− 𝑧
𝜕2𝑤0

𝜕𝑦2
 

(6) 𝛾𝑥𝑦 =
𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣0

𝜕𝑥
+

𝜕𝑤0

𝜕𝑥

𝜕𝑤0

𝜕𝑦
− 2𝑧

𝜕2𝑤0

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

مرکب استفاده    هايیهلا  يبرا  شکلمنحني    یافمطالعه، از ال  یندر ا

 گیرنديقرار م  شکلمنحني    يالگو  یک در    یافال  ین. ااست شده

  یلبه دل  .کندي م  ییرتغ  يخط  صورتبهها  آن  یريگجهت   یهکه زاو

 يهاکاربرد در مدل  ینو همچن  یدتول هايیت با محدود ي سازگار

)  مدل  تر،ساده  یليتحل معادله  در  و    (7ارائه شده  هالدار  توسط 

 . است شده  براي زوایاي این الیاف پیشنهاد[ 12]  همکاران

(7) 𝜃(𝑥′) = 𝜙 +
(𝑇0 − 𝑇1)𝑥′

𝑑
+ 𝑇0, −𝑑 ≤ 𝑥′ ≤ 0 

 𝜃(𝑥′) = 𝜙 +
(𝑇1 − 𝑇0)𝑥′

𝑑
+ 𝑇0,   0 ≤ 𝑥′ ≤ 𝑑 

 𝑥′ = 𝑥 cos 𝜙 + 𝑦 sin 𝜙 

در نقطه    0T  یهاز زوا  يخط  صورتبه  یافال  یريگجهت   ینجا،در ا

A  1  یهتا زاوT    در نقطهB  نقاط  کنديم  ییرتغ .A    وB    یک توسط  

.  است شدهطول مشخصه جدا    عنوانبه  'x  محور  ي رو  dخط فاصل  

که به اندازه    'yو    'x  يبرحسب محورها  1Tو    0T  یهزاو  يپارامترها

کرده  ϕ  زاویه محورها دوران  مختصات  دستگاه  برحسب    ياند 

و    Aاز مختصه نقاط    توانديم  dاند. مقدار  شده  یفتعر  ینکارتز

B   0  هايزاویهکه    یيجاT    1وT  شود. در  اند محاسبه  شده  یفتعر

شده   خطوط  2شکل داده    دیگر.  هستند  الیاف  منحني  نشان 

  یجادا   'y  يراستا   درمرجع    یرمس  ییر با تغ  توانديم  یافال یرهايمس

ال.  شود تغ  یافاگرچه  راستا  یريگ جهت   ییردرحال  محور    يدر 

زاو از  اگر  کارتز  يمحورها  یههستند،  شوند،    یدهد  ینمختصات 

ا  yو    xاز    يتابع  یافال  یريگ جهت  برا  یدههستند.   ي استاندارد 

پارامتمتغیر(    سفتي )  VS  چندلایه  گذارينام   بردهنام  رهایي با 

 0T   (،2طبق شکل)  لازم به ذکر است است.     1T| 0T<ϕ<  صورتبه

لبه ورق   الیاف   یهدر مرکز و زاو  الیاف  یهزاو   ترتیب به  1Tو     در 

 اند.شده یفتعر ′𝑥  نسبت به محور

A 

B 

0T 

Ø x 

y 

x' 
y' 

d 

1T 



  ...مستطيلی  ورق های پايدار استاتيکی بررسی حالت

   

 27 1404    ،1 ه، شمار44هاي عددي در مهندسي، سال روش

با درنظر گرفتن اثر بارهاي    تنش برحسب کرنش  هايرابطه 

حاضر    يبرا  گرمایي )رابطه  صورتبهمدل    شود يم  یانب  (8ي 

 [12 ] : 

(8) 

[

𝜎𝑥𝑥

𝜎𝑦𝑦

𝛾𝑥𝑦

]

(𝑘)

= [

�̅�11(𝑥،𝑦) �̅�12(𝑥،𝑦) �̅�16(𝑥،𝑦)

�̅�12(𝑥،𝑦) �̅�22(𝑥،𝑦) �̅�26(𝑥،𝑦)

�̅�16(𝑥،𝑦) �̅�26(𝑥،𝑦) �̅�66(𝑥،𝑦)

]

(𝑘)

([

𝜀𝑥𝑥

𝜀𝑦𝑦

𝜀𝑥𝑦

]

− Δ𝑇 [

�̅�𝑥𝑥(𝑥،𝑦)

�̅�𝑦𝑦(𝑥،𝑦)

�̅�𝑥𝑦(𝑥،𝑦)
]

(𝑘)

) 

م ا  k  یهلا  ي برا  8در رابطه    یافتهکاهش  یر متغ  يسفت  هايضریب 

 : [ 12]  آینديدست مبه (9ي )رابطه صورتبه

(9) 

�̅�11 = 𝑄11 𝑐𝑜𝑠4(𝜃)
+ 2(𝑄12

+ 2𝑄66) 𝑠𝑖𝑛2(𝜃) 𝑐𝑜𝑠2(𝜃)
+ 𝑄22 𝑠𝑖𝑛4(𝜃) 

�̅�12 = (𝑄11 + 𝑄22 − 4𝑄66) 𝑠𝑖𝑛2(𝜃) 𝑐𝑜𝑠2(𝜃)
+ 𝑄12(𝑠𝑖𝑛4(𝜃) + 𝑐𝑜𝑠4(𝜃)) 

�̅�22 = 𝑄11 𝑠𝑖𝑛4(𝜃)
+ 2(𝑄12

+ 2𝑄66) 𝑠𝑖𝑛2(𝜃) 𝑐𝑜𝑠2(𝜃)
+ 𝑄22 𝑐𝑜𝑠4(𝜃) 

�̅�16 = (𝑄11 − 𝑄22 − 2𝑄66) 𝑠𝑖𝑛(𝜃) 𝑐𝑜𝑠3(𝜃)
+ (𝑄12 − 𝑄22

+ 2𝑄66) 𝑠𝑖𝑛3(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜃) 
�̅�26 = (𝑄11 − 𝑄12 − 2𝑄66) 𝑠𝑖𝑛3(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜃)

+ (𝑄12 − 𝑄22

+ 2𝑄66) 𝑠𝑖𝑛(𝜃) 𝑐𝑜𝑠3(𝜃) 
�̅�66 = (𝑄11 + 𝑄22 − 2𝑄12

− 2𝑄66) 𝑠𝑖𝑛2(𝜃) 𝑐𝑜𝑠2(𝜃)
+ 𝑄66(𝑠𝑖𝑛4(𝜃) + 𝑐𝑜𝑠4(𝜃)) 

  صورت بهام    k  یههرلا  ي برا  گرمایيانبساط    هايضریب   ینو همچن

 : [ 12]  آینديدست مبه (10ي )رابطه

(10) 
�̅�𝑥𝑥 = 𝛼11 𝑐𝑜𝑠2(𝜃) + 𝛼22 𝑠𝑖𝑛2(𝜃) 
�̅�𝑦𝑦 = 𝛼22 𝑐𝑜𝑠2(𝜃) + 𝛼11 𝑠𝑖𝑛2(𝜃) 
�̅�𝑥𝑦 = 2(𝛼11 − 𝛼22) cos(𝜃) sin(𝜃) 

  یربرحسب متغ  θ  یهزاو(  10و )  ( 9)  هايرابطه در    شودیادآوري مي

x  و  y  شکلمنحني    یاف با ال  مرکب ورق    يبرا  يکرنش  يانرژست.  ا  

 :شود يم یانب ( 11رابطه ) صورتبه

(11) 

𝑈𝑉𝑆 = ∑ ∫ ∫ ∫ (
1

2
𝑄11

𝑘̅̅ ̅̅ ̅𝜀𝑥𝑥
2

𝐻𝑘

𝐻𝑘−1

𝐿𝑥/2

−𝐿𝑦/2

𝐿𝑥/2

−𝐿𝑦/2

𝑁

𝑘=1

+
1

2
𝑄22

𝑘̅̅ ̅̅ ̅𝜀𝑦𝑦
2 +

1

2
𝑄66

𝑘̅̅ ̅̅ ̅𝛾𝑥𝑦
2

+ 𝑄12
𝑘̅̅ ̅̅ ̅𝜀𝑥𝑥𝜀𝑦𝑦 + 𝑄16

𝑘̅̅ ̅̅ ̅ 𝜀𝑥𝑥𝛾𝑥𝑦

+ 𝑄26
𝑘̅̅ ̅̅ ̅𝜀𝑦𝑦𝛾𝑥𝑦

− (𝑄11
𝑘̅̅ ̅̅ ̅𝛼𝑥𝑥̅̅ ̅̅ ̅𝑘 + 𝑄12

𝑘̅̅ ̅̅ ̅𝛼𝑦𝑦̅̅ ̅̅ ̅𝑘

+ 𝑄16
𝑘̅̅ ̅̅ ̅𝛼𝑥𝑦̅̅ ̅̅ ̅𝑘)𝜀𝑥𝑥Δ𝑇

− (𝑄12
𝑘̅̅ ̅̅ ̅𝛼𝑥𝑥̅̅ ̅̅ ̅𝑘 + 𝑄22

𝑘̅̅ ̅̅ ̅𝛼𝑦𝑦̅̅ ̅̅ ̅𝑘

+ 𝑄26
𝑘̅̅ ̅̅ ̅𝛼𝑥𝑦̅̅ ̅̅ ̅𝑘)𝜀𝑦𝑦Δ𝑇

− (𝑄16
𝑘̅̅ ̅̅ ̅𝛼𝑥𝑥̅̅ ̅̅ ̅𝑘 + 𝑄26

𝑘̅̅ ̅̅ ̅𝛼𝑦𝑦̅̅ ̅̅ ̅𝑘

+ 𝑄66
𝑘̅̅ ̅̅ ̅𝛼𝑥𝑦̅̅ ̅̅ ̅𝑘)𝛾𝑥𝑦Δ𝑇)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 

  یزوالکتریک پ  یینيو پا  یيبالا  هايیه لا  يبرا  يکرنش  يسپس انرژ

 : شوديم یانب  یرز صورتبه یافماکروال مرکب 

(12) 

𝑈𝑀𝐹𝐶 = ∑ ∫ ∫ ∫ (
1

2
𝑄11

𝑝̅̅ ̅̅ ̅𝜀𝑥𝑥
2

𝐻𝑘

𝐻𝑘−1

𝐿𝑥/2

−𝐿𝑦/2

𝐿𝑥/2

−𝐿𝑦/2

𝑀

𝑘=1

+
1

2
𝑄22

𝑝̅̅ ̅̅ ̅𝜀𝑦𝑦
2 +

1

2
𝑄66

𝑝̅̅ ̅̅ ̅𝛾𝑥𝑦
2

+ 𝑄12
𝑝̅̅ ̅̅ ̅𝜀𝑥𝑥𝜀𝑦𝑦 + 𝑄16

𝑝̅̅ ̅̅ ̅ 𝜀𝑥𝑥𝛾𝑥𝑦

+ 𝑄26
𝑝̅̅ ̅̅ ̅𝜀𝑦𝑦𝛾𝑥𝑦

−
1

2
(𝑄11

𝑝̅̅ ̅̅ ̅𝑑31

+ 𝑄12
𝑝̅̅ ̅̅ ̅𝑑32)𝜀𝑥𝑥E3

−
1

2
(𝑄12

𝑝̅̅ ̅̅ ̅𝑑31

+ 𝑄22
𝑝̅̅ ̅̅ ̅𝑑32)𝜀𝑦𝑦E3

−
1

2
(𝑄16

𝑝̅̅ ̅̅ ̅𝑑31

+ 𝑄26
𝑝̅̅ ̅̅ ̅𝑑32)𝛾𝑥𝑦E3)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 

علت   بر    خاصیت به  علاوه  پیزوالکتریک،  مواد  الکترومکانیکي 

شود. انرژي  ها ذخیره ميانرژي کرنشي، انرژي الکتریکي نیز در آن 

دست  بهالکتریکي ذخیره شده در مواد پیزوالکتریک از رابطه زیر  

 آید:مي

(13) 

𝑊𝑀𝐹𝐶 = ∑ ∫ ∫ ∫ (
𝐻𝑘

𝐻𝑘−1

𝐿𝑥/2

−𝐿𝑦/2

𝐿𝑥/2

−𝐿𝑦/2

𝑀

𝑘=1

1

2
(𝑄11

𝑝̅̅ ̅̅ ̅𝑑31

+ 𝑄12
𝑝̅̅ ̅̅ ̅𝑑32)𝜀𝑥𝑥E3

+
1

2
(𝑄12

𝑝̅̅ ̅̅ ̅𝑑31

+ 𝑄22
𝑝̅̅ ̅̅ ̅𝑑32)𝜀𝑦𝑦E3

+
1

2
(𝑄16

𝑝̅̅ ̅̅ ̅𝑑31

+ 𝑄26
𝑝̅̅ ̅̅ ̅𝑑32)𝛾𝑥𝑦E3

+
1

2
𝑇33𝐸3

2)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 
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رابطهیريگ انتگرال در  )ها  )11هاي  تا  راستا  (13(  در    z  يدر 

  يبا استفاده از عبارات حدس زده شده برا است.  پیوست ارائه شده

را محاسبه کرد.    يکرنش  هايیدانم   توانيم  ، جایيجابه  هايیدانم

جا رابطه کرنش  ینا  یگذاريبا  در  و    يکرنش  يانرژ  يهاها 

کل ورق را محاسبه   يکرنش يانرژ توانيها، ماز آن  یريگ انتگرال

منحني    یافبا ال  مرکب ورق    يکرنش   يشامل انرژ  يانرژ  ین. اردک 

لا  شکل و    یافماکروال  مرکب   یزوالکتریک پ  هايیهو  است 

  ین و همچن  جایيجابه  هايیدان م  هايضریب از    يتابع  صورتبه

 :دنشو يدما محاسبه م ییراتتغ

(14) 𝑈𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙(∆𝑇،�̂�, �̂�, �̂�) = 𝑈𝑉𝑆 + 𝑈𝑀𝐹𝐶 − 𝑊𝑀𝐹𝐶  

 آیدميبه دست    یر ز  صورتبهپتانسل ورق    يانرژ  يمجاز  ییراتتغ

 [12 ] : 

(15) 
𝛿𝑈𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙 = (

𝜕𝑈𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙

𝜕�̂�
) 𝛿�̂� + (

𝜕𝑈𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙

𝜕�̂�
) 𝛿�̂�

+ (
𝜕𝑈𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙

𝜕�̂�
) 𝛿�̂� 

رابطه   عبارت(15)در  پرانتز،    ي ها،  دستگاه    ترتیب بهداخل 

تغ از  حاصل  به    یل پتانس  يانرژ  ییراتمعادلات  نسبت  کل 

  يبرقرار  يهستند. برا  wو    u  ،v  جایي جابه  هايیدانم  هايضریب 

، لازم است تک تک دستگاه معادلات به دست آمده، (15)رابطه  

ا باشند.  صفر  با  معادلات،    ین برابر  از    خطي  هاي تابعمجموعه 

 ین،درون صفحه هستند. بنابرا  جایيجابه  هايیدانم  هايضریب 

را    جایي جابه  هاي یدانم  هاي ضریب   توانيم صفحه  درون 

خارج   جایيجابه  هايیدانم  هايضریب از    هایيتابع  صورتبه

تعداد معادلات    ،هايضریب   ینصفحه به دست آورد. با حذف ا

خارج از صفحه کاهش    جایيجابه  هايیدانم  هايضریب به تعداد  

 . یافت خواهد 

ا  با  از  تغ  توانيدستگاه معادلات، م  یناستفاده   ییریافتهشکل 

- یوتونپخت، با استفاده از روش ن  یندآها را بعد از فرورق  ینا

 افزار متلب به دست آورد. نوشته شده در نرم   یژهرافسون و برنامه و

ا   با  به  ب  بیشتردر    ینکهتوجه  برا   یک از    یشموارد    يجواب 

ها ممکن  از جواب  يو بعض  شوديم  یافتدستگاه معادلات تعادل  

حالت  با  متناظر  برا  یستمس  یدارناپا  ي هااست    یابيارز  ي باشد، 

به    یاکل و    یلپتانس  يدوم تابع انرژ  ییراتها لازم است تغجواب

  یرز  صورت به  ه دستگا  هايضریب   ینژاکوب  یسماتر  يعبارت

 : [ 12]  گردد یلتشک

(16) 𝐽𝑖𝑗 =
𝜕2𝑈𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙

𝜕�̂�𝑖𝜕�̂�𝑗

,   �̂� = [�̂�, �̂�, �̂�] 

جواب با  متناظر  نقاط  در  ضرایب  ماتریس  حالت  ژاکوبین  هاي 

ماتریس   ویژه  مقادیر  از  یکي  که  زماني  باشد.  مثبت  باید  پایدار 

ن نبوده ژاکوبین صفر و یا منفي باشد، ماتریس ژاکوبین مثبت معی

 دهنده حالت ناپایدار سیستم است. و جواب به دست آمده نشان

زیادي    لایهمانند  پارامترهاي  لایهضخامت  آرایش  ها، ها، 

هاي هاي رزین، مرتبه میدانخواص مکانیکي مواد، ضخامت لایه

ند. براي هر  هستها تأثیرگذار  جابجایي بر شکل نهایي این ورق

گردد،  ورق یک ضخامت بحراني و یک طول بحراني تعریف مي

بحراني و طول جانبي  چنانچه ضخامت ورق کمتر از ضخامت  

کند. نیز بیشتر از طول بحراني باشد ورق حالت دوپایداره پیدا مي

هاي رزین و وابستگي دمایي خواص بر شکل نهایي ورق اثر لایه

  . است عات زیادي مورد بررسي قرار گرفتهو نقطه انشعاب در مطال

 است. نشان داده شده 3ها در متلب درشکلروندنماي حل معادله

 

 خواص و مواد -3
 یهچهار لا  يمربع  مرکب   ورق مستطیلي  یکاز    مقاله   یندر ا 

و ضخامت    متریليم  380که طول و عرض آن    شودياستفاده م

با    یههرلا کل    متریليم  0/ 3برابر  مجموع ضخامت  در  که  است 

است    ايیه. ورق از نوع مرکب لاشوديم  متریليم  1/ 2ورق برابربا  

منحني    یافبا ال  cycom 997-2مرکب    عوسط از نو   یهکه چهارلا

  1در جدول  هالایه   يو حرارت  یکي هستند که خواص مکان  شکل

همچناست شدهارائه   جهت   یات جزئ  ین .  به    یافال  یري گ مربوط 

بهاست شدهگزارش    2در جدول  یرمتغ  سفتيمرکب   دو  .  علاوه، 

هستند که    یافماکروال  مرکب ازنوع    یزوالکتریکپ  یینبالا و پا   لایه

  ماکروالیاف  مرکب   یزوالکتریکپ  یيبالا  یهلا  یافال  یريگ جهت 

جهت   [ 90]   صورتبه   مرکب   یزوالکتریکپ  یینيپا  یهلا  یريگ و 

و    یکيکه خواص مکان  صفر درجه هستند  صورتبه  ماکروالیاف

 ورق  لازم به ذکر است است.  ارائه شده  3جدولها در  آن   یکيالکتر
  



  ...مستطيلی  ورق های پايدار استاتيکی بررسی حالت

   

 29 1404    ،1 ه، شمار44هاي عددي در مهندسي، سال روش

 
 ها در متلب . روندنمای حل معادله 3شکل

 

 

 cycom 972-22  [16 ]. خواص مکانيکی و گرمايی 1جدول

 خاصیت مقدار 

 )گیگاپاسکال(   11Eمدول الاستیسیته طولي  156

 )گیگاپاسکال( 22Eمدول الاستیسیته عرضي  35/8

 )گیگاپاسکال(  12Gمدول الاستیسیته برشي  2/4

 12vضریب پواسون  33/0

 بر درجه سلسیوس11α ( ×6-10  )ضریب انبساط گرمایي طولي  - 29/0

 بر درجه سلسیوس22α  (×6-10  )ضریب انبساط گرمایي عرضي  24

 کیلوگرم برمترمکعب( )  ρچگالي  1620

 متر( ضخامت )میلي 3/0
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 شکل یمنحن يافال  يریگجهت. 2. جدول

 گذاري نام خانواده لایه بالایي لایه پاییني 
1T 0T 1T 0T 

75 - 15 - 75 15 45<15|75>/45<15 -|75 -> VS-1 
60 - 30 - 60 30 45<30|60>/45<30-|60 -> VS-2 
45 - 45 - 45 45 45<45|45>/45<45 -|45 -> VS-3 
30 - 60 - 30 60 45<60|30>/45<60-|30 -> VS-4 
15 - 75 - 15 75 45<75|15>/45<75 -|15 -> VS-5 

 

 MFC-P2-type [26،27 ]يزوالکتريک پ يکیو الکتر يکیخواص مکان .3جدول

 )گیگاپاسکال(   11Eمدول الاستیسیته طولي  4/29

 )گیگاپاسکال( 22Eمدول الاستیسیته عرضي  2/15

 )گیگاپاسکال(  12Gمدول الاستیسیته برشي  06/6

 12vضریب پواسون  312/0

 متر( ضخامت )میلي 3/0

 متر بر ولت( میلي 9-10×)  33dضریب پیزوالکتریک  380

 متر بر ولت( میلي 9-10×)  31dضریب پیزوالکتریک  - 170

Sالکتریک ثابت دي  5/1
xε ( ×11-10 فراد بر میلي )متر 

 کیلوگرم برمترمکعب( )  ρچگالي  5440

 

قرار گرفته و پس از خنک   گراديدرجه سانت 180پخت  يدر دما

دما به  م  20  يشدن  این  رسد يدرجه  با    گرمایي  یانگراد  رواز 

 .کنديرا تجربه م گراديدرجه سانت 160 ياختلاف دما

  مرکب ورق مسههتطیلي  شههکلمنحني  یافال  یريگ جهت  4شههکل

 .دهديرا نشان م یقمورد تحق

 

 محدود اجزایروش  -5

به   براي  نتایج  از  اعتبارسنجي  استاتیکي  تحلیل  از  آمده  دست 

شده نرم  استفاده  آباکوس  محدود  اجزاي  براي  افزار  است. 

هاي دوبعدي  هاي پیزوالکتریک از المان ورق و لایه   ي بند شبکه 

 (S4R شده استفاده  پوسته  مخصوص  به (  باتوجه  نازک  است. 

استاتیکي   تحلیل  در  سازه  هردو  پیزوالکتریک  و  ورق  بودن 

مدل به  پوسته  شده صورت  بدون    استسازي  به  باتوجه  اما 

ا  و  آباکوس  در  پوسته  المان  بودن  مواد    ینکه ضخامت  در 

  ي ولتاژ در راستا   یستي با   یکي الکتر   یدان منظور م به   یزوالکتریک پ 

تغ  المان سه   ییر ضخامت  از  لا   ي برا   ي بعد کند،  و    هاي یه ورق 

شده   یزوالکتریک پ  از    ي بند شبکه   ي برا   است. استفاده  ورق 

آزاد   ي ا گره   20  ي بعد سه   ي ها المان  درجه  سه  استفاده    ي با 

مربوط  به   . است شده  گزینه  مساله  بودن  غیرخطي  علت 

هاي  جایي غیرخطي بودن تغییرات هندسه براي بررسي جابه به 

انتخاب شده  نرم بزرگ  در  استفاده  مورد  از  است. حلگر  افزار 

حاکم بر    مرزي شرایط  است. در قسمت    Static Generalنوع  

نقطه  در  آزادي  درجه  هر شش  محدود،  اجزاي  مرکزي   مدل 

شده بسته  مدلورق  براي  منحني  است.  الیاف  در  سازي  شکل 

شده  کمک برنامه ویژه نوشتهشده و بهآباکوس از زیربرنامه استفاده

نقطه از ورق    شیب الیاف منحني شکل در هر  ،افزار فرترندر نرم 

افزار تعریف شده و سپس برنامه در قسمتي  در نرم 2مطابق شکل

نرم توسط  فراخوانيکه  براي  آباکوس   افزار 
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 31 1404    ،1 ه، شمار44هاي عددي در مهندسي، سال روش

  
 )ب( )الف(

 
 

 )د( )ج(

 
 ()ه

 VS-5( ه  VS-4د(  VS-3ج(  VS-2ب(   VS-1شکل ورق مستطيلی الف( منحنی   يافال   يریگجهت .4شکل 

 

شود و ورق الیاف منحني  ها مشخص شده فراخواني ميزیربرنامه

 گردد.در آباکوس تعریف مي
 

 نتايج و بحث -6

 اعتبارسنجی -1-6

ا نتا  یندر  تحل  یجقسمت  از  مرکب    یکياستات  یلحاصل  ورق 

مرکب    یزوالکتریکپ  هايیهو با لا شکلمنحني    یافبا ال  دوپایداره

خارج   یيجاکه شامل جابه  یجنتا   یناست. اارائه شده  ماکروالیاف

حالت  و  صفحه  برا  یدارپا  يهااز  هستند    هايینشچ  يورق 

ال شده  يهاهیلا  یافمختلف  ارائه  ورق  علاوه  مرکب  به  است. 

 ین، اتحلیليمدل نیمهدست آمده از به یجنتا ياعتبارسنج منظوربه

نتا  یجنتا آباکوس    اجزاي محدود  افزارنرمارائه شده توسط    یجبا 

 .  است شده یسهمقا
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 هایيه شکل بدون ل  یمنحن  يافبا ال  يهورق مستطيلی چهارل متر( خارج از صفحهجايی )برحسب ميلیجابه  يسهمقا. 4جدول

 ماکروالياف پيزوالکتريک کامپوزيتی 

A B C  نوع ورق مدل 

 توسعه یافته 795/29 614/28 25/ 066

VS-1 337/24 615/29 655/29  آباکوس 

 خطا)%(  4/0 3/3 0/3

 توسعه یافته 767/31 127/35 954/35

VS-2 267/36 196/36 980 /30  آباکوس 

 خطا)%(  5/2 9/2 8/0

 توسعه یافته 127/38 215/40 127/38

VS-3 867/37 39/40 867/37  آباکوس 

 خطا)%(  6/0 4/0 6/0

 توسعه یافته 32/ 360 524/38 314/40

VS-4 202 /40 467/39 198/32  آباکوس 

 خطا)%(  5/0 3/2 3/0

 توسعه یافته 26/ 180 33/ 065 842/36

VS-5 910 /36 615/33 813/24  آباکوس 

 خطا)%(  5/5 6/1 2/0

 

مختلف    يهاقسمت   متر()برحسب میلي  جایيجابه  4  جدول 

ال  ورق لا  یهچهارلا  شکلمنحني  و    یممستق  یافبا   هاي یهبدون 

که از دو روش   دهديرا نشان م  ماکروالیافمرکب    یزوالکتریکپ

منظور از نقاط      4در جدولاند.  دست آمدهو آباکوس به  تحلیلي

A  ،B    وC  ورق، وسط لبه ورق   گوشه لبه سمت راست   ترتیب به

جدول    ینهمانطور که از ا است.    ورق  گوشه لبه سمت چپ   و

دست  به  یجبا نتا  یارخوبيبس  سازگاري  متلب    یجمشخص است، نتا

بیشترین و  دهد که  به علاوه، نتایج نشان مياز آباکوس دارد.    آمده

و    VS-3چینش    ترتیب مربوط به بهمرکز ورق   جایي جابهکمترین 

VS-1  مي بنابراین،  چینش  است.  با  ورق  که  گرفت  نتیجه  توان 

VS-3    وVS-1   مناسب براي برداشت انرژي و مورفینگ  ترتیب به  

 هستند.

مختلف   يهاقسهمت   متر()برحسهب میلي  جایيجابه 5جدول 

 هايیههمراه با لا  یهچهارلا شهکلمنحني و  یممسهتق یافورق با ال

که از دو روش   دهديرا نشهان م  ماکروالیافمرکب    یزوالکتریکپ

انهد. همهانطور کهه از دسهههت آمهدهبهه  اجزاي محهدودو    تحلیلينیمهه

با هم    بسهیارخوبيسهازگاري    یججدول مشهخص اسهت، نتا ینا

دههد کهه بیشهههترین و کمترین  بهه علاوه، نتهایج نشهههان مي  دارد.

 VS-1و    VS-4ترتیهب مربوط بهه چینش  مرکز ورق بهه  جهایيجهابهه

و  VS-4توان نتیجه گرفت که ورق با چینش  اسههت. بنابراین، مي

VS-1 مناسهب براي برداشهت انرژي و مورفینگ هسهتند.  ترتیب به 

شههود که افزودن مشههخص مي 5و  4از مقایسههه نتایج در جدول 

 بهه ورق منجر بهه کهاهش  مهاکروالیهافههاي پیزوالکتریهک  لایهه

به عبارت    شودورق مي  Cو  A  ،Bنقاط   رها دگیر جابجایيچشهم

 یابد.دیگر سختي سازه در اثر افزودن این لایه افزایش مي
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 33 1404    ،1 ه، شمار44هاي عددي در مهندسي، سال روش

پيزوالکتريک   هایيه ل باشکل   یمنحن  يافبا ال  يهورق مستطيلی چهارل متر( خارج از صفحهجايی )برحسب ميلیجابه  يسهمقا .5جدول

 کامپوزيتی ماکروالياف 

A B C  نوع ورق نوع حل 

 یافتهتوسعه 326/5 912/9 415/5

VS-1 403 /5 112/10 305 /5  آباکوس 

 خطا)%(  3/0 9/1 2/0

 یافتهتوسعه 799/8 455/12 981/8

VS-2 103 /9 661/12 080/9  آباکوس 

 خطا)%(  1/3 6/1 3/1

 یافتهتوسعه 168/13 711/15 168/13

VS-3 219/13 76/15 219/13  آباکوس 

 خطا)%(  3/0 3/0 3/0

 یافتهتوسعه 13/ 607 16/ 073 793/14

VS-4 687/14 019 /16 646/13  آباکوس 

 خطا)%(  3/0 3/0 7/0

 متلب 683/11 400/14 14/ 460

VS-5 011 /14 401 /14 837/11  آباکوس 

 خطا)%(  3/1 007/0 2/3

 

هاي ارائه شده در این بخش به طور کلي با استفاده از تحلیل 

را  مي مطلوب  چینش  انتظار  مورد  کاربرد  نوع  با  متناسب  توان 

شود  انتخاب چینش مناسب پیشنهاد مي  منظوربهانتخاب کرد. البته  

سازي با تابع هدف به کمک معادلات استخراج شده، مساله بهینه

 مورد نظر به کار گرفته شود. 

 های پايدارحالت -2-6

منحني  و    یممستق  یافورق با ال  یدارپا  يها قسمت حالت   یندر ا

از   شکل که  مختلف  انواع  تحلیلي  با  به  روش  آباکوس  دست  و 

 یدارپا  يهاحالت  ترتیب به  6و   5  يها. شکلاست شده، ارائه  آمده

  یزوالکتریکپ  هايیهبدون لا  مرکب ورق  اول و دوم انواع مختلف  

م  ماکروالیاف  مرکب  نشان  روش    دهديرا  دو  از  و    تحلیليکه 

  ي هاترتیب حالت به  8  و شکل  7  شکلاند.  دست آمدهآباکوس به

لا  یدارپا با  همراه  مرکب  ورق  دوم  و    یزوالکتریک پ  هايیهاول 

م  ماکروالیافمرکب   نشان  روش    دهديرا  دو  از  و    تحلیليکه 

 ی هاگوشه   هایيی جاجابه   يسهمقا  9ل  شکاند.  دست آمدهآباکوس به

چينش ورق   منحنی    مختلفهای  با  م  شکلالياف  نشان   .دهدی را 

نتا   هاشکلهمانطور که از   سازگاري    تحلیلي  یجمشخص است، 

 دست آمده از آباکوس دارد.  به یجبا نتا یارخوبيبس

 

 گيرینتيجه -7

ا تحل  یندر  مستطیلي  یک  یکي استات  یلمقاله،    مرکب  ورق 

ال  دوپایداره لا  شکلمنحني    یافبا    یزوالکتریک پ   هايیهو 

برااست شده  ي بررس  ماکروالیافبا    شدهتقویت  منظور،   ینا   ي. 

  با استفاده از  مرکب ورق    يخارج  یروهايو کارن  یلپتانس  يانرژ

استخراج    رمنکاونف  یرخطيغ  جایيجابه-کرنش  هايرابطه

  يانرژ  سازيینهو کم  ریتزیلياند. سپس، با استفاده از روش رشده

اند. در ادامه،  ورق به دست آمده  یدارپا  يها حالت   یستم،س  یلپتانس

توسعه مدل  از  استفاده   هاي جایيجابههیر،    یافتهبا 
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 )د( )ج(

 
 ()ه

د(   VS-3ج(  VS-2ب(  VS-1مرکب ماکروالياف الف(   يزوالکتريکپ هایيه ورق مرکب بدون ل  یاول برا يدارحالت پا يسهمقا .5شکل 

VS-4 ه )VS-5 
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 )ب( )الف( 

 
 

 )د( )ج(

 
 ()ه

د(   VS-3ج(  VS-2ب(  VS-1مرکب ماکروالياف الف(   يزوالکتريکپ هایيه ورق مرکب بدون ل  یبرا دوم يدارحالت پا يسهمقا .6شکل 

VS-4 ه )VS-5 

. 

 



   و همکاران احسان هندسی 

   

4140   ، 1 ه، شمار44هاي عددي در مهندسي، سال روش  36 

  
 )ب( )الف( 

  
 )د( )ج(

 
 ()ه

-VSد(  VS-3ج(  VS-2ب(  VS-1مرکب ماکروالياف الف(   يزوالکتريکپ هایيه ل  باورق مرکب  یاول برا يدارحالت پا يسهمقا .7شکل 

 VS-5( ه 4
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-VSد(  VS-3ج(  VS-2ب(  VS-1مرکب ماکروالياف الف(   يزوالکتريکپ هایيه ل  باورق مرکب  یبرا دوم يدارحالت پا يسهمقا. 8شکل 

 VS-5( ه 4
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 )الف( 

 
 )ب(

 
 )ج(

  w(x,Ly-2)ب(   w(x,0)مختلف الف(  یهادر حالت  يزوالکتريکپ هایيه ورق بدون ل یهاگوشه هایيیجاجابه  يسهمقا .9شکل 

 w(x,-Ly-2)ج( 
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نتا  يهاقسمت  با  و  محاسبه  ورق  در    سازيیهشب  یجمختلف 

  جایيجابه  یدانم  يبرا  ین. همچناندشده  یسهافزار آباکوس مقانرم 

مرتبه    هايتابع  از استفادهشکل  نهااست شده  هفت  در    یت، . 

حالت   يهاقسمت   هاي جایيجابه همراه  به  ورق    يهامختلف 

برا  یدارپا مخ  يآن  حالت    شکلمنحني    یافال  ینشچ  تلفپنج 

ل مد  اند.شده  یسهمقا  اجزاي محدوداند و با مدل  استخراج شده

با    يخوب  یاربس  سازگاري  یافته مرتبه هفت میدان جابجایي  توسعه

بر اساس نتایج    .  نتایج بدست آمده از روش اجزاي محدود دارد

شده   جابهحاصل  کمترین  و  بدون  بیشترین  ورق  مرکز  جایي 

 VS-1و    VS-3ترتیب مربوط به چینش  هاي پیزوالکتریک بهلایه

ترتیب مناسب براي کاربرد برداشت انرژي و مورفینگ  است که به

سختي ورق را   ماکروالیاف  یزوالکتریکپ  هايیه افزودن لا  هستند.

کاهش جابجا دهد و  افزایش مي به  به    .شوديورق م  هایيمنجر 

از   استفاده  با  کلي  شدهطور  ارائه  این    نتایج  توان  مي  مقالهدر 

متناسب با نوع کاربرد مورد انتظار چینش مطلوب را انتخاب کرد. 

مي  منظوربهالبته   پیشنهاد  مناسب  چینش  کمک  انتخاب  به  شود 

سازي با تابع هدف مورد نظر معادلات استخراج شده، مساله بهینه

به کار گرفته شود. 
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 . به در ادامه آمده است   z يدر راستا (16)( تا 14هاي ) ها در رابطهانتگرالمحاسبه 

𝑈𝑉𝑆 = ∫ ∫ (−𝐴11ΔT𝜖xx0𝛼xx

_
− 𝐴16ΔT𝛾xy0𝛼xx

_
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− 𝐴66ΔT𝛾xy0𝛼xy

_
− 𝐴26ΔT𝜖yy0𝛼xy

_
− 𝐴26ΔT𝛾xy0𝛼yy

_
− 𝐴22ΔT𝜖yy0𝛼yy

_
− 𝐵11ΔT𝑘xx0𝛼xx

_

− 𝐵16ΔT𝑘xy0𝛼xx

_
− 𝐵12ΔT𝑘yy0𝛼xx

_
− 𝐵16ΔT𝑘xx0𝛼xy

_
− 𝐵12ΔT𝑘xx0𝛼yy

_
− 𝐵66ΔT𝑘xy0𝛼xy

_

− 𝐵26ΔT𝑘yy0𝛼xy

_
− 𝐵26ΔT𝑘xy0𝛼yy

_
− 𝐵22ΔT𝑘yy0𝛼yy

_
+ 𝐴16𝜖xx0𝛾xy0 + 𝐴12𝜖xx0𝜖yy0

+
1

2
𝐴11𝜖xx0

2 +
1

2
𝐴66𝛾xy0

2 + 𝐴26𝛾xy0𝜖yy0 +
1

2
𝐴22𝜖yy0

2 + 𝐵16𝑘xx0𝛾xy0 + 𝐵16𝑘xy0𝜖xx0

+ 𝐵12𝑘xx0𝜖yy0 + 𝐵12𝑘yy0𝜖xx0 + 𝐵11𝑘xx0𝜖xx0 + 𝐵66𝑘xy0𝛾xy0 + 𝐵26𝑘yy0𝛾xy0 + 𝐵26𝑘xy0𝜖yy0

+ 𝐵22𝑘yy0𝜖yy0 + 𝐷16𝑘xx0𝑘xy0 + 𝐷12𝑘xx0𝑘yy0 +
1

2
𝐷11𝑘xx0

2 + 𝐷26𝑘xy0𝑘yy0 +
1

2
𝐷66𝑘xy0

2

+
1

2
𝐷22𝑘yy0

2 ) 𝑑𝑥𝑑𝑦 

𝑈𝑀𝐹𝐶 = ∫ ∫ (𝐴16
𝑝

𝜖xx0𝛾xy0 + 𝐴12
𝑝

𝜖xx0𝜖yy0 +
1

2
𝐴11

𝑝
𝜖xx0

2 +
1

2
𝐴66

𝑝
𝛾xy0

2 + 𝐴26
𝑝

𝛾xy0𝜖yy0 +
1

2
𝐴22

𝑝
𝜖yy0

2
−𝐿𝑦/2

−𝐿𝑦/2

𝐿𝑥/2

−𝐿𝑦/2

+ 𝐵16
𝑝

𝑘xx0𝛾xy0 + 𝐵16
𝑝

𝑘xy0𝜖xx0 + 𝐵12
𝑝

𝑘xx0𝜖yy0 + 𝐵12
𝑝

𝑘yy0𝜖xx0 + 𝐵11
𝑝

𝑘xx0𝜖xx0 + 𝐵66
𝑝

𝑘xy0𝛾xy0

+ 𝐵26
𝑝

𝑘yy0𝛾xy0 + 𝐵26
𝑝

𝑘xy0𝜖yy0 + 𝐵22
𝑝

𝑘yy0𝜖yy0 + 𝐷16
𝑝

𝑘xx0𝑘xy0 + 𝐷12
𝑝

𝑘xx0𝑘yy0 +
1

2
𝐷11

𝑝
𝑘xx0

2

+ 𝐷26
𝑝

𝑘xy0𝑘yy0 +
1

2
𝐷66

𝑝
𝑘xy0

2 +
1

2
𝐷22

𝑝
𝑘yy0

2 −
1

2
(𝐴11

𝑝
𝑑31 + 𝐴12

𝑝
𝑑32)𝜖xx0E3

−
1

2
(𝐵11

𝑝
𝑑31 + 𝐵12

𝑝
𝑑32)𝑘xx0E3 −

1

2
(𝐴12

𝑝
𝑑31 + 𝐴22

𝑝
𝑑32)𝜖yy0E3

−
1

2
(𝐵12

𝑝
𝑑31 + 𝐵22

𝑝
𝑑32)𝑘yy0E3 −

1

2
(𝐴16

𝑝
𝑑31 + 𝐴26

𝑝
𝑑32)𝛾xy0E3

−
1

2
(𝐵16

𝑝
𝑑31 + 𝐵26

𝑝
𝑑32)𝑘xy0E3) 𝑑𝑥𝑑𝑦 

𝑊𝑀𝐹𝐶 = ∫ ∫ (
1

2
(𝐴11

𝑝
𝑑31 + 𝐴12

𝑝
𝑑32)𝜖xx0E3 +

1

2
(𝐵11

𝑝
𝑑31 + 𝐵12

𝑝
𝑑32)𝑘xx0E3

𝐿𝑥/2

−𝐿𝑦/2

𝐿𝑥/2

−𝐿𝑦/2

+
1

2
(𝐴12

𝑝
𝑑31 + 𝐴22

𝑝
𝑑32)𝜖yy0E3 +

1

2
(𝐵12

𝑝
𝑑31 + 𝐵22

𝑝
𝑑32)𝑘yy0E3

+
1

2
(𝐴16

𝑝
𝑑31 + 𝐴26

𝑝
𝑑32)𝛾xy0E3 +

1

2
(𝐵16

𝑝
𝑑31 + 𝐵26

𝑝
𝑑32)𝑘xy0E3 +

1

2
𝑇33𝐸3

2) 𝑑𝑥𝑑𝑦 



   و همکاران احسان هندسی 

   

4140   ، 1 ه، شمار44هاي عددي در مهندسي، سال روش  40 

                                                                                                                                                    References منابع

[1] Zhang, H., Yang, D., and Sheng, Y., ‟Performance-

driven 3D printing of continuous curved carbon fibre 

reinforced polymer composites: A preliminary 

numerical study”, Composites Part B: 

Engineering, Vol. 151. pp. 256-264, 2018. 

[2] Sanz-Herrera, J. A., Apolinar-Fernandez, A., Jimenez-

Aires, A., Perez-Alcantara, P., Domínguez, J., and 

Reina-Romo, E.,‟Multiscale characterization of the 

mechanics of curved fibered structures with 

application to biological materials”, bioRxiv , 2024. 

[3] Hyer, M. W., and Lee, H. H., “The use of curvilinear 

fiber format to improve buckling resistance of 

composite plates with central circular holes”, 

Composite Structures, Vol. 18. No. 3, pp. 239-

261,1991. 

[4] Waldhart, C., “Analysis of tow-placed, variable-

stiffness laminates”, Doctoral dissertation, Virginia 

Tech. 1996. 

[5] Langley, P. T., “Finite element modeling of tow-

placed variable-stiffness composite laminates”, 

Doctoral dissertation, Virginia Tech. 1999. 

[6] Jegley, D. C., Tatting, B. F., and Guerdal, Z., 

“Automated Finite Element Analysis of Elastically-

Tailored Plates” (No. NASA/CR-2003-212679). 

2003. 

[7] Tatting, B. F., Gürdal, Z., and Jegley, D., “Design and 

manufacture of elastically tailored tow placed plates” 

(No. NASA/CR-2002-211919). 2002. 

[8] Senocak, E., and Tanriover, H., “Analysis of 

composite plates with variable stiffness using 

Galerkin method”, The Aeronautical Journal, Vol. 

111, No. 1118. Pp. 247-255. 2007. 

[9] Lopes, C. S., Gürdal, Z., and Camanho, P. P., 

“Variable-stiffness composite panels: Buckling and 

first-ply failure improvements over straight-fibre 

laminates”, Composite Structures, Vol. 86, No. 9, pp. 

897-907. 2008. 

[10] Lopes, C. S., Gürdal, Z., and Camanho, P. P., 

“Tailoring for strength of composite steered-fibre 

panels with cutouts”, Composites Part A: Applied 

Science and Manufacturing, Vol. 41, No. 12, pp. 

1760-1767. 2010. 

[11] Sousa, C. S., Camanho, P. P., and Suleman, A., 

‟Analysis of multistable variable stiffness composite 

plates”, Composite Structures, Vol. 98, pp. 34-46. 

2013.  

[12] Haldar, A., Reinoso, J., Jansen, E., and Rolfes, R., 

“Thermally induced multistable configurations of 

variable stiffness composite plates: Semi-analytical 

and finite element investigation”, Composite 

Structures., Vo. 183, pp. 161-175. 2018. 

[13] Anilkumar, P. M., and Rao, B. N., “Impact of 

hygrothermal environment on the bistability of 

variable stiffness laminates with curvilinear fibre 

paths”, International Journal of Advances in 

Engineering Sciences and Applied Mathematics. Vol. 

13, No. 1, pp. 33-48. 2021. 

[14] Sharma, N., Swain, P. K., Maiti, D. K., and Singh, B. 

N., “Static and free vibration analyses and dynamic 

control of smart variable stiffness laminated 

composite plate with delamination”, Composite 

Structures., Vol. 280, pp. 114793. 2022. 

[15] Shukla, R., and Pradyumna, S., “Static Response of a 

Variable Stiffness Composite Laminated Plate 

Embedded with a PFRC Layer”, In Recent Advances 

in Computational and Experimental Mechanics, 

Vol—I: Select Proceedings of ICRACEM 2020 (pp. 

435-446). Springer Singapore.2022 

[16] Anilkumar, P. M., Scheffler, S., Haldar, A., Brod, M., 

Rao, B. N., Jansen, E. L., and Rolfes, R., “Nonlinear 

dynamic modeling of bistable variable stiffness 

composite laminates”, Journal of Sound and 

Vibration., Vol. 545, pp. 117417. 2023. 

[17] Guo, X., Dong, T., and Guo, Z., “Study on the 

rectangular bistable composite laminated plate 

through dynamic modeling, numerical simulation 

and experiment.” Acta Mechanica, Vol. 234, No. 9, 

pp. 4297-4313. 2023. 

[18] Lemos, D. M., Marques, F. D., and Ferreira, A. J.,“A 

review on bistable composite laminates for aerospace 

applications”, Composite Structures, pp. 117756. 

2023. 

[19] Guo, X. T., Zhang, W., and Zhang, Y. F., 

“Experimental and numerical investigations on 

nonlinear snap-through vibrations of an 

asymmetrically composite laminated bistable thin 

plate simple supported at four corners”, Engineering 

Structures., Vol. 296, pp. 116926. 2023. 

[20] Zhang, Z., Xu, J., Ma, Y., Sun, M., Chai, H., Wu, H., 

and Jiang, S., “Design and analysis of multistable 

curvilinear-fiber laminates based on continuous fiber 

3D printing of thermosetting resin matrix”, 

Composite Structures., Vol. 307, pp. 116616. 2023. 

[21] Guo, Z., Xu, J., Cao, D., Dong, T., and Ma, W.,‟ The 

static and dynamic regimes of the bistable 

asymmetric cross-ply composite laminated plates”, 

Mechanics of Advanced Materials and Structures, 

pp.1-15. 2023 

[22] Taki, M. S., Tikani, R., and Ziaei-Rad, S., “A 

comprehensive formulation for determining static 

characteristics of mosaic multi-stable composite 

laminates under large deformation and large 

rotation”, Thin-Walled Structures, Vol. 197, pp. 

111545. 2024. 

[23] Mukherjee, P., Mukherjee, A., Arockiarajan, A., and 

Ali, S. F., ‟Dynamics of bistable composite plates”, 

International Journal of Non-Linear Mechanics, 

104767. 2024. 

[24] Sharma, N., Swain, P. K., Maiti, D. K., and Singh, B. 

N., ‟Static and free vibration analyses and dynamic 



  ...مستطيلی  ورق های پايدار استاتيکی بررسی حالت

   

 41 1404    ،1 ه، شمار44هاي عددي در مهندسي، سال روش

control of smart variable stiffness laminated 

composite plate with delamination”, Composite 

Structures, Vol. 280, 114793. 

[25] Hashemi, S., Shahri, P. K., Beigzadeh, S., Zamani, 

F., Eratbeni, M. G., Mahdavi, M., Heidari, A., 

Khaledi, H. and Abadi, M. R. R., ‟Nonlinear free 

vibration analysis of In-plane Bi-directional 

functionally graded plate with porosities resting on 

elastic foundations”, International Journal of 

Applied Mechanics, Vol. 14, No. 01, pp. 2150131. 

2022. 

[26] Lee, A. J., and Inman, D. J., “Electromechanical 

modelling of a bistable plate with macro fiber 

composites under nonlinear vibrations”, Journal of 

Sound and Vibration, Vol. 446, pp.326-342. 2019. 

[27] Lee, A. J., and Inman, D. J., “A multifunctional 

bistable laminate: Snap-through morphing enabled 

by broadband energy harvesting”, Journal of 

Intelligent Material Systems and Structures, Vol. 29, 

No. 11, pp. 2528-2543, 2018. 


