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Abstract: This paper presents a meshless local method based on Trefftz formulation for bending analysis of laminated 

composite plates regardless of the lamination scheme. The plates are modelled based on Mindlin’s first order shear 

deformation theory. In the proposed method, the solution domain is discretized by two sets of point grids, namely the 

nodal grid that contain the degrees of freedom (DOFs), and the intermediate point grid that have no DOFs, but are only 

used for imposition of the governing equations and the boundary conditions. A subdomain, named cloud, is considered 

corresponding to every node, which contains a definite number of its adjacent nodes. The problem solution is constituted 

of homogeneous and particular parts within the cloud, where exponential basis functions are used to interpolate each part. 

The implemented formulation is capable of extending continuity of the DOFs up to desired order of derivatives, by only 

interpolating the intended DOF by means of its corresponding DOFs from the nodes in its close neighborhood within the 

cloud in a weighted residual approach, without introducing extra DOFs. The overlap of adjacent clouds integrates the 

solution function over the entire domain. To investigate the applicability and accuracy of the proposed method, numerical 

examples will compare the extracted solutions by their exact counterparts or available data in the literature, which reflect 

perfect performance of the method. 
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 مقاله پژوهشي       

 

 نمایی با مرتبه پیوستگی دلخواه برای خمش روش بدون شبکه توابع پایه 

 ایصفحات مرکب لایه 
 

 

 برومند  ژنیب و *ینورمحمد مای، ن ی معتمد  رضایعل

 اصفهان  یعمران، دانشگاه صنعت یدانشکده مهندس
 

 ت یبدون محدود  ایه یلا  تیکامپوز  یها ورق   ی رفتار خمش  ل یترفتز به منظور تحل  یبندبراساس فرمول  ی روش بدون شبکه محل  کیمقاله    نیدر ا   -چکیده

( صورت گرفته است. در روش نیندلیمرتبه اول )م  ی برش   رشکلییتغ  یصفحات با استفاده از تئور  یسازتوسعه داده شده است. مدل  هاه یلا  شیدر آرا

مجهولات درجات    یکه حاو  ی . نقاط شودی م  یساز دو مجموعه از شبکه نقاط گسسته   له یدامنه به وس  یداخل و مرزها  ه ی دامنه حل شامل ناح   یشنهادیپ

  کینقاط  نیاز ا کی. متناظر با هر شوندی م  دهینقاط واسطه نام شوندی م فیمعادلات تعر ل یدوم که به منظور تشک و نقاط شبکه  ،یاهستند نقاط گره  یآزاد

حاصل    یروش، جواب مسئله از مجموع دو بخش همگن و خصوص  ن ی. در اشودی مجاور در نظر گرفته م   یااز نقاط گره  یتعداد  یبه نام ابر حاو  ردامنه یز

با مراتب دلخواه   ی وستگیپ  جادیا  تیروش قابل   نیا  یبند. فرمولشودی استفاده م   یی نما  ه یمتشکل از توابع پا  یسر  ک یهر کدام از    ی ابیدرون  یشده و برا

  هر   در  دلخواه  مرتبه   تا  هامشتقات آن  ایو    یدرجات آزاد   ریصورت که مقاد  ن یرا دارا است، به ا  یبدون اضافه نمودن هرگونه درجه آزاد  هاه یرناح یز  انیم

.  دهد یم  تیرا به کل دامنه سرا  ی وستگیپ  نیا  اابره   ی سپس همپوشان  شوند،ی م   ی ابیمجاور همان ابر درون  ایمتناظر از نقاط گره  ریتوسط مقاد  ایگره  نقطه 

 اریعملکرد بس انگریب ی که همگ شوندی م  سه یمراجع مقا ریبا سا ایمسئله در صورت وجود، و  قیحاصل با حل دق جیو دقت روش، نتا یی کارا ی بررس یبرا

 خوب روش هستند. 
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 فهرست علائم 

E  مدول الاستیسیته L  اپراتور ماتریسي معادلات حاکم بر خمش 

DF  )بردار معلومات شرایط مرزي دریشله )ضروري 
BL اپراتور ماتریسي متناظر با شرایط مرزي 

NF  )بردار معلومات شرایط مرزي نویمان )طبیعي 
hm سخ همگن  تعداد مودهاي پا 

G مدول برشي pm  تعداد مودهاي پاسخ خصوصي 

h  ضخامت ورق i
n اي موجود در ابر  تعداد نقاط گرهi 

i  نشانگر عدد موهومي m
n تعداد نقاط واسطه 

sk ضریب تصحیح انرژي برشي در تئوري میندلین q  بردار بارگذاري 

ijQ ضرایب سختي هر لایه در مختصات محلي 
hu  پاسخ همگن 

ijQ یافته هر لایه در مختصات کلي ضرایب سختي تبدیل 
pu  پاسخ خصوصي 

0u هاي تغییرشکل( بردار حاوي درجات آزادي )مولفه ν  نسبت پواسون 
R

hu  مجاور هر ابر بخش همگن درجات آزادي در نقاط R

h  ماتریس مقادیر توابع پایه در نقاط مجاور هر ابر 

u هاي بردار گرادیان مولفهu 
kθ 

با محور طولي دستگاه   kزاویه انحراف الیاف لایه 

 مختصات کلي 

 سطح میاني صفحه 
iR
 

هرکدام از نقاط واسطه واقع بر   يوزن ماندهیعبارت باق

 دامنه

 مرزها 
iR
 

هرکدام از نقاط واسطه واقع بر   يوزن ماندهیعبارت باق

 مرز

V  خارجي  نیروهاي سیستمکار مجازي تغییرات ( ),i i    ضرایب توان تابع نمایي متناظر باx  وy 

U  انرژي ارتجاعي تغییرات مجازي ( , )i i h بردار ویژه متناظر با هر مود همگن 

 

 مقدمه   - 1

به دلیل نسبت بالاي مقاومت به وزن    هاي کامپوزیت امروزه ورق

حوزه در  فراواني  مختلفکاربرد  پیدا    هاي  از  دهکرصنعت  اند. 

  ها گونه ورقبه مطالعه پیرامون تحلیل این   بسیاريرو محققان  این

دقیق نتایج  آوردن  بدست  منظور  سریع  با  تربه  حل  یا  روند  تر 

با توجه    اند.تري از مسائل علاقمند شدهقابلیت حل طیف وسیع

پیچیدگي سهبه  به صورت  مسائل  ایده    ،بعديهاي حل  همواره 

تئوري آنبر  هایيتوسعه  تبدیل  بهاي   بعديدو  ترائل سادهمس  ها 

از حوزه این راستا،  هاي پرچالش بوده است همواره یکي   و در 

یکي از عوامل موثر    تواناستفاده شده در روند حل را مي  تئوري

نتایج    بر برشي  .  دانست دقت  تغییرشکل  تئوري  تحقیق  این  در 

  در محدودهصفحات    که قابلیت حل طیف گسترده  [ 1] مرتبه اول  

نسبتاً ضخیم تا  کم  دارا  ضخامت  از    ست را  است.  استفاده شده 

توان  مي  کننددیگر ورق که محققان استفاده ميهاي  جمله تئوري

پاسخ دقیق این   را مطرح کرد.  [ 2-6]   هاي با مرتبه بالاتر  تئوري

بیشتر مواقع یافت    و در بوده  از مسائل موجود  يمعادلات در برخ

 .  و یا بسیار پیچیده است شود نمي

دهه اخیر  در  طیف  روشهاي  حل  هدف  با  عددي  هاي 

از    اند.هاي تحلیلي شدهتري از مسائل ورق جایگزین روشوسیع

 را نام برد. اخیرا  1اجزاي محدود  روش  توانها ميجمله این روش

پیشرفت  با  ارتباط  در  جامعي  حوزه  بررسي  در  روش  این  هاي 



 همکاران و  علیرضا معتمدی
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لایهورق کامپوزیت  گرفتههاي  ا  .[ 7-9]   است   اي صورت    نیبا 

 ک ی  به  ازین  از جملهروش    نی ا  يذات  اتیخصوص  يبرخ  وجود

ب حل،  دامنه  سرتاسر  در  المان  مسائلهشبکه  در  که    يخصوص 

، ذهن محققان را  باشد  لازمشبکه مذکور در روند حل    يبازساز

  المان  شبکه  حذف  با محوریت   تیمحدود  نیبرطرف کردن ا  يبرا

سابقه نسبتا   2بدون شبکه  هايروش.  به خود مشغول کرده است 

دارند، اما    لیفرانسیدر علم محاسبات و حل معادلات د  يطولان

  هاي با رشد دستگاه  مهندسي  مسائل  در  هااستفاده گسترده از آن

به    افتهی  ايملاحظه  قابل  شتاب  پرقدرت  گرمحاسبه بسته  است. 

شده    جادیا  هاآندر    يمتنوع  اتخصوصی  ،مورد انتظار  يکاربردها

از جمله مزایاي    .شودمي  افزوده  هاآن  روز بر قدرت حل بهو روز

  دامنه حل،  سازيگسستهسادگي  توان به  هاي بدون شبکه ميروش

غنيبهره پایه  توابع  از  نرخترگیري  از  برخورداري  بالاتر ،  هاي 

   ایجاد پیوستگي مراتب بالاتر اشاره کرد. همگرایي و توانایي 

باز    شیبدون شبکه به حدود پنج دهه پ  هايروش  خچهیتار

ه   کهزماني    گردد،يم شده  ک ینامیدرودیروش  هموار    3ذرات 

با هدف کاربرد در    [ 11] و موناگان    نگلدی وگ   [ 10]   يتوسط لوس

 ن یا  .دیگرد  مطرح  ايستاره  يهمانند انفجارها  يحل مسائل نجوم

لاگرانژ  ک ی  وه یش شبکه  بدون  عمدتا    يروش  امروزه  که  است 

 هايروش المان  .روديبه کار م  الاتیس  کی حل مسائل مکان  يبرا

با حذف شبکه المان  1992توسط نیرولز و همکاران در  4پراکنده

.  [ 12]   و جایگزیني تقریب با روش حداقل مربعات توسعه یافت 

گالرک   1994در    سپس شبکه  بدون  بل   5نیروش  و    چکو یتوسط 

برخي عبارات مشتق    نهمکارا افزودن  تقریب و  نسبي  بهبود  با 

مرزي   شرایط  اعمال  نیز  و  پراکنده،  المان  روش  از  محذوف 

در هر دو  .  [ 13]   افتیتوسعه    يضروري به روش ضرایب لاگرانژ 

محاسبه    يبرا  زمینهپس  لزوم استفاده از شبکه المان  مذکورروش  

سهولت    عت از سر  يانتگرال عدد بدون    .کاهديم  کارو  روش 

اعمال فرم   دهیبا ا   يلادیم  1998در    6نیگالرک -پترو  يشبکه محل

  ي جاه  ب  يبه صورت محل  لیفرانس یمعادلات د  يانتگرال  فیضع

 ارائه گردید و همکاران    يسرتاسر دامنه، توسط آتلور  اعمال در

  ير گیانتگرال يبرا زمینهپس حذف شبکه المان ،آن جهینت که  [ 6] 

   .[ 14] است 

بار توسط    نمایي نخستین  روش بدون شبکه مرزي توابع پایه

برومند و همکاران براي حل مسائل الاستودینامیک پیشنهاد گردید  

. مبناي روش بر ایده ترفتز استوار است که به معناي تقسیم  [ 15] 

پاسخ به دو بخش همگن و خصوصي، و تقریب بخش همگن با  

پایه توابع  از  متشکل  تنظیم    سري  با  که  به طوري  است،  نمایي 

ها را قادر به ارضاي دقیق صورت همگن معادله  نماي این توابع آن

هاي مختلف مورد توجه  نمایند. تاکنون توسعه این ایده در زمینه

توان تحلیل مسائل دینامیک سیالات  قرار گرفته است. از جمله مي

  و  18] هاي کامپوزیت  ، ورق[ 17] ها  ، انتشار موج در سازه[ 16] 

و موارد دیگر را نام برد.    [ 20] ، تئوري الاستیسیته غیرمحلي  [ 19

تلاش اناز جمله  افزایش  براي  گرفته  پذیري طافعهاي صورت 

آن   بازنویسي  که    به صورتاین شیوه،  بوده  بدون شبکه محلي 

معتمدي و همکاران   .[ 21] نخستین بار توسط مسیبي انجام گرفت  

و   کمانش  خمش،  تحلیل  براي  را  مذکور  شبکه  بدون  روش 

هاي مختلف  اي در تئوريهاي کامپوزیت لایهارتعاش آزاد ورق

دادند   برقراري    .[ 22] توسعه  به  تنها  روش  این  اولیه،  شکل  در 

گره در  آزادي  درجات  مقادیر  بین  مجاور  پیوستگي  هاي 

دچار مي شبکه  نامنظمي  با  مواجهه  در  بعضا  بنابراین  پرداخت، 

فر  گشت. براي رفع این مشکل سلیمانيحساسیت و افت دقت مي

برومند   تا    [ 23] و  جابجایي  مشتقات  بین  پیوستگي  برقراري  با 

هاي نامنظم روش در شبکهو همگرایي  پایداري    ،مراتب دلخواه

بخشیدند.   بهبود  پیوستگي  روش  این    حاضر  تحقیق  دررا  تا  با 

براي تحلیل    در تئوري میندلین  درجات آزادي  مشتقات  اول  مرتبه

عدم محدودیت    و  توسعه یافته   اي کامپوزیت لایههاي  ورق  خمش

مورد بررسي    شرایط مرزياي ورق، هندسه و  ایش لایهبه آر  روش

   قرار گیرد.

دوم بخش  ارائه  ،در  از  ص  پس  کلي  مرکب  مفاهیم  فحات 

معادلات   به استخراج  ،ورد نظرم میدان جابجایي تئوري  اي و  لایه

در بخش    .شودپرداخته مي  آن  شرایط مرزي   دیفرانسیل حاکم و 

شاملبه    ،سوم پیشنهادي  روش  جزئیات   چگونگي  تشریح 
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 )ب(  )الف(  

 ای: الف( سطح مقطع، ب( سیستم مختصات محلی و کلی در هر لایه. مرکب لایه ای صفحات . آرایش لایه 1شکل 

 

 مربوطه  تشکیل معادلات  همگن و خصوصي و نیز   پاسخاستخراج  

به در بخش چهارم    شود.مي  پرداختهو ارتباط بین درجات آزادي  

  عددي ارائه  مطالعات  ، نتایجپیشنهاديسي کارایي روش  بررمنظور  

گیري مطالب  بندي و نتیجهسرانجام بخش پنجم به جمع  اند.شده

 پرداخته است.  

 

 سازی صفحات مرکب  مدل  - 2

 دلخواه لایه N متشکل از hبا ضخامت  ايیک صفحه مرکب لایه

مي  1شکل  همانند   گرفته  نظر  تعریف  شود.  در  منظور  به 

دستگاه مختصات کارتزین  پارامترهاي سینماتیک صفحه از یک  

)کلي  , , )x y z   منطبق بر میانه ضخامت استفاده شده است. صفحه

با میانه ضخامت، میان نام دارد.متناسب  الیاف در   صفحه  جهت 

 زاویهبه اندازه    امk  لایه
k   مختصات کلي محور طولي  نسبت به

دارد محلي    که  انحراف  مختصات  دستگاه  )با  , , )x x x1 2 3
قابل    

 .  است تعریف 

 

 هاها و تنش ، کرنشمیدان جابجایی -2-1

تغی  در  ورقمیدان جابجایي   بهتئوري  اول  مرتبه  برشي    یرشکل 

 ، شودتعریف مي (3-1)  روابط صورت

(1 )  
0( , , ) ( , ) ( , )xu x y z u x y z x y= +  

(2 )  
0( , , ) ( , ) ( , )yv x y z v x y z x y= +  

(3 )  
0( , , ) ( , )w x y z w x y=  

u،v  وw در راستاي میدان جابجایي هايبه ترتیب مولفه x  و  

y    و  z  0، کلي  دستگاه مختصاتu،  0v،  0w  مکان هاي تغییرمولفه

هاي  به ترتیب چرخش  x،  yصفحه ویک نقطه دلخواه از میان

 xصفحه حول محورهايمستقل یک المان خطي عمود بر میان

مولفه  .هستند  yو جابجایي،  میدان  از  استفاده  کرنش با   هاي 

 ،آیندبه دست مي (4) رابطه مطابق

(4 )  

(0) ( )

(0) ( )

(0) ( )

0, ,

0, ,

0, 0, , ,

0,

0,

            ,    

 

I

xx xxxx

I

yy yy yy

I
xy xy xy

x x x

y y y

y x x y y x

x xxz

yz y y

z

u

v z

u v

w

w

 

  

  





 



 

    
        

= + =     
     

        

   
   

+   
   

+ +   

+    
= =  

+    
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مي بنیادي  روابط  از  استفاده  کرنشبا  و  تنش  رابطه  در    را  توان 

هرلایه   براي  کلي  مختصات  رابطهدستگاه  )مطابق  بدست    (5ي 

 د،آور

k kk

xx xx

yy yy

xy xy

k kk

xz xz

yz yz

Q Q Q

Q Q Q

Q Q Q

Q Q

Q Q

 

 

 

 

 

    
    

=    
    

    

       
=    

       

11 12 16

21 22 26

61 62 66

44 45

54 55

              )5( 

k  هاي سختي انتقال یافتهمولفه

ijQ     قابل  (  6ي )صورت رابطهبه

 ، هستند محاسبه

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

Q Q c Q Q s c Q s

Q Q Q Q s c Q s c

Q Q s Q Q s c Q c

Q Q Q Q sc Q Q Q s c

Q Q Q Q s c Q Q Q sc

Q Q Q Q Q s c

= + + +

= + − + +

= + + +

= − − + − +

= − − + − +

= + − −

4 2 2 4
11 11 12 66 22

2 2 4 4
12 11 22 66 12

4 2 2 4
22 11 12 66 22

3 3
16 11 12 66 12 22 66

3 3
26 11 12 66 12 22 66

2 2
66 11 22 12 66

2 2

4

2 2

2 2

2 2

2 2 ( )

, ( )

sin ,   cosk k n n

Q s c

Q Q c Q s Q Q Q cs

Q Q s Q c

s c 

+ +

= + = −

= +

= =

4 4
66

2 2
44 44 55 45 55 44

2 2
55 44 55

 

(6 ) 

ا رابطه    نیدر 
ijQ   تبدیل سختي  حالت    در  یافتهضرایب 

ام  ورق و  kو بر اساس زاویه ارتوتروپي لایهبوده  مستوي  تنش

ijQ     با توجه به ارتوتروپیک بودن هر   .[ 5] قابل حصول هستند

از  در دستگاه محلي مربوطه  را  آن    سختي  ضرایب توان  لایه مي

 ، دبدست آور (7ي )رابطه

, , ,
( ) ( )

, ,  
( )

E E
Q Q Q G

E
Q Q G Q G



   

 

= = =
− −

= = =
−

1 12 2
11 12 44 23

12 21 12 21

2
22 66 12 55 13

12 21

1 1

1

)7(

  

 های تنش معادلات حاکم، شرایط مرزی و منتجه   -2-2

مطابق    يمجاز  کارورق با استفاده از اصل    تعادل  معادلات حاکم بر

 قابل استخراج است،  (8ي )رابطه

(8 )  0U V   = + =  

ارتجاعيتغییرات    Uکه انجام  Vو   انرژي    یافته کار مجازي 

 ،هستند  (10)و    ( 9)  روابطمطابق    خارجي  نیروهاي  سیستم  توسط

(

) 
0

/2

/2

h

xx xx yy yy xy xy xz xz

h

yz yz

U

dz d

        

 

+

 −


= + + +



+ 

 

         

 

(9 ) 

 
/2

/2

ˆ ˆ ˆ  

h

nn n ns s nz

h

V u u w dz ds



      
+

 −

 
= − + + 

 
   

(10) 

در روابط فوق 
0  صفحه  در  ورق  صفحهمیان  دامنه  y-x   ،

   سهمي از مرز  اند، و  ها در آن تعریف شدهورق که تنش

ˆ ˆ ˆ( , , )nn ns nz    شده بر روي مرز  هاي تعریفتنش
  تند. هس

  با  مجازي  هايجابجایي  حسب   بر  مجازي  هايکرنش  با محاسبه

و  Uقبل،   روابط  در  هاآن  جایگذاري  و  (5)  رابطه  از  استفاده

V  به منظور   آیند.دست ميهاي مجازي بهجابجایي  حسب   بر

  گیريبه انتگرال  ازیاستخراج معادلات حاکم بر دامنه ورق، ابتدا ن

  مجازي  يجابجای  پارامترهاي  کردن  آزاد  براي  جزءبهجزء
0u،

0v  و  
0w   عباراست سپس    بر   انتگرال  بخش  دو  شاملتي  ا. 

  بر  حاکم  معادلات.  شودحاصل مي  مرز  امتداد  در  و  دامنه  روي

عبارات    نهدام  تعادل دادن  قرار  صفر  با    در   بوضرمورق 

)  شکل  به  دامنه  انتگرال  مجازي  هايشکلتغییر   ( 15-11روابط 

 ،گردندحاصل مي

(11 ) 
0 : 0

xyxx
NN

u
x y




+ =
 

 

(12 ) 
0 : 0

yx yyN N
v

x y


 
+ =

 
 

(13 ) 
0 : 0

yx
QQ

w q
x y




+ + =
 

 

(14 ) 
: 0

xyxx
x x

MM
Q

x y



+ − =

 
 

(15 ) 
: 0

xy yy

y y

M M
Q

x y


 
+ − =

 
 

  که
ijN    و

ijM  منتجه  به لنگرهاي  و  نیروها  هاي  تنش  ترتیب 

و    ايصفحه درون
iQ    که  هستند  هاي برشي عرضيتنش  منتجه  
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متناسب هاتنش  از  لایهبهلایه  گیريانتگرال  با   راستاي   در  ي 

 هايمولفه  حسب   بر  (18-16روابط )  صورت  به  ورق  ضخامت 

 آیند، به دست مي (5) رابطه در کرنش

(16 ) 

( )

( )

( )

                                       

k

k

xxxx xxN z

yy yy yy
z

k

xy xy xy

N A A A

N dz A A A

A A AN

B B B

B B B

B B B



 

 

+

=

      
       

= =      
              

 
 

+
 
  


1

0
11 12 16

0
12 22 26

1
0

16 26 66

11 12 16

12 22 26

16 26 66

( )

( )

( )

I

xx

I

yy

I

xy







 
  
 
 
  

 

(17 ) 

( )

( )

( )

                                         

k

k

xxxx xxN z

yy yy yy
z

k

xy xy xy

M B B B

M zdz B B B

B B BM

D D D

D D D

D D D



 

 

+

=

      
       

= =      
              

 


+

 


1

0
11 12 16

0
12 22 26

1
0

16 26 66

11 12 16

12 22 26

16 26 66

( )

( )

( )

I

xx

I

yy

I

xy







 
  
 
 
  

 

(18 ) x xz

y yz

Q A A

Q A A





       
=     

        

55 44

45 44

 

-توجه شود که به دلیل تاثیر همزمان معادلات تعادل درون

لایه آرایش  خمشي،  و  ميصفحه  در ضخامت  ورق  تواند بندي 

ضرایبوضعیتي دلخواه داشته باشد.  
ijA،

ijBو
ijD    به ترتیب

خمشي محوري،  سختي  نامیده   -ضرایب  خمشي  و  محوري 

 شوند، يمحاسبه م (20) و (19)  روابطشوند که به صورت مي

(19 ) ( ){ , , } { , , }      ( )
k

k

zN
k

ij ij ij ij

k z

A B D Q z z dz i, j =
+

=

= 
1

2

1

1 1,2,6  

(20) ( )       ( )
k

k

zN
k

ij s ij

k z

A k Q dz i, j =
+

=

=  
1

1

4,5  

آن  در  1kzو  kzکه  ترت  + بالا  ارتفاع  ب یبه  و    یيسطوح 

میدان    جایگزینيبا    هستند.  1شکل  مطابق  ام  kه یلا  ينییپا

استفاده در ها و  کرنش  مورد نظر براي برآورد  تئوريدر  جایي  جاب

معادلات   مجازي،  کار  ورق رابطه  خمش  بر  حاکم  دیفرانسیل 

)اي تحت بار عرضي  لایه , )q x y    خواهند    (21)  يرابطهمطابق

 ، بود

(21 ) 0 0 0

T

0 0

T

{ , , , , }

{ 0, 0, ( , ), 0, 0}

x yu v w

q x y

 =

=

= u

q

Lu q
 

L    دیفرانسیلي   5× 5ماتریسي اپراتورهاي  ورق   تعادل   شامل 

در ضمیمه  که  تعریف شده   است  بررس همچنین    .ند ا مقاله   يبا 

انتگرال   ، مرز   يشده بر رو   جاد یا   ي ها انتگرال  اعمال  از  حاصل 

مجاز  ء جز به جزء  کار  عبارت  را   ي مرز   ط ی شرا   توان ي م   ، ي در 

شکل برشي مرتبه اول بر روي در تئوري تغییر استخراج نمود.  

هاي  حالت  براي   که   هر لبه ورق پنج شرط مرزي باید ارضاء شود 

 طی ذکر است که شرا   ان ی شا .  اند یم شده ظ تن   1جدول  در  مختلف  

دسته    ي مفصل   ي مرز  به    ف ی تعر   2Sو    Sدر دو  که  است  شده 

 هايدر ورق   ي ا ه ی متعامد و زاو   اي ه ی لا   ي ها ش یآرا   ي برا   بی ترت 

 .شوند ي استفاده م   اي ه ی لا   تی کامپوز 

 

 نمایی توابع پایه روش بدون شبکه محلی - 3
از یک روش بدون    ، معادلات حاکم   دستگاه   پس از استخراج 

در  شود.  استفاده مي   آن هاي  پاسخ   تقریب شبکه محلي براي  

  اي از نقاط گره اي  مجموعه دامنه حل به وسیله    ابتدا   این روش 

آن  مرزهاي  روي  بر  و  دامنه  داخل  در    سازي گسسته   واقع 

با شود.  مي  ابر   یک   ه ط نق   هر   متناسب  نام  به  شامل    زیردامنه 

گره  نقاط  از  مي تعدادي  گرفته  نظر  در  مجاور  شود.  اي 

همان درجات  مجهولات در نظر گرفته شده در این مجموعه  

هستند  گره آزادي  نقاط  شبکه  بر  علاوه  نقاط  .  شبکه  از  اي، 

که در سرتاسر دامنه حل پراکنده    به نام نقاط واسطه   دیگري 

معادلات شده  تشکیل  منظور  به  است ا   لازم   اند  شده    ستفاده 

هیچ   در   (. 2شکل  )  واسطه  آزادي  نقاط  درجه  نظر  گونه  در 

به    ، گرفته نشده و صرفاً محل تشکیل معادلات نهایي هستند 

آزادي اي  گونه  درجات  پیوستگي  موجب  مجاور    که  ابرهاي 

شرایط مرزي براي    ي ارضا   نیز   در نقاط واسطه داخل دامنه و 

از   هریک  در  منظور  بدین  شوند.  مرز  بر  واقع  واسطه  نقاط 

اي مجاور  نقاط واسطه نیز یک ابر شامل تعدادي از نقاط گره 

مي  گرفته  نظر  در  ابتدا  در    شود. در  دیفرانسیل  معادله  پاسخ 

ابر   هر  محلي  بخش   صورت ه  ب مختصات  دو    پاسخ   مجموع 

 ، شود مي   نوشته   ( 22)   ه رابط   مطابق   همگن و خصوصي 

(22 )  
h p= +u u u  
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 مقادیر معلوم شرایط مرزی مختلف در تحقیق حاضر.  -1جدول 

 نوع لبه  مشخصه  هاي معلوم مولفه 

0, , , ,s nn s nnu N w M S 
 مفصلي

 )آرایش متعامد( 

0, , , ,n ns s nnu N w M 2S 
 مفصلي

 اي( )آرایش زاویه

0, , , ,s n s nu u w   C گیردار 

, , , ,ns nn n ns nnN N Q M M F  آزاد 

 

 
 ای. نمایش دامنه حل، نقاط واسطه و گره  -2شکل 

 

 توان نوشت، مي (21)در رابطه   (22)با قرار دادن رابطه 

 

(23 ) inh = L u 0  

(24 ) inp = L u q  

 

(25 ) 
B B

B N D

on ( ),

(  or )

h h h p
   =  = −

=

L u u u u u

L L L
 

مربوط به بخش   hمربوط به بخش خصوصي و اندیس    pاندیس  

است.  مرزي    BLهمگن  شرایط  ن عملگر  صورت  مان ی وبه 

N( )L ریشله یا دD( )L    1مطابق جدول  و یا ترکیبي از هر دو 

pوبوده  شرایط مرزي  معلوم  مقادیر    Bu  . است
u   مقادیر متناظر

اختلاف  که  است،  خصوصي  جواب  از  حاصل  مرزي  شرایط 

)هاآن  )h
u  باید توسط پاسخ همگن ارضا شود. پاسخ خصوصي

و   (23) پاسخ همگن نیز با حل معادلات    و   (24) با حل معادله  

   . شود حاصل مي   ( 25) 

 

 

 پاسخ همگن استخراج  -3-1

 معادلات حاکمدر    مشتق  عملگر  ب ی به ثابت بودن ضرا  توجهبا  

 قابل یافتن هستند که  يمناسب  یي ادعا نمود که توابع نما  توانيم

پاسخ همگن  بنابراین    .کنندصدق    (23)  در دستگاه معادله همگن

از توابع پایه نمایي در محدوده هر متشکل  به صورت یک سري  

فرد  با ضرایب ابر   به  گرفته  (26)  رابطه  مطابق  منحصر  نظر   در 

 ، شودمي

(26 ) 
1

( , ) ( , )
h

i i

m
x y

h i i i

i

x y c e
   +

=

=u h  

شمارنده مودها و   iاندیس    که
hm  همگن مورد    يتعداد مودها

ضریب    icحل را تشکیل دهد.ام iمود  کهيهستند، به طور ازین

متفاوت است.  مختلف يابرها ياین مود بوده و مقدار آن برا
i 

و
i  با جایگذاري هستند.  مختلط  uhاعداد 

معاد    (23)  له در 

 ، دیآي( به دست م27) رابطه

(27 )  ( , ) ( , )Λ h 0i i i i    =  

جواب آوردن  بدست  غیربدیهي  براي  )رابطههاي   باید   ( 27ي 

، یا به عبارتي دترمینان ماتریس ضرایب برابر صفر قرار داده شود

معادله مشخصه    کامل برخوردار نباشد. بنابراین  مرتبهاز    دستگاه

 ،آیدبه دست مي (28)رابطه  مطابق

(28 )  det( ( , )) 0i i  =Λ  

بر    ي ا به صورت چندجمله   ي ا کار معادله مشخصه   ن ی با ا 

معادله    ي ها شه ی . با محاسبه ر گردد ي حاصل م   iو   iحسب 

  iب ی ضرا   ، بالعکس   ا ی و    iبرحسب  iبی مشخصه، ضرا 

م   iبرحسب  طور   ند، ی آ ي بدست  )بردار   که ي به  , )i i h  

غ  همگن    ي ه ی ربد ی جواب  معادلات  به    ا ی   باشد   ( 27) دستگاه 

) ب ی در فضاي پوچ ماتریس ضرا   گر ی عبارت د  , )i i     قرار

)گفت بردار   توان ي م   ن ی . همچن رد ی گ  , )i i h    (27) در رابطه  

  که   است   ذکر   به   لازم . کند ایفا مي   7مشابه یک بردار ویژه   ي نقش 

ضرا   ان می   از  از  جفت  تنها  iو   iب ی هر  آن   ي ک ی ،  ها  از 

با حل    ( 30( و ) 29)   ابط و ر   طبق   گر ی د   ب ی بوده و ضر   ي ار ی اخت 

 گردد، ي معادله مشخصه محاسبه م 

(29 ) ( ) 1,...,l l if l r = =  
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(30) ( ) 1,...,l l ig l r = =  

با    هاي معادله مشخصه بوده کهتعداد ریشه  برابر  rدر این رابطه  

است   معادلهاین  مرتبه   است    .یکسان  ذکر  ورقشایان    يهادر 

رو   نیاز ا  و  بودهمضاعف    شهیر  يمعادله مشخصه دارا  همسانگرد

با    يبعض مودها  تشکیل  و    کسانی  گریکدیاز  به    يمودهامنجر 

از مودها اصطلاحاً مفقود   يبرخ  گری. به عبارت ددنشو يم  تکراري

بدست آوردن با    مرتبه اول  يبرش  رشکل ییتغ  ي در تئور  .انددهیگرد

 شود، يحاصل م (31) روابط ،معادله مشخصه و حل آن

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(31 ) 

( , )

( , )

( , )

( , )

,  (Folded root),      { , , } ,

,  (Folded root),       { , , } ,

,   (Simple root),       { , , } ,

,   (Simple root),       { , , } ,
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مهمان مشاهده  که  ازا  شوديطور  انتخاب   يبه 
i   یا

i     تنها

گمشده    ي مودها  افتنی به منظور    .دیآيدست مه  چهار مود مستقل ب

  ي یساختن مودها  يبرا  یيو توابع نما  ياجملهتوابع چند  ب یاز ترک 

 ، شودياستفاده م  (32) رابطه مطابق مستقل

(32 ) x x x i i

y y y

w w w

i i i

x yi

h i i i
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f x g y d e

f g d
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معادله همگن و صفر قرار دادن با قرار دادن مود همگن بالا در  

 ند، یآيبدست م (33) رابطه مطابق ت، مجهولاب ی اضر نانیدترم
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و بالعکس، اکنون انتخاب    بر حسب  محاسبه مقادیر پس از  

مقادیر عددي مناسب براي هرکدام نقش مهمي در تقریب صحیح  

مي ایفا  همگن  آزمایش  پاسخ  یک  از  منظور  این  براي   کند. 

براي تنظیم و ارزیابي عملکرد روش عددي استفاده    8یافتهتعمیم

اي با درجات  . در این آزمایش چند تابع چندجمله[ 26] شود  مي

( انتخاب شده و با استفاده از روش  7مختلف )در اینجا تا مرتبه  

آن بازتولید  به  پیشنهادي نسبت  اقدام ميبدون شبکه  با  ها  شود. 

توان پارامترهاي مذکور را تعیین نمود و همچنین  این روش مي

 انتخاب مقادیري براي   3کارایي روش را نمایش داد. در شکل  

تغییر تعداد مقادیر انتخابي مورد بررسي قرار ( همزمان با  )یا  

گر  گر دقت پاسخ و محور افقي بیان گرفته است. محور قائم نشان

مقدار مختلف    4گردد که انتخاب  مقادیر انتخابي است. مشاهده مي

ترین گزینه است. بر طبق نمودار، با انتخاب  براي هر پارامتر، بهینه

به صورت    (  )or  =  − −20 1 1 2 1 2 به طوري    1

/که   / 1 5 3 توان توابع شکل همگن مناسب را  باشد، مي  5

 استخراج نمود. 

 

 پاسخ خصوصی استخراج  -3-2

  ي( صرفاً به منظور ارضاpuبخش خصوصي معادله دیفرانسیل ) 

   ،شوددر داخل دامنه حل اضافه مي  با تاثیر بارگذاري معادله
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 یافته. ناحیه تعمیم تولید توابع نمایی در آزمایش زیربرای باز β و  α. بررسی تعداد و مقادیر 3شکل 

 

 

 
 . شبکه نقاط محلی برای برآورد حل خصوصی در هر ابر. 4شکل 

 

را ارضا کند    خصوصي  بنابراین یکتا نبوده و هر تابعي که معادله

پاسخ  مي کند.  نقش  ایفاي  خصوصي  جواب  عنوان  به  تواند 

 هر ابر و در دستگاه محلي آن به صورت  خصوصي در محدوده

نمایي بیان  یک ترکیب خطي از تعدادي تابع پایه    با(  34)  رابطه

 شود، مي

 

P( , )

, , , , ,
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k k
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y k kx
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p k
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p x yppu pv pw
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x y e

h h h h h e

x y

 

  

+

=

+
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=

 

=



u h

0 0 0

1

1
(34 )           

Pبراي بدست آوردن ضرایب

kh    از یک شبکه نقاط محلي همانند

با آرایش مستطیلي در اطراف نقطه مرکزي ابر مورد نظر    4شکل  

هاي عددي محدوده مناسب این  بر اساس تجربهشود. استفاده مي

ضرایب.  [ 23] شود برابر شعاع ابر پیشنهاد مي 2تا  1/ 5 شبکه بین
P

kh    در نقاط مربوط به   (24)با ارضاء نمودن معادله دیفرانسیل

اطراف در  فرد  ابر   هر  حل خصوصي  به  منحصر    از   به صورت 

 آید، بدست مي (35) رابطه

(35 ) P P P=V h f  

به کمک وارون    و  (35)با استفاده از رابطه    ب یصورت ضرا  نیدر ا

 د،نگرديم نییتع (36) رابطه مطابق پنروز -مور افتهیم یتعم

(36 ) P P 1 P( )−=h V f  

هاي ترفتز، استخراج پاسخ خصوصي  شایان ذکر است در روش

پیچیدگي به مراتب کمتري نسبت به پاسخ همگن دارد. همچنین  

توانایي ارضاي معادله پاسخ خصوصي یکتا نبوده و هر تابعي با  

انتخاب  مي کفایت  از  نشان  نتایج عددي  گردد.  انتخاب    9تواند 

ها در معادله مشخصه صدق نکند،  تابع شکل مستقل، که توان آن

رو براي حل مسائل  بعدي دارد. از این براي تقریب دقیق تابع یک

انتخاب   صفحات،  انتخاب    81دوبعدي  نحوه  است.  کافي  مود 

صورت  به  نیز  خصوصي  حل    مودهاي 

  ( ) ( )
, , , , yx p p

T
pppu pv pw

k k k k k

r si x k ti y
h h h h h e

  + + +
0 0 به  است،      0

,طوري که پارامترهاي   , ,r s k t    اعدادي از مجموعه{ , , }−1 0 را    1

pداشته باشند. همچنین باید     8  باشد.  4
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 بندی روشفرمول  -3-3

 ، آخرین استخراج توابع پایه همگن و خصوصي  با تکمیل روند

.  اختصاص خواهد داشت روش حل    بنديفرمول  به توسعه  مرحله

بر    دیدگاه شده بر اساس  ابرهاي تشکیل  تفکیکپیشنهادي مبني 

آن  مرکزي  نقطه  طوريا  هاموقعیت  به  داخلي که  ست،    ابرهاي 

مرکزيط)نق درجات   وظیفه  ه(دامن  درون  ه  میان  ارتباط  ایجاد 

)نقطه مرکزي واقع    ابرهاي مرزي  در و    بر عهده داشتهآزادي را  

براي تشکیل خواهد شد.    پرداختهارضاي شرایط مرزي    به  بر مرز(

نقاط  فاصله  بر  علاوه  آن،  همسایگي  نقاط  انتخاب  و  نقاط  ابر 

. در است ط نیز مورد توجه  مجاور از نقطه مرکزي، تعداد این نقا

نقاط ابر به صورت شمارشي و از نزدیکترین نقاط   حاضر  روش

گونه به  گزینش ميهمسایه  ابر  اي  گره مرکزي  توسط  که  شوند 

هیچ و  بوده  مشاهده  آنقابل  میان  مرزي  یا  ناپیوستگي  ها گونه 

گره در    18حاکي از کفایت  حاضر  تجارب    وجود نداشته باشد.

 د. شو ارائه مي ابر نوعهر  روابط متناظر بادر ادامه  هر ابر است.

 

 داخلیابرهای  -1- 3-3

به    (26)  ابتدا پاسخ همگن  براي تشکیل معادلات،  این ابرهادر  

 ، شودفرم ماتریسي بازنویسي مي

(37 )  
h h h=u c  

)به جز نقطه براي نقاط مجاور داخل ابر    (37)  يرابطه  نوشتنبا  

 ، شودمي حاصلمرکزي( رابطه ماتریسي زیر 

(38 )  R R

h h h=u c  

Rدر اینجا 

hu  همگن درجات آزادي در نقاط    بخش  نگربیا

Rمجاور و 

h   یک ماتریس مستطیلي با ابعادn × mh  بوده که  n  

ابر و  نقاط مجاور در هر  پایه  mhتعداد  هاي حل همگن  تعداد 

  (38)از رابطه    نمایي. با استخراج بردار ضرایب توابع پایههستند

 ، [ 22]  توان نوشت مي (37)و قرار دادن در رابطه 

(39 )  ( )u u
R R

h h h h

−
=

1
   

(40)  ( )
R

h h h

−
=

1
    

پاسخ همگن در نقطه مرکزي    (41)  رابطه  مطابق  توانرو مياز این

 ( ابر  نقاط مجاورش) huهر  R( را بر حسب مقادیر 

hu  بدست )

 ،آورد

(41 )  R

h h h=u u  

از دو بخش همگن و خصوصي   يل پاسخ کلیبه تشک  توجهبا  

)( h p= +u u u  پاسخ    پاسخ کل را جایگزین  رابطه فوق   در  باید

 ،دیآ  بدست ( 42) رابطه تا کردهمگن 

(42 )  ( )
R R

h p p= − +u u u u  

است  ذکر  به  رابطه    لازم  R،(42)در 
u  وR

pu    ترتیب انگر  بیبه 

  جواب کلي و جواب خصوصي نقاط مجاور )به جز نقطه مرکزي(

حال به منظور برقراري ارتباط بین نقاط مجاور   هر ابر هستند.  در

، به این  مربعات استفاده شده است   حداقل  و مرکزي ابر، از ایده

مرز شرایط مرزي ارضاء    براي نقاط واسطه واقع بر  صورت که

د  اي تنظیم گردحل به گونه  ،داخل دامنه  واسطه  شده و براي نقاط 

مجاور تا حد امکان  هايابر حاصل ازکه پاسخ معادله دیفرانسیل 

  به یکدیگر نزدیک شود. این کار با تشکیل یک عبارت باقیمانده

در هر یک از نقاط واسطه در داخل دامنه   (43)  رابطه  مطابق  وزني

  گیرد صورت مي  )غیرواقع بر مرز( بر اساس روابط پیوستگي  حل

 [23 ] ، 

(43 )
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i
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x
u  حل مربوط به ابر نقطه واسطه  انگر  بیi   ام در نقطه مرکزي

)(ابر ix  و
i

j

x
u  اي  حل مربوط به ابر نقطه گرهj   ام در محلix 

نماد   همچنین  و  .است.  بردار  طول  iمعرف 
n    نقاط تعداد 

تک  گرادیان تک  uمنظور از    باشد.ميام    iاي موجود در ابر  گره

به صورت یک بردار نوشته شده    است که خود  uهاي بردارمولفه

زادي در  همان درجات آ  uهاي بردارمولفه  است، در حالي که

 خواهند(  44)  رابطه  مطابق  مذکور  ياجزا  هر نقطه هستند. بنابراین

 ، بود
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(44 ) 

رابطه   i، ضرایب وزني(43)در 

uw   وi

w   ماتریس دو  به شکل 

 رابطه  از   مربوطه  توجه به بعد برداربا  شانکه ابعاد   قطري هستند

 ،شوندتعیین مي (45)
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(45 ) 

Diagonalمنظور از Matrix[{}]    هاي مولفهیک ماتریس قطري با

با    است.  نویسيبه منظور خلاصه  صرفاً  و  واقع در داخل گیومه

یک عبارت باقیمانده وزني    (43)   در رابطه  (42)جایگذاري رابطه  

آید. بنابراین  متناظر با هر ابر بدست ميحسب درجات آزادي    بر

 ، نوشت  را( 46) رابطه توانمي
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 ابرهای مرزی )ارضای شرایط مرزی( -2- 3-3

مي مرزي  شرایط  ورق  مسائل  صورتدر  به  یا    تواند  دریشله 

  مربوط به هر   بنابراین جملاتکیبي از هر دو باشد.  مان و یا تریو ن

در نظر گرفته شده و در صورت    (47)  رابطهنوع شرایط مطابق    دو

 ، [ 23]  شودآن حذف ميبا متناظر  جمله نوع،هر  غیبت 

(47 ) 
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w L u F

        w L u F
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  ،(47)  و جایگذاري در رابطه  (42)در اینجا نیز با استفاده از رابطه  

واسطه واقع بر   اطنق  هرکدام از  يبرا(  48)  عبارت باقیمانده وزني

 ، شودمتناظر استخراج ميبر حسب درجات آزادي مرز 
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NL مان و یو دهنده عملگر شرایط مرزي ننشانDL   نشان دهنده

د مرزي  شرایط  است.  عملگر  ترتیب   DFو  NFریشله  به  نیز 

ریشله هستند. یمان و دو اي شرایط نبردار مقادیر معلوم برنشانگر  

  (،49)  رابطه  همچون  ده و ها با هم جمع شنهایتاً تمامي باقیمانده

 ،شودحاصل مي پذیر از درجات آزاديیک تابع پیوسته و مشتق

(49 )  
1

( )

mn
T

i i
i

R R R
 

=

= +  

m
n    گیري از تعداد نقاط واسطه است. با مشتق در رابطه بالاT

R 

دادنن قرار  صفر  برابر  و  آزادي  درجات  به  آن،   سبت  حاصل 

ه و به این ترتیب دستگاه معادلات معادلات متناظر استخراج گشت

 آید،دست ميه ب (50) رابطه نهایي

(50)  KU = F  

 ،معادله  و با حل نمودنشامل تمامي درجات آزادي است    U  بردار

مي تحلیل  سازه  و  آمده  بدست  آن  محاسبه    شود.مقادیر  نحوه 

N  ضرایب وزني , , uw w w  وDw  شریح  ت  [ 23] مرجع    در

 شود. پرهیز ميدر این مقاله و از توضیح مجدد آن  شده

 

 نتایج عددی  -4

 اعتبارسنجی نتایج حاصل با حل دقیق -4-1

مربع ورق  یکي  یک  مفصل  طرف  لایه  چهار  آرایش  با  اي  بار 

)متعامد , )0 لایه   90 آرایش  با  دیگر  بار  ايزاویهاي  و 

( , )−45 طول  45 ضخامت    a  وجه  با  بارگذاري    hو  تحت 

 در نظر گرفته شده است.   5کسینوسي مطابق شکل 
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 )ب( )الف( 

 . و واسطه یاشبکه نقاط گره  شآرای –، ب(  a. الف( هندسه ورق مربعی به ضلع  5شکل 

 

( و  51روابط )مطابق  هر لایه و تابع بارگذاري  خواص مکانیکي  

 هستند،   (52)

(51 ) 
; ; /

/ ;  /

E E Gpa E E G G E

G E   

= = = = =

= = = =

2 3 1 2 12 13 2

23 2 12 13 23

10 25 0 5

0 2 0 25
 

(52 ) 
( ), cos( )cos( )q x y q x a y b = 0    

/q kN m=
2

0 100  

نرمال و برشي  هاي  و تنش  صفحهبعد تغییرمکان برونمقادیر بدون  

مختلف نقاط  مختصات    در  دستگاه  به  نسبت    از  5شکل  ورق 

 ،دنشو محاسبه مي  (53) روابط
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شماره لایه مورد نظر را مشخص    kاندیس    (53)  در رابطه

  دامنه حل با یک شبکه منظم از نقاط    ب -  5شکل    کند. مطابق مي

که براي تعریف    سازي شده است گسسته  /20a  یکسان  با فاصله

ارزیابي    به منظور  در ابتدا  .شوداي استفاده مي گره  نقاط واسطه و

به روش  ورق مفصلي    حل دقیق مسئله، از  روش پیشنهاديدقت  

مي   ناویر ارضا  .شوداستفاده  مرزي  يبراي  در    مفصلي  شرایط 

اي از و براي آرایش زاویه  S  از نوعاي متعامد  حالت آرایش لایه

مقادیر    2جدول    شود.استفاده مي،  1جدول  ، ارائه شده در    2S  نوع

تنشتغییر  شدهیکه و  براي    نرمالهاي  مکان عرضي  را  برشي  و 

به ضخامت نسبت  طول  مختلف  a)   هاي  h  )  مقادیر با  و  ارائه 

همانگونه که مشاهده کند.  مقایسه مي  [5]بدست آمده از حل ناویر  

شود، نتایج بدست آمده از دقت بسیار مناسبي برخوردار بوده  مي

و قابلیت روش پیشنهادي در حل مسائل ورق بدون محدودیت 

هاي ضخامت به بعد به وضوح مشخص اي و نسبت لایه  به آرایش

 است.   

 

 صفحات با شرایط مرزی مختلف  -4-2

دوم  در مربع  ،مسئله  ن یا  بخش  آرا  يورق   ياه یلا  شیبا 

( , )0 )ياهیلا  شیبا آرا  هیلاورق ده  و سپس  90 , )50 تحت   90

خواهند    يمختلف بررس  يمرز  طیو با شرا  ينوسی کس  يبارگذار

و    يو مشخصات هندس  بوده  کسان ی  ها هیشد. ضخامت همه لا

  بیبه ترت  S  و  C و Fحروف    ورق مشابه با مثال قبل است.  مادي

.  باشنديم  يمفصل  طیو شرا  رداری آزاد، گ   يمرز  طینشان دهنده شرا

از    يبرا با    ي ورق  SFSCمثال منظور    –5شکل  است که مطابق 

ترتالف   به  آن  و چهارم  دوم، سوم  اول،  آزاد،    ،يمفصل  ب یمرز 

گ   يمفصل نشانگر    5و    4،  3جداول    .باشد  رداریو  ترتیب  به 

)صفحه، تنش نرمال  شده تغییرمکان برونیکهمقادیر ) ( / )xx h −1 و  2

)همچنین تنش برشي عرضي   ) ( )yz
2 با استفاده از روش پیشنهادي   0
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 های بدون بعد ورق چهار طرف مفصل تحت بارگذاری کسینوسی. صفحه و تنشمقادیر تغییرمکان برون .2جدول 
( )

( )xz h
1 4  ( )

( )yz h
2 4  ( )

( )xy h −
1 2  ( )

( )yy h
2 2  ( )

( )xx h
4 2  0

w اي آرایش لایه   a h  

190993/0  190988/0  233594/0  249781/0  249781/0  828423/0  

( , )−45 45  

10 
(190986/0 )  (190986/0 )  (233579/0 )  (249773/0 )  (249773/0 )  (828402/0 )  

109136/0  272838/0  0524862/0  715746/0  0843419/0  23727/1  

( , )0 90  
(109135/0 )  (272837/0 )  (0524854/0 )  (715745/0 )  (0843419/0 )  (23727/1 )  

190987/0  190987/0  233577/0  249776/0  249776/0  698136/0  

( , )−45 45  

20 
(190986/0 )  (190986/0 )  (233579/0 )  (249773/0 )  (249773/0 )  (698132/0 )  

109135/0  272837/0  0524852/0  715741/0  0843415/0  1070/1  

( , )0 90  
(109135/0 )  (272837/0 )  (0524854/0 )  (715745/0 )  (0843419/0 )  (1070/1 )  

190980/0  190984/0  233595/0  249768/0  249766/0  656438/0  

( , )−45 45  

100 
(190986/0 )  (190986/0 )  (233579/0 )  (249773/0 )  (249773/0 )  (656446/0 )  

109105/0  272781/0  0525336/0  715747/0  0843409/0  06530/1  
( , )0 90  

(109135/0 )  (272837/0 )  (0524854/0 )  (715745/0 )  (0843419/0 )  (06531/1 )  

 بر اساس حل دقیق مسئله ارائه شده است.  ]5[مقادیر داخل پرانتز از مرجع 

 

 ی.  نوسیتحت بارکس   یبعد در مرکز ورق مربعیب  صفحهبرونمکان  ریی تغ ری مقاد. 3جدول 

SFSC SFSS SFSF SCSC SSSC SSSS روش a/h nk 
89711/1  33452/2  77664/2  25653/1  47704/1  75835/1  روش حاضر  

5 

2 
897/1  335/2  777/2  257/1  477/1  758/1  [24]    مرجع

22261/1  68719/1  0279/2  65627/0  88287/0  23727/1  روش حاضر  
10 

223/1  687/1  028 /2  656/0  883/0  237/1  مرجع [24] 

25781/1  45973/1  66276/1  94466/0  04492/1  13652/1  روش حاضر  
5 

10 
258/1  460 /1  663/1  945/0  045 /1  137/1  مرجع [24] 

61219/0  80097/0  91474/0  38523/0  47966/0  45615/0  روش حاضر  
10 

612/0  800/0  915/0  385/0  480/0  615/0  مرجع [24] 

 

نقل شده است با استفاده    [ 24]  که از مرجع   يریمقاد. ضمنا  هستند

لو  روش  آمده  ياز  م  اند.بدست  حل    جینتا   که  گردديمشاهده 

قابلیت حل    از  رو روش پیشنهادي از این  ،دارند  یي دقت بالا  حاضر 

 . برخوردار است   نیز با شرایط مرزي متنوع مسائل

 

 

 

 های مختلف صفحات با هندسه -4-3

هاي بدون شبکه حساسیت به نامنظمي  هاي روشیکي از چالش

که کیفیت و کارایي روش به شدت تحت    هندسه است، به طوري

با اشکال   همسانگرد  هايحل ورق  مثال  نیدر ا  گیرد.تاثیر قرار مي

مثلثيو بیض  يهندس و  ثابت  گسترده  يبارگذار  تحت  ي 
0q 

الاستیسیته  .  شوديم  يبررس و  گیگا  200مدول    نسبتپاسکال 

 [27] از مرجع  قی سپس با جواب دقنتایج است.  0/ 3 پواسون



 …نمایی با مرتبه روش بدون شبکه توابع پایه 

   

 57              1404، 1 ه، شمار44هاي عددي در مهندسي، سال روش

) نرمالتنش  ریمقاد - 4جدول  ) ( / )xx h− −1  ی.نوسیتحت بارکس یدر مرکز ورق مربع 2
SFSC SFSS SFSF SCSC SSSC SSSS روش a/h nk 

243388/0  442986/0  246919/0  39105/0  533802/0  715743/0  2 5 روش حاضر  

2434/0  4430/0  2469/0  3911/0  5338/0  7157/0  مرجع  [24] 

278985/0  443512/0  244265/0  455047/0  549388/0  715744/0  10 روش حاضر  

2790/0  4435/0  2442/0  4450/0  5494/0  7157/0  مرجع  [24] 

134284/0  295728/0  171218/0  227517/0  370753/0  500941/0  10 5 روش حاضر  

1343/0  2957/0  1712/0  2275/0  3707/0  5009/0  مرجع  [24] 

159361/0  296738/0  172304/0  269175/0  364188/0  500919/0  10 روش حاضر  

1594/0  2968/0  1723/0  2692/0  3642/0  5009/0  مرجع  [24] 

 

) برشی عرضیتنش  ریمقاد - 5جدول  ) ( )yz 2  ی. نوسیتحت بارکس یدر مرکز ورق مربع 0

SFSC SFSS SFSF SCSC SSSC SSSS روش a/h nk 
274785/0  339026/0  39005/0  1958/0  229653/0  272837/0  روش حاضر  

5 

2 
2748/0  3390/0  3901/0  1958/0  2297/0  2729/0  مرجع [24] 

244966/0  33827/0  38818/0  152296/0  199269/0  272838/0  روش حاضر  
10 

2449/0  3383/0  3882/0  1523/0  1993/0  2729/0  مرجع [24] 

295048/0  343753/0  388362/0  224724/0  249868/0  272842/0  روش حاضر  
5 

10 
2951/0  3437/0  3883/0  2248/0  2498/0  2729/0  مرجع [24] 

260557/0  342174/0  385296/0  1708/0  212652/0  27284/0  روش حاضر  
10 

2605/0  3421/0  3853/0  1708/0  2126/0  2729/0  مرجع [24] 

 

هر حالت    يبرا  6شکل  روند همگرایي در    تاً ینها   گشته و  سهیمقا

 سهیمقا  يبرا  نیانگیم  ياز شاخص خطا  نجایدر ا  .گردديم  انیب

 ، استفاده شده است  قیحل حاضر و پاسخ دق  جینتا

(54 ) ( )
/

( ) ( )ˆ
DPDP

exact exact

k k k

k k

e u u u
= =

−=  
1 2

2 2

1 1
 

exact

ku  انگر حل دقیق،بی  ˆ
ku  بدست آمده و    عددي  حلDP   تعداد

  است.  براي برآورد خطا   نقاط انتخاب شده بر روي دامنه و مرز

نقاط  نیانگی م  ينمودار شاخص خطا فاصله    با  ()  بر حسب 

مقیاس  يیمحورها همگرا  تواندمي  ي تمیلگار  در  حل    یي روند 

دق  يعدد پاسخ  سمت  دهد  قیبه  نشان  مشاهده .  را  چنانچه 

نیز  مي نقاط  نامنظم  توزیع  با  مواجهه  در  پیشنهادي  شود، روش 

 است.   مناسبيداراي شیب همگرایي 

در پایان به منظور بررسي عملکرد روش حاضر در حل  

شکل به   يقطاع  همسانگردهایي با اشکال نامنظم، یک ورق  ورق

  7شکل    مطابق با   h  و ضخامت   b  شعاع داخلي  ،a  شعاع خارجي 

شدت  الف  - به  یکنواخت  گسترده  بار   کیلوپاسکال  50  تحت 

  نسبتو    گیگاپاسکال  30گردد. مدول الاستیسیته ورق  بررسي مي

برون  0/ 3  پواسون تغییرمکان  و   صفحه،است.  لنگرهاي خمشي 

شکل   مطابقورق    دامنه  رواقع د   dو    eاط  نیروهاي برشي در نق

 ، دنگردمحاسبه مي شدهبه صورت یکه 7

(55 ) 

( ) ,    ( )

{ , } ( ) { , }  

r r

rr rr

D
w w Q Q

q c q c

M M M M
q c

 

= =

=

3

0 04
0 0

2

2
0

10 1

10
 



 همکاران و  علیرضا معتمدی

   

 1404، 1 ه، شمار44هاي عددي در مهندسي، سال روش 58

 
 

exact

q
w x x b xy y b b b x y

Db

  
= − − − + − −  

  

3 2 2 2 3 2 2 20 4 43
64 27 9

 

 

 

( )
( ) ( )

( ) ( )
exact

q a b x y
w

a bD a b ab

 
= + − 

+ −  

24 4
2 20

2 2 2 2
1

8 3 2
 

 ها نامنظم نقاط. .  بررسی روند همگرایی صفحات همسانگرد مثلثی و بیضوی با شبکه6شکل 

 

   
 )ب( )الف( 

ای در روش حاضر برای  الف( هندسه صفحه قطاع شکل همسانگرد، ب( آرایش نقاط گره   .7شکل  = 30 
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درجه تحت بار گسترده   60و   30تغییرمکان، لنگر و نیروهای برشی بدون بعد در ورق همسانگرد قطاع با زوایای مرکزی  - 6جدول 

 یکنواخت و شرایط مرزی مختلف. 
SSCC SSSS 

h/c d روش

rQ  
eM  

e

rrM  ew  d

rQ  eM  e

rrM  ew  

          = 30  
4323/0  0505/3  5570/2  2129/2  2867/0  0906/4  1537/3  9767/2  روش حاضر  

2/0  
4323/0  0505/3  5570/2  2129/2  2868/0  0906/4  1537/3  9767/2  مرجع [25] 

5236/0  7637/2  5964/2  6227/1  2917/0  0894/4  1532/3  4998/2  روش حاضر  
1/0  

5218/0  7637/2  5964/2  6227/1  2916/0  0895/4  1532/3  4998/2  مرجع [25] 

6059/0  6235/2  6045/2  4051/1  2965/0  0887/4  1531/3  3422/2  روش حاضر  
01/0  

6005/0  6236/2  6046/2  4052/1  2963/0  0889/4  1531/3  3424/2  مرجع [25] 

          = 60  
6381/0  0465/2  1445/4  9744/3  5279/0  8948/4  3669/8  1917/9  روش حاضر  

2/0  
6381/0  0465/2  1445/4  9744/3  5279/0  8948/4  3669/8  1917/9  مرجع [25] 

6602/0  8266/1  1089/4  8955/2  5328/0  8779/4  3715/8  2998/8  روش حاضر  
1/0  

6603/0  8266/1  1089/4  8955/2  5328/0  8779/4  3715/8  2998/8  مرجع [25] 

6695/0  7503/1  0873/4  5261/2  5372/0  8721/4  3729/8  0051/8  روش حاضر  
01/0  

6697/0  7503/1  0873/4  5261/2  5370/0  8720/4  3729/8  0051/8  مرجع [25] 

 

اي و واسطه در روند حل روش به طور نمونه، انتخاب نقاط گره

پیشنهادي براي حالت =  ب نشان داده شده  – 7در شکل  30

قطاع شکل    همسانگردشده براي صفحه  نتایج یکه   سرانجاماست.  

و    SSSSدرجه تحت شرایط مرزي    60و    30  مرکزيبا زوایاي  

SSCC     هاي مختلفنسبت نیز  و   h/c     گزارش شده    6جدول  در

نتایج از دقت بسیار خوبي برخوردار    شود کهمشاهده مي  است.

آید، دقت بسیار  در نهایت آنچه از نتایج ارائه شده برمي  هستند.

 است. بالاي روش پیشنهادي در حل مسائل مختلف 

 

 گیرینتیجه  - 5

نمایي با پیوستگي مرتبه  در این مقاله روش بدون شبکه توابع پایه

اي مورد استفاده  هاي کامپوزیت لایهورق  خمش  بالا براي تحلیل 

عنوان  به  نمایي  پایه  توابعگیري از  این روش با بهرهقرار گرفت.  

ارضاي دقیق صورت همگن معادلات حاکم   قابلیت   ،توابع شکل

است. دارا  شبکه  ينیاز  پیشنهاديروش    را  حلبه  دامنه    بندي 

گره  صرفا  و  نداشته نقاط  روي  بر  آزادي  درجات  تعریف   ايبا 

 هاپراکنده در دامنه حل، اقدام به برقراري پیوستگي مشتقات آن

تا مرتبه مورد نظر براي جایگزیني پیوستگي    هاي مجاوردر گره

دلیل ارضاي دقیق معادله و نیز پیوستگي به    نماید.بین الماني مي

بالا، همگرایي   مرتبه  بوده  روش   نرخ  هرگونه    زیاد  بدون  و 

از   گره  نظميبيتاثیرپذیري  نقاط    دیگر   از  . است   ايآرایش 

مطالعروش  خوب  هاي  ویژگي مبناي  بر  عددي   اتپیشنهادي 

عدم حساسیت دقت حل به    به  توانمي  در مقاله  صورت گرفته

همچنین   و  ضخامت  محدوده  مرزي،  شرایط  آرایش هندسه، 

برد.    ورق  ايلایه نام  تحلیل  را  در  روش    هاي آرایشعملکرد 
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 واژه نامه 

5. Element Free Galerkin (EFG) 1. Finite Element Method 
6. Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG) 2. Mesh-free Methods 
7. Eigen Vector 3. Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) 
8. Generalized patch test 4. Diffuse Element Method (DEM) 

 

 1پیوست 

 ،هستندهاي میدان جابجایي به شرح زیر بر حسب مولفه (21)در رابطه ( ijL)   معادلات حاکم بر ورق يماتریسعملگر  هايدرایه
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ij,ضرایب سختي  ijB A وijD گردد،  و نیز از عبارت زیر استفاده مي اندتعریف شده [ 5]  در مرجع 
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