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Abstract: Modeling the mechanical behavior of many soft tissues and certain man-made synthetic materials requires 

accurate representation of their complex and anisotropic nature. In this research, we implement the anisotropic 

hyperelastic Holzapfel-Gasser-Ogden (HGO) model using the meshless smoothed particle hydrodynamics (SPH) method. 

To overcome the challenges of incompressibility, inherent in this class of materials and the associated difficulties of the 

numerical solution, mixed formulations are employed. Accordingly, the SPH model is developed within a total 

Lagrangian framework, utilizing first-order conservation laws for linear momentum, the deformation gradient tensor, 

surface mapping and volume mapping. The accuracy of the implementation is demonstrated by solving several well-

known benchmarks in the dynamic behavior of solids undergoing large deformations. Additionally, the results of the 

hyperelastic model are compared with those obtained from the finite element software Abaqus. Furthermore, the behavior 

of human skin as an anisotropic soft tissue reinforced with collagen fibers is simulated and compared with available 

experimental results. The comparisons show that the SPH model effectively simulates the anisotropic behavior of soft 

tissues under large deformations. The findings of this research indicate that the meshless SPH method can be utilized as 

a framework for modeling the behavior of soft tissues with complex deformations. 
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 مقاله پژوهشي       

 

 بدون شبکه روشهای نرم با سازی رفتار ناهمسانگرد بافتمدل

 هیدرودینامیک هموار ذرات
 

 

 *علی نیکپور و حجت بادنوا

 ، بهبهان، خوزستان، ایرانگروه مهندسی مکانیک، دانشگاه صنعتی خاتم الانبیاء بهبهان 
 

بافت  یاریبس  یک یرفتار مکان  یسازمدل  -چکیده انسان نساخته   ی مواد مصنوع  ی نرم و برخ   یهااز  و    دهیچیپ  عتیطب  قیدق  شینما  ازمندی شده توسط 

 ک ینامیدرودی( با استفاده از روش بدون شبکه هHGOاوگدن )-گاسر-ناهمسانگرد هولتزاپفل  کیپرالاستیپژوهش، مدل ها  نیها است. در اناهمسانگرد آن

مرتبط، از روابط   یعدد  یهایدسته از مواد و دشوار  نیدر ا  یریناپذاز تراکم  ی ناش   یهاغلبه بر چالش  یشده است. برا  یسازادهی( پ SPHذرات )  رهموا

  ، ی خط منتوممو یمرتبه اول برا  یبقا نیتوسعه داده شده که در آن از قوان یدر چارچوب تمام لاگرانژ SPHاساس، مدل  نیاستفاده شده است. بر ا ی بیترک

مثال استاندارد در رفتار    نیبا حل چند  یسازادهیپ  ن یشکل، تانسور نگاشت سطح و نگاشت حجم بهره گرفته شده است. دقت ا  رییتغ  انیتانسور گراد

محدود آباکوس  اجزای  افزار  حاصل از نرم  جیبا نتا  ک یپرالاستیمدل ها  جینتا  ن،یشده است. همچن  ی بزرگ بررس   یها شکل  رییجامدات تحت تغ  ی کینامید

موجود   ی تجرب   جیو با نتا  ی سازه یکلاژن شب  یهاافیبا ال  شدهتیبافت نرم ناهمسانگرد تقو  کیعنوان  رفتار پوست انسان به   ن،یشده است. علاوه بر ا سه یمقا

. کندی م  یسازه یبزرگ را شب  یهاشکل  ریینرم تحت تغ  یهارفتار ناهمسانگرد بافت  یطور مؤثربه   SPHکه مدل    دهدی نشان م  هاسه یشده است. مقا  سه یمقا

  ی ها شکل  ریینرم با تغ  یهارفتار بافت  یسازمدل  یچارچوب برا  کیعنوان  به   تواندی م  SPHکه روش بدون شبکه    دهدی پژوهش نشان م   نیا  یهاافته ی

 . ردیمورد استفاده قرار گ دهیچیپ
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 فهرست علائم 

 𝑐𝑝 فشاري  موجسرعت  𝒕0 سطحينیروي 

 𝑐𝑠 برشي  موجسرعت  𝒑 مومنتوم خطي

 HGO 𝐶ه ماد ثابت  𝑷 کیرشوف -پیولا تنش اول

𝑺𝑎𝑏 هاي پایداري ماتریس  
𝒑 ،𝑺𝑎𝑏

𝑷  گرین -کوشي راست  حجم تانسوربخش هم �̃� 

 HGO 𝐷ه ماد ثابت  𝑻𝑎 نیروي داخلي 

 𝒆 مختصات محلي 𝒖 بردار جابجایي 

 𝑬 ردار واحد در مختصات کارتزین ب 𝒗 بردار سرعت

�̃�𝛼 کرنش الیاف 𝑉 حجم  

 𝑬𝑎 نیروي خارجي  𝑊 تابع هسته 

 𝑭 تانسور گرادیان تغییر شکل  𝑿 بردار موقعیت اولیه 

 𝒇 نیروي حجمي  𝜇 مدول برشي

 𝑯 تانسور نگاشت سطح  𝜓 انرژي کرنشي 

 𝑰 ماتریس هماني 𝜅 ضریب پخش الیاف 

𝛼𝐶𝐹𝐿 پایداري متغیر  𝐼1̃ حجمنامتغیر اول هم 

 ℎ فاصله بین ذرات 𝜌𝑅 چگالي مرجع 

 𝐽 ژاکوبین  𝓥 متغیر بقا  مزدوج مجازي

 𝑘 مدول حجمي 𝑺 مولفه منبع 

 HGO 𝐾1 ،𝐾2ه خواص ماد  𝓤 متغیر بقا

 𝑛 گام حل  𝓕𝑁 بردار شار 

 𝒏 بردار عمود در پیکربندي کنوني  𝜙 نگاشت حرکت

 𝑵 بردار عمود در پیکربندي مرجع  𝑡 زمان

 

 مقدمه   -1

شده  رفتار بسیاري از مواد طبیعي و همچنین مواد مصنوعي طراحي

این مواد، ریزساختار   ناهمسانگرد است. در  انسان اغلب  توسط 

جهت گونهبه در  را  ماده  که  شده  چیده  تقویت  اي  خاصي  هاي 

مهندسيمي مواد  از  بسیاري  کامپوزیت کند.  مانند  هاي  شده، 

تقویت تقویت  الیاف و پلیمرهاي  شده، در این دسته قرار  شده با 

گیرند. علاوه بر این، بسیاري از مواد طبیعي، از جمله چوب و  مي

هاي نرم در موجودات زنده، رفتار ناهمسانگرد از خود نشان بافت 

مثال،  مي براي  بههاالیافدهند.  پوست  در  کلاژن  وان عني 

عمل کرده و مقاومت پوست را در   هایي درون بسترکنندهتقویت 

جهت برابر   در  ميبارگذاري  افزایش  مشخص  دهند.  هاي 

تغییرشکلمدل  تحت  مواد  این  رفتار  نیازمند سازي  بزرگ  هاي 

 . هاي ساختاري هایپرالاستیک است سازي و گسترش مدلپیاده

[ یک مدل هایپرالاستیک ناهمسانگرد براي  1شرودر و نف ]  

آن تغییرشکل اصلي  کردند. هدف  پیشنهاد  بزرگ  توسعه  ها  هاي 

شرایط   که  بود  هایپرالاستیک  رفتاري  معادلات  براي  چارچوبي 

[ بعدها یک مدل 2را ارضا کند. شرودر و همکاران ]  چندتحدبي

تغییرات   حساب  رویکرد  یک  پایه  بر  پایدار  ناهمسانگرد  ماده 
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هاي  معرفي کردند و یک تابع انرژي کرنشي مناسب براي بافت 

سرعت    ،نشان دادند که این چارچوبو    زیستي نرم ارائه دادند

تضمین مي را  ماده  درون  مثبت  با  موج  مستقیم  طور  به  که  کند 

 [ همکاران  و  شرودر  است.  مرتبط  چارچوب  3پایداري  یک   ]

ناهمسانگرد   هایپرالاستیک  ماده  رفتار  استخراج  براي  عمومي 

که  کردند  معرفي  دوم  مرتبه  تانسور  یک  و  دادند  توسعه 

هاي  کند. مدلناهمسانگردي را در ساختار بلوري ماده توصیف مي

مي نظر  در  را  چندتحدبي  که  مدلدیگري  شامل  هاي  گیرند 

[  5[ و بالزاني و همکاران ] 4پیشنهادي از سوي ایستکو و آکسل ] 

 .شوندمي

بافت   نرم زیستي،  در  در  هاالیافهاي  نقش حیاتي  ي کلاژن 

مي ایفا  مکانیکي  رفتار  در  ناهمسانگرد  اثرات  ] تعیین  [.  6کنند 

گسترده مدل تحقیقات  توسعه  براي  اثر  اي  که  ماده  هاي 

را در نظر بگیرند انجام شده است. بسیاري    هاالیافکنندگي  تقویت 

مدل  این  نظریهاز  پایه  بر  براي  ها  پیوسته  محیط  مکانیک  هاي 

تقویت کامپوزیت  با  هاي  رویکرد    الیافشده  این  در  هستند. 

ميمدل  فرض  به  سازي،  تنها  نه  کرنشي  انرژي  تابع  که  شود 

نیز وابسته است. یکي از   هاالیافگیري تغییرشکل، بلکه به جهت 

مدل هولتزاپفلاین  مدل  یا-گاسر-ها،  ]    HGO اگدن  [.  7است 

مدل  اصلي  مين HGO هدف  که  است  رفتاري  تواند مایش 

[  8ي کلاژن را در نظر بگیرد. گریتز و مشکه ] هاالیافپراکندگي  

براي توسعه یک مدل به منظور توصیف    ریزساختاريرویکردي  

بافت هاالیافرفتار   در  به ي کلاژن  کردند.  پیشنهاد  نرم  طور  هاي 

ي کلاژن بر خواص مکانیکي  ها الیافمشابه، رن تأثیر پراکندگي  

 [. 9هاي شریاني را بررسي کرد ] دیواره

  [ همکاران  و  مدل10نولان  که  دادند  نشان   ] HGO   به نیاز 

مدل براي  تراکماصلاحاتي  مواد  بخش سازي  زیرا  دارد،  پذیر 

مدل   مواد    HGOناهمسانگرد  در  حجمي  تغییرشکل  به  نسبت 

آنتراکم این مسئله،  ندارد. براي حل  پیشنهاد  پذیر حساسیت  ها 

هم حجم استفاده  نامتغیرهاي  جاي  به  نامتغیرهاي کاملکردند که از  

هاي رفتاري  [ یک مرور جامع از مدل 11شود. اسکاتسل و بورسا ] 

شبیه براي  لایهمواد  رفتار  بهسازي  شریاني  نظر هاي  در  با  ویژه 

ي کلاژن، انجام دادند. تمرکز  هاالیافکنندگي  گرفتن اثرات تقویت 

آن پراکندگي  اصلي  تأثیر  بر  تنش  هاالیافها  پاسخ  کرنش  -بر 

[ یک مدل  12هاي شریاني بوده است. وایسبکر و همکاران ] لایه

شبیه براي  اثرات  چندمقیاسي  بافت  هاالیافسازي  در  کلاژن  ي 

[ یک  13شریاني پیشنهاد کردند، در حالي که پراناوي و همکاران ] 

بیني شکست در مواد نرم ناهمسانگرد  مدل میدان فاز براي پیش 

تغییرشکل فرآتحت  دادند.  ارائه  بزرگ  در هاي  آسیب  یندهاي 

 .[ مورد بحث قرار گرفته است 14هاي نرم به طور مفصل در ] بافت 

هاي بزرگ  هاي مواد تحت شرایط تغییرشکلسازي پاسخشبیه 

تراکم گرفتن  نظر  در  نیازمند  شامل  اغلب  این  است.  ناپذیري 

حال مدل  در  جامدات  و  هایپرالاستیک  مواد  عددي  سازي 

روابط  است   پلاستیکتغییرشکل   جابه  سنتي.  بر  به  مبتني  جایي 

شوند؛ با این سازي جامدات استفاده مياي براي مدلطور گسترده

ناپذیري تمایل به نشان دادن ها تحت شرایط تراکمحال، این روش

  رویکردهاي [. براي حل این مسئله،  15شدگي حجمي دارند ] قفل

شده داده  توسعه  انتگرالمختلفي  روش  جمله  از  گیري  اند، 

] کاهش از  هايروش[،  16یافته  ترکیبي  روابط  بر    جمله   مبتني 

  [ و روابط ترکیبي 18]    B-bar وش  [، ر17روش کرنش مفروض ] 

[ و بعدها  19جابجایي که توسط ساسمن و باته معرفي شد ] - فشار

هاي دیگر  [. روش20به شرایط غیرخطي هندسي گسترش یافت ] 

گیري طبیعي هاي با انتگرال[ و المان21  ،22]   F-barشامل روش  

 [ شدند  پیشنهاد  همکاران  و  بونه  توسط  براي    .ندهست[  23که 

شناسي  ناپذیري، روششدگي حجمي در شرایط تراکمکاهش قفل

تقریب  از  استفاده  با  ترکیبي  روابط  بر  براي  ها مبتني  مختلف  ي 

تغییرشکل راهتانسورهاي  مي،  ارائه  در  حلي  رویکرد  این  دهند. 

شدگي با عملکرد خمشي عالي نقش هاي بدون قفلتوسعه المان

[ این مفهوم را 25] [. بونه و همکاران  24مؤثري ایفا کرده است ] 

در زمینه الاستیسیته چندتحدبي با کرنش بزرگ توسعه دادند. این  

زمینهروش در  روشها  مانند  مختلفي  و  هاي  فاز  میدان  هاي 

یافتهمدل  کاربرد  پیزوالکتریک  ] سازي  از 26,  25اند  با استفاده   .]

گرادیان   يروابط تانسور  خطي،  تکانه  همزمان  طور  به  که 

کند، این تغییرشکل، تانسور نگاشت سطح  و ژاکوبین را حل مي
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شبیه در  ترکیبي  جامدات رویکرد  دینامیکي  شکل  تغییر  سازي 

 [. 28، 27آمیز بوده است ] ناپذیر موفقیت تراکم

قدرتمند است که  یک روش عددي بدون شبکه   SPH روش 

شبیه مختلف   سازيبراي  جامدات    مسائل  و  سیالات  مکانیک 

مي سنتي  استفاده  روابط  حال،  این  با  بر  SPHشود.  مبتني   ،

گیري گالرکین در ذرات، تمایل به مشکلاتي مانند مدهاي  انتگرال

هاي کششي،  ثباتي. علاوه بر این، بي[ 29]   انرژي صفر کاذب دارد

و   تنش  براي  پایین  مرتبه  همگرایي  و  پایستگي  رفتن  دست  از 

هستند. براي حل این  سنتي    SPH  هاي رایج درکرنش از چالش

داده    هايروشمشکلات،   توسعه  مختلفي  است پایداري  .  شده 

   SPH روابط  مجموعه   [ یک 29، ویدال و همکاران ] نمونهبراي  

به مدهايلاگرانژي  حذف  براي  پایدار  انرژي  روزشده   بدون 

ک   ،کاذب ]   .ردندمعرفي  همکاران  و  لي  ادامه،  یک  31،  30در   ]

خطي،   تکانه  که  کردند  معرفي  را  معادلات  از  ترکیبي  سیستم 

متغیرهاي   عنوان  به  را  کل  انرژي  و  تغییرشکل  گرادیان  تانسور 

- ها یک روش پایدارسازي پتروفگیرد. آنپایستگي در نظر مي

از   و  دادند  ارائه  صریح  جامدات  دینامیک  براي  گالرکین 

هاي چهاروجهي  محدود با مرتبه پایین و الماناجزاي  هاي  تقریب 

سال   در  کردند.  ] 2016استفاده  همکاران  و  لي    مجموعه [  32، 

روابط ترکیبي مبتني بر شیوه تمام لاگرانژي ارائه دادند که قوانین  

خطي   تکانه  تغییرشکل  (𝒑)پایستگي  گرادیان  تانسور   ،(𝑭) ،

کرد. براي مقابله با  ا حل مي( ر𝐽ن ) و ژاکوبی  (𝑯)نگاشت سطح  

شبیه در  صفر  انرژي  آنSPHهاي  سازيمدهاي  روش  ،  یک  ها 

بر  -اشمیت -پایدارسازي جیمسون کردند. علاوه  اجرا  را  تورکل 

- این، یک روش پایدارسازي سازگار با حساب تغییرات پتروف

اي در سال . در مطالعهبه کار برده شده است   [ 34،  33] در  گالرکین  

لي2019 از جمله  روش  و همکاران  ،  پایدارسازي  هاي مختلف 

هاي مبتني بر  تورکل و روش-اشمیت -گالرکین، جیمسون-پتروف

[. بادنوا  35]   اندکردهمقایسه   SPH کننده ریمان را در چارچوبحل

 [ همکاران  براي 36و  پایدار  لاگرانژي  تمام  چارچوب  یک   ]

ناپذیر توسعه دادند.  هاي دینامیکي جامدات تراکمسازي پاسخشبیه

نماآن  براي  گالرکین  شبکه  بدون  روش  از  و  ها  کاربرد  یش 

استفاده   دینامیک جامدات  زمینه  در  ترکیبي  اثربخشي چارچوب 

,𝒑} روابط ترکیبي   .کردند 𝑭,𝑯, 𝐽}  خیر نیز گسترش  هاي ادر سال

کومپ دو  است.  ] یافته  همکاران  و  نسخه37ز  لاگرانژي [  اي 

مدل به براي  پلاروزشده  و  الاستیسیته  کرنش  سازي  با  ستیسیته 

گیري زماني  دما ارائه دادند و از روش انتگرال بزرگ در حالت هم 

سه-رانگصریح   استفاده  مرحلهکوتا  پایداري  بهبود  براي  اي 

کردند. به تازگي، این سیستم براي در نظر گرفتن پایستگي انرژي  

مکانیکي مواد هایپرالاستیک، گسترش یافته  -کل براي رفتار ترمو 

[. در این توسعه، یک قانون پایستگي اضافي بر حسب  38است ] 

شده با موفقیت  چگالي آنتروپي معرفي شده است. سیستم اصلاح

چارچوب ] پیاده SPH در  بادنوا  است.  شده  کاربرد  39سازي   ]

سازي تغییرشکل  روزشده را در مدللاگرانژي به SPH چارچوب

دهي فلزات نشان داده است.  پلاستیک پیچیده در فرآیندهاي شکل

متفاوتي گسترش داده    شبکههاي بدون  هاي اخیر، روشدر دهه

کاربردهاي  در  که  گرفتهومتفا  شده  قرار  استفاده  مورد  اند. تي 

هیدرودینامیک هموار  در روش    ریمختلف تصو   يهاروش  سهیمقا

ناپذ  ذرات در  انیجر  يسازمدل  يبرا  ریتراکم  و    هاچهیاطراف 

سازه  انیجر   ت یوضع  قیدق  نییعت اطراف  ي کیدرولیه   يهادر 

عدالتي و  [ صورت گرفته است.  40توسط قدم پور و همکاران ] 

 [ ت41سلطاني  براي  گالرکین  شبکه  بدون  از    ي کیاستات  ل یحل[ 

  ي ها  يتئور  يگوناگون بر مبنا  ي نازک با اشکال هندس  يهاورق

گرفته  نیندلیم   کیکلاس   ي هاستون  ي کمانش  لیتحلاند.  بهره 

محور  ينامنشور بار  شبکه   کنواخت یریغ  يبا  بدون  روش  با 

گالرک ]   نیپتروف  همکاران  و  حیدرقیطاقي  صورت  42توسط   ]

 گرفته است.  

مدل  که  حالي  شبیهدر  در  مذکور  هایپرالاستیک  سازي  هاي 

بوده موفق  ناهمسانگرد  چالشرفتار  در  اند،  همچنان  هایي 

تغییرشکلسازي دقیق هندسهشبیه پیچیده و  در   هاي بزرگهاي 

 SPH هاي بدون شبکه مانند، به ویژه در روشهاي نرمزمینه بافت 

ها، این مطالعه از  باقي مانده است. براي غلبه بر این محدودیت 

برد. با حذف  با استفاده از شیوه روابط ترکیبي بهره مي SPH روش

سازي  پذیري بیشتري در شبیهانعطاف  SPHنیاز به تولید شبکه،  
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آل براي  اي ایدهبه گزینهکند و آن را  مواد ناهمسانگرد فراهم مي

کند. هاي شریاني تبدیل ميهاي نرم مانند دیوارهسازي بافت مدل 

 SPH را در چارچوب  HGO سازي مدلبنابراین، این مطالعه پیاده

مي چالش  آن  هدف  که  دهدارائه  به  مانند رسیدگي  هایي 

سازي  و تغییرشکل بزرگ در شبیه  الیافناپذیري، پراکندگي  تراکم

,𝒑} . براي این منظور، روابط ترکیبياست   هاي نرمبافت  𝑭,𝑯, 𝐽}  

گسسته جزئیات  و  است  شده  داده  از توسعه  استفاده  با  سازي 

- گیري زماني صریح با روش رانگو سپس انتگرال SPH روش

سازي مدل اي ارائه شده است. در نهایت، با پیادهوتا دو مرحلهک 

، قابلیت روش  HGOهایپرالاستیک همسانگرد و مدل ناهمسانگرد  

هاي  سازي رفتار مواد مختلف، از جمله بافت پیشنهادي در شبیه

 نرم، ارزیابي شده است. 

 

 معادلات حاکم  -2

 پذیر شکلحرکت یک جسم تغییر -2-1

سه جسم  یک  همتغییرشکل  و  با  بعدي  اولیه  پیکربندي  از  دما 

تغییرشکل  𝑉��و مرز    𝑉، حجم  𝜌𝑅چگالي   پیکربندي  با  به  یافته 

گیرد.  مورد بررسي قرار مي   𝑡در طول زمان    𝑣��و مرز    𝑣حجم  

𝒙  حرکت جسم توسط نگاشت  = 𝜙(𝑿, 𝑡)    از پیکربندي اولیه به

جایي و سرعت  شود. بنابراین، جابهتوصیف مي  کنونيپیکربندي  

 شوند:تعریف مي (2( و )1روابط )به صورت 

𝒖(𝑿, 𝑡) = 𝜙(𝑿, 𝑡) − 𝜙(𝑿, 0) = 𝒙 − 𝑿   (1 )  

𝒗(𝑿, 𝑡) =
𝜕𝒖(𝑿,𝑡)

𝜕𝑡
     (2 )  

نقطه دو  تانسور  یک  که  تغییرشکل،  گرادیان  اي است و  تانسور 

کند، آن مرتبط مي پیکربندي کنونياولیه به پیکربندي جسم را از 

 شود: تعریف مي (3رابطه )به صورت 

𝑭 =
𝜕𝜙(𝑿,𝑡)

𝜕𝑿
= 𝑰 + 𝛁0𝒖    (3 )  

ماتریس   𝑰دهد و  گرادیان ماده را نشان مي  𝛁0که در آن عملگر  

 .هماني است 

 

 قانون بقای تکانه خطی  -2-2

 شود. معادله تکانه خطي بر اساس قانون دوم نیوتن استخراج مي

در این زمینه، مجموع همه نیروها )نیروهاي سطحي و حجمي(  

 برابر با نرخ تغییرات تکانه خطي است: 

𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝒑𝑑𝑉

 

𝑉
= ∫ 𝒕0𝑑𝐴

 

𝜕𝑉
+ ∫ 𝒇0

 

𝑉
𝑑𝑉 = ∫ (DIV𝑷 + 𝒇0)

 

𝑉
𝑑𝑉

       (4 )  

فوق   روابط  𝒑در  = 𝜌𝑅𝒗  است،  نشان خطي  تکانه   𝒇0دهنده 

اولیه را نشان مي 𝒕0دهد و  نیروهاي حجمي بر واحد حجم  =

𝑷𝑵  کیرشهف  -نسور تنش پیولاابردار تنش است که با ضرب ت

آید. معادله  به دست مي  𝑵بیرون    عمود به سمت در بردار    𝑷اول  

 شود: بیان مي (5رابطه )تکانه خطي به صورت محلي به شکل 

𝜕𝒑

𝜕𝑡
= DIV𝑷 + 𝒇0                  (5 )  

 

 قانون بقای تانسور گرادیان تغییرشکل -2-3

براي   جدید  بقاي  قانون  معرفي  گرادیان  با  تغییرشکل، تانسور 

تانسور  ميبیشتر  روابط  پذیري  انعطاف  گرفتن  نظر  در  با  شود. 

به تغییرشکل  مستقل،  گرادیان  متغیر  یک  انتگرالي    شکلعنوان 

 شود: بیان مي  (6رابطه )قانون بقاي گرادیان تغییرشکل به صورت  

𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝑭𝑑𝑉

 

𝑉
= ∫

1

𝜌𝑅

 

𝜕𝑉
𝒑⨂𝑵 𝑑𝐴                (6 )  

 شود: محلي زیر منجر مي شکلکه به 

𝜕𝑭

𝜕𝑡
= DIV (

1

𝜌𝑅
𝒑⨂𝑰)                 (7 )  

ط سازگاري  غییرشکل با پیشرفت زمان باید شرتانسور گرادیان ت

 را ارضا کند:  (8)

CURL𝑭 = 0                  (8 )  

 

 قانون بقای تانسور نگاشت سطح -2-4

تغییرشکل- کو  گرادیان  تانسور  از ضرب    ،𝑯،  فاکتور  استفاده  با 

 [: 43شود ] بیان مي (9رابطه )خارجي تانسوري به صورت 

𝑯 =
1

2
𝑭 × 𝑭 =

1

2
CURL(𝒙 × 𝑭)                (9 )  

 ( 10)گیري، معادله  گیري نسبت به زمان و سپس انتگرالبا مشتق

 آید: به دست مي

𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝑯𝑑𝑉

 

𝑉
= ∫ CURL(𝒗 × 𝑭)𝑑𝑉

 

𝑉
              (10 )  

ساده با  )بنابراین،  رابطه  بقاي    شکل(،  10سازي  معادله  محلي 

 است:  (11رابطه )تانسور نگاشت سطح به صورت 

𝜕𝑯

𝜕𝑡
= CURL (

1

𝜌𝑅
𝒑 × 𝑭)               (11)  
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 رابطه  فاکتور تانسور گرادیان تغییرشکل باید شرایط سازگاري- کو 

 را برآورده کند: (12)

DIV𝑯 = 0                 (12)  

 

 قانون بقای ژاکوبین -2-5

صورت   به  تغییرشکل  گرادیان  تانسور  )ژاکوبین    ( 13رابطه 

 شود: استخراج مي

𝐽 = det(𝑭) =
1

3
(𝑯: 𝑭) =

1

3
DIV(𝑯𝑇𝒙)             (13)  

  ( 14)گیري، رابطه  گیري نسبت به زمان و انتگرالبا مشتقسپس  

 آید: به دست مي

𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝐽𝑑𝑉

 

𝑉
= ∫ DIV (𝑯𝑇 𝒑

𝜌𝑅
) 𝑑𝑉

 

𝑉
              (14)  

سازي، معادله بقاي ژاکوبین به صورت محلي به شکل  پس از ساده

 شود: بیان مي (15رابطه )

𝜕𝐽

𝜕𝑡
= DIV (𝑯𝑇 𝒑

𝜌𝑅
)               (15)  

 

 فشرده شکلعادلات بقایی در م -2-6

  ( 16رابطه )انتگرالي معادلات بقا به صورت    شکلبه طور کلي،  

 شود: بیان مي

𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝓤 𝑑𝑉

 

𝑉
+ ∫ 𝓕𝑁

 

𝜕𝑉
𝑑𝐴 = ∫ 𝓢

 

𝑉
𝑑𝑉             (16)  

𝓕𝑁دهنده متغیرهاي بقا است،  نشان  𝓤در رابطه فوق   = 𝓕𝐼𝑵𝐼 

مولفه منبع   𝓢بردارهاي شار معادلات بقا در راستاي کارتزین و  

تعریف، مجموعه معادلات به صورت   این  با   (17رابطه )است. 

 شود: ارائه مي

𝓤 = [

𝒑
𝑭
𝑯
𝐽

] ;                      𝓕𝐼 = −

[
 
 
 
 
 

𝑷𝑬𝐼
1

𝜌𝑅
𝒑⨂𝑬𝐼

𝑭 × (
1

𝜌𝑅
𝒑⨂𝑬𝐼)

𝑯: (
1

𝜌𝑅
𝒑⨂𝑬𝐼) ]

 
 
 
 
 

;  

𝓢 = [

𝒇𝟎

0
0
0

]                (17)  

بردار واحد در مختصات کارتزین است که به    𝑬𝐼در این روابط  

 شود:تعریف مي (18رابطه )صورت 

𝑬1 = [
1
0
0
] ;           𝑬2 = [

0
1
0
] ;        𝑬3 = [

0
0
1
]             (18)  

خلاصه   (19رابطه )به صورت    معادلات بقا  مجموعه ،  در نهایت 

 شود: مي

𝜕𝓤

𝜕𝑡
+

𝜕𝓕𝐼

𝜕𝑋𝐼
= 𝓢;        ∀𝐼 = 1,2,3              (19)  

 

 SPH سازی فضاییسسته گ-3

,𝒑}معادلات ترکیبي  مجموعه  به طور کلي شکل ضعیف   𝑭,𝑯, 𝐽} 

𝛿𝓥( در مزدوج مجازي 19با ضرب کردن روابط عمومي بقا ) =

{𝛿𝒗, 𝛿∑𝑭𝛿∑𝑯, 𝛿∑𝐽}  انتگرال صورت  و  به  حجم،  روي  گیري 

 شود: بیان مي (20رابطه )

∫ 𝛿𝓥 •
𝜕𝓤

𝜕𝑡

 

𝑉
𝑑𝑉 − ∫ 𝛿𝓥 • 𝑺

 

𝑉
𝑑𝑉 + ∫ 𝛿𝓥 •

𝜕𝑭𝐼

𝜕𝑡

 

𝑽
𝑑𝑉 = 0  (20)   

نماد   اینجا  در  حاصلنشان   •که  با  دهنده  است.  داخلي  ضرب 

 شکل ضعیف(،  20اعمال قضیه گاوس بر قسمت آخر معادله )

 آید: زیر به دست مي

∫ 𝛿𝓥 •
𝜕𝓤

𝜕𝑡

 

𝑉
𝑑𝑉 − ∫ 𝛿𝓥 • 𝑺

 

𝑉
𝑑𝑉 − ∫ 𝑭𝑰 •

𝜕𝛿𝓥

𝜕𝑋𝐼

 

𝑉
𝑑𝑉 +

∫ 𝛿𝓥 • 𝑭𝑁
 

𝝏𝑉
𝑑𝐴 = 0               (21)  

بالا،   کلي  معادله  از  استفاده  حاکم    شکلبا  معادلات  با  ضعیف 

 شود: بیان مي (25( تا )22روابط )

∫ 𝛿𝒗 ∙
𝜕𝒑

𝜕𝑡

 

𝑉
𝑑𝑉 + ∫ 𝑷: 𝛁0𝛿𝒗𝑑𝑉

 

𝑉
− ∫ 𝛿𝒗 ∙ 𝒇𝟎𝑑𝑉

 

𝑉
− ∫ 𝛿𝒗 ∙

 

𝜕𝑉

𝒕𝟎 𝑑𝐴 = 0                (22)  

∫ 𝛿∑𝑭
 

𝑉
: [

𝜕𝑭

𝜕𝑡
− 𝛁0 (

𝒑

𝜌𝑅
)] 𝑑𝑉 = 0              (23)  

∫ 𝛿∑𝐻
 

𝑉
: [

𝜕𝑯

𝜕𝑡
− 𝐅 × 𝛁0 (

𝒑

𝜌𝑅
)] 𝑑𝑉 = 0             (24)  

∫ 𝛿∑𝐽
 

𝑉
[
𝜕𝐽

𝜕𝑡
− 𝐇:𝛁0 (

𝒑

𝜌𝑅
)] 𝑑𝑉 = 0              (25)  

( 20لازم به ذکر است که فرآیند اعمال شده براي تبدیل رابطه ) 

( در معادله مومنتوم خطي براي اعمال شرط مرزي کشش 21به )

اما در دیگر معادلات بقا از آن براي سادگي  سطحي ضروري است  

اي  یک محیط پیوسته را با مجموعه SPH روششود.  نظر ميصرف

تقریب مي پراکنده  توزیع ذرات مياز ذرات  یا زند.  منظم  تواند 

گرادیان   محاسبه  براي  باشد.  برداري   مادينامنظم  تابع  هر  از 

از  𝒇دلخواه   استفاده  با  ذرات  از  یکي  در  گرادیان  تقریب  با   ،

، ذرات اطراف در یک محدوده خاص )که توسط کاربر  SPHروش
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مي ميتعیین  گرفته  نظر  در  مرکزي  شود(  ذره  در  تابع  و  شوند 

 شود: ارزیابي مي (26رابطه )انتخاب شده به صورت 

𝜵0𝒇(𝑿𝑎) ≈ ∑ 𝒇𝑏⨂𝑮𝑏(𝑿𝑎); 
𝑏∈⋀𝑎

𝑏        𝑮𝑏(𝑿𝑎) ≔

𝑉𝑏�̃�0�̃�𝑏(𝑿𝑎)                              (26 )  

𝑎⋀که در آن  
𝑏    اي از ذرات  مجموعهبیانگر𝑏   است که در داخل

با این  قرار دارند.    𝑿𝑎در اطراف    2ℎیک کره با شعاع مشخص  

تابع وزن داده شده  براي تخمین مقدار یک تابع، مقادیر  تعریف،  

 𝑎شود و مقدار در نقطه هدف  در نقاط اطراف در نظر گرفته مي

اي باشد که  شود. اندازه منطقه اطراف ذره باید به گونهمحاسبه مي

به   𝑊در هر جهت حداقل یک ذره وجود داشته باشد. همچنین  

شود. با استفاده از این تعریف، عنوان تابع وزن یا کرنل شناخته مي

 شود: گسسته روابط به صورت زیر نوشته مي شکل

𝑑𝒑𝑎

𝑑𝑡
= 𝑬𝑎 − 𝑻𝑎 + 𝓓(𝒑𝒂)               (27)  

𝑑𝑭𝑎

𝑑𝑡
= ∑ 2(

𝒑𝐴𝑣𝑒

𝜌𝑅
)⨂𝑮𝑏(𝑿𝑎) 

𝑏∈⋀𝑎
𝑏               (28)  

𝑑𝑯𝑎

𝑑𝑡
= 𝑭𝑎 × ∑ 2 (

𝒑𝐴𝑣𝑒

𝜌𝑅
) ⨂𝑮𝑏(𝑿𝑎) 

𝑏∈⋀𝑎
𝑏              (29)  

𝑑𝐽𝑎

𝑑𝑡
= 𝑯𝑎: ∑ 2 (

𝒑𝐴𝑣𝑒

𝜌𝑅
)⨂𝑮𝑏(𝑿𝑎) 

𝑏∈⋀𝑎
𝑏 + 𝒟(𝐽𝑎)              (30)  

𝐸𝑎 =
𝐴𝑎

𝑉𝑎
𝒕𝐵
𝑎 + 𝒇0

𝑎                (31)  

𝑻𝑎 = ∑ 𝑉𝑏𝑏∈⋀  𝑎
𝑏 (𝑷𝑏�̃�0�̃�𝑎(𝑿𝑏) − 𝑃𝑎�̃�0�̃�𝑏(𝑿𝑎))       (32 )  

𝒑𝐴𝑣𝑒در روابط بالا   ≔
1

2
(𝒑𝑎 + 𝒑𝑏)  زیر نویس ،𝐵  دهنده نشان

دهد. در ناحیه مرتبط را نشان مي 𝐴𝑎اي واقع در مرز است و  ذره

𝐴𝑎،  (، براي ذراتي که در مرز خارجي قرار ندارند31معادله ) =

نیروي داخلي را    𝑻𝑎نیروي خارجي و    𝐸𝑎علاوه بر آن    .است   0

شده به ترتیب کرنل تصحیح   �̃�0�̃�و    �̃�دهند. همچنین  نشان مي

 [. 44شده هستند ] کرنل تصحیح  شدهتصحیح و گرادیان

هاي اتلافي مولفه  𝒟(𝐽𝑎)و     𝓓(𝒑𝒂)عبارات  در روابط فوق   

به    آیند.کننده ریمان به دست ميهستند که توسط حل با توجه 

ناپایدار عوامل  انرژي  حضور  بدون  مودهاي  مانند  عددي  کننده 

براي کنترل   ،هاي صریحکننده ریمان در حلاز حل  ،ساعت شني

ایجادناپایداري و   با  انرژي   قفل شدگي حجمي  اتلاف  مقداري 

مدل به  مي  ،مصنوعي  حل  شوداستفاده  در  فقط  انرژي  اتلاف   .

شود. براي بخش  معادلات گسسته مومنتوم و ژاکوبین اعمال مي

هاي شود که هدف تحلیل مدل ژاکوبین، این اتلاف زماني وارد مي

ناپذیر ممکن است قفل ناپذیر باشد، زیرا مواد تراکمکاملاً تراکم

نشان   این ميحجمي  رفع  براي  انرژي  اتلاف  بنابراین،  دهند. 

اس  بر اس   هاي اتلافمولفهشود.  حل وارد ميمشکل و تثبیت راه

 شوند:تعریف مي( 34( و )33با روابط ) حلگر ریمن

𝓓(𝒑𝒂) = ∑ 𝑉𝑏𝒑𝑎𝑏
𝑠𝑡𝑎𝑏(�̃�0�̃�𝑏(𝑿𝑎) − �̃�0�̃�𝑎(𝑿𝑏)

 ) 
𝑏∈⋀𝑎

𝑏   (33 )  

𝓓(𝐽𝑎) = ∑ 𝑉𝑏
𝒑𝑠𝑡𝑎𝑏

𝜌𝑅

 
𝑏∈⋀𝑎

𝑏 ∙ [𝑯𝑎�̃�0�̃�𝑏(𝑿𝑎) −

𝑯𝑏�̃�0�̃�𝑎(𝑿𝑏)]                (34)  

( راه33رابطه  تثبیت  و  انرژي  بدون  مودهاي  براي حذف  حل  ( 

رابطه )شده است استفاده   از  34، در حالي که  ( براي جلوگیري 

مي کار  به  تنش  قفل حجمي  و -پیولا  پایداررود.  اول  کیرشهف 

 شوند: به صورت زیر معرفي مي یدارمومنتوم خطي پا

𝑷𝑠𝑡𝑎𝑏: = 𝑺𝑎𝑏
𝒑

[(𝒑𝑓
+ − 𝒑𝑓

−) ⊗ 𝑵𝑎𝑏]              (35)  

𝒑𝑠𝑡𝑎𝑏 ≔ 𝑺𝑎𝑏
𝑷 [(𝑷𝑓

+ − 𝑷𝑓
−)𝑵𝑎𝑏]              (36)  

بالا   روابط  𝑺𝑎𝑏در 
𝒑    و𝑺𝑎𝑏

𝑷    که  ماتریس هستند  پایداري  با هاي 

 شوند:تعریف مي (38( و )37روابط )

𝑺𝑎𝑏
𝒑

=
1

2
[𝑐𝑝(𝒏𝑎𝑏 ⊗ 𝒏𝑎𝑏) + 𝑐𝑠(𝐼 − 𝒏𝑎𝑏 ⊗ 𝒏𝑎𝑏)]       (37 )  

𝑺𝑎𝑏
𝑷 =

1

2𝑐𝑝
(𝒏𝑎𝑏 ⊗ 𝒏𝑎𝑏)               (38)  

𝑷𝑓}واحد و  عمود  بردار    𝑵𝑎𝑏در روابط فوق  
±, 𝒑𝑓

دهنده نشان  {±

راست   و  چپ  ,𝑷}مقادیر  𝒑}  متصل مشترک  سطح  کننده  روي 

 𝑐𝑠فشاري در ماده و   موج سرعت    𝑐𝑝ذرات هستند. علاوه بر این 

هاي ماده محسوب  برشي در ماده هستند که از ویژگي  موجسرعت  

𝒏𝑎𝑏به صورت    𝑏و    𝑎شوند. بردار نرمال فضایي بین ذرات  مي ≔

𝒙𝒃−𝒙𝑎

||𝒙𝒃−𝒙𝑎||
 . شودتعریف مي 

 

 نتگرال گیری زمانی ا -4

گسسته نسبتاً بزرگ است، از  از آنجا که مجموعه معادلات نیمه

انتگرال استفاده  یک  صریح  زماني  است گیري  این  شده  براي   .

انتگرال روش  از  مرحلهمنظور،  دو  زماني  رانگه گیري  کوتا  -اي 

آن به  که  مي TVD-RK صریح،  استفاده  گفته  است  شود،  شده 
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𝑛در گام    𝑎براي نقطه    𝒖  مقدار متغیرشود  [. فرض مي45]  + 1 

موجود    𝑛اطلاعات در گام    مورد نیاز است ویعني گام بعدي حل  

آن    است. زماني  صورت،  در  گیري  به شکل  انتگرال  دو مرحله 

 است:  ( قابل بیان42( تا )39روابط )

𝒖𝑎
∗ = 𝒖𝑎

𝑛 + ∆𝑡�̇�𝑎
𝑛(𝒖𝑎

𝑛, 𝑡𝑛)               (39)  

𝒖𝑎
∗∗ = 𝒖𝑎

∗ + ∆𝑡�̇�𝑎
∗ (𝒖𝑎

∗ , 𝑡𝑛+1)              (40 )  

𝒖𝑎
𝑛+1 =

1

2
(𝒖𝑎

𝑛 + 𝒖𝑎
∗∗)              (41)  

𝓤متغیرهاي روابط بقا  = {𝒑, 𝑭,𝑯, 𝐽}   و موقعیت𝒙    با استفاده از

زماني گیري   اند.شدهروزرساني  به  فوق،  انتگرال 

𝑡∆شده  گام زماني انتخاب = 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛   باید طبق معیار پایداري

رابطه به صورت    (CFL) لوئي-فریدریش- کورانت   بر اساس شرط

 شود: محاسبه  (42)

∆𝑡 = 𝛼𝐶𝐹𝐿
ℎ𝑚𝑖𝑛

𝑐𝑝,𝑚𝑎𝑥
                (42)  

در ماده    يسرعت حداکثري انتشار موج فشار  𝑐𝑝,𝑚𝑎𝑥که در آن  

حداقل فاصله بین ذرات است. از این معادله  بیانگر   ℎ𝑚𝑖𝑛و   بوده

. در این تحقیق  شده است براي تنظیم خودکار گام زماني استفاده 

𝛼𝐶𝐹𝐿   انتخاب شده    0/ 3ر  که مقدا  متغیر پایداري است براي آن 

 دقت و پایداري کافي را تضمین کند. است به نحوي که 

 

 رفتار ماده روابط  -5

 دل ماده هایپرالاستیک همسانگرد  م -5-1

یک شرط بنیادین براي تابع انرژي کرنشي    چند تحدبي بودن  شرط

شود. این شرط  هاي بزرگ استفاده مياست که در شرایط کرنش

بودن مناسب  و  ماده  پایداري  از  اطمینان  معادلات   حالت   براي 

[. در این تحقیق، از یک مدل 25گیرد ]حاکم مورد استفاده قرار مي

تقریباً  -نئو  شبیه  ناپذیرتراکمهوکین  پاسبراي  مواد  سازي  خ 

کیرشهف    -پیولا  تنش اول  در آن  که   شودهمسانگرد استفاده مي

 : [ 27]  شود ميبیان  (43رابطه )صورت به

𝑷 = 𝚺𝑭 + Σ𝐽𝑯                              (43 )  

( و  44)در ادامه با روابط    Σ𝐽و     𝚺𝑭هاي مزدوج  که در آن تنش

 اند:تعریف شده (45)

𝚺𝑭 = 𝜇𝐽−2/3𝑭                (44)  

Σ𝐽 = [𝑘(𝐽 − 1) −
1

3
𝜇𝐽−

𝟓

𝟑(𝑭: 𝑭)]              (45)  

 ترتیب مدول برشي و مدول حجمي هستند.به 𝑘و    𝜇در اینجا 

 

 دل ماده هایپرالاستیک ناهمسانگرد م -5-2

تابع پتانسیل  اي مواد هایپرالاستیک با استفاده از یک  رفتار سازه

مي توصیف  کرنشي  ذخیرهانرژي  انرژي  که  واحد  شود  در  شده 

مي نشان  را  مرجع  پیکربندي  در  تابع  حجم  کلي،  طور  به  دهد. 

ها  عنوان تابعي از کرنش، نامتغیر تواند بهپتانسیل انرژي کرنشي مي

 HGO هاي اصلي بیان شود. در این مطالعه، از مدلیا کشیدگي

شبیه استفاده  براي  هایپرالاستیک  مواد  ناهمسانگرد  رفتار  سازي 

است  تقسیم  شده  قسمت  دو  به  مدل  این  در  کرنشي  انرژي   .

 [: 7شود ] مي

𝜓 = 𝜓 ̃(�̃�) + 𝑈(𝐽)               (46)  

به کرنشي  انرژي  آن قسمت حجمي  در    ( 47رابطه )صورت  که 

 شود: تعریف مي

𝑈(𝐽) =
1

𝐷
(

𝐽2−1

2
− ln 𝐽)               (47)  

 داده شده است:   (48با رابطه )قسمت همسانگرد انرژي کرنشي  و  

𝜓 ̃(�̃�) = 𝐶(𝐼1 − 3) +
𝐾1

2𝐾2
∑ [exp(𝐾2〈�̃�𝛼〉2) − 1]2

𝛼=1 48) ) 

 شود:تعریف مي   (49رابطه )صورت  ، به�̃�𝛼که در آن کرنش الیاف،  

�̃�𝛼 = 𝜅(𝐼1̃ − 3) + (1 − 3𝜅)(𝐼4𝛼 − 1)             (49)  

بالا،   معادلات  مرجع    𝜓در  واحد حجم  ازاي  به  کرنشي  انرژي 

خواص ماده هستند. علاوه بر این،     𝐶و  𝜅  ،𝐾1  ،𝐾2  ،𝐷است، و  

�̃�   گرین است و  -قسمت همسانگرد تانسور راست کوشي 𝐼1̃ =

𝑡𝑟(�̃�)    اولین نامتغیر آن است. در این مدل، فرض بر این است که

به جهت  ماده  بنابراین،   رفتار  دارد.  بستگي  الیاف  𝐼4𝛼گیري  =

𝒂𝛼 ∙ �̃� ∙ 𝒂𝛼    جایي که𝒂𝛼   هاي  دو مجموعه بردار هستند که جهت

,𝒆₁}الیاف را در سیستم مختصات محلي   𝒆₂, 𝒆₃}  دهند.  نمایش مي

سازند. در این مي  𝒆₁با جهت    γ±اي به اندازه این دو بردار زاویه

  طور مشابه عمل مطالعه، فرض شده است که هر گروه الیاف به

سطح و شکل پخش الیاف را براي هر گروه الیاف   𝜅کند. متغیر  مي

 کند.  کنترل مي
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 )ب(  )الف( 

ای که سرعت اولیه  بعدی  از نمونه که در آن ناحیه متر و )ب( نمای سه ر حسب شده در آزمایش پانچ  باستفاده . )الف(ابعاد نمونه  1شکل 

 اعمال شده است با رنگ متفاوت نشان داده شده است 

 

0صورت  این متغیر به ≤ 𝜅 ≤
1

3
𝜅شود، جایي که  تعریف مي    =

𝜅راستا( و  به معني عدم پخش )الیاف هم  0 =
1

3
به الیاف تصادفي     

شود  شده اشاره دارد که منجر به رفتار همسانگرد ماده ميپخش 

 [46 ,47   .] 

هاي الیاف تنها  کنندهدر این مدل، فرض بر این است که تقویت 

مي عمل  کششي  بارهاي  براکت  تحت  از  دلیل  همین  به  کنند، 

کرنش    شدهاستفاده    〈�̃�𝛼〉  کوليمک که  اطمینان حاصل شود  تا 

 غیر صفر است.  ،الیاف تنها براي مقادیر مثبت 

 

 های عددی مثال  -6

 فتارهای هایپرالاستیک همسانگرد: آزمون پانچ ر  -6-1

به مثال  گستردهاین  و  طور  روابط  توانایي  ارزیابي  براي  اي 

ناپایداري فشاري  شدگي حجمي،  ها در مقابله با قفلسازي آنپیاده

  شود ناپذیر استفاده ميها در شرایط تراکمو مشکلات ناشي از آن 

. در این مطالعه، از یک نمونه با هندسه نشان داده شده در  [ 38] 

اي با چهار حفره متقارن،  استفاده شده است. نمونه استوانه  1شکل  

نشان داده شده است، تحت تأثیر سرعت    1طور که در شکل  همان

اي با شعاع  گیرد که در مرکز نمونه در دایرهاولیه متقارن قرار مي

مي  متر  0/ 4 محدود اعمال  در جهت عمودي  نمونه  پایین  شود. 

مرزي،   شرایط  با  متناسب  اولیه  سرعت  ایجاد  براي  است.  شده 

10−عنوان تابعي از ارتفاع با استفاده از رابطه  توزیع سرعت به
𝑍

𝐻
 

کیلو    50/ 05شود. رفتار ماده نئوهوکین با مدول یانگ  اعمال مي

براي دستیابي به شرایط تقریباً    0/ 499و نسبت پواسون    پاسکال

ناپذیر اولیه جسم استفاده مي  تراکم  این، چگالي  بر  شود. علاوه 

کیلوگرم بر متر مکعب است. با توجه به تقارن هندسه و    1000

  شرایط مرزي و    شدهسازي  چهارم نمونه شبیهبارگذاري، تنها یک

. مراحل مختلف تغییر  شده است مناسب براي حفظ تقارن اعمال 

نشان داده شده است.    2شکل نمونه همراه با توزیع فشار در شکل  

کمک   با  و  است  یکنواخت  فشار  توزیع  که  است  واضح 

اي که در رابطه نگاشت حجم استفاده شده است، از  کنندهپایدار

جلوگی فشار  اثرات  ناپایداري  دادن  نشان  براي  است.  شده  ري 

به نتایج  پیشنهادي  دست ناپایداري،  مدل  از  کنارآمده  نتایج    در 

محدود  سازيشبیه بر  اجزاي  سنتي  مبتني  با  جابه  روابط  جایي 

المان از  تغییر شکلاستفاده  پایان  در  تتراهدرال خطي  در    ،هاي 

به  3شکل   صورت  نشان داده شده است. تحلیل اجزاي محدود 

و ناپایداري در توزیع فشار در روابط مبتني بر    شدهصریح انجام  

فشار  جایيجابه ترکیبي  روابط  نرم-)بدون  در  افزار  جابجایي 

المان انتگرالآباکوس یا بدون استفاده از  گیري  هاي مرتبه بالا و 

 حل به    براي بهبود نتایج .دهدوضوح نشان ميرا به  یافته(کاهش
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0.001=t s  0.005=t s  0.01=t s  

   

0.015=t s  0.02=t s  0.025=t s  

 

 فشارسازی به همراه کانتور . تغییر شکل نمونه پانچ در مراحل مختلف شبیه 2شکل 

 

 

  )ج( )ب(  )الف(  

  

 

 
 

 SPH FEM (Tet) 
FEM (Hex reduced 

integration) 
 

های )ب( تحلیل اجزای محدود مبتنی بر روابط جابجایی با المان  SPH )الف( تحلیل با روش. . مقایسه توزیع فشار در نمونه پانچ 3شکل 

 گیری کاهش یافته  های مکعبی با انتگرال چهاروجهی خطی )ج( تحلیل اجزای محدود با المان 
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 های شریانیهای لایه . متغیرهای ماده برای نمونه 1جدول 

Sample 𝐶 (kPa) K1 (kPa) K2   𝐷 

 7-10 0 524/6 996/6 7/64 محوري 

 7-10 90 524/6 996/6 7/64 محیطي

°15  7/64 996/6 524/6 15 10-7 

 

  وجهي هرمي چهاراجزاي محدود با تغییر نوع المان از المان    روش

با   گره  هشت  با  مکعبي  المان  به  جابجایي  پایه  بر  روابط  با 

توزیع  یافته، شبیه سازي مجددا تکرار شده و  گیري کاهشانتگرال

است. واضح    آمده  3فشار بر روي نمونه تغییر شکل یافته در شکل  

است که در این حالت توزیع فشار تصحیح شده و عاري از حالت  

  استفاده از   اولویت نوساني است. البته همواره در مسائل پیچیده  

 .  است هاي هرمي چهار وجهي المان

 

 های شریانی لایهرفتار ناهمسانگرد  سازیمدل  -6-2

مدل  بخش،  این  لایهدر  ناهمسانگرد  رفتار  عددي  هاي سازي 

تشریح شده   HGO و مدل ماده SPH شریاني با استفاده از روش

سازي توانایي رویکرد عددي پیشنهادي را براي است. این شبیه

دقیق  مدل  شریان  پاسخسازي  نشان  مکانیکي  انسان  ایلیاک  هاي 

جهت دهد.  مي بین  با  زاویه  برابر  محیطي  جهت  و  الیاف  گیري 

سه نوع آزمایش کششي  رو    ایندرجه تنظیم شده است. از    49/ 98

لایه شبیهبراي  شریاني  جهت هاي  در  که  است  شده  هاي  سازي 

زاویه   با  و  به جهت محیطي    15محوري، محیطي  نسبت  درجه 

در   ماده  رفتار  متغیرهاي  دارند.  مقاله  1جدول  قرار  اساس  بر   ،

 [ 7[، ارائه شده است. ابعاد نمونه، طبق پیشنهاد مرجع ] 7مرجع ] 

متر  میلي  0/ 5متر و ضخامت  میلي  3متر، عرض  میلي  10 به طول

ش است تنظیم  شبیه.  ده  هر  نظر براي  در  الیاف  گروه  دو  سازي، 

الیاف، شبیه تأثیر پخش  بررسي  ها  سازيگرفته شده است. براي 

پخش   متغیر  از  مختلف  مقدار  دو  با  نمونه  هر  𝜅براي  =      و  0

𝜅 = براي    0.226 است.  شده  𝜅انجام  = مي  0 که  فرض  شود 

راستا هستند. براي اعتبارسنجي نتایج عددي  طور کامل همالیاف به

   هايسازيدر کنار شبیه آباکوس افزار تجاريآمده، از نرمدست به

SPH   تحلیل اجزاي محدود با آباکوس، از  استفاده شده است. در

سازي رفتار تراکم ناپذیر براي مدل    C3D8HR هاي ترکیبيالمان

گیري  ها شامل هشت گره، انتگرالشده است. این المان  بهره گرفته

ساعت    انرژي  مدهاي بدون  کنترلقابلیت  عددي کاهش یافته با  

توزیع در مقایسه  جابجایي هستند.- فشارروابط ترکیبي با شني و 

لازم است که    SPHاجزاي محدود و    عددي  ها از دو روشمتغیر

در روش اجزاي محدود متغیرهاي میدان  در نظر گرفته شود که  

گره در  مي)مانند سرعت(  بدست  حالت ها  متغیرهاي  ولي  آیند 

گیري هستند. در حالي که در روش )مانند تنش( در نقاط انتگرال 

 پیشنهادي تمامي متغیرهاي در ذرات هستند.

هاي قرار گرفته در  را براي نمونه کوشي توزیع تنش  4شکل   

الیاف    آلایده   درجه تحت پخش   15هاي محیطي، محوري و  جهت 

𝜅کلاژن   = مي   0 الیاف نشان  بارگذاري،  شرایط  تمام  در  دهد. 

شوند که  راستا ميطور تدریجي با جهت بارگذاري همکلاژن به

راستایي  باعث افزایش قابل توجه ظرفیت باربري بافت پس از هم

ایدهمي توزیع  کلاژن  شود.  الیاف  𝜅آل  = تغییرشکل    0 به  نیاز 

براي هم به  بیشتر  منجر  که  دارد  بارگذاري  با جهت  راستا شدن 

شود. در مقابل، طبیعت چرخش تدریجي الیاف به جهت بار مي

افزایش تراکم به  منجر  الیاف،  چرخش  همراه  به  ماده،  ناپذیر 

شود. در  ضخامت در ناحیه مرکزي نمونه و کاهش عرض آن مي

نمونه، شرایط مرزي اعمال انتهاي  از  شده در شبیههر دو  سازي 

،  4شده در شکل    کند. نتایج نشان دادهتغییرشکل جلوگیري مي

از شبیه المان SPH هايسازيکه  اند،  آمدهدست هاي محدود بهو 

سازي و توانایي روش پیشنهادي  تطابق خوبي دارند و دقت پیاده

مي نشان  با  را  نتایج  گزارشیافتهدهند.  مرجع  ] هاي  در  [  7شده 

دارند نمونه  5شکل    .مطابقت  براي  را  مؤثر  تنش  هاي  توزیع 

 هاي آل الیاف، با استفاده از روشمحوري و محیطي با توزیع ایده
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در ردیف پایینی برای   FE هایسازی در ردیف بالایی و شبیه  SPH آل. نتایجایده ها با توزیع کلاژن . توزیع تنش کوشی در نمونه4شکل 

 هستند  از چپ به راستبه ترتیب   °15های محوری، دوری و نمونه 

 

 SPH مي و مقایسه  محدود  شکل  اجزاي  فشار    6کند.  توزیع 

دهد. در هر دو رویکرد، ميآمده از هر دو روش را نشان  دست به

توزیع فشار هموار بوده و از الگوهاي شطرنجي عاري است که  

شبیه در  را  پیشنهادي  روش  ناپذیر اثربخشي  تراکم  رفتار  سازي 

 .دهدنشان مي

هاي محوري، محیطي و  توزیع تنش مؤثر را در نمونه  7شکل   

𝜅درجه براي    15 = دهد. براي این توزیع الیاف، نشان مي  0.226

تغییر شکل کمتري رخ  هم  با  بارگذاري  الیاف با جهت  راستایي 

یکنواخت مي ضخامت  توزیع  به  منجر  که  سراسر  دهد  در  تري 

کوچکنمونه انتقال  ناحیه  و  ميها  نمونه  هر  انتهاي  در  شود. تر 

محدود   اجزاينتایج تطابق خوبي را بین روش پیشنهادي و تحلیل  

جابجایي براي  - هاي نیرودهند. براي مقایسه کمي، منحنينشان مي

با  نمونه الیاف  توزیع  دو  هر  با  محیطي  و  محوري  هاي 

شده است. واضح    ارائه  8محدود در شکل  اجزاي  هاي  سازيشبیه

کند  طور نرم عمل ميآل، نمونه در ابتدا بهاست که در توزیع ایده

و تغییر شکل قابل توجهي قبل از افزایش نیرو به دلیل عملکرد 

هاي  راستایي منحنيطور کلي، همکند. بهتجربه مي  الیاف کلاژن

به-نیرو تحلیل  دست جابجایي  نتایج  با  پیشنهادي  روش  از  آمده 

 و مقالات  افزار آباکوسمحدود استفاده شده در نرماجزاي 
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𝜿آل ها با توزیع کلاژن ایده . توزیع تنش مؤثر در نمونه 5شکل  = در ردیف پایینی برای   FE هایسازیدر ردیف بالایی و شبیه  SPH نتایج 𝟎

 هستند  از چپ به راست، به ترتیب   °15های محوری، دوری و نمونه 

 

    
 )د(  )ج( )ب(  )الف( 

𝜿برای   °15. توزیع فشار بر حسب مگا پاسکال برای نمونه 6شکل  = 𝜿و برای   FEM )ب( با روش SPH )الف( با استفاده از روش 𝟎 =

𝟎.   FEM )د( با روش SPH )ج( با استفاده از روش 𝟐𝟐𝟔
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𝜿ها با  . توزیع تنش مؤثر در نمونه 7شکل  = 𝟎. های  در ردیف پایینی برای نمونه  FE هایسازیبالایی و شبیه در ردیف  SPH نتایج 𝟐𝟐𝟔

 هستند از چپ به راست ، به ترتیب°15محوری، دوری و 

 

 
  FEM  و SPH هایسازیهای محوری و محیطی به دست آمده از شبیه جابجایی برای نمونه -های نیروپاسخ  . 8شکل 
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 متر بر حسب میلی ASTM D412. ابعاد نمونه آزمایش کششی استاندارد 9شکل 

 

 های پوست متغیرهای ماده برای نمونه  .2جدول 

C (MPa) K1 (MPa) K2  نمونه  κ D 

 7-10 0/1535 88 0/1327 24/53 0/1007 موازي 

 7-10 0/1459 0 0/1327 24/53 0/1007 عمدي 

 7-10 0/1602 118 0/1327 24/53 0/1007 نامتقارن 

 

  

( )ب ( الف )   

 

 لانگر های )الف( موازی و )ب( عمود نسبت به خطوط . توزیع تنش کوشی در نمونه 10شکل 

 

سازي آن را تأیید  مرجع، اعتبار و دقت روش پیشنهادي و پیاده

 کند.مي

 

 پوسترفتار ناهمسانگرد سازی مدل  -6-3

هاي خود توسط  پوست نوع دیگري از بافت نرم است که در لایه

شود  الیاف کلاژن تقویت شده است. وجود الیاف کلاژن باعث مي

که پوست رفتار ناهمسانگرد از خود نشان دهد. آناید و همکاران  

مطالعه [  49،  48]  را  انسان  پوست  ناهمسانگرد  مکانیکي  رفتار 

و  [  48اند. در این مطالعه، نتایج تجربي ارائه شده در مراجع ] کرده

سازي آن استفاده  براي اعتبارسنجي مدل پیشنهادي و پیاده[  49] 

نمونه منظور،  این  براي  استانداردهايشد.  طبق   ASTM هایي 

D412   نشان داده شده است.    9ها در شکل  آماده شدند که ابعاد آن 
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 برای تنش کوشی در پوست  SPH سازیمقایسه نتایج تجربی و شبیه. 11شکل 

 

 

 

( ب) ( الف )   

 

 

 . توزیع تنش در نمونه نامتقارن در پوست )الف( تنش عمودی و )ب( تنش برشی 12شکل 

 

نمونه   براي سه  سازي. شبیهاست متر  میلي  2/ 25ضخامت هر  ها 

گیري موازي، عمودي و نامتقارن با خطوط لانگر  جهت نمونه با  

   °41 برابر γ انجام شده است. بر اساس نتایج تجربي، زاویه بهینه

ارائه شده   2در نظر گرفته شده و ضرایب رفتار ماده در جدول  

 50را هنگامي که تغییر شکل  کوشي توزیع تنش 10است. شکل 

 دهد. هاي موازي و عمودي نشان مياست، براي نمونه درصد
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 و نتایج تجربی برای نمونه نامتقارن در پوست  SPHسازی جابجایی از شبیه - های نیرو. مقایسه منحنی 13شکل 

 

تنش به جهت  کوشي حداکثر  بسته  نمونه  هر  نمونه  براي  گیري 

نسبت به توزیع الیاف کلاژن متفاوت است، به طوري که تنش در  

طور قابل توجهي بیشتر از نمونه عمودي است.  نمونه موازي به

راستا شدن کولاژن این امر ناشي از تغییر شکل مورد نیاز براي هم

 مقایسه کمي تغییرات تنش  11در شکل  با مسیر بارگذاري است.  

تجربي گزارش کوشي نتایج  این شکل    ،شدهبا  است.  ارائه شده 

هاي  تطابق نزدیکي با یافته SPH سازيدهد که نتایج شبیهنشان مي

اي انتخاب شد که توزیع کلاژن  گونهتجربي دارند. نمونه سوم به 

نامتقارن   بارگذاري  به جهت  نسبت  رو.  باشدآن  این  نتایج  از   ،

دهد. را نشان مي کوشي سازي نیز عدم تقارن در توزیع تنششبیه

به  12شکل   برشي  تنش  و  عمودي  تنش  از دست توزیع  آمده 

مي SPH سازيشبیه نشان  را  نامتقارن  توزیع  نمونه  ظهور  دهد. 

را   بارگذاري  جهت  به  نسبت  ماده  نامتقارن  رفتار  برشي  تنش 

مي شکل  برجسته  نهایت،  در  نیروي  13کند.  جابجایي  -منحني 

مي مقایسه  تجربي  نتایج  با  را  نامتقارن  غیریکنواخت  کند.  نمونه 

براي مدل ایجاد بودن تغییر شکل و توزیع متغیرها، چالش بیشتري  

سازي عددي در این خواني بین نتایج تجربي و شبیهکرده و هم

مدل در  پیشنهادي  روش  توانایي  بیانگر  چنین مورد  در  سازي 

است.   بهشرایطي  مينتایج  نشان  روش  وضوح  که  دهند 

عنوان یک بافت  طور مؤثر رفتار پوست را بهبه SPH یافتهتوسعه

 کند. سازي مينرم با پاسخ ناهمسانگرد مدل

 

 گیرینتیجه  -7

بدون  با استفاده از روش    HGOدر این مطالعه، مدل هایپرالاستیک  

شدگي حجمي  مشکل قفلبراي رفع  سازي شد.  پیاده  SPH  شبکه

در شکل  لاگرانژي    تمام  در چارچوب  مجموعه روابط ترکیبي یک  

بقاي مرتبه اول گسترش داده شده و فرآیند گسسته سازي فضایي  

بدون   براي حل صریح    شبکهبه روش  زماني  سازي  گسسته  و 

ناپذیر مشکل قفل شدگي حجمي ناشي از رفتار تراکم .  تشریح شد

مواد هایپرالاستیک در فرآیند حلل عددي با در نظر گرفتن مولفه 

اتلاف در معادله ژاکوبین، برطرف شد که نتایج آزمون پانچ اهمیت  

کرد.   بیان  را  کار  مدلاین  بررسي  توسعه  صحت  طریق  از  یافته 

شبیهمثال جمله  از  زمینه،  این  در  مرجع  شریانهاي  هاي  سازي 

شد.   تأیید  پوست،  و  انساني  مدلایلیاک  رفتارهاي  در  سازي 

جهت  اثر  و  ناهمسانگرد،  کننده  تقویت  عنوان  به  کولاژه  گیري 

آن مدل نتایج  سازي شد.  میزان پخش  با  محدود  اجزاي  مقایسه 

هاي تجربي نشان داد که  و داده  آباکوس   افزارآمده از نرمدست به
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هاي بزرگ مواد با  طور مؤثر قادر است تغییر شکلبه SPH مدل

سازي  را شبیه ناپذیرهمسانگرد در شرایط تراکمنا رفتار پیچیده

روش.  کند قابلیت  پژوهش  مدل SPH این  براي  دقیق را    سازي 

 . دهدهاي نرم نشان ميرفتار بافت 
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