
 

  

Journal of Computational Methods in Engineering, 2025, 44(2), 151-165; DOI: 10.47176/jcme.44.2.1062 
 

 

 

Journal of Computational Methods in Engineering 

Journal homepage: https://jcme.iut.ac.ir/ 

ISSN: 2228-7698                                                                 EISSN: 2423-5741 

 

 

 

 

 

 

Copyright © 2025 Isfahan University of Technology, Published by Isfahan University of Technology press. This work is licensed under a Creative 

Commons Attribution-Noncommercial 4.0 International license (https://creativecommons.org /licenses/by-nc/4.0/). Non-

commercial uses of the work are permitted, provided the original work is properly cited. 

 

 

JOURNAL OF                             

COMPUTATIONAL 

METHODS IN 

ENGINEERING 

Original Article         

 

 

 

On the Use of Error Weight Function in the Numerical Solution of 

Nonlocal Problems Using the Finite Element Method 
 
 

Ali Gerami , Mohammad Silani *  and Mahdi Javanbakht  

 

Department of Mechanical Engineering, Isfahan University of Technology, Isfahan 8415683111, Iran 

  
 

 
 
Abstract: Various functions can serve as weight functions in the numerical solution of nonlocal problems, including the 

error function. The value of the error function at a given point depends on the nonlocal parameter and the distance from 

the target point. To reduce computational costs in numerical procedures, interactions are often neglected between the 

points with a distance above a specific radius (interaction radius). Consequently, a relationship between the radius and 

the nonlocal parameter in the error function is established to determine the optimal interaction radius. Due to the 

widespread utilization of the finite element method in the solution of non-local problems, and considering application of 

the integral value of the weight function in two-phase kernels, the effect of element size on the calculation of the integral 

value is investigated. The findings indicate that, due to discretization, the error in calculating the integral value of the 

weight function increases as the ratio of the element size to the nonlocal parameter grows. This can result in an integral 

value exceeding 1, thereby violating the normalization condition of the weight function. 

 
Keywords: Nonlocal theory, Nonlocal weight function, Nonlocal kernel, Error function, Integral of weight function 

 
Received: Aug. 30, 2025; Revised: Oct. 10, 2025; Accepted: Nov. 11, 2025; Published Online: Dec. 21, 2025. 

 * Corresponding Author: silani@iut.ac.ir 

 

 
How to Cite: Gerami Ali, Silani Mohammad, Javanbakht Mahdi, On the use of error weight function in the numerical 
solution of nonlocal problems using the finite element method, Journal of Computational Methods in Engineering; 2025, 
44(2), 151-165; DOI: 10.47176/jcme.44.2.1062 

http://dx.doi.org/10.47176/jcme.44.2.1062
https://jcme.iut.ac.ir/?lang=en
https://portal.issn.org/resource/ISSN/2228-7698
https://portal.issn.org/resource/ISSN/2423-5741
https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/
mailto:silani@iut.ac.ir
http://dx.doi.org/10.47176/jcme.44.2.1062
https://orcid.org/0009-0002-5368-3215
https://orcid.org/0000-0003-1709-3621
https://orcid.org/0000-0001-9066-0712


 

  

  DOI: 10.47176/jcme.44.2.1062 ، 151-165، ص. 1404، 2، شماره 44سال هاي عددي در مهندسي، روش هینشر

 
 

 

هاي عددي در مهندسيروش هینشر  

 /https://jcme.iut.ac.irصفحه خانگي نشریه: 

 2423-5741 شاپا الکترونیکي:                                  2228-7698 شاپا:

 

 

 
 
 

 

 .  © 1403حق انتشار این مستند، متعلق به دانشگاه صنعتي اصفهان است.                                       

حیح به مقاله و با رعایت شرایط مندرج در آدرس زیر مجاز صاستناد    بر  آن مشروط  از  غیرتجاري  این مقاله تحت گواهي زیر منتشر شده و هر نوع استفاده                                            

 است:

Creative Commons Attribution-Noncommercial 4.0 International license (https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/). 

 

 

 مقاله پژوهشي       

 

 با استفاده  حلیرمیمسائل غ  یخطا در حل عددوزن استفاده از تابع 

 محدود  یاز روش اجزا 

 بخت  ، مهدی جوان*، محمد سیلانیعلی گرامی 

 

 8415683111 پستی صندوق ایران، اصفهان،دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه صنعتی اصفهان، 
 

ها است. مقدار تابع خطا در یک  که تابع خطا یکی از آن  شوندی استفاده م   ی رمحل یغدر حل عددی مسائل    وزنبه عنوان تابع    ی مختلف   یهاتابع   -چکیده

 کیشان بیشتر از  که فاصله   ی اثر متقابل نقاط  ،ی در حل عددیمحاسبات  نه یکاهش هزبرای  است.    و فاصله تا نقطه هدف  ی رمحلیپارامتر غنقطه، وابسته به  

و پارامتر  این شعاع    نی ارتباط بیک  ،  کنش بهینه شعاع برهم  ن ییتع  بنابراین، با هدف  شود.گرفته نمی در نظر  ، معمولا  است کنش(  مشخص )شعاع برهم  شعاع 

های حلی و کاربرد مقدار انتگرال تابع وزن در کرنلرمیمحدود در حل مسائل غ  یگسترده روش اجزابا توجه به کاربرد    در تابع خطا به دست آمد.  ی رمحلیغ

سازی، با افزایش نسبت اندازه المان به پارامتر غیرمحلی، دهد که به دلیل گسسته ها نشان می . یافته شد  یانتگرال بررس  این   مقداردر    اندازه المان  ریتاثدوفازی،  

تابع   و در نتیجه شرط بهنجارشدن  شود  یکاز    شیب  انتگرال  مقدار  منجر به   تواندی موضوع م  نی ایابد.  خطا در محاسبه مقدار انتگرال تابع وزن افزایش می 

 . را نقض کندوزن 
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 فهرست علائم 
 

 نام علائم یوناني نام علائم لاتین 

𝑑𝐴  دیفرانسیل سطح 𝛾 )مقدار انتگرال تابع وزن )یا تابع خطا 

𝑑𝑟  طولدیفرانسیل 𝜂  پارامتر غیرمحليالمان به  اندازهنسبت 

𝑑𝑉 دیفرانسیل حجم 𝑑𝜃  دیفرانسیل زاویه 

𝐼  گیري تعداد کل نقاط انتگرال 𝜏  پارامتر غیرمحلي 

𝑘  تابع خطا   

𝑟  فاصله هر نقطه دلخواه تا نقطه هدف طول   

𝑅 کنش شعاع برهم   

𝑉 خطا  حجم زیر نمودار تابع   

 مقدمه  -1

را    اس ی مق بزرگ   ي ها ده ی پد   وسته، ی پ   ي ها ط ی مح   ک ی مکان   ه ی نظر 

  رد ی گ ي م   ده ی مواد را ناد   ي زساختار ی ر   ات ی و جزئ   کند ي م   ف ی توص 

مجموعه    ن ی ماده جامد را متشکل از چند   ک ی   ، این نظریه .  [ 1] 

ها را به صورت  آن   توان ي که م   گیرد مي کوچک در نظر    ار ی بس 

  گر ی کد ی معادلات تعادل با    ق ی کرد و فقط از طر   ف ی مستقل توص 

واقع  در  اما  دارند.  دل   ، ت ی تعامل  به  اتم   که ن ی ا   ل ی مواد  و  از  ها 

اساساً    گسسته هستند.   یي اند، ساختارها ده ش   ل ی ها تشک مولکول 

است و ماده به خاطر    ب ی تقر   ک ی   آل ده ی ا   وسته ی پ   ط ی فرض مح 

ع  ر   ا ی   ه ی اول   وب ی وجود  ر   ها زترک ی بروز  هنگام    1ها زحفره ی و 

دارد   ک ی   ، ي بارگذار  گسسته  برا [ 2]   رفتار  ا   ي .    ب، ی ع   ن ی رفع 

که    ي معرف   وسته ی پ   ط ی مح   ک ی مکان   ي رمحل ی غ   ي ها ه ی نظر  شدند 

غیرمحلي  [ 3- 6]   ي رمحل ی غ   ته ی س ی الاست  پلاستیسیته  و    [ 7- 9]، 

پرکاربردتر   [ 10- 13  ، 7] ي  رمحل ی غ   ب ی آس    . هستند ها  آن   ن ی از 

به ویژه در تیرها    ي ا گسترده   ي کاربردها هاي غیرمحلي  تئوري 

تابعي [ 14]  مدرج  مواد  همچون  [ 51- 71]   2،  نانوساختارها   ،

  ، 17] ها  و نانولوله   [ 24] ، نانوصفحات  [18- 23,  15]   نانوتیرها 

و 21 در حوزه و    [ 25  ،  مکانیک شکستهمچنین  نظیر    هایي 

 دارند.   [ 26- 28] 

از جسم، تنها    ياپارامتر ماده در نقطه   کی  ،يمحل  تئوريدر  

در همان نقطه است؛ مثلا، تنش در    گریچند پارامتر د  ای  کیتابع  

ول  کی است.  نقطه  همان  در  کرنش  تابع   تئوريدر    ينقطه 

  ي وزن  نیانگیاز جسم، تابع م  ياپارامتر ماده در نقطه  کی  ،يرمحلیغ

به طور مثال، تنش .  است در نقاط اطراف    گریچند پارامتر د  ای  کی

م  کیدر   تابع  نقاط    يوزن  نیانگینقطه  و  نقطه  همان  در  کرنش 

سازي روابط غیرمحلي، یک تابع  بنابراین، براي پیاده  اطراف است.

 : [ 4]  آن عبارت است از هايویژگيوزن نیاز است که 

است و با دورشدن    هدف )مرکز تابع(مقدار بیشینه آن در نقطه    -1

 شود. از این نقطه، مقدار آن به صفر نزدیک مي

 ، متقارن است.هدفدر کل دامنه خود نامنفي و نسبت به نقطه    -2

انتگرال  -3 تابع  گیري با  بي  از  دامنه  یک  شرط    ، نهایت روي 

  یک برابر با    تابعمقدار انتگرال  یعني  شود )بهنجارشدن ارضا مي

 شود(. مي

تابع    ؛ که،شونداستفاده مي  وزنهاي مختلفي به عنوان تابع  تابع

آن  3خطا میان  در  پرکاربرد  توابع  از    . [ 29-31  ،4] ها است  یکي 

  و   [32]   5توزیع گاوستابع  ،  [ 31]   4شکلايزنگولههمچنین، تابع  

  تمام این تابع   .ها هستنداز آندیگر  برخي    [ 33]   6تابع هلمهولتز

شده را دارند و به طور کلي، براي حل  هاي بیانها، ویژگيوزن
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توان از هر کدام از  یک مسئله غیرمحلي با تئوري غیرمحلي مي

 ها استفاده کرد. آن 

ها با دور شدن از نقطه مرکز )یا نقطه هدف(، برخي از این تابع

رسند. کنند؛ ولي، برخي دیگر به مقدار صفر ميبه صفر میل مي

هاي وزني کاهش هزینه محاسباتي، به خصوص براي تابع  براي

توان از مقادیر نزدیک به صفر صرف  کنند، ميکه به صفر میل مي

توان تاثیر متقابل نقاط بیش از حد نظر کرد. به عبارت دیگر، مي

دور را در نظر نگرفت. براي این منظور، یک فاصله تاثیر یا شعاع  

و از اثر متقابل نقاطي   [ 35  ، و34] گردد  ( تعریف مي𝑅)  7کنشبرهم

با شود. در نتیجه  از آن است، صرف نظر مي   بیشترشان  که فاصله

تابع وزن، شرط بهنجارشدن نقض مي از  با    شود.حذف بخشي 

اي کنترل کرد که  توان خطا را به گونهمي   𝑅تعیین مقدار مناسب  

صورت، هم با    باشد. در اینیک  مقدار انتگرال تابع، نزدیک به  

پیدا  کاهش  عددي  محاسبات  اطراف،  نقاط  تعداد  محدودکردن 

برقرار  مي اندک  پذیرش خطاي  با  بهنجارشدن  هم شرط  و  کند 

 شود. مي

مز  يمندبهره  يبرا دو    يهات یاز  و    يمحل  تئوريهر 

(  يدوفازکرنل  کرنل شامل هر دو رفتار )   کی  تواني، ميرمحلیغ

غیرمحلي با عبارت  محلي و  عبارت  در این کرنل،    کرد.  فیتعر

ترکیب نسبت  با هم  کرنل دوفازي،  نوع  به  وابسته  هاي مختلفي 

  دوفازي   هاي دوفازي، مانند کرنل در برخي از این کرنل  شوند.مي

، در  [ 38، و  37]   9کنندهو کرنل دوفازي جبران  [ 36]   8شدهاصلاح

. در  شوداستفاده مي(  𝛾ضریب جمله محلي از انتگرال تابع وزن )

محاسبه   محدودي  نقاط  تعداد  در  وزن  تابع  مقدار  عددي،  حل 

آید. در نتیجه، به علت به دست مي  𝛾ها  شود و با استفاده از آنمي

گسسته از  ناشي  دقیق   𝛾سازي،  خطاي  مقدار  با  آمده  دست  به 

 انتگرال متفاوت است.  

کنش  طور که پیش از این بیان شد، یافتن شعاع برهم همان 

مناسب که تاثیر کمي بر مقدار انتگرال تابع وزن داشته باشد و  

سازي در محاسبه آن،  همچنین بررسي خطاي ناشي از گسسته 

حل   به  نسبت  عددي  حل  خطاي  کاهش  در  زیادي  اهمیت 

تحلیلي دارد. در این پژوهش، از حل عددي اجزاي محدود با  

و تابع خطا به عنوان تابع وزن،    10افزار آباکوس استفاده از نرم 

استفاده شده است. در بخش   این موارد  ، تابع  2براي بررسي 

  بیان خطا و محاسبه انتگرال آن در دو حالت پیوسته و گسسته  

تابع خطا و شعاع  شود. رابطه مي  پارامتر غیرمحلي در  بین  اي 

درنظرگرفتن  برهم  با  تابع    % 1کنش  انتگرال  محاسبه  در  خطا 

بخش   در  تنهایي    3وزن،  به  این  اما  است.  آمده  دست  به 

کننده صحت محاسبه انتگرال تابع خطا نیست. بنابراین  تضمین 

ال  اندازه  بخش  تاثیر  در  محاسبه،  این  صحت  بر  مورد    4مان 

 گیرد. بررسي قرار مي 

 

 روابط حاکم  -2

 تابع وزن غیرمحلی  -1-2

استفاده    يرمحل یغ  تابع وزناز    ي رمحلیغ  دانیم   کیمحاسبه    يبرا

هر بین    تابع وزن به فاصله  مقدار  ،نامتناهي  دامنه. در یک  شوديم

,′𝑥طه دلخواه )نق 𝑦′)  و نقطه هدف(𝑥, 𝑦)  .عنوان  به  بستگي دارد

(  1)  طبق رابطه  [ 29] خطا  به شکل تابع  تواند  ميتابع وزن  مثال،  

 شود.  در نظر گرفته 

1
( , ) exp( )

r
k r 

 
= −

2

2 2
  )1( 

و فاصله هر نقطه دلخواه تا   𝜏غیرمحلي با    پارامتردر این رابطه،  

( از  𝑅کنش ) شعاع برهم  .نشان داده شده است   𝑟با    هدفنقطه  

مي تعیین  تابع خطا  که مرکز  نقاطي  براي  فقط  تابع  مقدار  شود. 

گردد و براي نقاط بیرون  درون این شعاع قرار دارند، محاسبه مي

نظر   در  صفر  آن  مياز  شکل  گرفته  به  خطا  تابع  بنابراین  شود. 

 شود. بازنویسي مي( 2) اي مطابق رابطهدوضابطه

1
exp( )

r
r R

k

r R

 


− 

= 
 

2

2 2

0

   )2( 

مختلف   𝜏با سه    6در  6، تابع خطا در یک دامنه دوبعدي  1شکل  در  

ترسیم شده است. مقدار این تابع در مرکز دامنه، یعني نقطه هدف،  

مي  نزدیک  صفر  به  آن،  از  دور  نقاط  در  و  است  شود.  بیشینه 

مقدار   افزایش  با  کاهش 𝜏همچنین  نقطه هدف  در  تابع  مقدار   ، 
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 75/0و  1، 1/ 25با سه پارامتر غیرمحلی برابر با  6در  6ترسیم تابع خطا در مرکز یک دامنه  .1 شکل

 

 
 در تابع خطا  5/0و  1، 5/1، با استفاده از سه پارامتر غیرمحلی برابر با 10در10در یک دامنه   𝜸ترسیم تابع   .2 شکل

 

افزایش ميیابد؛ در حالي که، در  مي آن  از  یابد و در  نقاط دور 

 شود. نتیجه شکل تابع هموارتر مي

 

 انتگرال تابع وزن  -2-2

دار با مقدار بین صفر  کران یک تابع پیوسته (𝛾)  انتگرال تابع وزن

شود.  تا یک است؛ که براي هر نقطه هدف، جداگانه محاسبه مي

 آید.( به دست مي3از رابطه ) 𝑉انتگرال تابع خطا در دامنه  

( , ) ( , )
V

x y k r dV   =    )3( 

در نواحي نزدیک مرز به دلیل خروج بخشي از تابع وزن به  

شود. همچنین در نواحي دور مي   یکاز    کمتر  𝛾بیرون از دامنه،  

در یک   𝛾، تابع  2است. در شکل    یکتقریبا برابر با    𝛾از مرز،  

در   0/ 5و    1،  1/ 5برابر با    𝜏  مقدار  سه  قراردادنبا    10در10دامنه  

 تابع خطا، ترسیم شده است. 

هاي عددي مانند روش اجزاي محدود، تابع وزن در  در حل

نیز در   𝛾شود و بنابراین، مقدار تعدادي نقاط محدود محاسبه مي

  در حل اجزاي محدود   گردد. به بیان دیگر،این نقاط محاسبه مي

اینکه جاي  پیوسته   به  صورت  به  و  دامنه  نقاط  تمامي  در  تابع 

گیري و به صورت گسسته  فقط در نقاط انتگرال  محاسبه گردد،

محاسبه تابع خطا به طور    نماي کلي،  3شود. شکل  محاسبه مي

پیوسته در تمامي نقاط دامنه در مقابل محاسبه آن به طور گسسته  

از نقاط را نشان مي تعداد محدودي    4همچنین، شکل  دهد.  در 

با اندازه   10در    10در یک دامنه  به صورت گسسته    𝛾تابع  محاسبه  

را نشان   در تابع خطا 0/ 5و  1،  1/ 5برابر با  𝜏براي سه  یک المان 

 هستند که در   یکاز  بیشتر 𝛾)پ( مقادیر  - 4دهد. در شکل مي
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 گسسته  -بو ، پیوسته -الفبه دو صورت مقایسه ترسیم تابع خطا  .3شکل 

 

 
،  1/ 5و با استفاده از سه پارامتر غیرمحلی برابر با  یکبا اندازه المان برابر با  10در10در یک دامنه به صورت گسسته،  𝜸ترسیم تابع   .4شکل 

 در تابع خطا  5/0و  1

 

با  .  گیردمورد بررسي قرار مي  وقوع این خطا  علت   4بخش  

بودن نتایج براي مسائل با ابعاد مختلف، اندازه  استفادههدف قابل

شود  در نظر گرفته مي  𝜏المان و ابعاد مسئله به صورت ضریبي از  

ابعاد   با  𝑛𝜏و یک دامنه دوبعدي  × 𝑛𝜏     تعریف   5مشابه شکل

 د. گردمي

 

 به صورت پیوسته  𝜸محاسبه  -1-2-2

 𝛾شود و مقدار  در این روش، تابع وزن در تمام دامنه تعریف مي

,′𝑥)در نقطه   𝑦′)  گردد.  گیري روي کل دامنه محاسبه ميبا انتگرال

با   برابر  اندازه ضلع  با  مربع  به صورت  دامنه  اینکه  دلیل   𝑛𝜏به 

استفاده  (  4)  گیري دوگانه طبق رابطهتعریف شده است، از انتگرال

ميمي را  خطا  تابع  منظور،  این  براي  بر حسب  شود.  و   𝜏توان 

بازنویسي کرد.  (  5)  به صورت رابطه  ،yو    xفاصله در دو جهت  

 براي محاسبه این انتگرال دوگانه استفاده شد. 11افزار متلب از نرم 

( , ) ( , , )
n n

x y k x x y y dxdy
 

    = − − 0 0
  )4( 

1 ( ) ( )
( , , ) exp( )

x x y y
k x x y y 

 

 − + −
 − − = −

2 2

2 2
 

 (5 )  

 

 به صورت گسسته  𝜸محاسبه  -2-2-2

در   وزن  تابع  روش،  این  محدوددر  نقاط  مسائل تعداد  در  که   ،

  . شودتعریف مي  گیري هستند،اجزاي محدود معادل نقاط انتگرال

 گردد. جایگزین مي( 6) با رابطه( 4) در نتیجه رابطه انتگرالي
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 𝜸دامنه دو بعدی مورد استفاده برای محاسبه   نمای کلی .5 شکل

 

1

( , ) ( , , )
I

i i i

i

x y k x x y y dA 
=

   = − −   )6( 

برابر   𝑑𝐴گیري و  دهنده تعداد نقاط انتگرالنشان  𝐼در این رابطه،  

عنوان  با سطحي از دامنه است که به هر نقطه اختصاص دارد. به  

گیري دارد، تمام مساحت  مثال، براي الماني که یک نقطه انتگرال

گیري  یابد. مختصات نقاط انتگرال المان به آن نقطه اختصاص مي 

سطح   زیربرنامه    یافتهاختصاصو  با  هرکدام،  در    URDFILبه 

 قابل استخراج است. آباکوس  افزار نرم 

کنش  ارتباط بین پارامتر غیرمحلی و شعاع برهم  -3

 در تابع خطا 

است.    یک نهایت برابر با  در دامنه بي  خطا   حجم زیر نمودار تابع 

مقدار   ،نتیجه  نهایت نخواهد بود و در، دیگر دامنه بي𝑅اما با تعیین  

ثابت، با کاهش    𝜏خواهد بود. با فرض    یکاز    کمترانتگرال تابع  

𝑅  یابد و خطا در محاسبه  مقدار انتگرال تابع کاهش مي𝛾   بیشتر  

است و محدوده  متقارن  شود. از آنجا که تابع نسبت به مرکز  مي

مختصات انتگرال در  انتگرال  است،  شعاعي  نوع  از  گیري 

گردد. براي محاسبه این انتگرال به صورت  اي تعریف مياستوانه

شود. حجم کل، از مجموع  عددي، باید حجم زیر تابع محاسبه  

به دست ميالمان در  هاي حجم  المان حجم   ،6شکل  آید.  یک 

(  7)  رابطه حاکم بر آن به صورت رابطه  ،که  ؛نشان داده شده است 

 است. 

( , )dV k r rd dr =   )7( 

زیر نمودار تابع  ( حجم  7( و )2هاي ) در ادامه، با استفاده از رابطه

   گردد.استخراج مي 𝜏و  𝑅( برحسب  8( مطابق رابطه )𝑉خطا )

( , )
R

V k r rd dr


 =  
2

0 0
 

2 ( , )
R

rk r dr = 0   

exp( )
R r r

dr
 

= −
2

2 20

2
  

1 exp( )
R


= − −

2

2   )8( 

 آید.به دست مي 𝑉برحسب   𝜏به   𝑅سپس، نسبت 

ln(1 )
R

V

= − −   )9( 

𝑅در    𝑉مقدار   = ( نیز قابل  9که از رابطه )  است   یک، برابر با  ∞

از حجم زیر تابع   %99اطمینان از قرارگیري  براي  استخراج است.  

شود  در نظر گرفته مي 0/ 99برابر با   𝑅  ،𝑉درون محدوده با شعاع 

 گردد.( حاصل مي10رابطه ) ،و در نتیجه

R


= 2 /146  )10( 

عنوان کند. به  قابل قبول تعیین مي   𝜏یا   𝑅این نسبت، حدي براي  

𝜏  1مثال، اگر    𝑅ین مقدار  کمتر باشد، آنگاه طبق این نسبت،    =

است و   2/ 146باشد، برابر با   0/ 99، حداقل 𝑉مجاز براي این که  

𝑅  1یا اگر    حداقل   𝑉مجاز براي این که    𝜏ین مقدار  بیشترباشد،    =
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 ای( )مبدا دستگاه مختصات استوانه  𝒙از نقطه هدف  𝒓یک المان حجم زیر تابع خطا در فاصله   .6 شکل

 

𝑉  0/ 99  است. به بیان دیگر، براي  0/ 465باشد، برابر با    0/ 99 ≥ 

خطاي   )کمتر )یعني  رابطه  به  10(،  نامساوي  یک  به  تبدیل   )

 شود. مي (11صورت رابطه )

R  2/146   )11( 

 

انتگرال تابع   بر صحت محاسبه تاثیر اندازه المان  -4

 ( 𝜸خطا ) 
بخش   رابطه 3در  تعیین  ،  براي  بر حسب    𝑅اي  به    𝜏مناسب 

کننده محاسبه صحیح مقدار  دست آمد. اما این به تنهایي تضمین 

𝛾    .گیري درون آن بر  اندازه المان و تعداد نقاط انتگرال نیست

انتگرال  نقاط  بین  با  فاصله  دارد. همچنین  مستقیم  تاثیر  گیري 

انتگرال  نقطه  تعداد  تغییر  فرض  با  المان،  هر  در  معین  گیري 

ها مقدار تابع خطا محاسبه  اندازه المان، تعداد نقاطي که در آن 

ها، فاصله  تر شدن المان با بزرگ زیرا    کند شود نیز تغییر مي مي 

معین، تابع در    𝑅یابد و در یک  گیري افزایش مي نقاط انتگرال 

تواند منجر  شود. این موضوع مي ي محاسبه مي کمتر تعداد نقاط  

گسسته به خطاي   از  ناشي  مقدار  عددي  در محاسبه    𝛾سازي 

شکل  عنوان  به    شود.  در  بزرگ   ، پ   –   4مثال،  دلیل  بودن  به 

به حدي      𝛾، خطا در محاسبه  𝜏ها نسبت به مقدار  اندازه المان 

یافته است که مقدار   به بالاي    𝛾افزایش    یک در تمامي دامنه 

اندازه المان بر  به همین دلیل، در این بخش تاثیر  رسیده است. 

  𝑛𝜏دامنه مربعي با اندازه ضلع    شود. بررسي مي   𝛾  صحت مقدار 

شکل   المان 5)مطابق  با  هم (  مربعي  المان هاي  بندي  اندازه، 

شود. به  گیري محاسبه مي در نقاط انتگرال   𝛾گردد و سپس  مي 

محاسبه   به  نیاز  تقارن،  انتگرال   𝛾دلیل  نقاط  تمام  گیري  در 

)محور   دامنه  قطر  روي  که  نقاطي  براي  فقط  و  در    uنیست 

 شود. ( قرار دارند، محاسبه مي 5شکل  

 

با در نظرگرفتن   𝜸بر صحت مقادیر   تاثیر اندازه المان -1-4

 گیری برای هر المانیک نقطه انتگرال

هاي داراي یک نقطه بندي با الماندر این بخش تاثیر اندازه المان

گیري  بررسي و با نتایج انتگرال  𝛾گیري بر صحت محاسبه  انتگرال

بخش   در  مي  1-2-2که  مقایسه  شد،  داده  بتوضیح  راي  شود. 

هاي مربعي بندي منظم با المان تعمیم نتایج، ابتدا از المانسادگي و  

ین فاصله  کمترشود. بنابراین،  استفاده مي  7هم اندازه، مطابق شکل  

 برابر خواهد بود. گیري با انداره ضلع المان انتگرالنقاط 
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 گیری های مربعی دارای یک نقطه انتگرال بندی منظم با المان المان  نمای کلی .7 شکل

 

بخش   اساس  پژوهش،  3بر  این  𝜏146 /2  𝑅از    در  به   =

درصد خطا در محاسبه   1منظورکاهش هزینه محاسباتي با پذیرش  

شود. اگرچه، در این بخش به منظور مقایسه استفاده مي  𝛾مقدار  

محاسبه   ذکرشده،  پیوسته  و  گسسته  روش  دو  حل   𝛾بهتر  در 

برهم شعاع  گرفتن  نظر  در  بدون  دیگر پیوسته  بیان  به  یا  کنش، 

𝑅اعمال  =  شود.  ، نیز انجام مي∞

المان اندازه  با  مرتبه  چندین  بار  دامنه،  هر  ولي  برابر  هاي 

المان ميمتفاوت،  المانبندي  اندازه  به    𝜏1 /0از    شود.  و  شروع 

یابد. همچنین ابعاد دامنه به  افزایش مي  𝜏1 /0صورت ضریبي از  

شدن به اندازه المان  گردد که هم امکان تقسیم اي تعیین ميگونه

در    𝛾مورد نظر را داشته باشد و هم به مقدار کافي بزرگ باشد تا 

انتگرال نقطه  دو  براي حداقل  پیوسته  ، uمحور   گیري وسطحل 

از حل گسسته و حل پیوسته    𝛾باشد. سپس، مقدار    یکبرابر با  

انتگرال نقاط  مي  گیريدر  اختلاف  محاسبه  درصد   𝛾گردد. 

هر  دست به براي  پیوسته  به روش  نسبت  گسسته  از روش  آمده 

ترین مقدار گیري روي قطر دامنه، محاسبه و بزرگنقطه انتگرال 

عنوان   ميبیشتربه  گزارش  خطا،  جدول  ین  نحوه  1گردد.   ،

المان  𝛾خطا در محاسبه    ینبیشتر استخراج   اندازه  بندي را براي 

𝜏5 /0   در دامنه با ابعاد𝜏 8  𝜏 کنش  و در نظر گرفتن شعاع برهم  8×

 به دست آمده است.  %0/ 88دهد که برابر با  نشان مي

به، نمودار میله8شکل   نتایج  . دهدآمده را نشان مي دست اي 

  بر حسب، نتایج  𝜏نبودن نتایج به مقدار  وابستهبراي  در این نمودار،  

𝜂،  نشان به  دهنده  که  المان  اندازه  گزارش شده  است،    𝜏نسبت 

ین خطا در مقادیر  بیشتر ،  𝜂بر اساس این نمودار با افزایش   .است 

𝛾  روش گسسته، چه با اعمال    ازآمده  دست به𝜏146 /2  𝑅 و چه    =

رفت، با طور که انتظار ميیابد. همانبدون اعمال آن، افزایش مي

وجود دارد.    %1، همواره خطایي در حدود  𝑅اعمال این مقدار از  

𝜏5 /0  (5 /0  𝜂با اندازه    بنديدر نتیجه، در حالت المان ،  کمترو    (=

𝑅نمودار روندي مشابه حالت   = کند و در محدوده را طي نمي  ∞

شود که در نظر گرفتن این  ماند. همچنین، مشاهده ميباقي مي  %1

خطاي    ،𝑅مقدار   اندک  کاهش  از   در  𝛾باعث  استفاده    هنگام 

 شده است.  𝜏5 /0تر از  هاي بزرگالمان

استخراج نقاط نتایج  که  است  حالتي  به  مربوط  شده 

گیري به طور منظم و با فاصله یکسان قرار گرفته باشند.  انتگرال

بندي نامنظم باشد. به همین  ها امکان دارد المانسازياما در شبیه

آمده،   به دست  نتایج  الماندلیل، صحت  نمونه  بندي  براي چند 

𝜏 10  𝜏، یک دامنه 9شکل  گردد. مطابق  نامنظم نیز بررسي مي ×10  

براي   𝛾بندي و مقادیر خطا در محاسبه  به دو صورت نامنظم المان 

شود. در هر دو نمونه، ابعاد  گیري محاسبه ميتمامي نقاط انتگرال

𝜏ترین المان تقریبا برابر با   بزرگ × 𝜏   است. بنابراین، طبق شکل

𝜂  1براي     8 با    = برابر  باید حداکثر  براي    %5/ 06خطا   باشد. 
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𝝉 146/2  𝑹  از دو روش گسسته و پیوسته با اعمال 𝜸. محاسبه  1ل جدو پیوسته برای  و استخراج بیشترین خطا در روش گسسته نسبت به   =

𝝉 8 𝝉در دامنه با ابعاد  𝝉5/0بندی  اندازه المان  ×8 

 

u (/τ) γ  گسسته γ  خطا )%(  پیوسته 

35/0  4088/0  4073/0  38/0  

06/1  7385/0  7320/0  0/88 

77/1  9267/0  9244/0  25/0  

47/2  9846/0  9867/0  21/0  

18/3  9921/0  9985/0  65/0  

89/3  9921/0  9999/0  78/0  

60/4  9921/0  0000/1  79/0  

30/5  9921/0  0000/1  79/0  

01/6  9921/0  0000/1  79/0  

72/6  9921/0  0000/1  79/0  

42/7  9921/0  9999/0  78/0  

13/8  9921/0  9985/0  65/0  

84/8  9846/0  9867/0  21/0  

55/9  9267/0  9244/0  25/0  

25/10  7385/0  7320/0  0/88 

96/10  4088/0  4073/0  38/0  

 

 
های دارای یک  بندی منظم با المان (، برای المان 𝝉)نسبت اندازه المان به  𝜼به روش گسسته بر حسب   𝜸بیشترین خطا در محاسبه   .8شکل 

𝝉146/2 𝑹کنش ) گیری، با اعمال شعاع برهمنقطه انتگرال  𝑹( و بدون اعمال آن )= = ∞ ) 
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𝝉 10 𝝉بندی نامنظم در یک دامنه دو نمونه المان  .9شکل  ترین اندازه ضلع تقریبا برابر  گیری و بزرگ های دارای یک نقطه انتگرال با المان  10×

 𝝉 با  

 

  % 5/ 06ین خطا به ترتیب برابر با  بیشترهاي )الف( و )ب(،  نمونه

اند، به  گذاري شده، در نقاطي که با ستاره )*( علامت %3/ 98و  

وجود   با  آمد.  الماننامنظمدست  همچنان  بودن  ین بیشتربندي، 

 کند.بندي منظم تبعیت ميمقدار خطا از نتایج المان

 

با در نظرگرفتن   𝜸بر صحت مقادیر   تاثیر اندازه المان -2-4

 گیری برای هر المانچهار نقطه انتگرال

گیري استفاده  هاي حاوي یک نقطه انتگرال در بخش قبل، از المان

هاي داراي چهار نقطه ها، از المانسازيبسیاري از شبیهشد. اما در  

توان با  گردد. در این حالت، همچنان ميگیري استفاده ميانتگرال

گیري مجاور، مشابه  ین فاصله بین دو نقطه انتگرال بیشتر محاسبه  

استفاده کرد. اما به دلیل    8بندي نامنظم، از نتایج شکل  حالت المان

المان نوع  این  زیاد  المانکاربرد  از  استفاده  با  و  ها،  مربعي  بندي 

استخراج شد    𝛾ین خطا در محاسبه بیشترمنظم مشابه قبل، نتایج  

بندي نامنظم نیز آمده است. براي مسئله با المان  10که در شکل  

دهد که اي نشان ميتوان از این نتایج بهره برد. این نمودار میلهمي

گیري،  هاي حاوي یک نقطه انتگرالمشابه حالت استفاده از المان

هاي  یابد. همچنین، براي اندازه المانخطا افزایش مي،  𝜂با افزایش  

از  کوچک مقدار  𝜏تر  شعاع  بیشتر،  اعمال  دلیل  به  خطا  ین 

شدن اندازه ماند. بزرگکنش، در محدوده یک درصد باقي ميبرهم

از  المان بیش  به  𝜏8 /1  (8/1  𝜂ها  از  (= ناشي  خطاي   ،

، در برخي  یکبه بیش از    𝛾سازي باعث افزایش مقدار  گسسته

مي  مرز  از  دور  آن  نقاط  مقدار  تعریف،  طبق  که  در حالي  شود. 

 10اشورخورده در شکل  ههاي  باشد. ستون  یکتواند بیش از  نمي

𝜂  1/ 8در    𝛾ین مقداربیشترها است.  این اندازه المان  دهندهنشان =  

با   با    1/ 0077برابر  افزایش مي𝜂  افزایشاست و  یابد. به طور  ، 

𝜂 2/ 5 درمثال،   رسد.خطا( مي %4/ 85)یعني   1/ 0485به   =

 
با در نظرگرفتن   𝜸بر صحت مقادیر   تاثیر اندازه المان -3-4

 ( 12گیری برای هر المان )المان مرتبه دومنه نقطه انتگرال

المان از  قبل  بخش  دو  از هاي  در  برخي  در  استفاده شد.  خطي 

المانسازيشبیه از  نقطه  ها  نه  داراي  دوم  مرتبه  بعدي  دو  هاي 

توان با  گردد. در این حالت همچنان ميگیري استفاده ميانتگرال

گیري مجاور، مشابه  ین فاصله بین دو نقطه انتگرال بیشتر محاسبه  

استفاده کرد. اما به دلیل    8بندي نامنظم، از نتایج شکل  حالت المان

المان نوع  این  زیاد  المانکاربرد  از  استفاده  با  و  ها،  مربعي  بندي 

 استخراج شد   𝛾ین خطا در محاسبه بیشترمنظم مشابه قبل، نتایج 
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های دارای  بندی منظم با المان (، برای المان 𝝉)نسبت اندازه المان به   𝜼به روش گسسته بر حسب   𝜸بیشترین خطا در محاسبه   .10شکل 

𝝉146/2 𝑹کنش ) گیری با اعمال شعاع برهم چهار نقطه انتگرال  =) 

 

 
دارای نه  های بندی منظم با المان (، برای المان 𝝉)نسبت اندازه المان به   𝜼به روش گسسته بر حسب   𝜸بیشترین خطا در محاسبه   .11شکل 

𝝉146/2 𝑹کنش ) گیری و با اعمال شعاع برهمنقطه انتگرال  =) 

 

دهد که اي نشان ميآمده است. این نمودار میله  11که در شکل  

افزایش    قبل،حالت  دو    نتایج  مشابه مي  𝜂با  افزایش  یابد. خطا 

ین  بیشترمقدار    ،𝜏7 /0تر از  هاي کوچکهمچنین، براي اندازه المان

کنش، در محدوده یک درصد باقي خطا به دلیل اعمال شعاع برهم

𝜏6 /1  (6 /1  𝜂ها به بیش از  شدن اندازه المانماند. با بزرگمي = ،)

به بیش از   𝛾سازي باعث افزایش مقدار  خطاي ناشي از گسسته

شود. در حالي که طبق تعریف، مقدار آن ، در برخي نقاط ميیک

  11هاي هاشورخورده در شکل  باشد. ستون  یکتواند بیش از  نمي

المان   دهندهنشان اندازه  است.این  فرض    ها  با  کلي  طور   𝜂به 

نقطه    4یکسان، خطا در این نوع المان نسبت به المان خطي با  

فاصله  مقدار  است. علت آن، اختلاف زیاد در    بیشتر گیري  انتگرال

انتگرال  نقاط  نزدیکبین  المان گیري و  به مرز  نقطه  بودن هشت 

مي باعث  موضوع  این  سطح  بزرگ بخش    که  شود است.  از  تري 

انتگرال نقطه  به  وسطالمان  نقاط   ،گیري  بقیه  با  مقایسه  در 

گیري،  یابد. در المان مربعي خطي با چهار نقطه انتگرال  اختصاص

کند و فاصله بین  مساحت یکسان تخصیص پیدا مي  نقطهبه هر  
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   نقاط خیلي متفاوت نیست.

 

 ایج نت -5

کاهش هزینه محاسباتي، بخشي از تابع وزن با اعمال یک براي  

نادیده گرفته ميشعاع برهم   ي براشود. نشان داده شد که  کنش، 

تابع خطا   ازدرصد    کاز ی  کمتر  ،146𝜏 /2از    شیب   کنششعاع برهم

شعاع    نظرکردن است.صرفکه قابل  شودحذف )برابر با صفر( مي

تابع  بر صحت محاسبه انتگرال    رگذاریتنها پارامتر تاث   ،کنشبرهم

المانست ینوزن   اندازه  بلکه  دل  ز،ین  ها.    ي سازگسسته  لیبه 

اندازه    نسبت   شیبا افزاشد  مشاهده    است.  رگذاری محاسبات، تاث

محاسبه مقدار انتگرال تابع خطا   يخطا  ،به پارامتر غیرمحلي  المان

باعث    در برخي موارد  توانديم يموضوع حت  نی. اابدی يم  شیافزا

خلاف   بر  انتگرال شود که   نیا  يبرا   یکاز    بیشترمحاسبه مقدار  

است.  کی  هاييژگ یو پارامتر    تابع وزن  فرض یک  با  بنابراین، 

تواند منجر به  غیرمحلي معین، استفاده از المان با اندازه دلخواه مي

دادن کاهش  برايخطاي زیاد در محاسبه انتگرال تابع وزن شود.  

بندي با اندازه مناسب،  تواند براي المانخطا، نتایج این پژوهش مي

که در آن، تابع خطا    سازي مسائل غیرمحليبه خصوص در شبیه

  به عنوان تابع وزن تعریف شده است، مورد استفاده قرار گیرد. 

گسستهیافته تأثیر  بر  مبني  تحقیق  این  محاسبه  هاي  بر  سازي 

انتگرال تابع وزن غیرمحلي و نقض احتمالي شرط بهنجارشدن، 

هاي بدون شبکه )مانند روش بدون  کلي براي روش  صورتبه  

 ( نیز کاملاً قابل اعمال است. 13ه گالرکینشبک

 

 نامهواژه
3. Error function 2. Functionally graded materials 1. Microvoids 
6. Helmholtz function 5. Gaussian distribution function 4. Bell-shaped function 
9. Compensation two-phase kernel 8. Modified two-phase kernel 7. Interaction radius 
12. Quadratic element 11. MATLAB 10. ABAQUS 
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