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Abstract: In recent years, growing attention has been directed toward developing more realistic physical models for 

simulating complex and technically significant problems. This approach often leads to the formulation of nonlinear, 

multidimensional, and highly intricate models, whose analysis and solution require advanced numerical and analytical 

techniques. One of the most notable examples in this context is the transient and nonlinear heat conduction problem with 

temperature-dependent material properties. This paper presents, analyzes, and evaluates a comprehensive set of possible 

mathematical models for simulating this phenomenon, some of which are introduced here for the first time. Special 

emphasis is placed on the application of the Kirchhoff integral transform, typically used in steady-state nonlinear 

problems, and its precise implementation under transient conditions is thoroughly investigated. Based on this transform, 

both linear and nonlinear models are derived and compared. The linear models are particularly valuable due to their ability 

to yield accurate analytical solutions, facilitate inverse heat conduction analyses, enable temperature field control 

strategies, and offer clearer physical interpretations. Additionally, three new nonlinear models are proposed, two of which 

demonstrate very high accuracy, while the third, despite its lower precision, provides superior computational simplicity 

and faster performance. The findings of this study can serve as a foundation for developing more advanced thermal models 

and optimizing the design of engineering heat transfer systems. 
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 مقاله پژوهشي       

 

 سازی هدایت حرارت غیرخطی گذرا با خواص مواد وابسته به دما مدل
  2و1وسائیامین م

 

 ، ایران یاسوج، گروه مهندسی مکانیک، دانشگاه یاسوج. 1

 ، اصفهان، ایران اصفهان یدانشگاه صنعت ک،یمکان  یدانشکده مهندس. 2

 

ای قرار گرفته است. در  های حرارتی پیچیده مورد توجه گستردهسازی پدیدهگرایانه برای شبیه های فیزیکی واقعهای اخیر، توسعه مدلدر سال  -چکیده

شود.  های ریاضی برای توصیف آن ارائه می ای از مدلاین پژوهش، مسئله هدایت حرارت گذرا و غیرخطی با خواص وابسته به دما بررسی شده و مجموعه 

کارگیری آن در شرایط گذرا سازی معادله غیرخطی حرارت و تحلیل دقیق نحوه به مدلرویکرد اصلی تحقیق بر استفاده از تبدیل انتگرالی کیرشهف برای  

لی و قابلیت استفاده  های تحلیهای خطی به دلیل امکان دستیابی به حلاند. مدلهای خطی و غیرخطی استخراج و مقایسه شدهاست. بر اساس این روش، مدل

ای دارند. همچنین سه مدل غیرخطی جدید معرفی شده است که دو مدل دقت بالا و مدل سوم با وجود در کنترل دما و حل مسائل معکوس، اهمیت ویژه 

های مهندسی حرارتی و توسعه سازی سیستم تواند در طراحی و بهینه دقت کمتر، از سادگی و سرعت محاسباتی بالایی برخوردار است. نتایج این پژوهش می 

 .بینی و کنترل دما در کاربردهای صنعتی مورد استفاده قرار گیردهای پیشروش

. 
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 مقدمه . 1
اخیرسالدر   مدلهاي  پدیده،  پیچیدهسازي  فیزیکي  با    ،هاي 

مدل از  دقیقاستفاده  به  تر  هاي  توجه  بیشترو  به  جزئیات  رو   ،

بوده ب  افزایش  ميهمانمثال،  راي  است.  که   خواصدانیم  طور 

ترین این خواص  اند. مهمفلزات و سایر مواد به دما وابسته  گرمایي

،  𝑐، گرماي ویژه 𝜌چگالي  ؛  شوندمربوط مي  یيگرما  هدایت که به  

رسان نظر    هستند.  𝜆  حرارتي  ایيو  در  واقعي،  دنیاي  مسائل  در 

نتایج   به  براي دستیابي  دما  به  وابستگي خواص حرارتي  گرفتن 

به است،  ضروري  دقیق  شامل  بسیار  مسئله  که  هنگامي  ویژه 

هاي  گرادیان  کهاي وسیع از دماها باشد؛ یعني در مسائلي  گستره

رغم دقت بالاتر، این . با این حال، عليآیندپیش مي  دمایي بزرگ

مدل معادلنوع  به  منجر  غیرخطي    هدایت   يه سازي  حرارت 

شود که بر مسئله حاکم است. این غیرخطي بودن، استفاده از مي

  هدایتهاي تحلیلي استاندارد که معمولاً براي حل مسائل  روش

مي کار  به  مثالحرارت  )براي  شود1]   به  روند  رجوع  با  [  را   )

هاي عددي  کارگیري روشسازد. همچنین بهرو ميدشواري روبه

هایي مانند تحلیل معکوس انتقال حرارت را دشوار کرده و حوزه

 د.کنو کنترل میدان دما را نیز پیچیده مي

پایا       معادل)دائم(  براي مسائل  کیرشهف،  معروف  تبدیل    ي ه، 

 شدهتبدیل  دماي  برحسب   خطي  ايمعادله   به  را  غیرخطي  حاکم

  تحلیلي   هايروش  از  استفاده  امکان   امر  این.  [ 1]   کندمي  تبدیل

  فراهم   را  عددي  هايروش  ترآسان  کارگیريبه  همچنین  و  مختلف

  رویکرد   این  ،)غیردائم(  گذرا  مسائل  مورد  در  حال،  این  با.  سازدمي

حالت    استفاده  قابل  مستقیم  طوربه در  تبدیل غیردائمنیست.   ،

معادل  براي  پژوهشگران  و  کندنمي  خطي  را  حاکم  يهکیرشهف 

  به   گوناگوني  هاي سازيساده  و  فرضیات  مشکل،   این  با  مواجهه

  البته .  شوندمي  مرور  هاتلاش  این  از   برخي  ادامه  در.  اندبرده  کار

  پاسخ   به  تا  کرد  حل  را  غیرخطي  کامل  يهمعادل  توان مي  همیشه

هاي تحلیلي  اما این مدل غیرخطي براي روش  .ست یافت د  دقیق

. همچنین براي  مناسب نیست و اجراي عددي آن نیز آسان نیست

.  کندهاي کنترلي میدان دما نیز کار را مشکل ميي روشتوسعه

آسان بسیار  معادلات خطي  کنترل  غیرخطي زیرا  معادلات  از  تر 

 است. 

 يهحل تحلیلي یا عددي معادلمتنوعي براي  فرضیات    اغلب    

مي  گذرا  غیرخطي  حرارت  هدایت  قرار  استفاده  از  مورد  گیرد. 

  قرار   بررسي  مورد  درستيبه  فرضیات  این  عملکردمعمولاً    طرفي،

تحلیل جامعي از رویکردهاي ممکن به همراه   . بنابراین،دگیرنمي

  این   هدف.  رسدمي  نظر  به  ضروري  هاآن  نسبي   دقت   يهمقایس

.  است   هاآن  دقت   ارزیابي  همراه  به  ممکن  هايمدل   يهارائ  مقاله

  ذکر   به  لازم.  اندشده  ارائه  نیز  جدیدي  هايمدل   این،  بر  علاوه

  ایي وابستگي رسان  ادامه،  در  شدهارائه  ادبیات  مرور  در  که  است 

براي  .  شودمربوط ميمسائل پایا    ه ببه تنهایي، فقط  حرارتي به دما  

هاي مختلف براي وابستگي یا عدم وابستگي  گزینهمسائل ناپایا،  

مانند رسان دما،    ایي خواصي  به  ویژه  گرماي  حرارتي، چگالي و 

حرارتي    هدایت . بنابراین، مرور منابع مربوط به مسائل  وجود دارد

هر دو  در  شود.  صورت جداگانه ارائه ميدر ادامه به  ناپایاپایا و  

 .اندمطالعات تحلیلي و عددي مورد بررسي قرار گرفته ،دسته

  وابستگي   گرفتن  نظر  در  با  پایا  يهحرارتي و ترموالاستیسیت  هدایت 

  تحلیلي   صورتبه  مختلف،  هايهندسه  در  دما  به  مواد  خواص

[  4-6کینلي ] مک  و  استانیسیچ   همچنین   و [  3و    2]   تروستل   توسط

 حل  براي  محدود  اجزاي  روش.  اندگرفته  قرار  بررسي  مورد

  کریزک  توسط  همگن  هايمحیط  در  پایا  غیرخطي  حرارت  هدایت 

  مبتني   راهبردي[  8]   لسنیک   و  کاراجورگیس.  شد  پیشنهاد[  7]   لیو   و

  در   پایا  غیرخطي  هدایت   مسائل  براي  بنیادي  هايحل  روش  بر

هاي دما و تنش حرارتي پایا با در میدان .  کردند  ارائه  مرکب   مواد

خواص   گرفتن  دما  وابستهنظر  توسط  به  به  تحلیلي  صورت 

 [ ذر9موسایي  یک  در    موسایي   توسط   همگن،  کروي  يه[ 

و توسط موسایي و پناهي   FGM توخالي  يهاستوان  در[  11و10] 

 [ کر 12کالوس  در  الگوریتم   FGM توخالي  يه[  شدند.  بررسي 

بهینه براي  مسائل  عددي  در  توپولوژي  حرارت   هدایت سازي 

رسان  با  پایا  و    ایيغیرخطي  تانگ  توسط  دما  به  وابسته  حرارتي 

  هدایت[ حل تحلیلي  14پابوج ] [ ارائه گردید. یاریم13همکاران ] 
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اي و  هاي استوانههاي حرارتي در پوستهحرارتي غیرخطي و تنش

 .را ارائه کرد FGM کروي

حرارتي غیرخطي گذرا را به  هدایت [ 15داوتي و هاوورث ]      

وابسته    را(  يحرارت  رسانایي)  𝜆  روش عددي بررسي کردند. آنان

ثابت فرض  را ظرفیت گرمایي ویژه(  𝑐چگالي و  𝜌) 𝜌𝑐به دما و  

 [ همکاران  و  کاتایاما  حرارت  16کردند.  رسانش  عددي  حل   ]

وابسته به دما ارائه دادند.    𝜌𝑐  و  𝜆غیرخطي را با در نظر گرفتن  

بندي اجزاي محدود براي رسانش  [ فرمول17کومیني و همکاران ] 

ویژه در ارتباط با مسائل تغییر فاز،  حرارت غیرخطي گذرا را، به

پیشنهاد کردند که در آن تمام خواص ماده به دما وابسته بودند. 

 هدایت براي حل عددي    نامشروط  هاي پایدار[ الگوریتم18هیوز ] 

ارائه  را  حرارت غیرخطي گذرا با استفاده از روش اجزاي محدود  

  تمام خواص ماده تابع دما در نظر گرفته شدند.  کار وي،داد. در  

اي میان چندین روش  اي مقایسه[ مطالعه19توماس و همکاران ] 

  به دما   عددي براي حل رسانش حرارت گذرا با خواص وابسته

 [ دادند. وینگت و هیوز  در مورد  20انجام  پژوهشي جامع  نیز   ]

مسائل  الگوریتم حل  در   هدایت هاي  گذرا  غیرخطي  حرارتي 

هاي همگن با استفاده از روش اجزاي محدود انجام دادند محیط

 د.که در آن تمامي خواص به دما وابسته بودن

      [ همکاران  و  براي  21کیکوتا  را  مرزي  اجزاي  روش   ]

وابسته به    𝜆سازي عددي رسانش حرارتي غیرخطي گذرا با  شبیه

و ]   𝜌𝑐  دما  همکاران  و  تانیگاوا  دادند.  توسعه  تحلیل 22ثابت   ]

هاي حرارتي و عددي رسانش حرارت غیرخطي و تنش  تئوري

را انجام دادند که در آن تمامي خواص   FGMي  حه در یک صف

 [ همکاران  و  چن  شدند.  فرض  دما  به  وابسته  روش  23ماده   ]

رسانش انتگرال مسائل  عددي  حل  براي  را  دقیق  زماني  گیري 

غیرخطي ارائه کردند که در آن تمامي خواص به دما وابسته بودند. 

 [ همکاران  و  تجزی24فیک  ترکیبي  روش    مناسب  متعامد  ي ه[ 

(POD  )حرارتي  رسانش  عددي  حل  براي  را  محدود  اجزاي  و 

را تابع دما در    𝜌𝑐 و  𝜆 خاصیت  دو   هر  و   کردند  پیشنهاد   غیرخطي

[ تحلیل عددي گذراي سطوح  25نظر گرفتند. کوري و زوتین ] 

ابت، با استفاده از  ث  𝜌𝑐 و  به دما  وابسته  𝜆ها( را با یافته )پرهتوسعه

 [ همکاران  و  مصطفي  دادند.  انجام  انتگرالي  تبدیل  [  26روش 

تقریبي براي مسائل رسانش حرارتي غیرخطي  -هاي تحلیليپاسخ

فرضگذرا   با  دما  وابسته  𝜆  را  کردند.   ابت ث  𝜌𝑐  و  به  ارائه 

[ روش ترکیبي تبدیل دیفرانسیلي و  27درچه و همکاران ] يسیبم

ها  تفاضل محدود را براي حل رسانش حرارتي غیرخطي در پره

  حل [  28]   باسدمیر .  بردند  کار  به  ابت ث  𝜌𝑐  و  به دما  وابسته  𝜆با  

 FGM تصفحا  در  را  گذرا  حرارتي  تنش  و  دما  هايمیدان  عددي

تابع    𝜌𝑐  و  𝜆  با خواص وابسته به دما ارائه کرد که در آن هر دو

 [ همکاران  و  بهادري  بودند.  تصادفي  یک  [  29دما  روش 

کارلو را براي حل عددي مسائل رسانش حرارتي گذرا با  مونت 

وابسته   دما  خواص  ] به  همکاران  و  چیملي  دادند.  [  30توسعه 

  اي غیرفوریهگذرا تحت اثرات هدایت حرارت    يهستیسیتلااترمو 

ها با در نظر گرفتن خواص ماده وابسته به دما ارائه FGM  براي  را

سریع روش اجزاي مرزي  یک  [ نیز  31کردند. جیانگ و همکاران ] 

(  POD)  مناسب   متعامد  يهتجزی  يهپای  بر  را  يهیافتمرتبه کاهشبا  

  و   به دما  وابسته  𝜆  با  غیرخطي  حرارتي  هدایت   عددي  حل  براي

𝜌𝑐  [ یک روش اجزاي  32ساوین و همکاران ]   .توسعه دادند  ابتث

حرارت   هدایت  مسائل  حل  براي  شده  مقیاس  مرز  با  محدود 

 غیرخطي گذرا با خواص مواد وابسته به دما ارائه دادند.

مطالعاتي بر روي مسائل معکوس هدایت حرارت با خواص      

یک  [  33کوي و همکاران ] وابسته به دما نیز انجام گرفته است.  

گرادیان مزدوج اصلاح   حرارت هدایت  براي مسائل    ه شدروش 

غیرخطي گذرا توسعه دادند که در آن چگالي و گرماي    معکوس

حرارتي به دما در    ایيویژه ثابت فرض شده و تنها وابستگي رسان

هدایت حرارت [ تحلیل  34نظر گرفته شده بود. دادار و همکاران ] 

براي  به کمک یک روش بدون شبکه  عکوس ترموالاستیک را  م

  تمام   آن  در  که  کردند  ارائه  دما  به  وابسته  وادشناسایي خواص م

 د. بودن وابسته  دما به خواص

نشان      فوق  ادبیات  فراوان  پژوهشانجام    يهدهندمرور  هاي 

  روي ي مسائل پایا، گذرا و معکوس  در زمینهتحلیلي و عددي  

وابسته به دما است. در    وادحرارت غیرخطي با خواص م  هدایت 

اند. با  هاي مختلفي استفاده کردهاین مطالعات، نویسندگان از مدل
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مدل عملکرد  حال،  مسئله  این  این  براي  ممکن  گوناگون  هاي 

تاکنون مورد بررسي قرار نگرفته است. هدف این مقاله، ارائه و  

در  مدل  يهمقایس گذرا  غیرخطي  رسانش حرارت  مختلف  هاي 

طور  ه  ب .است   آزمون  ي ههاي همگن با استفاده از یک مسئلمحیط

خاص، نوآوري این مقاله در بررسي دقیق کاربرد تبدیل انتگرالي  

کیرشهف براي مسائل هدایت حرارت گذرا با خواص مواد وابسته  

و نیز    6و    5،  4هاي  هاي بررسي شده، مدل به دما است. از مدل

از ، ارائه شده  7سازي مبتني بر روش اغتشاش که در بخش  خطي

 .شوندهاي اصلي این پژوهش محسوب مينوآوري

مطالعات فوق که هدایت حرارت با خواص مواد  علاوه بر       

 يمقالات متعددي نیز در زمینه،  نمودندوابسته به دما را بررسي مي

  است  شده  منتشر  دما  به  وابسته  واد م  خواص  با  حرارتي  جابجایي 

  روي   بر  متغیر  ایيرسان  با  سیالي  در  حرارت  انتقال[  35]   چیم

[  36]   همکاران  و  حسین.  کرد  بررسي   را  خطي  کششي  يهصفح

حرارتي    ایيو رسان  ضریب لزجت ناپذیر با  جریان سیال لزج تراکم

اي تراوا با شار حرارتي سطحي وابسته به دما را در اطراف گوه

 [ همکاران  و  دهقان  دادند.  قرار  بررسي  مورد  [ 37یکنواخت 

مب  ایيرسان اجباري  جابجایي  در  را  دما  به  هاي  کنهدلاوابسته 

بررسي    اغتشاشحاوي محیط متخلخل با استفاده از روش    گرمایي

 [ همکاران  و  کالوس  پناهي  اثر  38کردند.  لزجت [  و    ضریب 

به دما را بر میدان سرعت و دما مورد    ایيرسان حرارتي وابسته 

روش   از  استفاده  با  و  داده  قرار  حل  راهیک  ،  اغتشاشمطالعه 

 .تحلیلي ارائه کردند

 هدایت نظریه و معادلات حاکم بر    2در بخش  ؛  این مقالهدر       

به معرفي تبدیل دماي   3شوند. بخش  حرارت غیرخطي ارائه مي

فرمول دارد.  اختصاص  براي  بنديکیرشهف  ممکن  ریاضي  هاي 

شوند. معرفي مي  4حرارتي غیرخطي در بخش    هدایت   يهمسئل

شده با استفاده از یک مسئلۀ آزمون در  هاي معرفيعملکرد مدل

مي  5بخش   بخش  شودبررسي  در  مدل  6.  تحلیلي  بحل  ه ها 

سازي مدل نیز خطي  7اختصار بررسي شده و در بخش  صورت  

بندي در نهایت، جمع  به کمک روش اغتشاش ارائه شده است.   6

 .گرددارائه مي 8مقاله در بخش 

 

 تئوری هدایت حرارت  .2

ها براي  توان از آنمختلفي که مي  هايبنديفرمولدر این بخش،  

حرارت با    هدایت  حل تحلیلي یا عددي مسائل گذراي غیرخطي

شوند. در تمامي  وابسته به دما استفاده کرد، ارائه مي  وادخواص م 

، قانون بقاي انرژي نقش اساسي دارد. شکل  ارائه شدههاي  مدل 

 : است  (1ي )معادلهصورت ناپایاي قانون بقاي انرژي به

𝜕(𝜌𝑐𝑇)

𝜕𝑡
= −𝛁 ⋅ 𝐪 + 𝑄 (1 )  

چگالي،   يهدهندترتیب نشانبه  𝑄  و  𝜌  ،𝑐  ،𝑇  ،𝑡  ،𝛁،  𝐪که در آن  

، بردار شار گرادیان برداري گرماي ویژه، میدان دما، زمان، عملگر

بر اساس    𝐪  بردار شار حرارتي  .هستندحرارتي    منبعحرارتي و  

 : شودبرحسب گرادیان دما بیان مي  هفوری هدایت حرارتقانون 

𝐪 = −𝜆𝛁𝑇 (2 )  

 . حرارتي ماده است  ایيرسان 𝜆ن که در آ

عنوان توابعي به   𝜆و    𝜌  ،  𝑐در این پژوهش، خواص ماده یعني       

مي گرفته  نظر  در  دما  یعنياز  𝜌  شوند،  = 𝜌(𝑇)  ،𝑐 = 𝑐(𝑇)   و

𝜆 = 𝜆(𝑇)   حاصل.  است که  آنجا  در   𝑐  و  𝜌  ضرب از  همواره 

صورت یک  شود، این دو پارامتر به ظاهر ميدر کنار هم معادلات 

𝜌𝑐  یعني تابع واحد وابسته به دما   = 𝜚(𝑇)  شونددر نظر گرفته مي .

در تحلیل حاضر نقشي ندارد و در ادامه از آن    𝑄حرارتي    منبع

 .شودنظر ميصرف

     ( معادلات  ترکیب  )1با  و  با حذف  2(   𝑄حرارتي    منبع ( و 

 ت: خواهیم داش 
𝜕[𝜚(𝑇)𝑇]

𝜕𝑡
= 𝛁 ⋅ [𝜆(𝑇)𝛁𝑇] (3 )  

قاعد از  استفاده    فوق   يهرابط  ضرب،حاصل  گیريمشتق  يهبا 

 :آیددرمي( 4ي )معادله صورتبه

𝜚
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑇

𝜕𝜚

𝜕𝑡
= 𝜆(𝑇) Δ𝑇 + 𝛁𝜆 ⋅ 𝛁𝑇 (4 )  

ابعي  و تنها ت  𝜚و    𝜆 لاپلاسین است. از آنجا کهعملگر    Δ  که در آن

 : توان نوشت مياي مشتق به کمک قاعده زنجیره، ندستهاز دما 
𝜕𝜚

𝜕𝑡
=

d𝜚

d𝑇

𝜕𝑇

𝜕𝑡
, 𝛁𝜆 =

d𝜆

d𝑇
 𝛁𝑇 (5 )  

 : شودبیان مي( 6معادله ) صورت  به( 4) يه در نتیجه، معادل
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(𝜚 + 𝑇
d𝜚

d𝑇
)

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝜆(𝑇) Δ𝑇 +

d𝜆

d𝑇
 𝛁𝑇 ⋅ 𝛁𝑇 (6 )  

 . اي غیرخطي است معادله یککه 

صورت خطي در این مقاله، وابستگي دمایي خواص ماده به     

 [: 39]   فرض شده است 

𝜚(𝑇) = 𝜚0 + 𝜚1𝑇 (7-الف )  

𝜆(𝑇) = 𝜆0 − 𝜆1𝑇 (7-ب )  

پارامترهاي ماده هستند. براي مثال،   𝜆1و    𝜚0  ،𝜚1  ،𝜆0  هايثابت 

  اند داده شده(  8ي )معادله صورت  براي فولاد بهفوق  توابع ماده  

 [39 :] 

𝜚(𝑇) = (3.43253 + 0.00105𝑇) × 106  
J

m3K
( الف-8)   

𝜆(𝑇) = 52.5 − 0.02228𝑇 
W

mK
( ب-8)   

در سراسر  (  ب -8)  و(  الف-8)  شده در معادلاتمقادیر عددي داده

 . انداستفاده قرار گرفتهاین مقاله مورد 

ماده      توابع  جایگذاري  معادل(  ب-7)  و(  الف- 7)  با    ي هدر 

 : داشت  خواهیم ،(6) حرارت هدایت  غیرخطي

(𝜚0 + 2𝜚1𝑇)
𝜕𝑇

𝜕𝑡
= (𝜆0 − 𝜆1𝑇)Δ𝑇 − 𝜆1𝛁𝑇 ⋅ 𝛁𝑇 (9 )  

 نمود: بازنویسي ( 10ي )معادلهصورت توان بهرا مي( 9)معادله 

(1 + 𝜀1𝑇)
𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝛼0[(1 − 𝜀2𝑇) Δ𝑇 − 𝜀2𝛁𝑇 ⋅ 𝛁𝑇] (10)  

 :که در آن

𝛼0 =
𝜆0

𝜚0

( الف-11)   

- 8( و )الف- 8) شده در معادلاتبا استفاده از مقادیر عددي داده

𝛼0  ، مقدار𝜚0و    𝜆0  براي(  ب = 1.5295 × 10−5 m2/s    براي

 . آیددست ميبهفولاد 

ب( و  -11معادلات )صورت به 𝜀2  و 𝜀1  همچنین پارامترهاي     

 : شوندتعریف مي پ(-11)

𝜀1 =
2𝜚1𝑇ref

𝜚0

( ب-11)   

𝜀2 =
𝜆1𝑇ref

𝜆0

( پ-11)   

𝑇ref    ي  بعدسازي پارامترهايدماي مرجع براي بیک𝜀1  و  𝜀2    .است

 𝑇ref  بدون کاستن از کلیت موضوع و براي سادگي، در این مقاله

عنوان مثال، مقادیر عددي  در نظر گرفته شده است. بهبرابر با واحد  

معادلاتداده در  فولاد(  ب-8)  و(  الف-8)  شده  مقادیر  براي   ،

𝜀1 = 6.1179 × 𝜀2  و  10−4 = 4.2438 × .  خواهند شد  10−4

ميهمان مشاهده  که  کوچک  طور  معمولاً  پارامترها  این  شود، 

بهستند.   بودن    نیا  ي هامدل  شتری اگرچه  کوچک  به  مقاله 

ن  𝜀2  و  𝜀1ي پارامترها روش  ستندیوابسته  نتاو  و  شده  ارائه  جیها 

حال فرض کوچک    نیپارامترها معتبرند، با ا  نیهر مقدار از ا  يبرا

  ي ریکارگ هنگام به  ژهیوبه   -ها  از مدل  يدر برخ  توانديبودن آنها م

 .باشد سودمند  -اغتشاش يهاروش

براي مسائل پایا، از شکل مستقل از زمان لازم به ذکر است که       

 : شود( استفاده مي10) يهمعادل

(1 − 𝜀2𝑇) Δ𝑇 − 𝜀2𝛁𝑇 ⋅ 𝛁𝑇 = 0 (21 )  

نمي قرار  استفاده  مورد  مقاله  این  در  در    گیرد.البته  واضح است 

. این  است   𝜀2  ،حالت دائم، تنها پارامتر مادي تعیین کننده مسئله

و    𝛼0  ،𝜀1در حالي است که در حالت غیردائم، سه پارامتر مادي  

𝜀2 هستند. بر مسئله مؤثر 

 

 کیرشهف  انتگرالی تبدیل .3

  شود تعریف مي(  13ي )معادلهصورت  تبدیل دماي کیرشهف به

 [1 :] 

𝜃(𝑇) =
1

𝜆0

∫ 𝜆(𝑇̃) d𝑇̃
𝑇

𝑇̃=0

 (13 )  

𝜆0  که در آن  = 𝜆(𝑇 = ( ب-7ي )هاست. با جایگذاري معادل (0

 [: 9ت ] داش  خواهیم ،(13) يه در معادل

𝜃(𝑇) = 𝑇 −
1

2
𝜀2𝑇2 (14 )  

 𝜃  برحسب  𝑇ي  همحاسب  براي  که (  14)  يهتبدیل معکوس رابط

 [: 9ت ] اس( 15ي )معادلهصورت گیرد، بهمورد استفاده قرار مي

𝑇(𝜃) =
1 − √1 − 2𝜀2𝜃

𝜀2

 (15 )  

ي دوم بوده و دو  ( درجه14ي )البته لازم به ذکر است که معادله

ي نشان داده شده در  شده که تنها ریشه  اثبات[  9ریشه دارد. در ] 

 ( از نظر فیزیکي قابل قبول است. 15ي )معادله

 (، خواهیم داشت: 14ي )از دو طرف رابطهگرفتن با گرادیان      

𝛁𝜃 = (1 − 𝜀2𝑇)𝛁𝑇 (16 )  
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( خواهیم 16دیورژانس بر دو طرف معادله )  عملگرحال با اعمال  

 داشت: 

Δ𝜃 = (1 − 𝜀2𝑇) Δ𝑇 − 𝜀2𝛁𝑇 ⋅ 𝛁𝑇 (17 )  

  ي معادله  که  دهدمي  نشان(  17)   و(  12)  معادلات  يهمقایس     

به (  12)  پایا  حرارت  هدایت   غیرخطي کیرشهف  تبدیل   توسط 

تبدیل   𝜃یافته  تبدیل  دماي   برحسب   لاپلاس  يساده  خطي  يمعادله

 د: شو مي

Δ𝜃 = 0 (18 )  

اما بر حسب دماي    ،که شبیه معادله هدایت حرارت دائم خطي

غیرخطي پایا   هدایت این نتیجه براي مسائل  است. 𝜃تبدیل یافته  

طور گسترده مورد استفاده قرار  شده است و در گذشته بهشناخته

قابل    ناپایا گرفته است. با این حال، کاربرد این روش براي مسائل  

 . تردید بوده و در این مقاله مورد بررسي دقیق قرار خواهد گرفت 

 گذرا  تحلیل  براي(  14)  يهعلاوه بر این، مشتق زماني معادل     

)معادله  صورتبه  رو،ازاین.  است   نیاز  مورد   محاسبه (  19ي 

 شود: مي

𝜕𝜃

𝜕𝑡
= (1 − 𝜀2𝑇)

𝜕𝑇

𝜕𝑡
 (19 )  

 توانمي   را(  10)  گذرا  حرارت  هدایت  غیرخطي  يهبنابراین، معادل

(،  15(، )10و با ترکیب معادلات )  𝜃یافته  تبدیل  دماي  از  استفاده  با

 ت: نوش (20ي ) معادلهصورت ( به19( و )17)

𝜕𝜃

𝜕𝑡
= 𝛼0 𝑓(𝜀1, 𝜀2, 𝜃) Δ𝜃 (20)  

 که در آن

𝑓(𝜀1, 𝜀2, 𝜃) =
√1 − 2𝜀2𝜃

1 +
𝜀1

𝜀2
(1 − √1 − 2𝜀2𝜃)

 (21 )  

,𝑓(𝜀1دهد که  ( به وضوح نشان مي21)  يرابطه 𝜀2, 𝜃)   یک تابع

غیرخطي   ي( نیز یک معادله 20)  يمعادله  البتهغیرخطي بوده و  

برخلاف مسائل پایا، آشکار است که در مسائل گذرا،  یعني،    است.

نمي خطي  را  ریاضي  مدل  کیرشهف  همچنین،  تبدیل    ه بسازد. 

 است:  برقرار (22)  توان نشان داد که حدآساني مي

lim
𝜀1,𝜀2→0

𝑓(𝜀1, 𝜀2, 𝜃) = 1 (22 )  

توان نشان داد که  ( مي15)( یا 14ي )همچنین، به آساني از رابطه

,𝜀1وقتي  𝜀2،  آن گاه    کنندبه سمت صفر میل مي𝜃    به𝑇  کند. میل مي 

,𝜀1  حد  در(  20)  يهبنابراین، معادل 𝜀2 →   کلاسیک   يمعادله   به  0

غیردائم  هدایت  میل 25)   خطي  حرارت  این  مي  (  بنابراین،  کند. 

حالت  بندي غیرخطي با حالت خطي سازگار است و در  فرمول

 یابد.حدي، به تئوري ساده خطي کاهش مي

,𝑓(𝜀1  تابع      𝜀2, 𝜃)    شکل باز   1در  𝜃ي  هبراي  ∈ [0,1000] 

که  م شده است. مشاهده ميیرست تابع  شکل  شود  به شکل  این 

نزدیک است  از اینخطي  تابع خطي رو، مي.  با یک  آن را  توان 

 :تقریب زد

𝑓(𝜀1, 𝜀2, 𝜃) ≈ 1 − 𝜀3𝜃 (23 )  

پارامتر   آن  در  از    𝜀3که  استفاده  منحني  یک  با  برازش  الگوریتم 

  ي ه(، معادل23شود. با استفاده از تقریب خطي )خطي تعیین مي

 : قابل بیان است ( 24معادله ) ترساده صورت به( 20)
𝜕𝜃

𝜕𝑡
= 𝛼0(1 − 𝜀3𝜃) Δ𝜃 (24 )  

 تقریب   یک(  24)  يمعادله  که  حالي  در  است،  دقیق(  20)  يهمعادل

 ریاضي  نظر  از(  24)  يمعادله  وجود،  این  با.  شودمي  محسوب

دارد. این سادگي، براي  ( 20) يهتر از معادلساده بسیار ساختاري

هاي عددي، حل  هاي تحلیلي به کمک روش اغتشاش، حلحل

هاي کنترلي براي  مسائل انتقال حرارت معکوس و توسعه روش

تواند سهولت زیادي ایجاد  کنترل میدان دما در حالت غیرخطي مي

 نماید.

 

سازی ریاضی برای هدایت حرارت غیرخطی  مدل   .4

 گذرا

با خواص مواد   حرارت هدایت هاي گوناگون  در این بخش، مدل 

دما به  مدلوابسته  از  مدل ،  تا  ساده  پیشرفتههاي  ارائه  هاي  تر، 

 .شوندمي
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,𝒇(𝜺𝟏  تابعنمودار  .1شکل  𝜺𝟐, 𝜽) و بهترین برازش خطی آن برحسب 𝜽 ی  برا𝜺𝟏 = 𝟔. 𝟏𝟏𝟕𝟗 × 𝜺𝟐و   𝟏𝟎−𝟒 =

𝟒. 𝟐𝟒𝟑𝟖 × 𝜺𝟑  ، مقدارفوق  برازش خطیدر . رسم شده است 𝟏𝟎−𝟒 = 𝟖. 𝟐𝟖𝟓𝟕 ×  . دست آمده استبه برای فولاد   𝟏𝟎−𝟒

 

 خواص ثابت )مدل اول( 1-4

دادن      قرار  با  مدل  𝜀1  این  = 𝜀2 = معادل  0 به 10)  يهدر   )

این روآید.  دست مي پرکاربرد  ، معادلهاز    هدایتي کلاسیک و 

 : شودحرارت خطي حاصل مي
𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝛼0 Δ𝑇 (25 )  

 وابسته به دما )مدل دوم( 𝝆𝒄ثابت و  𝝀خواص  2-4

به زماني است که       𝜀2  این حالت مربوط  = باشد. در این   0

 :آیددر مي( 26ي )معادله( به شکل 10ي )صورت، معادله
𝜕𝑇

𝜕𝑡
=

𝛼0

1 + 𝜀1𝑇
 Δ𝑇 (26 )  

معادله این حالت،  است.  در  غیرخطي  کمک  ي حاکم  معادله به 

𝜃در این حالت ( 14) = 𝑇 استفاده  بنابراین نیازي به  .خواهد شد

 د. وجود ندار 𝜃  یافتهحاکم برحسب دماي تبدیل يمعادله از

 

 ثابت )مدل سوم( 𝝆𝒄وابسته به دما و   𝝀خواص  3-4

𝜀1  این مدل با قرار دادن      = ( براي دماي  10ي )در معادله  0

 𝜃ه  یافت( براي دماي تبدیل21( و ) 20و در معادلات )  𝑇  فیزیکي

  صورت به     ( براي10ي )آید. در این صورت، معادلهبه دست مي

 : شودبیان مي( 27ي )معادله
𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝛼0[(1 − 𝜀2𝑇)Δ𝑇 − 𝜀2𝛁𝑇 ⋅ 𝛁𝑇] (27 )  

معادله )همچنین،  براي20ي  یافته    (  تبدیل  به صورت   𝜃دماي 

 : خواهد شد( 28ي )معادله
𝜕𝜃

𝜕𝑡
= 𝛼0√1 − 2𝜀2𝜃 Δ𝜃 (28 )  

( هر دو غیرخطي هستند. با این حال، 28)( و  27معادلات حاکم )

 . ( است 27ي )تر از معادله( از نظر ریاضي ساده28ي )معادله

 

 وابسته به دما )مدل چهارم(  𝝆𝒄و  𝝀خواص  4-4

این حالت، فرض مي      معادله  𝜀3  پارامتر  شود در  )در  (  23ي 

,𝑓(𝜀1شود، و در نتیجه  حذف مي 𝜀2, 𝜃) = ي بنابراین، معادله  .1

تبدیل دماي  برحسب  صورت    𝜃  یافته حاکم  )معادلهبه  (  29ي 

 : است 
𝜕𝜃

𝜕𝑡
= 𝛼0 Δ𝜃 (29 )  

  حرارت خطي براي هدایت    ي این رویکرد منجر به یک معادله 

𝜃   دهد که  مي رو، مدلي بسیار ساده به دست    این   شود. از مي

صورت بسته  تحلیلي، به   هاي آوردن حل دست ویژه براي به به 

است.  به یا  و   مناسب  مسئله،    تحلیلي   حل در  صورت سري، 

روش  براي  تمامي  موجود  تحلیلي  خطي  معادله حل  هاي  ي 

( نیز به کار  29ي ) توان براي حل معادله ( را مي 25کلاسیک ) 

انتظار   و  است  غیرخطي  همچنان  تحلیل  حال،  این  با   برد. 
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𝜽𝐦𝐢𝐧برای   𝜽𝐦𝐚𝐱عنوان تابعی از  به  𝒇̅مقدار  .2شکل  = 𝟎 

 

شده در معادله  تري نسبت به مدل خطي ارائه رود نتایج دقیقمي

یا نادرستي این فرض در بخش  25)   5( به دست دهد. درستي 

 .مورد بررسي قرار خواهد گرفت 

 

 وابسته به دما )مدل پنجم( 𝝆𝒄و  𝝀خواص  5-4

 ي داده شده در معادله  𝑓  در این حالت، مقدار میانگین تابع     

𝜃  ي ( در بازه21) ∈ [𝜃min, 𝜃max]  شود. مقدار میانگین  استفاده مي

 : گرددمحاسبه مي (30)ي بر اساس رابطه

𝑓̅ =
1

𝛿𝜃
∫

√1 − 2𝜀2𝜃

1 +
𝜀1

𝜀2
(1 − √1 − 2𝜀2𝜃)

d𝜃
𝜃max

𝜃min

 (30)  

𝛿𝜃  که در آن = 𝜃max − 𝜃min    .همچنیناست،  𝑓̅  توان با  را مي

تقریب خطي   از  معادله 𝑓  براياستفاده  یعني   ،( محاسبه  23ي   ،)

 : کرد

𝑓̅ =
1

𝛿𝜃
∫ (1 − 𝜀3𝜃)d𝜃

𝜃max

𝜃min

= 1 −
𝜀3

2
(𝜃max + 𝜃min) 

(31 )  

صورت بسته ي ساده بهکه یک رابطه،  (31ي )استفاده از معادله

 𝜀3  که، به شرط آن کندمعرفي مي  𝑓̅ن ي سریع و آسابراي محاسبه

از  پیش استفاده  با  برازش  یک  تر  شده الگوریتم  محاسبه  خطي 

 (32ي )معادله( به صورت  20ي حاکم ) در نهایت، معادله.  باشد

 : قابل بیان است 

𝜕𝜃

𝜕𝑡
= 𝛼0𝑓̅ Δ𝜃 (32 )  

خطي است. بنابراین،   𝜃  یافتهدماي تبدیل برحسب ( 32ي )معادله

- 4بخش  هاي تحلیلي مشابه مدلي که در زیراین معادله براي حل

( نتایج  32ي )رود مدل معادلهارائه شد، مناسب است. انتظار مي  4

معادله دقیق مدل  به  نسبت  )تري  مدل 29ي  مشابه  دهد.  ارائه   )

 𝜃  یافتهي مدل از نظر دماي تبدیل(، اگرچه معادله29ي )معادله

براي دماي  غیرخطي  کاملاً  این رویکرد یک تحلیل  اما  خطي است،  

 . دهدارائه مي 𝑇فیزیکي  

عدد  از    𝑓̅  انحرافمقدار  به    پنجمو مدل    چهارمتفاوت مدل       

دادن قرار  با  است.  وابسته  𝜃min  یک  = عنوان  به  𝑓̅  پارامتر   ،0

از بازه  𝜃max  تابعي  𝜃max  يدر  ∈ مي  [0,1000] شود.  محاسبه 

ارائه شده است. مشاهده    2در شکل    𝜃max  برحسب   𝑓̅  نمودار

گیرد.  یک فاصله ميعدد  از    𝑓̅مقدار    ،𝜃max که با افزایش شودمي

مدل   دقت  که  معناست  بدان  کوچک  چهارماین  مقادیر    تر براي 

𝜃max بالاتر است و با افزایش 𝜃max یابددقت آن کاهش مي . 

استفاده شود، که    𝑓(𝜃̅)  از  𝑓̅  جايبهي دیگر این است که  ایده     

𝜃  در آن = (𝜃min + 𝜃max)/2   این روش مزیت دارد زیرا .  است

انتگرال ي آن آسان محاسبه موجود در  گیري  تر است و نیازي به 

ي  براي بررسي دقت این روش، خطاي نسب.  ( ندارد30ي )رابطه

|𝑓̅ − 𝑓(𝜃̅)|/|𝑓̅|    شکل است   3در  شده  با    .ترسیم  خطا  این 

ثابت و برابر با صفر نگه داشته   𝜃min کهو در حالي  𝜃max  افزایش

 بیشترین مقدار . یابدصورت یکنواخت افزایش ميشده است، به
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 (. محور عمودی در مقیاس لگاریتمی رسم شده است) 𝜽𝐦𝐚𝐱عنوان تابعی از  به 𝒇(𝜽̅) و 𝒇̅  اختلاف نسبی بین .3شکل 

 

𝜃max  مورد بررسي، یعني در  𝜃max  خطا در بیشترین = 1000℃ ،

 0/ 02حتي در این دماي بالا نیز، خطاي نسبي کمتر از  .  دهدرخ مي

 . است  %2یا 

 

 م( ششوابسته به دما )مدل  𝝆𝒄و  𝝀خواص  6-4

سازي  خطي( 23ي )( بر اساس رابطه21در این حالت، تابع )     

.  ( است 24ي )شود و در نتیجه مدل ریاضي حاکم همان معادلهمي

از   𝜀3  که این روش قابل استفاده باشد، لازم است مقداربراي آن

عنوان مثال، با  به.  طریق یک الگوریتم برازش خطي محاسبه شود

، (ب -8)  و(  الف-8)  شده در روابطاستفاده از مقادیر عددي داده

𝜀3  مقدار = 8.2857 × خطي   10−4 برازش  بهترین  فرآیند  از 

 برابر با  خطاي مطلق  نُرم براي برازش انجام شده،    د.آیدست ميبه

‖𝑓(𝜃) − (1 − 𝜀3𝜃)‖∞ =  ∞‖⋅‖است که در آن نماد    0.0353

 . است نهایت ي نُرم بينشان دهنده

 

 وابسته به دما )مدل هفتم(  𝝆𝒄و  𝝀خواص  7-4

ي  شود و معادلهسازي انجام نميسادهگونه  در این حالت، هیچ     

( غیرخطي  فیزیکي10کامل  دماي  براي   )  𝑇به یا  معادل، ،  طور 

 𝜃  یافته( براي دماي تبدیل21( و )20معادلات کامل غیرخطي )

در هر دو حالت، یک مدل ریاضي دقیق در اختیار  . شوندل ميح

 . سازي صورت نگرفته است گونه سادهداریم که در آن هیچ

 

 اها در حالت پای رفتار مجانبی مدل 8-4

𝑡ي  حدحالت  اگر براي یک مسئله، در        → یک حل حالت    ∞

ها  این مدل  ايپایا وجود داشته باشد، آگاهي از رفتار حالت پای

 1هاي  وضوح پیداست که مدلاز معادلات حاکم به.  اهمیت دارد

ي  یعني معادله  ،حرارت در حالت پایا  هدایت به مدل خطي    2و  

ها به مدل  اما سایر مدل  .کنندمیل مي  ،لاپلاس براي دماي فیزیکي

( براي  12ي )حرارت در حالت پایا، یعني معادله  هدایت غیرخطي  

میل   ،𝜃  یافته ( براي دماي تبدیل18ي )یا معادله  𝑇  دماي فیزیکي

در حالت    2و    1هاي  ها بجز مدل. بنابراین، پاسخ سایر مدلکنندمي

و    1هاي  کند در حالي که پاسخ مدلپایا به پاسخ صحیح میل مي

 خواهد داشت.در حالت پایا مقداري خطا  2

 

 سازی عددی و بحث نتایج شبیه .5

روي    4یافته در بخش  هاي ریاضي توسعهدر این بخش، مدل     

شوند ميصورت عددي حل  شده و بهي نمونه اعمال  یک مسئله

مدل دقت  ارائهتا  گیردهاي  قرار  بررسي  مورد  تحلیل  .  شده 

.  شده در این مقاله به هیچ روش حل خاصي وابسته نیست ارائه

توان با هر روش عددي یا تحلیلي که براي حل  ها را مياین مدل 

 . کار بردي حاکم مربوطه مناسب باشد، بهمعادله
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𝒓که در آن  های مختصات کارتزین و قطبیهمراه سیستم ی توخالی به ی استوانه نمای شماتیک هندسه  .4شکل  ∈ [𝑹𝒊, 𝑹𝒐]  .است 

 

مسئله به   آزمایشي،  عنوان  و    هدایت ي  گذرا  حرارت 

اي  ي استوانه را در راستاي شعاعي یک پوسته محوري  متقارن 

هاي داخلي و  . شعاع شود گرفته مي نهایت در نظر  با طول بي 

شوند. در  نشان داده مي   𝑅𝑜  و   𝑅𝑖  ترتیب با خارجي استوانه به 

ارائه سازي شبیه  نسبت  هاي  داخلي بدون شده،  شعاع  به    بُعد 

𝑅𝑖/𝑅𝑜  برابر خارجي   = این    0.5 است.  شده  گرفته  نظر  در 

به  شکل  پیکربندي  در  شماتیک  شده    4صورت  داده  نشان 

 . است 

     ( دما  میدان  فوق،  فرضیات  و  دماي  با  دماي  فیزیکي 

شعاعيتبدیل راستاي  از  تابعي  زمان  𝑟  یافته(  یعني𝑡  و   ،  𝑇 =

𝑇(𝑟, 𝑡)  یا  𝜃 = 𝜃(𝑟, 𝑡)   شعاع.  است شعاع    𝑟ي  مختصات  با 

  هفوری  بُعدنیز با عدد بدون  𝑡  شود و زمانبُعد ميبدون  𝑅𝑜  خارجي

Fo = 𝛼0𝑡/𝑅𝑜
مين  2 داده  مکاني  مشتق  عملگرهاي  .  شودمایش 

به  موردنابلا و لاپلاسین   این مسئله  براي  معادلات  صورت  نیاز 

 : هستند (33)

𝛁 = 𝒆𝑟

𝜕

𝜕𝑟
( الف-33)   

Δ =
𝜕2

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
( ب-33)   

 . است  𝑟ي یکه در جهت شعاعي  بردار پایه 𝒆𝑟که در آن 

تفاضل        از طرح  با استفاده  حل عددي مسئله براي هر مدل 

دوم   مرتبه  مرکزي  گسسته(  CDS2)محدود  مکاني  براي  سازي 

 ت: دست آمده اسبه
𝜕𝑇

𝜕𝑟
|

𝑗

𝑛

=
𝑇𝑗+1

𝑛 − 𝑇𝑗−1
𝑛

2𝛿𝑟
+ 𝑂(𝛿𝑟2) (34-الف )  

𝜕2𝑇

𝜕𝑟2
|

𝑗

𝑛

=
𝑇𝑗+1

𝑛 − 2𝑇𝑗
𝑛 + 𝑇𝑗−1

𝑛

𝛿𝑟2
+ 𝑂(𝛿𝑟2) (34-ب )  

ي مکاني ي اندیس گره در شبکه دهندهنشان  𝑗  ، زیرنویسکه در آن

در حالي بالانویساست،  گامشماره  𝑛  که  را مشخص    ي  زماني 

انتگرال.  کندمي ربراي  از طرح  زماني    صریح   کوتاي- نگاگیري 

 . استفاده شده است [  39کم ]  يحافظه  با سوم يمرتبه

شرایط مرزي از نوع اول بر روي سطوح داخلي و خارجي        

اي با شرایط مرزي مستقل ابتدا مسئله .  در نظر گرفته شده است

زمان حل   به شود مي از  خارجي  و  داخلي  دماي سطح  ترتیب  . 

-35الف( و ) - 35نشان داده شده در معادلات )ا مقادیر  برابر ب 

 هستند:  ( ب 

𝑇𝑖 = 𝑇(𝑟 = 𝑅𝑖 , 𝑡) = ( الف-35) ℃0  

𝑇𝑜 = 𝑇(𝑟 = 𝑅𝑜, 𝑡) = ( ب-35) ℃1000  

به اولیه هم  گرفته شرایط  نظر  در  یکنواخت صفر  دماي  صورت 

استفاده    𝜃 یافته هایي با دماي تبدیلهنگامي که از مدلشده است.  

( تبدیل شوند، 14ي )شود، دماهاي مرزي باید از طریق معادلهمي

 یعني

𝜃𝑖 = 𝑇𝑖 −
𝜀2

2
𝑇𝑖

( پ-35) 2  

𝜃𝑜 = 𝑇𝑜 −
𝜀2

2
𝑇𝑜

( ت-35) 2  

هاي تحلیلي  اي از طریق مقایسه با حلاعتبارسنجي کد رایانه     

موجود براي حالتي که خواص ماده مستقل از دما هستند انجام  

است  نشده.  شده  ارائه  اینجا  در  آن  نتایج  اختصار،  براي  د. اناما 

 نمودار   .نیز صورت گرفته است همچنین آزمون همگرایي شبکه 
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 حالت دائم  در نمودار همگرایی برای مثال اول  .5شکل 

 

 
 𝐅𝐨 صورت تابعی ازای به در سطح میانی پوسته استوانه )شرایط مرزی مستقل از زمان( بعُد مثال اول دمای بدون .6شکل 

 

همگرایي براي مثال اول، پس از اینکه حل به حالت دائم رسید، 

نشان داده شده است. در این نمودار، نُرم خطاي حل   5در شکل  

ℎي سلول محاسباتي  بر حسب اندازه = 𝛿𝑟    در مقیاس لگاریتمي

Errorرسم شده است. ضمناً منحني   = ℎ2   نیز در کنار آن رسم

نشان مي توازي دو خط  که دقت و  شده و  همگرایي نرخ  دهد 

 ي دوم حاصل شده است. مرتبه

نقطه   6شکل         در  دما  زماني  𝑟/𝑅𝑜  تغییرات  = نشان    0.75 را 

رسم    Fo  بُعد زمان بدون   بر حسب دهد، یعني دما در این نقطه  مي 

عنوان حل  به   7شده، مدل  هاي ارائه سازي در تمام شبیه .  شده است 

این  مرجع در نظر گرفته مي  از معادله شود، زیرا  ي غیرخطي  مدل 

شود که مدل  مشاهده مي .  کند سازي استفاده مي کامل بدون هیچ ساده 

پیش   6 بالایي  بسیار  دقت  با  را  دما  زماني  مي تغییرات  کند.  بیني 

ها هنوز قابل قبول  دقت کمتري دارند، اما دقت آن   3و    5هاي  مدل 

با این حال، تمام این  .  در فاز گذرا دقت کمتري دارد   4است. مدل  

کمترین    2و    1هاي  مدل .  کنند میل مي   ا ها به حل درست حالت پای مدل 

،  کنند میل مي   ا دقت را دارند و علاوه بر آن، به حل نادرست حالت پای 

 نشان داده شد.   8- 4طور تئوري در زیربخش  طور که به همان 

صورت تابعي از جهت  میدان دما را به  10و    9،  8،  7هاي  شکل 

,Fo  ،0.05 ،  ترتیب برايبه  𝑟/𝑅𝑜  بُعدشعاعي بدون 0.1, 0.15, 0.2 

ميرا   از شکل  دهند.  نشان  نتایج حاصل  با  مقایسه  رفتار 6در   ،

نظر دقت مدل از  همچنین مشاهده ود.  شها مشاهده ميمشابهي 

پیکر مي این  در  که  مدل  هشود   همواره   5بندي، 
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𝐅𝐨ر د 𝒓/𝑹𝒐  بعُدصورت تابعی از شعاع بدون به )شرایط مرزی مستقل از زمان( بعُد مثال اول دمای بدون .7شکل  = 𝟎. 𝟎𝟓 

 

 
𝐅𝐨ر د 𝒓/𝑹𝒐  بعُدصورت تابعی از شعاع بدون به )شرایط مرزی مستقل از زمان( بعُد مثال اول دمای بدون .8شکل  = 𝟎. 𝟏 

 

 
𝐅𝐨ر د 𝒓/𝑹𝒐  بعُدصورت تابعی از شعاع بدون به )شرایط مرزی مستقل از زمان( بعُد مثال اول دمای بدون .9شکل  = 𝟎. 𝟏𝟓 



 ... سازی هدایت حرارت غیرخطی گذرا با خواصمدل

  

 1404 ،2 ه، شمار44مهندسي، سال هاي عددي در روش 178

 
𝐅𝐨ر د 𝒓/𝑹𝒐  بعُدصورت تابعی از شعاع بدون به )شرایط مرزی مستقل از زمان( بعُد مثال اول  دمای بدون  .10شکل  = 𝟎. 𝟐 

 

هاي  کند، در حالي که مدلبیني ميدما را کمتر از مقدار واقعي پیش

 د.کننهمواره دما را بیش از مقدار واقعي برآورد مي 4و  3

اي با شرایط مرزي مستقل از زمان حل شد که  تا اینجا، مسئله     

اي با  اکنون، مسئله. کندمیل مي  احالت پاییک به نهایتاً در آن دما 

پیکر زمان  ههمان  به  وابسته  مرزي  شرایط  با  اما  حل  را  بندي 

هاي بزرگ  این مسئله براي زماني قبل،  . بر خلاف مسئلهشودمي

صورت  شرایط مرزي وابسته به زمان به.  کندمیل نمي  ا به حالت پای

 :هستند ب(-36الف( و )-36معادلات )

𝑇(𝑟 = 𝑅𝑖 , 𝑡) = 0℃ 

(36 -

(لفا  

𝑇(𝑟 = 𝑅𝑜, 𝑡) = 𝑇𝑜 sin(𝜔𝑜𝑡) 

(36 -

(ب  

  گذاري اي بارترتیب دامنه و فرکانس زاویهبه  𝜔𝑜  و  𝑇𝑜  که در آن

صورت دماي یکنواخت  شرایط اولیه به.  دهندحرارتي را نشان مي

  صورت تابعي از هاي دما بهپروفیلصفر در نظر گرفته شده است.  

𝑟/𝑅𝑜 براي Fo = Fo و 1.0 = و  11هاي ترتیب در شکلبه 1.1

بسیار   6شود که نتایج مدل  دوباره مشاهده مي.  اندرسم شده   12

هم نیز به  5و    3هاي  است. نتایج مدل  7نزدیک به حل مرجع مدل  

به حل مرجع   تنها اختلاف کمي نسبت  بسیار نزدیک هستند و 

دارد.   5و    3هاي  کمي دقت کمتري نسبت به مدل  4دارند. مدل  

 .دهندبیشترین اختلاف را با حل مرجع نشان مي 2و  1هاي مدل 

𝑟/𝑅𝑜 ي ثابتتغییرات زماني دما، یعني دما در نقطه       = 0.95 

زمان  به از  تابعي  داده    13، در شکل  Fo  بُعدبدونصورت  نشان 

 7که بسیار نزدیک به حل مرجع مدل    6جز مدل  به.  شده است 

ها هم خطاي دامنه و هم خطاي فاز دارند. تمامي است، سایر مدل

کنند و همگي  بیني ميها دامنه را بیش از مقدار واقعي پیش مدل 

،  هاي مختلف مشابهدقت مدل.  دهندنشان مي  از خود   خیر فازأت

 حالت قبل هستند. 

 

 حل تحلیلی مسئلهارزیابی  .6

  5و    4،  1هاي  ، مدل 4شده در بخش  هاي ارائهدر میان مدل      

ها شامل حل  زیرا این مدل   .هاي تحلیلي مناسب هستندبراي حل

( یا  1)براي مدل    𝑇  ي حاکم خطي برحسب دماي فیزیکيمعادله

عنوان مثال، به. ( هستند5و  4هاي  )براي مدل 𝜃  یافتهدماي تبدیل

طول به  میله  اولیه   𝐿  یک  دماي  بگیرید.  نظر  بادر  برابر  آن   ي 

𝑇(𝑥, 𝑡 = 0) = مي  0 مرزي  شود.  فرض    صورت بهنیز  شرایط 

𝑇(𝑥 = 0, 𝑡) = 𝑇(𝑥  و  0 = 1, 𝑡) = 𝑇𝐿 = . هستند  ℃1000

  4،  1هاي  حرارت غیرخطي در این میله با استفاده از مدل  هدایت 

نشان داد  توان  سادگي ميبه.  شودصورت تحلیلي حل ميبه  5و  

 خواهد بود: ( 37) يمعادلهبه شکل  1حل تحلیلي مدل  که
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𝐅𝐨ر د 𝒓/𝑹𝒐  بعُدصورت تابعی از شعاع بدون به )شرایط مرزی وابسته به زمان(   دومبعُد مثال دمای بدون  .11شکل  = 𝟏. 𝟎 

 

 
𝐅𝐨ر د 𝒓/𝑹𝒐  بعُدصورت تابعی از شعاع بدون به )شرایط مرزی وابسته به زمان(   دومبعُد مثال دمای بدون  .12شکل  = 𝟏. 𝟏 

 

 
𝒓/𝑹𝒐در  𝐅𝐨 بعُدبدون  زمانصورت تابعی از به )شرایط مرزی وابسته به زمان(   دومبعُد مثال دمای بدون  .13شکل  = 𝟎. . راهنمای خطوط  𝟗𝟓

 است   12مطابق شکل 
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𝐅𝐨  در 7همراه با حل عددی مدل غیرخطی کامل  5و  4،  1های حل تحلیلی مدل .14شکل  = 𝟎. 𝟏 

 

 
𝐅𝐨  در 7همراه با حل عددی مدل غیرخطی کامل  5و  4،  1های مدلحل تحلیلی  .15شکل  = 𝟎. 𝟐 

. 
𝑇(𝑟, 𝑡)

𝑇𝐿

=
𝑥

𝐿
+

2

𝜋
∑

(−1)𝑛

𝑛
𝑒−𝛼0𝑛2𝜋2𝑡/𝐿 sin (

𝑛𝜋𝑥

𝐿
)

∞

𝑛=1

 

(37 )  

 براي این مسئله عبارتست از 5همچنین، حل تحلیلي مدل 
𝜃(𝑟, 𝑡)

𝜃𝐿

=
𝑥

𝐿
+

2

𝜋
∑

(−1)𝑛

𝑛
𝑒−𝛼0𝑓̅𝑛2𝜋2𝑡/𝐿 sin (

𝑛𝜋𝑥

𝐿
)

∞

𝑛=1

 

(38 )  

 یافته است: دماي مرزي تبدیل 𝜃𝐿که در آن 

𝜃𝐿 = 𝑇𝐿 −
𝜀2

2
𝑇𝐿

2 (39 )  

شرطي که  است، به 5همان حل تحلیلي مدل  4حل تحلیلي مدل 

𝑓̅( مقدار 38ي )در معادله  =  برگزیده شود.  1

هاي  ترتیب پروفیلبه  19و    18،  17،  16،  15،  14هاي  شکل     

در را  Fo  دما  = 𝛼0𝑡/𝐿2 = 0.1, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, نشان    1.0

Fo  توان گفت که درمي.  دهندمي = حاصل    ا تقریباًحالت پای  1.0

دست  به  5و    4،  1هاي  هاي دما با استفاده از مدل پروفیل.  شده است 

 هاي دماي حاصل از حل عددي علاوه بر این، پروفیل. اندآمده
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همراه با حل عددی مدل   5و  4،  1های حل تحلیلی مدل .16شکل 

𝐅𝐨 در 7غیرخطی کامل  = 𝟎. 𝟒 

همراه با حل عددی مدل   5و  4،  1های حل تحلیلی مدل .17شکل 

𝐅𝐨 در 7غیرخطی کامل  = 𝟎. 𝟔 

  
حل عددی مدل  همراه با  5و  4،  1های حل تحلیلی مدل .18شکل 

𝐅𝐨 در 7غیرخطی کامل  = 𝟎.   7و  5، 4های )نمودارهای مدل 𝟖

 اند(.تقریباً بر هم منطبق شده 

همراه با حل عددی مدل   5و  4،  1های حل تحلیلی مدل .19شکل 

𝐅𝐨 در 7غیرخطی کامل  = 𝟏.   7و  5، 4های )نمودارهای مدل 𝟎

 اند(.تقریباً بر هم منطبق شده 

 

مدل  .  اندنیز براي مقایسه رسم شده  7دقیق مدل غیرخطي کامل  

عنوان  بهرا  حل آن    توانميدهد و  سازي انجام نميهیچ ساده  7

 . حل مرجع در نظر گرفت 

هاي دمایي  )خواص ثابت( پروفیل  1شود که مدل  مشاهده مي     

طور قابل توجهي با  کند که در تمام اعداد فوریه بهبیني ميرا پیش

  اي یک حل حالت پای  1حل مرجع تفاوت دارند. همچنین، مدل  

شده توسط مدل بینيمیدان دماي پیش.  کندبیني ميمتفاوت را پیش

طور قابل توجهي از حل مرجع انحراف  در طول فاز گذرا به  4

تدریج  به اها با نزدیک شدن به حالت پایدارد، اما اختلاف بین آن

هاي مرجع مطابقت  با داده  4، مدل  ایابد. در حالت پایکاهش مي

مي   5مدل  .  دارد نشان  را  دقیقي  گذراي  مدل  رفتار  یک  و  دهد 

شبیه براي  مسائل  امیدوارکننده  این  غیرخطي  سازي  است.  گذرا 

یافته است و امکان حل  ي تبدیلصورت خطي برحسب دما مدل به 

ي حاکم  کند. علاوه بر این، از آنجا که معادلهتحلیلي را فراهم مي

حرارت گذرا با خواص   هدایت ي  فرم ریاضي مشابه معادله  5مدل  

)مدل   تکنیک1ثابت  تمام  دارد،  تحلیلي  (   هاي 
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 7های مختلف نسبت به حل مدل برای مدل   19تا  14های های نشان داده شده در شکلنهایت خطای نسبی داده نُرم بی .1جدول 

 5مدل   4مدل   1مدل   هاداده

 0206/0 0973/0 1644/0 14شکل 

 0207/0 0893/0 1566/0 15شکل 

 0175/0 0478/0 1151/0 16شکل 

 0102/0 0199/0 0872/0 17شکل 

 00487/0 00766/0 0745/0 18شکل 

 00210/0 00287/0 0702/0 19شکل 

 

 5توانند براي مدل  حرارت مرسوم مي  هدایت یافته براي  توسعه

شوند استفاده  پای.  نیز  حالت  رفتار  صحیح   5مدل    ايهمچنین، 

بي  .است  نُرم  دادههمچنین  براي  نسبي  نشان  نهایت خطاي  هاي 

 اند.نشان داده شده 1در جدول   19تا  14هاي داده شده در شکل

 

 ششم سازی مدل خطی ارزیابی .7

معادله حالت،  این  تبدیلدر  دماي  برحسب  حاکم   𝜃  یافتهي 

)معادله به24ي  مانند  مختلف،  دلایل  به  است.  آوردن (  دست 

گیري ضمني زماني  هاي انتگرالاعمال روش  و یا  هاي تحلیليحل

هزینه از  با  تقریب خطي  به  نیاز  است  ممکن  کم،  محاسباتي  ي 

  5ها مدل  ( وجود داشته باشد. یکي از این تقریب 24ي )معادله

کنترل میدان دما، ؛  هاي خطيي دیگر مدلدو کاربرد بالقوه.  است 

پیچیده - بسیار  غیرخطي  دیفرانسیل جزئي  معادلات  کنترل  زیرا 

و حل مسائل انتقال حرارت معکوس    -([ 41]   مراجعه به)است  

در این بخش، پیشنهاد دیگري    هستند.  ([ 34و33]   گذرا )مراجعه به

خطي روش  براي  اساس  بر  مدل  این  پوانکاره    اغتشاشسازي 

از معادلات  43و42]  ترتیب، یک سري  بدین  ارائه شده است.   ]

معادله  جایگزین  خطي  جزئي  جزئي  دیفرانسیل  دیفرانسیل  ي 

شوند. اغلب، تعداد کمي از جملات در سري غیرخطي اصلي مي

دهند، به شرطي که مقدار پارامتر  دست ميرا بهمجانبي دقت کافي  

𝜀3   کوچک باشد که معمولاً براي مواد مهندسي مانند فولاد این

 فرض برقرار است. 

𝜀3با فرض اینکه       ≪ را   𝜃  یافته توان میدان دماي تبدیل، مي1

 :داد  بسطصورت یک سري مجانبي به

𝜃 = ∑ 𝜀3
𝑖 𝜃𝑖

∞

𝑖=0

 (40)  

( و جداسازي  24ي حاکم )در معادله  (40ي )رابطهبا جایگذاري  

 : توان نوشت مي، 𝜀3 هاي مختلفمرتبه

𝑂(𝜀3
0):   

𝜕𝜃0

𝜕𝑡
= 𝛼0Δ𝜃0 (41-الف )  

𝑂(𝜀3
1):   

𝜕𝜃1

𝜕𝑡
= 𝛼0Δ𝜃1 − 𝜃0Δ𝜃0 (41-ب )  

𝑂(𝜀3
2):   

𝜕𝜃2

𝜕𝑡
= 𝛼0Δ𝜃2 − 𝜃0Δ𝜃1 − 𝜃1Δ𝜃0 (41-پ )  

 هستند.   𝜃مراتب مختلف تقریب مجانبي    𝜃2و    𝜃0  ،𝜃1که در آن  

دامه یابد. ا 𝜀3  اي ازتواند تا هر مرتبه، این روش مي تئورياز نظر 

معادلات  .  شودمي ي دوم محدود  در این مقاله، ما خود را به مرتبه

 [:11د ] قرار دارن  (42)( تحت شرایط مرزي 41)
𝑂(𝜀3

0):   𝜃0(𝑟 = 𝑅𝑖, 𝑡) = 𝜃𝑖 
                 𝜃0(𝑟 = 𝑅𝑜, 𝑡) = 𝜃𝑜 

( الف-42)  
𝑂(𝜀3

1):   𝜃1(𝑟 = 𝑅𝑖 , 𝑡) = 0 
                𝜃1(𝑟 = 𝑅𝑜, 𝑡) = 0 

( ب-42)  
𝑂(𝜀3

2):   𝜃2(𝑟 = 𝑅𝑖 , 𝑡) = 0 
                𝜃2(𝑟 = 𝑅𝑜, 𝑡) = 0 

( پ-42)  

ي صفر برقرار در مرتبه  شرایط مرزي غیرهمگنبه عبارت دیگر؛  

تقریب مي و  مرزي همگن  شوند  تحت شرایط  بالاتر  مرتبه  هاي 

مي ).  گیرندقرار  مرزي  شرایط  این،  بر  انتقال 42علاوه  براي   )

اند، اما حرارت گذرا در راستاي شعاعي یک استوانه فرموله شده

اي در حالت کلي  صورت مشابه براي هر مسئلهها را بهتوان آن مي

کرد حل .  فرموله  براي  نیاز  مورد  اولیه  شرایط  این،  بر  علاوه 

 : ( عبارتند از41معادلات )
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 7های مختلف نسبت به حل مرجع مدل برای تقریب  27تا  20های های نشان داده شده در شکلنهایت خطای نسبی داده : نُرم بی2جدول 

 𝑇0 𝑇1 𝑇2 هاداده
 00944/0 0182/0 0609/0 20شکل 

 00971/0 0188/0 0635/0 21شکل 

 0101/0 0198/0 0672/0 22شکل 

 0102/0 0212/0 0658/0 23شکل 

 0102/0 0220/0 0582/0 24شکل 

 0100/0 0214/0 0478/0 25شکل 

 00538/0 00815/0 0108/0 26شکل 

 2181/5×10-9 2193/5×10-9 2204/5×10-9 27شکل 

 

𝜃0(𝑟, 𝑡 = 0) = 𝜃(𝑟, 𝑡 = ( الف-43) (0  

𝜃1(𝑟, 𝑡 = 0) = 𝜃2(𝑟, 𝑡 = 0) = ( ب-43) 0  

اولیه معادلهشرط  )ي  اصلي  مرتبه24ي  حل  توسط  صفر  (  ي 

سادگي  ي بالاتر بهي معادلات مرتبهشود و شرایط اولیهبرآورده مي

 .شوندبرابر با صفر در نظر گرفته مي

که       خطي  هنگامي  معادلات  )شدهحل  شرایط    تحت   (41ي 

ي  ، میدان دماي تقریبي با استفاده از رابطهحل شدند  ( 42مرزي )

 : شودبازسازي مي (44)

𝜃 = ∑ 𝜀3
𝑖 𝜃𝑖

2

𝑖=0

+ 𝑂(𝜀3
3) (44 )  

( است که خطاي  40ي )شده از معادلهاین یک تقریب سري قطع

𝜀3  ي آن متناسب باباقیمانده
 . است  3

ي آزمایشي، یعني  صورت عددي براي مسئله( به41معادلات )     

ي توخالي،  بعدي گذرا در راستاي شعاعي یک استوانهیک  هدایت 

، 𝜃0  یافتهدست آوردن دماهاي تقریبي تبدیلپس از بهاند.  شدهحل  

𝜃1    و𝜃2  ،  دماها معادلهاین  از  استفاده  با  )باید  معکوس  15ي   )

عنوان  به   7همچنین، نتایج مدل  .  حاصل شود  𝑇2و    𝑇0  ،𝑇1  شوند تا

 د.انحل مرجع رسم شده

حاصل    يهاي دماپروفیل، به ترتیب  27تا    20هاي  در شکل     

Fo  براي = 0.01, 0.02, 0.04, 0.06, 0.08, 0.1, 0.2, بر    1.0

شود که  مشاهده مي.  اندنشان داده شده  𝑟/𝑅𝑜بُعد  بي  شعاع حسب  

طور قابل توجهي از حل مرجع انحراف دارد.  ي صفر بهحل مرتبه

است که    4ي صفر همان مدل  ي مرتبهلازم به ذکر است که معادله

آن پیش ي  هاي مرتبهحل.  تر مورد بررسي قرار گرفته بودرفتار 

رود، حل  طور که انتظار مياول و دوم بسیار دقیق هستند و همان

با میل کردن  .  تر است دقیقي اول  از حل مرتبهي دوم کمي  مرتبه

ي مراتب تقریب دقت بالا خواهند پاسخ به سمت حالت پایا، همه

 𝜀3  مشخص ادیر با توجه به نتایج نشان داده شده براي مقداشت.  

نظر مي  ،𝑇𝑜و   مرتبهبه  بهرسد حتي تصحیح  براي  اول  دست  ي 

.  ي بالاتر لازم نیست هاي مرتبهآوردن نتایج دقیق کافي باشد و حل

ي بالاتر هاي مرتبه، تقریب 𝜀3  تر با این حال، براي مقادیر بزرگ

 مقدارخواهند بود.  ي دوم یا شاید حتي بالاتر( مورد نیاز  )مرتبه

𝑇𝑜 = خود به    ℃1000 مقادیر    خودي  براي  و  است  بزرگ 

رویکرد مذکور  .  تقریب دقت بیشتري دارند  مراتب ،  𝑇𝑜ر  کوچکت

پوانکاره، یک مدل خطي دقیق و از نظر    اغتشاشمبتني بر روش  

 .دهدغیرخطي ارائه مي  يبراي حل مسائل گذرا  ارزانمحاسباتي  

هاي نشان داده شده  نهایت خطاي نسبي براي دادههمچنین نُرم بي

 اند.نشان داده شده 2در جدول  27تا  20هاي در شکل

 

 گیرینتیجه .8

تحلیل مسئله براي  مقاله، چندین مدل ممکن  این  هدایت  ي  در 

است.    يگذراحرارت   شده  ارائه  همگن  مواد  در  غیرخطي 

 غیرخطي بودن مسئله ناشي از وابستگي خواص ماده به دما است.  
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ی برای یک استوانه  5مدل  اغتشاشیحل عددی تقریب  : 20شکل 

𝐅𝐨 در 7توخالی همراه با حل عددی مدل  = 𝟎. و   𝑻𝟐)نمودار   𝟎𝟏

 تقریباً بر هم منطبق هستند(. 7مدل 

ی برای یک استوانه  5مدل  اغتشاشیحل عددی تقریب  : 21شکل 

𝐅𝐨 در 7توخالی همراه با حل عددی مدل  = 𝟎. و   𝑻𝟐)نمودار   𝟎𝟐

 تقریباً بر هم منطبق هستند(. 7مدل 

  
ی برای یک استوانه  5مدل  اغتشاشیحل عددی تقریب  : 22شکل 

𝐅𝐨 در 7توخالی همراه با حل عددی مدل  = 𝟎. و   𝑻𝟐)نمودار   𝟎𝟒

 تقریباً بر هم منطبق هستند(. 7مدل 

ی برای یک استوانه  5مدل  اغتشاشیحل عددی تقریب  : 23شکل 

𝐅𝐨 در 7توخالی همراه با حل عددی مدل  = 𝟎. و   𝑻𝟐)نمودار   𝟎𝟔

 تقریباً بر هم منطبق هستند(. 7مدل 

 

استخراج شده است. تبدیل طور دقیق  به مسئله    بري حاکم  معادله 

شناخته شده   اکیرشهف، که براي انتقال حرارت غیرخطي حالت پای 

ي دقیق ي حاکم دقیق اعمال شده و معادله است، بر روي معادله 

بر اساس این تبدیل، چندین مدل .  دست آمده است شده به تبدیل 

از آن طراحي شده  براي (  6و    5،  4هاي  یعني مدل ) ها  اند. برخي 

پیشنهاد مي  بار  از شبیه شوند. دقت مدل اولین  استفاده  با  سازي ها 

مسئله  یک  است. عددي  گرفته  قرار  ارزیابي  مورد  آزمایشي  ي 

دهند، در نتایجي با دقت قابل قبول ارائه مي   6و    5،  4،  3هاي  مدل 

دقت   2و   1هاي  کند. مدل حل مرجع را فراهم مي   7حالي که مدل  

حل صحیح حالت   7و    6،  5،  4،  3هاي  مدل .  دهند بالایي نشان نمي 

پیش   ا پای  مي را  که  بیني  حالي  در  به   2و    1هاي  مدل کنند،  قادر 

ها در تمام آزمون   6نیستند. مدل    ا بیني صحیح حل حالت پای پیش 

ي بسیار نکته .  دارد   7بالاترین دقت را در مقایسه با حل مرجع مدل  

مدل  که  است  این  میدان   5و    4هاي  مهم   برحسب 
 

 

   

   

   

   

 

                

  

  

  

       

 
  
  

 

      

 

   

   

   

   

 

                

  

  

  

       

 
  
  

 

      

 

   

   

   

   

 

                

  

  

  

       

 
  
  

 

      

 

   

   

   

   

 

                

  

  

  

       

 
  
  

 

      



 امین موسائی

   

 185 1404، 2 ه، شمار44مهندسي، سال هاي عددي در روش

  
ی برای یک استوانه  5مدل  اغتشاشیحل عددی تقریب  : 24شکل 

𝐅𝐨 در 7توخالی همراه با حل عددی مدل  = 𝟎. و   𝑻𝟐)نمودار   𝟎𝟖

 تقریباً بر هم منطبق هستند(. 7مدل 

ی برای یک استوانه  5مدل  اغتشاشیحل عددی تقریب  : 25شکل 

𝐅𝐨 در 7توخالی همراه با حل عددی مدل  = 𝟎. و   𝑻𝟐)نمودار   𝟏

 تقریباً بر هم منطبق هستند(. 7مدل 

  
ی برای یک استوانه  5مدل  اغتشاشیحل عددی تقریب  : 26شکل 

𝐅𝐨 در 7توخالی همراه با حل عددی مدل  = 𝟎. ی )همه 𝟐

 نمودارها تقریباً بر هم منطبق هستند(.

ی برای یک استوانه  5مدل  اغتشاشیحل عددی تقریب  : 27شکل 

𝐅𝐨 در 7توخالی همراه با حل عددی مدل  = 𝟏. ی )همه 𝟎

 نمودارها تقریباً بر هم منطبق هستند(.

 

هاي  ها براي حلشده خطي هستند. بنابراین، این مدلدماي تبدیل

و   گذرا  معکوس  غیرخطي  حرارت  انتقال  مسائل  حل  تحلیلي، 

کاربرد   کنترل میدان دما در حالت غیرخطي بسیار مفید هستند. 

ي آزمایشي ارائه شده  در حل تحلیلي یک مسئله  5و    4هاي  مدل 

به    6. همچنین در انتها مدل  است و نتایج دقت قابل قبولي دارند

خطي پوانکاره  اغتشاش  روش  بسیار  کمک  نتایج  و  شده  سازي 

کمترین    4و    1هاي  از نظر بار محاسباتي، مدل  دهد.خوبي نشان مي

نیز در بخش حل    6و    5هاي  هزینه را دارند. حجم محاسباتي مدل 

 5برابر است، اما مدل    4و    1هاي  معادله دیفرانسیل تقریباً با مدل

محاسبه  نیازمند  آن  بر  مدل     𝑓̅ي  علاوه  انجام یک    6و  نیازمند 

مدل  این  از  پس  است.  خطي  مدلبرازش  با    3و    2هاي  ها، 

گیرند و با اختلافي اندک، ( در رتبه بعدي قرار مي28بندي )فرمول
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گیرد. در نهایت،  ( پس از آنها جاي مي27بندي )با فرمول  3مدل  

که مدل غیرخطي کامل است، بیشترین حجم محاسبات را   7مدل  

 .دهدبه خود اختصاص مي
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