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Abstract: In this research, a novel size-dependent meshfree method is proposed within the framework of the nonlocal 

strain-gradient theory in order to evaluate the buckling behavior of functionally graded metal–semiconductor nanoplates 

reinforced with graphene nanoplatelets, while the nanoplates with elastically restrained edges is placed on a Winkler–

Pasternak elastic foundation. The presented model simultaneously accounts for the effects of nonlocal stiffness and strain 

gradient, thereby covering the intrinsic softening and stiffening mechanisms at the nanoscale. The governing equations 

are derived using the principle of minimum total potential energy and are discretized through the moving Kriging 

meshfree method. This method effectively resolves the higher-order derivatives appearing in the nonlocal strain-gradient 

theory. The mechanical properties corresponding to each layer of the plate along the thickness, which is reinforced by 

graphene nanoplatelets, are determined through the modified Halpin–Tsai micromechanical model together with the rule 

of mixtures. Comparison of the results obtained from the proposed method with available analytical and numerical 

approaches confirms the accuracy and computational efficiency of the proposed method. Furthermore, a parameter-based 

investigation is carried out to clarify the effects of material gradation, graphene weight fraction, nonlocal and strain-

gradient parameters, circular cutout size, the stiffness of the elastic foundation and stiffnesses of the elastically restrained 

edges on the buckling responses of functionally graded graphene-reinforced nanoplates. 
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 مقاله پژوهشي    

 

  برگرافن نانو شده باهای تابعی مدرج تقویتکمانش نانوصفحه تحلیل

 یبستر کشسان با استفاده از روش بدون شبکه بر اساس نظریه گرادیان کرنش غیر محل

 2رادو محمدحسین قدیری 1* ، فرزاد شهابیان1سجاد توحیدی

 

 مشهد. یدانشگاه فردوس ،یعمران، دانشکده مهندس  یگروه مهندس . 1

 قوچان یدانشگاه صنعت ،یعمران، دانشکده علوم مهندس  یگروه مهندس . 2

وابست  -چکیده شبکه  بدون  نوین  روش  یک  پژوهش،  این  غیرمحلی   ه در  کرنش  گرادیان  نظریه  چارچوب  در  اندازه  ارزیابی   به  کمانش    برای  رفتار 

پیشنهاد   و دارای مهار مرزی کشسان  پاسترناک  -کشسان وینکلر  بستر  روی  گرافن بر  هایبا نانو صفحه   شدهتقویت   تابعی مدرج  یهادمه نی  -های فلزنانوصفحه 

 نانو  مقیاس در ذاتی  شدنسخت و شدننرم  سازوکارهای و گیردمی  نظر در را  کرنش گرادیان و غیرمحلی  اثر سختی   همزمان طوربه  . این رویکرداستشده 

استفاده  شده  استخراج  کل  پتانسیل  انرژی  حداقل  اصل  از  استفاده  با  حاکم  هایمعادله .  دهدمی   پوشش  را با   متحرک   یجینگکر  شبکه   بدون   از روش  و 

مربوط های مکانیکی د. ویژگی کنمرتبه بالای موجود در نظریه گرادیان کرنش غیرمحلی را حل می  هایطور مؤثر مشتقبه  شوند. این روشمی  سازیگسسته 

 با   همراه  تسای–شده هالپیناز طریق مدل میکرومکانیکی اصلاح  ها تقویت شده است،گرافننانو  از صفحه در راستای ضخامت، که با استفاده از  هر لایه   به 

 محاسباتی روش پیشنهادی را  کارآیی   و   صحت  موجود،  عددی  و  تحلیلی   هایبا روش   حاصل از تحلیلهای  نتیجه   مقایسه .  است  شده  تعیین  مخلوط،  قانون

کشسان و   بستر  سختی   ای،دایره  بازشوی  عاداب  کرنش،  گرادیان  و  غیرمحلی   متغیرهای  گرافن،  وزنی   سهم  ماده،  گرادیان  تأثیرکند. در این پژوهش،  می   تأیید

 شده با گرافن مورد تحلیل و بررسی قرار گرفته است. های تابعی مدرج تقویتوصفحه نان کمانشی   هایپاسخ بر گاهی اثر سختی مهار کشسان تکیه 

 
 

  های صبفحه  با شبدهتقویت  تابعی مدرج  یهادمه نی–نانوصبفحه فلز  ،نظریه گرادیان کرنش غیرمحلی  ،ینگ متحرکجروش بدون شببکه کری  های کلیدی:واژه

 .کمانش تحلیل گرافن،
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 فهرست علائم 
 

 نام علائم  نام علائم 

a 1 طول نانوصفحهP  ویژگي ماده در فاز فلزي 

b 2 عرض نانوصفحهP  ویژگي ماده در فاز سیلیکوني 

ijklC هاي تانسور کشساني مؤلفه (z)MP 
ویژگي مؤثر محلي ماده تابعي مدرج در طول 

 ضخامت

iE  ضریب کشساني لایهi-ام نانوصفحه p 
شاخص قانون تواني یا متغیر گرادیان در توزیع  

 سیگموئید 

ef  نیروي واکنشي بستر کشسان t تنش مرتبه بالاتر 

h ضخامت نانوصفحه GPLt  گرافن  هايصفحهضخامت 

k  0 , گرادیان گذار نمایي در مدل توزیع نمایي, v0u

0w جایي در صفحه میانيهاي جابهمؤلفه 

gK  ماتریس سختي هندسي U انرژي کرنش  

K  ماتریس سختي کل GPLV  گرافن در لایه  هايصفحهسهم حجميk- ام 

l طول مشخصه ماده V*  انرژي پتانسیل ناشي از نیروهاي خارجي 

N ها تعداد کل گره GPLW  گرافن  هايصفحهعرض 

, y0, Nx0N
xy0N نیروهاي غشایي قبل از کمانش Wη 

گرافن در مدل  هايصفحهمتغیر مربوط به عرض 

 تساي–هالپین

x مختصه فضایي z مختصه ضخامت در طول نانوصفحه 

xi  موقعیت گرهi α نمایه یا شاخص متغیر در مدل غیرمحلي 

Lη 
گرافن در مدل   هايصفحهمتغیر مربوط به طول 

 تساي–هالپین
kν  نسبت پواسون لایهk-ام نانوصفحه 

crλ  ضریب مقاومت کمانشي iλ هاي کریجینگ وزن 

(x)IΦ هاي شکل کریجینگ متحرکماتریس تابع kρ  چگالي لایهk-ام نانوصفحه 

σ  تنش کلاسیک u(x)   مقدار میدان تصادفي در نقطهx 

(x)bZ باقیمانده ایستا با میانگین صفر (x)aZ مؤلفه دریفت میدان تصادفي 

(x)kp یابياي در درونتابع پایه چندجمله sr  شعاع ناحیه تأثیر 

 مقدمه . 1

ها  پژوهش ر یچشمگ  شیموجب افزا 1نانو  ي فناور  عیسر  شرفت یپ

  يهايژگ یها از وسازه  نی، چرا که اه است ها شدنانوسازه  نهیدر زم

الکترون  يکیزیف  ،يکیمکان . هستند  برخوردارخاصي    يک یو 

ي،  مختلف مهندس  يهادر شاخه  ياگسترده  يها کاربردهانانوسازه

 داپی سازهو  کیمکان ،پزشکي يجمله هوافضا، خودرو، مهندس از 



 

 

ها، عملکرد  وابسته به اندازه آن  ي هايژگیو  زیرا که در اثراند،  کرده

 .(1)  آورديچندکاره بودن را فراهم م  ت ی و قابل  افتهی بهبود    ياسازه

داد  هايپژوهش  نشان  مقاهگسترده  در  مواد  که    يها اسیند 

نانو رفتارها  2کرویم از خود بروز    ویژه   يکیزیو ف   ي کیمکان  ي و 

نزد  اسمقی  به  سازه  ابعاد  هرگاه.  (1-4)  دهنديم شود،   کینانو 

ب  3ياتمنیب  يروهاین ن4يمولکولنیو  جمله  از    يروها ی، 

را در   ينقش اصل  ،6يکیتاتالکترواس  يهاکنشو برهم  5يواندروالس

کل  د  7يکیت ستاا  يرفتار  .  (3)  کننديم  فایا  سازه  8يکی نامیو 

ذات به  يسنت  يهاسازيرابطه اندازه،    يهادهیپد  يطور  به  وابسته 

  ي تجرب  هايه . مطالع(5-7)  رندی گ ي م  دهیناد  ار  يسخت  رییمانند تغ

ن  اندازهدر   و    هندسه  قیکنترل دق  رینظ  یيهات یبا محدود  زینانو 

هستند    يمرز  هايطرش ا(7) مواجه  بر  علاوه    ي هاروش  ن،ی. 

  ي اتم  يها کنشبرهم  ي سازهیگرچه قادر به شب  9يمولکول  ک ینامید

  پرحجم  اریبس  يبزرگ از نظر محاسبات  يهاستمیس  يهستند، برا

از ا(8)  هستند  برو زمان نظر  نی.    يهاطیمح  کیمکان  يهاهیرو، 

  يبرا  قیکارآمد و دق  یيهاروشعنوان  وابسته به اندازه به   وستهیپ

 اند.نانو مورد توجه قرار گرفته ابعاددر  يکیرفتار مکان ينیبشیپ

برا  10يرمحلیغ  هینظر  دادن  يکه  به    ياهاثر  دخالت  وابسته 

نقطه به   ک یکه تنش در    کندي، فرض م ه است اندازه مطرح شد

کل    دانیم در  همسا  فقطنه  -  حیطمکرنش    - آن  يمحل  يگیبه 

 ( 8)  سیفانتی و آ  (7)  نیندلمی  آن،  موازات  به.  (5-7)دارد    يبستگوا

  يهاقرا با وارد کردن مشت   کی کلاس   وستهی پ  يهاطیمح  کیمکان

دادند که منجر به شکل  ،مرتبه بالاتر کرنش   هینظر  يریگ توسعه 

ماده را    يطول ذات  يهامتغیرچارچوب،    نیکرنش شد. ا   انیگراد

م  ي هاسازيرابطهبه   وارد  نما  کنديمرسوم  امکان    ق یدق  ش یو 

م   يزساختاریر  ياهرثا فراهم  مختلف    ي هاگسترش.  سازديرا 

نظر(9)  نشتجفت   هنظری  انندم  کرنش  انیگراد  هینظر   هی، 

نظر  (10)شده  اصلاح  11نشتجفت  کرنش   12انی گراد  هیو 

در هسازه  يسازمدل  براي  گسترده   طوربه  (11)شده  اصلاح ا 

 اند.کار گرفته شدهو نانو به کرویم مقیاس

کرنش    انیگراد  هینظر  ، ينیب شیپ  ت یقابل   يارتقا  يبرا 

غ  ،يرمحلیغ نظر  يرمحلیاصول  به  انیگراد  هیو  را  طور  کرنش 

  بلندبرد را   يهاکنشبرهم  يرمحلیغ  نظریه  .کنديم  ترکیب همزمان  

تحلیل م  در  نرم  کنديوارد  اثر  مکه  ثبت  را  ماده  در    د،کنيشدن 

اندازه   اثر   از  يناش  يسخت  راتییکرنش تغ انیرادگ  هیکه نظر  يحال

طر از  م  يهاانیگراد  قیرا  نظر  در  کرنش  بالاتر  . ردآويمرتبه 

که    سازديفراهم م  را   کپارچهی  ي چارچوب ،سازوکاردو   هر   ب یترک 

توص به  رفتارها هم  ف یقادر  شونده  سخت   و   شوندهنرم  يزمان 

  ن یتراز جامع  يکیبه    يرمحلیکرنش غ  انیگرادرو،    نیاست. از ا 

  يسازمدل  يبرا  وستهیپ  ي ها طیمح  کیمکان  يهاهیظرن

 . (12-14)شده است   لیتبد هاسازه 13ياسیچندمق

از  14يهادمهنی–فلز يتابع هاي ویژگيمواد با از سویي دیگر،  

 ب یترک  لینانو، به دل اسی( در مقSi–Al) ومینآلومی–کونیلینوع س

به الکترون  يحرارت  ،يکی مکان  هايویژگيفرد  منحصر    ، يکیو 

. اندافتهی  شرفته یپ   يهايها و فناوردر نانوسازه  ياکاربرد گسترده

مدرج  يهانانوسازه   ( Si–Al FGM)  ومینآلومی–کونیلیس  تابعي 

رزوناتورها  تواننديم حسگرها،  عنوان  عملگرها  15به   16يو 

تراشه    ي هاهیرلایدر ز  يدینقش کل  همچنینعمل کنند،    اسینانومق

انتقال حرارت دارند.  نانو،   اسیمواد در مق  نیا  کمانشي  رفتار  و 

لاوه  ها دارد. ععملکرد آن  يسازنهیو به  يدر طراح  ي ادیز  ت یاهم

کاربردها مدرجمواد  نوع    ن یا  اس،ینانومق  يبر  در   تابعي 

  هايصفحه   ،18يکیاپتوالکترون  ،17ي میکروالکترومکانیکيهاستمیس

 مطالعه  ن،ی. بنابراهستندقابل استفاده    زیهوافضا ن  عی و صنا  يحرارت

  شرفته یپ يسازهیو شب يلیتحل يهادل م مواد نه تنها به توسعه نیا

با    يمواد هوشمند و اجزا  يدر طراح  توانديبلکه م  کند،يکمک م

 باشد. رگذاریمختلف تأث عیدر صنا  نهیعملکرد به 

 يبرا  را  قیدق  هایيهجی نت  ،يلیتحل  هايروش  اگرچه 

م  يهاهندسه ارائه  آن  دهند،يساده  درکاربرد  و   ها    هندسه 

 ها،در ویژگي  وستهیپ  راتییمواد با تغ  ای  دهیچیپ  يمرز  هايشرط

بنابرا است.  روش    شرفتهیپ  يعدد  يها روش  ن،یمحدود  مانند 

به   بدون شبکه  يهاو روش   19هندسههم   لی، تحلمحدود  ياجزا

 . رونديکار مبه يمهندس هايهحل مسئل ه منظورب مولمع طور

اولین  حاضرپژوهش    شبکه    سازيرابطه  کی   باربراي  بدون 

 ،  يرمحلیکرنش غ انیگراد نظریه که دهديوابسته به اندازه ارائه م



 

 

 
 بستر کشسان.  یهای گرافن بر روبا صفحه  شدهت ینانوصفحه تابعی مدرج تقو. 1شکل 

 

کر   20کیرشهف   ه ی نظر  شبکه  بدون  روش  را    متحرک   21نگ ی ج ی و 

نانو   ل ی تحل   و   کند ي م   ب ی ترک  مدرج   ي ها صفحه کمانش    تابعي 

و داراي مهار کشسان    کشسان بستر    ي بر رو   22با گرافن   شده ت ی تقو 

مي   مرزي  ممکن  روش .  سازد را  که  است  ذکر  به    نگ ی ج ی کر   لازم 

دو    ي مرز  هاي له مسئ  ي برا  (15)  متحرک ابتدا توسط گو و همکاران 

ها  ، میکروصفحه (17و  16)  ها ه صفح   ل ی و سپس به تحل   ي معرف   ي بعد 

در    ي شنهاد پی   رویکرد .  (20و    19)   افت ی   م ی تعم   ها ه نانوصفح   و  (18)

وابسته به اندازه بوده    هاي مؤثر اثر   در نظر داشتن قادر به    این پژوهش 

و    ي دار ی موجود، دقت، پا   ي و عدد  ي ل ی تحل  هاي روش با   سه ی و با مقا 

 . داده شده است نشان    آن   ي محاسبات   یي آ ار ک 

 

 های مسئله سازی ابطهر .2

مدرج  یهادمه نی  – فلز   مصالح.  1.  2   با   شدهتقویت  تابعی 

 گرافن  یهافحهصنانو

اند،  اي تشکیل شده ماده   مختلف که از دو جزء   تابعي مدرج مصالح  

از جمله مقاومت مکانیکي بالا، پایداري حرارتي  مناسبي    هاي ویژگي 

انعطاف  طراحي و  مي   ، پذیري  سال کنند.  ارائه  دسته  هاي  در  اخیر، 

گرافن معرفي شده است    هاي صفحه جدیدي از این مواد با تقویت  

آن  به  مواد  که  مدرج ها  با  تقویت   تابعي   گرافن   هاي صفحه شده 

(GPLR-FGMs)   شود و هدف آن بهبود عملکرد مکانیکي گفته مي  

 . ( 22و  21، 14)   است   ها صفحه 

با   GPLR-FG شکلمستطیل  هايصفحهدر این پژوهش، نانو  

اند که بر روي  در نظر گرفته شده bو عرض  a، طول h ضخامت 

 (1)  شکل  در  که  دارند  قرار  23پاسترناک –وینکلر  کشسانیک بستر  

GPLR-  نانوصفحه  (24)ماتریس  مواد پایه  .نشان داده شده است 

FG   تابعي مدرج  آلومینیوم–به صورت یک ماده سیلیکون (FGM-

SA)  است.  مدل از    FGM-SA  مکانیکي  هايویژگيسازي شده 

 راستاي   در  26، چگالي و نسبت پواسون25ضریب کشسانيجمله  

ميبه  𝑧  ضخامت  تغییر  پیوسته  ویژگيکنندطور  تغییر  هاي  . 

به صورت  (  z=-h/2)  از سطح پایین  مکانیکي به صورتي است که

کامل مي  فلز  بالایيشود  شروع  سطح  صور  (z=+h/2)  تا    تبه 

کامل بین  .آیددرمي  سیلیکون  تدریجي  گذار  پیوسته،  تغییر  این 

را  ءهايجز نانوصفحه  فیزیکي  مکانیکي و  رفتار  و  در هر    ماده 

براي در نظر در این پژوهش    .کندتعیین مي  مکان از محیط سازه 

تغییر   الگوي  صفحه  مصالحگرفتن  ضخامت    توزیع   قانون ،  در 

 . شده است  در نظر گرفته 27تواني

مدل  محلي  ،تواني  توزیع  در  مؤثر  با    MP(z)  ویژگي  مطابق 

 .( 15و  14) کندتغییر مي رابطه زیر

FGM 

h 



 

 

 
 .های گرافنهای گرافن با چهار الگوی توزیع صفحهصفحه نانوشده با های تابعی مدرج تقویت هندسه نانوصفحه . 2شکل 
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z
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h

 
= − + + 

 
   )1( 

ماده را    توزیعشاخص قانون تواني است و نمایه    p≥0  که در آن

فلز    فاز  در  هاي مادهترتیب ویژگيبه   2Pو    1Pو    کندمي  مشخص

 .دهندرا نشان مي کونیلی و فاز س

 هايصفحهشده با  تقویت   تابعي مدرجدر این پژوهش، یک ماده  

است   (GPLR-FGM) گرافن شده  گرفته  نظر  چهار  .  (14)در 

گرافن در طول ضخامت مورد    هايصفحهالگوي توزیع متفاوت  

و    FG_O  ،FG_X،  (UD)  ،اند، که عبارتند ازبررسي قرار گرفته

FG_V   نشان داده شده است  (2)که در شکل. 

حجمي    UD  توزیعدر    تمام   هايصفحه سهم  در  گرافن 

گرافن   هايصفحهغلظت  FG_O توزیعدر  .ضخامت ثابت است 

در صفحه میاني بیشینه بوده و به صورت متقارن به سمت سطوح  

  هايصفحهمحتواي    FG_X  توزیعدر    .یابدبالا و پایین کاهش مي

طور یکنواخت به سمت  گرافن در صفحه میاني حداقل است و به

سهم حجمي   FG_V  توزیعدر    .یابدسطوح نانوصفحه افزایش مي

صورت خطي از سطح پایین به سطح بالاي  گرافن به  هايصفحه

 .یابدنانوصفحه افزایش مي

نانوصفح  پایه  ماده  پژوهش،  این  ماده  یک    GPLR-FGه  در 

از شده  ساخته  مدرج  فلز–کون یل یس  مرکب  با    تابعي  که  است 

الگوهاي    هايصفحه و  شده  تقویت  را    توزیعگرافن  شده  ذکر 

گرافن    هايصفحهها، سهم وزني  کند. براي این پیکربنديدنبال مي

به    ( 14)شده در  ارائه  سازي رابطه ام نانوصفحه مطابق با  -𝑘در لایه  

 : شودتعریف ميصورت زیر 
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(2 ) 

کشساني در  -kلایه    ضریب  مرکب ام  مدل   ماده  از  استفاده  با 

مي  تساي–هالپین ميبرآورد  بیان  زیر  به صورت  که    گرددشود 

(14) : 

( )
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 :که در آن
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ضخامت    GPLtو    GPLL  ،GPLW  و و  عرض  طول،  ترتیب  به 

هستند  هايصفحه زیر    wηو    Lη  هايمتغیر  .گرافن  صورت  به 

 : (14) شوندمحاسبه مي

( )
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k
GPL GPL M
L GPL k
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  و نسبت پواسون   kρ  ، چگاليkE  ضریب کشسانيدر این رابطه،  

kν  ماده پایهFGM    در لایهk-  (6رابطه )  به صورتام نانوصفحه  

 شود: بیان مي

 

𝐸𝑀
(𝑘)
= 𝐸𝑀|𝑧=𝑧𝑘;  𝜌𝑀

(𝑘)
= 𝜌𝑀|𝑧=𝑧𝑘;  𝜈𝑀

(𝑘)
= 𝜈𝑀|𝑧=𝑧𝑘;  

𝑧𝑘 = (2𝑘 − 1 − 𝑁𝐿)
ℎ

2𝑁𝐿
    (7 )  

نانوصفحه ساخته شده از مواد ام  -kچگالي و نسبت پواسون لایه  

  شوندمي  بیانبه صورت زیر    مخلوط   قانونبا استفاده از    مرکب 

(14) : 

( )(z)

(k) (k) (k) (k)
GPL GPL M GPLν = ν V +ν 1-V                                    )8(  

ترتیب نسبت پواسون و  به    Mν  ،Mρو    GPLν  ،GPLρ  هاي بالارابطه  در

را نشان ام  -k  در لایه FGM گرافن و ماده پایه  هايصفحهچگالي  

در لایه    GPLV  گرافن  هايصفحهدهند. همچنین، سهم حجمي  مي

k-(14)  شودمي  تعیینرابطه زیر  از ام: 

( )

( )
( )

( ) ( )

( )
1

k
k GPL

GPL
k k GPL

GPL GPL k

M

W
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W W

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    )9( 

 

 جایی میدان جابه  2.2

 صفحهجایي یک نانو ، میدان جابهکیرشهف  فحهص  ظریهن  بر پایه

لي زیر بیان ک  توان با استفاده از رابطهرا مي  h  نازک با ضخامت 

 : (6) کرد

{

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑢0(𝑥, 𝑦) − 𝑧𝑤,𝑥
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑣0(𝑥, 𝑦) − 𝑧𝑤,𝑦
𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑤0(𝑥, 𝑦)

 with 𝑧 ∈ [−
ℎ

2
,
ℎ

2
]  (10)  

 

.  است یاني  م  جایي در صفحههاي جابهمؤلفه  0wو    0u  ،0v  که در آن

به معني مشتق    ( x  ,y,)  گذاري با ویرگولشایان ذکر است که نشانه

 . نسبت به مختصات مکاني متناظر است  wجزئي 

کرنش بخش  دو  به  کلي  کرنش  درونمیدان  اي  صفحههاي 

و تجزیه    کرنش  )غشایي(  عرضي  به  شودميبرشي  صورت  که 

 : شودبیان مي( 11) رابطه

0 1z  = +                )11(  

  صفحه هاي کرنش نانو شده، مؤلفهجایي فرضیدان جابهم  بر پایه

 د: شو تعریف مي( 12) رابطه صورتبه 

0, 0,

0 0, 1 0,

0, 0, 0,

ε , ε , ε

2

xx x xx

yy y yy

xy y x xy

u w

v w

u v w







     
     

= = = −     
     +     

      )12(  

 نظریه گرادیان کرنش غیرمحلی. 3. 2

تنش    (13و    12)  در چارچوب نظریه گرادیان کرنش غیرمحلي

 د: شو کل غیرمحلي به صورت زیر تعریف مي
(1)

ij ij ijmt  = −               )13(  

رابطه، این  و نشان  ∇  در  است  دیفرانسیل  عملگر    tو    σ  دهنده 

مؤلفهبه نشان  ترتیب  را  بالاتر  مرتبه  تنش  و  کلاسیک  تنش  هاي 

(  15( و )14)انتگرالي    هايه ها از طریق رابطدهند. این تنشمي

  د:شونتعریف مي

0 0( , , )ij ijkl klV
e a C dV   

 =  x x              )14( 
(1) 2

1 1 ,
( , , )ijm ijkl kl mV

l e a C dV   
 =  x x             )15(  

  هايتابع  1α  و   0α  است،  Vمحیط  یک نقطه دلخواه در    x  که در آن

اثر برهم  28کرنل هاي فضایي را لحاظ  کنشغیرمحلي هستند که 

هاي غیرمحلي  متغیر  α1eو    α0e  طول مشخصه ماده و  l  کنند،مي

اثر شدت  تنظیم  هستند  ياه براي  اساس.  (12)  غیرمحلي    بر 

  29با قانون هوک    کلاسیک، تنش محلي  هاي پیوستهمکانیک محیط

   :شودتعریف مي

( ), ,

1

2

ij ijkl kl

kl k l l k

C

u u

 



=

= +
              )16( 

آن در  مؤلفهبه،  kuو    ijklC  ،klε  که  تترتیب  ، کشساننسور  اهاي 

 .جایي هستندنسور کرنش و بردار جابهات



 

 

که  ، فرض مينظریه گرادیان کرنش غیرمحليدر     هاي تابعشود 

سازي و کاهش مناسب را مطابق  نرمال  هايطشر  1α  و  0αکرنل  

 : دکننمي برقرار  (5)پیشنهاد اولیه ارینگن 
2 2

01 ( ) ij ijkl klea C  −  =                )17(
2 2 (1) 2

1 ,1 ( ) jm ijkl kl mea l C  −  =               )18( 

رابطه بالا  در  2هاي  2 2 2 2/ /x y =   +   با .  است

 معادله توان  (، مي13( در رابطه )18( و )17)  هايهجایگذاري رابط

در  تنش  میدان  بر  غیرمحلي    نظریه   حاکم  کرنش  به گرادیان  را 

 : (13)د دست آور
[1 − (𝑒1𝑎)

2𝛻2][1 − (𝑒0𝑎)
2𝛻2]𝑡𝑖𝑗 = [1 −

(𝑒1𝑎)
2𝛻2]𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙 − 𝑙

2[1 − (𝑒0𝑎)
2𝛻2]𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝛻

2𝜀𝑘𝑙         (19)  

، این رابطه به شکل  e0e=e=1  هاي غیرمحليمتغیربا فرض برابري  

 : (13و  12، 5)آید ساده زیر در مي

( )2 2 2 21 ( ) 1ij ijkl klea t l C  −  = −                 )20( 

  ياهشده، اثراست. این مدل ساده  2l=2λو    ea2µ)=2(  که در آن 

گیرد و  غیرمحلي و گرادیان کرنش را به طور همزمان در نظر مي

طور  به  مقیاسهاي میکرو و نانو براي تحلیل رفتار مکانیکي سازه

 .گیرد گسترده مورد استفاده قرار مي

غیرمحلي    نظریه  که  است  ذکر  گرادیان   (5)شایان  نظریه  و 

به عنوان    ea=0و    l=0  توانند به ترتیب با قرار دادنمي  (8)  کرنش

تنشحالت  بین  رابطه  شوند.  بازیابي  مدل  این  حدي  و  هاي  ها 

 : شودبیان مي( 21) رابطهها نیز به صورت کرنش
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                  (21)  

اینجا   ثابت هستند   2l)=(2λو     2µ(ea)=2در  این  بر  هاي  . علاوه 

 شوند:تعریف مي( 22هاي )رابطهکشساني به صورت 
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 حاکم  هایمعادله . 4. 2

استخراج   براي  مطالعه،  این  نانو   هايمعادلهدر  از  صفحهتعادل   ،

 : (23)ت کل استفاده شده اس  30اصل حداقل انرژي پتانسیل

*0 U V = +                 (23) 

انرژي پتانسیل ناشي از نیروهاي    V∗ انرژي کرنش و  U  که در آن

 صفحهنانو   وارد بر  گاه کشسان مرزي، بستر کشسان و تکیهخارجي

(  24)  رابطهبه صورت    صفحهنانو  ياست. تغییرات انرژي کرنش

 : شودمحاسبه مي

=  ij ij
V

U t dV                  (24) 

 : شودتعریف مي( 25) رابطهتغییرات انرژي پتانسیل نیز به شکل 

𝛿𝑉∗ = ∫ 𝑓𝑒𝐴 𝛿𝑤0𝑑𝐴 + ∫ (𝑁𝑥
0 𝜕𝑤0
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∫ 𝑘𝜃
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𝛿
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𝜕𝑛
𝑑𝛤𝑠
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                                                             (25) 

0  که در آن
xN  ،0

yN    0و
xyN  نیروهاي غشایي قبل از کمانش و  ef  

پاسترناک است که  -وینکلرکشسان نیروي واکنشي ناشي از بستر  

 : (14) شودمحاسبه مي( 26) رابطهبه صورت 

2 2
* * 0 0

0 2 2fe w

w w
f k w G

x y

  
= − + 

  

              (26) 

  شرط  اثر  دهندهنشان(  25)  رابطهدر    sΓي روي مرز  انتگرالجمله  

بوده  مرز غیرکلاسیک  چارچوب  به  کهي  در  طبیعي  صورت 

وارد     sΓمرز    رب  عمود محور    n  ،شودميرابطه  صورت ضعیف 

k*  و است  
   .گاه است سختي چرخشي تکیه 

فرم ،  (23)  ( در رابطه26و )  (25، )(24)  يهارابطهبا جایگذاري  

 :آیدبه دست مي FG -GPLRصفحهنانو  31ضعیف گالرکین

*0 = +U V                              (27) 

تغییرات انرژي کرنش معادل و کار معادل خارجي نیز  در نتیجه  

 :شوندمحاسبه مي( 29( و )28) هايرابطهبه ترتیب از 
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0
𝜕𝑤0
𝜕𝑥
𝛿
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𝜕𝑥
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𝛿
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𝜕𝑤0
𝜕𝑦
𝛿
𝜕𝑤0
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𝐴

𝑑𝐴

+∫ (1 − 𝜇2𝛻2) (𝑘𝜃
∗
𝜕𝑤0
𝜕𝑛
𝛿
𝜕𝑤0
𝜕𝑛
) 𝑑𝛤𝑠
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(29 ) 

 (: 28رابطه ) که در

( )
/2

2

11 12 22
/2

, , 1, ,
h

h
D D D z z C dz

−
 =    

 .است  صفحهمساحت سطح میاني   Aهمچنین 

. روش بدون شبکه بر اساس نظریه گرادیان کرنش  3

 غیر محلی

 یابی کریجینگ. درون 1. 3

تعریف   Ω  محیطروي    )xu(  32يیک میدان تصادف  شود ميفرض  

گسسته    Ni=1, 2, …,, ix  هاي پراکندهشده باشد که توسط گره

اگر فرض   است.  Ω  ها درتعداد کل گره  N  شده است، که در آن

هاي واقع در  تنها تحت تأثیر گره  x  در هر نقطه  u(x)  مقدار  شود

مقدار   شته باشد،تأثیر قرار دا  هیناحیک همسایگي محلي موسوم به  

ترکیب خطي وزني از یک  به صورت    x  در نقطه  شدهیابيدرون

 :(20و 19، 16، 15) شودها بیان ميگره هايرامقد

1

( ) ( )
n

h

i i

i

u u
=

=x x                              (30) 

هاي تعداد گره  ix  ،nشده در گره  مقدار مشاهده   )ixu(  که در آن

و  ناحیه کردن وزن  iλ  تأثیر  کمینه  با  که  هستند  کریجینگ  هاي 

 :شوندتعیین مي تخمین،خطاي میانگین مربعات 

 
2( ( ) ( ))hE u u − x x                 (31) 

  )امید ریاضي(   با فرض خطاي میانگین صفر، مقدار مورد انتظار

 : (16و  15) بیني شده باید یکسان باشدمیدان واقعي و پیش

1

[ ( )] [ ( )] [ ( )]
n

h

i i

i

E u E u E u
=

= =x x x                (32) 

و    x(aZ(  در چارچوب کریجینگ، میدان تصادفي به یک دریفت

 : (16) شودتجزیه مي x(bZ( یک باقیمانده ایستا با میانگین صفر

( ) ( ) ( )a bu Z Z= +x x x                (33) 

آن در  متغیر    دریفت مؤلفه    x(u)=E[x( aZ[(  و  ]bZE)0x=[(  که 

پایه    هايتابعتواند به صورت ترکیبي خطي از  مي  دریفتاست.  

 :بیان شود 

1

( ) ( )
n

a i a i

i

Z Z
=

=x x                (34) 

وابسته به کاربرد است. وقتي    فتیدر  هايتابعدر عمل، انتخاب  

قرار دارد و معمولاً   𝑆در یک فضاي خطي با بعد محدود   فت یدر

چندجمله ميايبا  مدل  پایین  مرتبه  )هاي  رابطه  به    (34شود، 

 :شودساده مي صورت زیر

1

( ) ( ), 1
n

i k i k

i

p p k l
=

=   x x                       (35) 

را   Sاي هستند که فضاي  پایه چندجمله  هايتابع  x(kp(که در آن  

 .دهندپوشش مي

حاضر  در از  درون  مطالعه  استفاده  با  دوبعدي  کریجینگ  یابي 

با بردار    فت یدراي کامل درجه سوم، مؤلفه  پایه چندجمله  هايتابع

 : شودمي تعریفپایه زیر 

 2 2 3 2 2 3( ) 1, , , , , , , , ,
T

x y x xy y x x y xy y=p x  (36) 

هاي تا درجه سوم  ايفضاي تمام چندجمله  10R∈)x(pبردار پایه  

متغیر دو  مي  yو    x  در  پوشش  مدلرا  امکان  و  سازي  دهد 

 .کنددر هر دو جهت را فراهم مي  سوممکاني تا مرتبه    هايفت یدر

به صورت   شدهبینيخطاي تخمین براي مقدار پیش مربع میانگین 

 : ( 16) شودتعریف مي( 37) رابطه

𝐸[(𝑢(𝑥) − ∑ 𝜆𝑖
𝑛
𝑖=1 𝑢(𝑥𝑖))

2] = 𝐸[𝑢(𝑥)2] −
2∑ 𝜆𝑖
𝑛
𝑖=1 𝐸[𝑢(𝑥)𝑢(𝑥𝑖)] +

∑ ∑ 𝜆𝑖
𝑛
𝑗=1

𝑛

𝑖=1
𝜆𝑗𝐸[𝑢(𝑥𝑖)𝑢(𝑥𝑗)]                            (37) 

قید خطي    l  و با رعایت   iλ  براي کمینه کردن این خطا نسبت به

بي از)تضمین  متشکل  سیستم خطي  یک  معادله    n+l  تورشي(، 

 : شودتشکیل مي



 

 

∑ 𝐸[𝑢(𝑥𝑖)𝑢(𝑥𝑗)]𝜆𝑗
𝑛

𝑗=1
+ ∑ 𝜇𝑘
𝑙
𝑘=1 𝑝𝑘(𝑥𝑖) =

𝐸[𝑢(𝑥)𝑢(𝑥𝑖)], 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛               (38) 

1

( ) ( ), 1
n

j k j k

j

p p k l
=

=   x x               (39) 

 هستند. دهایمربوط به ق ،33لاگرانژ هايب یضر kμکه در آن 

است،   يرمنفیغ شهیهم نیتخم  يمربع خطا کهاینبا توجه به  

باشد،   نیمثبت باشد و اگر مثبت مع  دی( با37در رابطه )  يفرم مربع

داشت.  کتایجواب    نگیجیکر  ستمیس ا  با  خواهد    یيستایفرض 

ن  ix(u)x(E[u([  34انسیکووار   ،يذات  γ(η)  35وگرامیوار  میبا 

 . (16و   15) شوديم نیگزیجا

( )
21

( , ) ( ) ( ) ( )
2

i E u u    = = + −
 

x x x x    (40) 

 . است  ixو  xفاصله اقلیدسي بین  ηکه در آن 

( 41)  رابطه  ( به صورت ماتریسي39( و )38هاي )دستگاه معادله

 :(24و 18، 16، 15)شوند نوشته مي

GV = g                  (41) 

 :که در آن

 
=  
 

R P
G

P 0  
 ( ) ( )=g γ x p x

 
1 2 1[ ]n l    =  V  

1 1 1

1

( ) ( )

( ) ( )

m

n m n

p p

p p

 
 

=
 
  

x x

P

x x  
1 1 1

1

( , ) ( , )

( , ) ( , )

n

n n n

 

 

 
 

=
 
  

x x x x

R

x x x x  
 1( ) ( , ) ( , )n =γ x x x x x

 
 1( ) ( ) ( )lp p=p x x x  

کریجینگ    شکل  هاي تابعبدون شبکه، دقت و عملکرد    در روش

هاي  و تعداد گره  در تابع کوواریانس  همبستگي  ضریب به انتخاب  

همبستگي    ضریبتأثیر وابسته است. تعیین مقدار بهینه براي    ناحیه

تأثیر    36دشوار است، زیرا به شدت بر اجراي شرط دلتا کرونکر

از   .(24)  گذاردمي مطالعه حاضر  در  این محدودیت،  رفع  براي 

که  است  شده  استفاده  محدود  پشتیباني  با  همبستگي  تابع  یک 

شکل بدون نیاز به ضرایب ثابت را فراهم  هايتابعامکان ساخت  

 : (25) شودتعریف مي( 42)  رابطهکند. این تابع به صورت مي

( ) ( ) ( ), i
i i i

s

r
c r M r r

r
  = =                (42) 

و   ix  فاصله مکاني بین گره  irو  تأثیر    ناحیهاندازه    sr  که در آن

  ناحیهاست. تابع پشتیباني محدود باید خارج از    x  یابينقطه درون 

تابع   از  مطالعه،  این  در  باشد.  غیرصفر  آن  درون  و  صفر  تأثیر 

 :استفاده شده است  37ايپلهپشتیباني محدود 

1 1
( )

0 1

i

i

i

r
c r

r


= 



              (43) 

ساخت   براي  تابع  هايتابعهمچنین  از  با    (26)وندلند    شکل، 

 :شده است   بهره بردهپشتیباني محدود 

( )6 2(1 ) 35 18 3 , 1
( )

0, 1

i i i i

i

i

r r r r
M r

r

 −  + + 
= 



 

                   (44) 

تعریف (  45)ا استفاده از رابطه  اي ب تأثیر به شکل دایره  ناحیه  شعاع

 شود: مي

s cr d=                  (45) 

 .یک ضریب مقیاس است  αها و مشخصه گره فاصله cdکه 

)  iλ  هايبا جایگذاري وزن رابطه  رابطه )41از  در  مقدار  30(   ،)

 :شودبه شکل زیر بیان مي xدر نقطه  شدهیابيدرون

( ) ( )h

Iu =x Φ x u                 (46) 

  هاي تابعماتریس    x(IΦ(و    )T)]nx),…,u(2x),u(1xu=[u  که در آن

 : شکل است 

( )I = +Φ x γ S p Y                 (47) 

 که: 

( )1− −S R I PY                 (48) 

( )
1

1 1
−

− −=Y P R P P R                (49) 

از جمله   هايویژگيداراي    x(IΦ(هاي شکل  تابع برقرار    مهمي 

هاي مرتبه  مشتق  د.هستن  کهی  افرازو    ي کرونکرشرط دلتا  نمودن



 

 

نیز به ترتیب   حرک مت  شکل کریجینگ  هايتابعاول، دوم و سوم  

 :شوندتعریف مي( 57( تا )50هاي )رابطهبه صورت 

, , ,

1 1

( ) ( ) ( )
m n

l x j x jl k x kl

j k

p Y S
= =

 =  x x x    (50)

, , ,

1 1

( ) ( ) ( )
m n

l y j y jl k y kl

j k

p Y S
= =

 =  x x x   (51)

, , ,

1 1

( ) ( ) ( )
m n

l xx j xx jl k xx kl

j k

p Y S
= =

 =  x x x  (52)

, , ,

1 1

( ) ( ) ( )
m n

l yy j yy jl k yy kl

j k

p Y S
= =

 =  x x x  (53)

, , ,

1 1

( ) ( ) ( )
m n

l xxx j xxx jl k xxx kl

j k

p Y S
= =

 =  x x x  (54)

, , ,

1 1

( ) ( ) ( )
m n

l yyy j yyy jl k yyy kl

j k

p Y S
= =

 =  x x x  (55)

, , ,

1 1

( ) ( ) ( )
m n

l xxy j xxy jl k xxy kl

j k

p Y S
= =

 =  x x x  (56)

, , ,

1 1

( ) ( ) ( )
m n

l yyx j yyx jl k yyx kl

j k

p Y S
= =

 =  x x x  (57) 

 

کرنش   نظریه.  2.  3 شکل   محلیغیر  گرادیان  تابع  اساس    بر 

 کریجینگ متحرک 

به توجه  به میدان جابجایي مي  ،متحرک   نگیجیکر  تابع  با  تواند 

 : زیر بیان شود رابطه صورت

1

0 0

0 0

0 0

( , )

In
h

I I

I

I

x y
=



= 



 
 
 
  

u q            (58)   

آن، در    که  0 0 0

T

I I I Iu v w=q   شامل بردار  یک 

 .است  I آزادي گره هايهدرج

هاي کرنش ، مولفه(12)  هايمعادلهدر  (  58با جایگذاري رابطه )

 د:شونبازنویسي مي(  59)به صورت 

   0 1

1 1

I

n n
TT T

I I I

m b

I

I I

  
= =

= = = B B q B q  (59) 

 :که در آن

,

,
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0 0

0 0

0

I x
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I xy

 
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  
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                                                                   (60) 

 : شودتعریف مي( 61) رابطهبه صورت  gB ماتریس

0,

10,

,

,

0 0

0 0

n
xg g

I I

Iy

I xg

I

I y

w

w =

 
= = 
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 
=  

 

B B q

B

                          (61) 

جایگذاري   )(  58)  هايمعادلهبا  و  (  28)  هايمعادلهدر  (  61تا 

ه تابعي مدرج صفح  نانو   تحلیل کمانش  براي  ، فرم ضعیف(29)

 آید: به دست مي( 62) رابطهبه صورت   تقویت شده با گرافن

( )cr 0g− =K K q                 (62) 

و   K ماتریس سختي کل ،crλ ضریب مقاومت کمانشيکه در آن، 

هندسي سختي  صورت  gK  ماتریس  به  ترتیب  (  63)  رابطه  به 

 :شوندتعریف مي

( ) ( )b w p p+ + +
NL NL

w = + +K K K K K K K      (63) 

 :که در آن

( )
T

2

11 12b T 2

Ω Ω 11 12
12 22

12 22

D D
= dΩ-λ D DD D dΩ

D D
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K B B
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
 
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                                (64)

   *0 0 0 0 d
w

T

IJ I J

w k


=   K  (65)
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IJ
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I x w J xNL
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I y w J y
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

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=  

   +       



                                                                            (  (66  

 NSGT (a/h=50 .) با استفاده از  گاه سادهشکل با تکیه های مربعی صفحه  مقاومت کمانشی بدون بعدضریب . 1جدول 

 چیدمان 
µ=0 µ=1 µ=2 

λ=0 λ=1 λ=2 λ=0 λ=1 λ=2 λ=0 λ=1 λ=2 



 

 

7×7  8806/0  9506/0  7170/0  6830/0  9006/0  7110/0  6706/0  7406/0  9506/0  

9×9  9006/0  9606/0  7150/0  8406/0  9106/0  7100/0  6906/0  7506/0  9406/0  

11 ×11  9006/0  9706/0  7150/0  8506/0  9106/0  7090/0  6906/0  7606/0  9306/0  

13 ×13  9306/0  9906/0  7160/0  8806/0  9306/0  7100/0  7206/0  7806/0  9406/0  

15 ×15  9306/0  9906/0  7160/0  8806/0  9406/0  7110/0  7206/0  7806/0  9406/0  

17 ×17  5906/0  9906/0  7180/0  8906/0  9506/0  7120/0  7306/0  7906/0  9606/0  

19 ×19  9506/0  7010/0  7170/0  9006/0  9606/0  7120/0  7406/0  8006/0  6950/0  

21 ×21  9606/0  7020/0  7180/0  9006/0  9606/0  7120/0  7406/0  8006/0  9606/0  

23 ×23  6906/0  7020/0  7180/0  9106/0  9606/0  7120/0  7506/0  8006/0  9606/0  

25 ×25  9606/0  0702/0  7180/0  9106/0  9606/0  7120/0  7506/0  8006/0  9606/0  

( 13) مرجع   0698/0  0704/0  0720/0  0693/0  0698/0  0715/0  0677/0  0682/0  0698/0  
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( ) ( )* 2 2

s
sIJ I J J dk   

 


= −  K B B B              (70) 

,0 0I I n

   =B                (71) 

 

 تحلیل و بررسی. 4

 راستی آزمایی  1. 4

پیشنهاديهمگرایي    چگونگي  ابتدا قرار    روش  بررسي  مورد 

و نسبت    h=1nm  صفحه سیلیکوني با ضخامت   نانو   . یکگیردمي

  صالح هاي مدر نظر گرفته شده است. ویژگي  50طول به ضخامت  

با    کشساني  ضریباین صفحه شامل   و  گیگاپاسکال    210برابر 

پواسون با  نسبت  منظور.  (13)  است   0/ 24  برابر  ارزیابي    به 

با تعداد مختلف   شکلمربعي، صفحه  روش بدون شبکه  همگرایي

صفر، یک  شده است. سه مقدار  در نظر گرفته  در دامنه سازه  هاگره

در    2µ  يحلغیرم  متغیرو    λ  ماده  متغیر گرادیان کرنش  و دو براي

روش بدون شبکه    همگرایي  ، مقادیراندبررسي شده  (22معادله )

تخمین بعد  ضریب   در  در    شکلمربعي صفحه    مانشک   بدون 

 . شودملاحظه مي (1)جدول 

حاضرم  هنتیج  حل    طالعه  و   دقیقبا  لو  توسط  شده  ارائه 

دهنده تطابق  نشان  است. این مقایسه  مقایسه شده  ( 13)همکاران  

درصد    است ها  روشخوب   که  طوري    0/ 3حدود  اختلاف  به 

اثراست درصد   گیرند، اندازه را در نظر مي   . براي محاسباتي که 

 و  ( 36) رابطه هايجملهیعني تعداد  m=10 ايمرتبه چندجمله

  به منظورانتخاب شده است.  (  45)  رابطهدر    α=2/ 7  ضریب مقیاس

مستطیلي تقسیم   38هايگیري عددي، ناحیه به شبکه با جزءانتگرال

استفاده شده    براي هر جزء شبکه  4×  4 39شده و از روش گوس

 . است 

  گیردار،  يهالبه  و مربعي    با شکل  همسانگرد  ، یک صفحهدر ادامه

 ، ذکر شده در بالا،  سادهگاه  صفحه با تکیهمشابه   با مشخصات

 (. a/h=50)نظریه گرادیان کرنش غیرمحلی   بر اساس گاه گیردارشکل با تکیههای مربعی بعد کمانش نانوصفحه بدون بار  ضریب . 2جدول 

 پژوهش حاضر  (13)مرجع  این پژوهش  ( 13)مرجع   این پژوهش    (13)مرجع   

 λ=0  λ=1  λ=2  

µ=0 1874/0 184347/0 1908/0 191471/0 2008/0 212763/0 



 

 

µ=1 1841/0 180325/0 1874/0 187294/0 1973/0 208119/0 

µ=2 1749/0 169248/0 178/0 175787/0 1874/0 195327/0 

 

  (GPLRC) شده با گرافنتقویت  (FG) گاه ساده و دارای توزیع تابعی موادبا تکیه   های چندلایهبرای صفحه  یبعد کمانشبارهای بی . 3جدول 

 (. a/h=10, a/b=1)ی تحت بارگذاری مکانیک

 پژوهش حاضر  (27)مرجع  وزنی گرافن  درصد نوع صفحه چندلایه 

FG_X 

1/0 046/0 046346/0 

3/0 0758/0 07628/0 

5/0 01055/0 0106193/0 

FG_V 

1/0 0413/0 041501/0 

3/0 0619/0 060854/0 

5/0 0825/0 079688/0 

FG_O 

1/0 0366/0 037222/0 

3/0 0478/0 048919/0 

5/0 0588/0 060613/0 

 031372/0 031/0 0/0 اپوکسی خالص 

 

گرادیان  شده است. مقادیر مختلف متغیره قرار گرفت ارزیابيمورد 

منظور  حليغیرم  متغیرو    کرنش رفتار    به  بر  آنها  تأثیر  بررسي 

بدون بعد   ضریب   براي  یجا. نته است شدنظر گرفته    در  يکمانش

مرزي    هايشرط.  است   ارائه شده  2در جدول    مقاومت کمانشي 

تکیه  گیردار در  مقدار شیب صفر  با صفر   که   استها  گاهشامل 

گره در  گرهکردن جابجایي  اعمال  هاي مرزي و  آن  هاي مجاور 

لو و همکاران    دقیق   هاينتیجهبا    روش حاضر   شده است. مقایسه

 . است  هاآن  دهنده تطابق بسیار خوبنشان (13)

سنجي روش پیشنهادي براي تحلیل  در ادامه به منظور صحت  

لایهصفحه با  شده  تقویت  شبکه  هاي  بدون  روش  گرافن،  هاي 

  (27)  گزارش شده توسط وو و همکارانمطالعه حاضر با پژوهش  

مقایسه شده است.    اند،که از روش تفاضل مربعات استفاده کرده

تقویت   چندلایه  هايصفحه  يکمانشمقاومت    هاينتیجه  3جدول  

 10و شامل    a/h=10و    a/b=1  با نسبت ابعاد،  گرافننانو  با    شده

را نشان   x محور  راستايدر    محوريبار یکنواخت  اثر  ، تحت  لایه

کننده با  هاي تقویت ماتریس و گرافنبه عنوان  دهد. اپوکسي  مي

مورد   (27)نانومتر    1/ 5میکرومتر و با ضخامت    1/ 5  ×  2/ 5  ابعاد

قرار مواد در جدول  اند. ویژگيگرفته  استفاده  ارائه شده   4هاي 

 . است 

مقایسه   مطالعه  بدون  اي  یک  روش  اعتبارسنجي  منظور  به 

 هاي تابعي مدرج تقویت شده باشبکه پیشنهادي، براي نانوصفحه

 

 

 . (27) های مواد اپوکسی و گرافنویژگی. 4جدول 

 (GPL) گرافن اپوکسی  های ماده ویژگی

 1010 3 )گیگاپاسکال(  کشسان ضریب

 5/1062 1200 چگالی )کیلوگرم بر متر مکعب(



 

 

 186/0 34/0 نسبت پواسون 

 

 کشسان.  بستربر روی   بار کمانشی صفحه. 5 جدول

a/h )fG, wk(  پژوهش حاضر  مقاومت کمانشی  (29)مرجع  ضریب بدون بعد کمانش (28)مرجع 

99562/3 ـــ 4 (0،0) 100  

 (100،0) 02/5 021413/5 ـــ   

 (0،100) 92/18 92965/18 ـــ   

4477/37 ـــ (0،0) 10  43519/39  

5798/67 ـــ (100،10)   54814/69  

651/204 ـــ (1000،100)   9957/211  

 

یج متناظر با  ا انجام شده است. نت   (، GPLR-FGهاي گرافن ) نانوصفحه 

مقایسه    (14)  ن و همکاران ا یج تحلیلي گزارش شده توسط نگوی ا نت 

. اگر مقدار پارامترهاي غیر محلي و گرادیان کرنش برابر با  شده است 

، نسبت طول به ضخامت  یک ، نسبت طول به عرض صفحه برابر با  دو 

و مقدار    دو صفحه برابر با پنجاه، مقدار ضریب توزیع تواني برابر با  

درصد باشد، ضریب کمانش بدست آمده با استفاده از روش    دو گرافن  

آمده    است   1/ 8739حاضر   بدست  کمانش  با ضریب  مقایسه  با  که 

  0/ 7اختلاف حدود  که  است    1/ 8892توسط نگویان و همکاران که  

 . د ن ده را نشان مي   درصد 

تحلیل    منظور  به  پیشنهادي  روش  اعتبارسنجي  منظور  به 

دقت روش پیشنهادي با  قرار گرفته بر بستر کشسان،    هايصفحه

مرجعنتیجه و    ( 29و  28)  هاي هاي  است.  مقایسه  شده  ارزیابي 

که در جدول  همان بدون شبکه    ، روششودمشاهده مي  5طور 

متغیرهاي سختي   حاضر  براي  خوبي  بسیار  بستر    مختلف   دقت 

  fGجا  . در اینصفحه دارد  بعدهاي  هاي مختلف و نسبت   کشسان 

ثابت سختي وینکلر به صورت زیر    wkثابت سختي پاسترناک و  

 شوند:تعریف مي

* 4

3 2

* 2 /

/

/ (12(1 ))

f f

w w

G D

k a D

h

G

D E

a

k



=

=

=

−

             )72(  

منظور تحلیل   به  در  پیشنهادي  عددي  چارچوب  اعتبارسنجي 

بحراني  (3)شکل    بازشو  داراي  هايصفحهکمانش   بارهاي   ،

و    اي مرکزيدایره  بازشويبا    شکل مربعي شده یک صفحه  نرمال

شعاع   با    بازشو نسبت  برابر  صفحه  بعد  شرایط ،  0/ 3به  تحت 

داده با  مختلف  مرجع  بارگذاري  است    (30)هاي  شده  مقایسه 

یج حاضر براي کمانش ادهد که نتمقایسه نشان مياین  (.  7)جدول  

هاي موجود تطابق بسیار  با داده  بازشو   داراي   هايصفحهمکانیکي  

 .دنخوبي دار

  و همچنین   3تا    1هاي  هاي اعتبارسنجي ارائه شده در جدول نمونه 

پاسخ نتیجه   دهنده سازگاري مناسب نشان   ( 6و  5) با  هاي مرجع  ها 

سازي رفتارهاي  هستند و دقت و اثربخشي روش پیشنهادي در شبیه 

  و نیز   ها، هاي هندسي مانند بازشو اي، شامل ناپیوستگي پیچیده سازه 

کنند. این  را تأیید مي   کشسان وابسته به اندازه و تعامل با بستر    هاي اثر 

 . دهد روش پیشنهادي را نشان مي   و قابلیت بالاي   کارآیي اعتبارسنجي  



 

 

 
 ای. دایره   بازشویها در روش بدون شبکه به منظور تحلیل صفحه دارای . توزیع گره 3شکل 

 

 شکل.ای با بازشوی دایره  ی مربع بار کمانشی صفحه. 6جدول 

 محوری بار تک  بار دومحوری  صفحه  نظریه 

035 /1 (KPT) پژوهش حاضر   984/1  

 ( 30)ع مرج
(FSDPT) 021 /1  986/1  

(TSDT) 032 /1  969/1  

 
 . (14) کونیلیای فلز و سهای ماده ویژگی. 7جدول 

 ضریب پواسون  ضریب کشسانی )گیگاپاسکال(  مصالح 

Si 107 33/0 

Al 90 23/0 

 
 

 بررسی رفتار سازه  .2. 4

نانو  کمانش  رفتار  بخش،  این  تابعيصفحهدر   مدرج   هاي 

که روي یک بستر   (GPLR-FG) گرافنصفحهنانو شده با  تقویت 

 پاسترناک قرار دارند، بررسي شده است.  -وینکلراز نوع  کشسان

لایه   10با   GPLR-FG مستطیلي  نانوصفحه  یک  هدفبراي این  

  هاي گرافنصفحه  مصالحهاي  در نظر گرفته شده است. ویژگي

 :به صورت زیر هستند

کشساني  چگالي  اپاسکالگیگ   1010  ضریب   ،5 /1062  

پواسون   ضریب  مکعب،  متر  بر  طول    0/ 186کیلوگرم  و 

ها نانومتر و ضخامت آن  1/ 5ها  نانومتر، عرض آن  2/ 5ها  نانوگرافن

 و آلومینیوم (Si) ماتریس تابعي پایه از سیلیکون.  است نانومتر    0/ 3

(Al)   7آنها در جدول    مصالح  هايویژگيتشکیل شده است و  

  (NBCL)  ضریب کمانشي مقدار  ارائه شده است. در این بخش،  

)2  به صورت / ) /cr siN N a h E= است  تعریف شده . 

 :در نظر گرفته شده است گاه تکیه نوع چند

 : هاگاه ساده در تمام لبهتکیه -

 هايلبه   همهدر    ي،صفحه تحت اثر بار دومحور  براي •

 ،دنباشيصفر م  برابر   v  و  w،  u  یعني  هاجابجایي  ،يمرز

هاي ، در همه لبه ريمحو تکبراي صفحه تحت اثر بار   •

لبه   u، و  0v=w=مرزي   برابر    xهاي موازي محور  در 

 باشد،صفر مي

 ا: هدر تمام لبه گاه گیردارتکیه -

 

a 

a 

R 

a/2 

a/2 



 

 

 
 (. GPLهای گرافن )بر حسب سهم وزنی نانوصفحه  GPLR-FGنانوصفحه  تغییرات ضریب کمانشی بار تک محوری. 4شکل 

 

 w=v=u=∂w/∂n=0  که در آن    هستندn  ها محور عمود بر لبه

 . است 

 ساده(: - آزاد-ساده-ها )آزادآزاد در لبه یاساده   گاهتکیه -

• w=0  در  y=0, b؛  u=v=0  در  y=0, b    اثر  تحت و صفحه 

 قرار دارد. بار دومحوري

 

 گاه غیرکلاسیک: تکیه -

کشسان چرخشي • لبه  مهار  بار    اثر  تحت   صفحه  و   در 

 . دومحوري

محوري  4شکل    تک  بار  کمانشي  هاي  نانوصفحه  ضریب 

GPLR-FG  را بر حسب درصد وزن گرافن (W%) دهد. نشان مي

است که   %W و NCB دهنده همبستگي مثبت بینها نشاننتیجه

با گرافن   تقویت  از  ناشي  افزایش سختي مؤثر  با    .است به دلیل 

ها ضریب کمانش به صورت خطي افزایش درصد وزني نانوگرافن

با    شود کهمشخص مي  4با توجه به شکل  کند.  افزایش پیدا مي

درصد به    هشت حدود    يافزایش هر یک درصد نانوصفحه گرافن

نانوصفحه کمانشي  مدرج  مقاومت  افزوده    تابعي  شده  تقویت 

که ویژگي  .گرددمي ذکر است  به  نظر و  لازم  مورد  هاي صفحه 

شکل آورده شده    مقدار هر کدام از متغیرهاي مربوط به تحلیل در

 . است 

ي هانانوصفحه  تغییر ضریب کمانشي بار تک محوري  5  شکل 

تکیه سادهبا  حسب    گاه  چارچوب  2µغیرمحلي    متغیر بر   در 

NSGT   غیرمحلي ضریب مقاومت    کشسانيدهد. تأثیر  را نشان مي

را   ميکاهکمانشي  اهمیت  ش  که  در  تأثیرهاي  دهد،  غیرمحلي 

باعث کاهش    2µ  افزایش.  دهدها را نشان ميپایداري نانوصفحه

دهنده کاهش سختي  شود، که نشانضریب مقاومت کمانشي مي

 µ2. با رسیدن  ها است مؤثر و کاهش مقاومت کمانشي نانوصفحه

کند. نکته درصد کاهش پیدا مي  دومقاومت کمانشي حدود    پنجبه  

 رابطه خطي دارد.   2µکه کاهش مقاومت با مقدار دیگر این

محوري  6شکل    دو  بار  کمانشي  با  هاي  نانوصفحه  ضریب 

گیردارتکیه غیرمحلي  گاه  متغیر  بر حسب  مي  2µ  را  دهد. نشان 

افزایشگاه سادهبا تکیه حالت   مانند  ،  2µ     کاهش ضریب باعث 

دهنده کاهش سختي مؤثر و  شود، که نشانمقاومت کمانشي مي

  پنج به    2µبا رسیدن    . ها است کاهش مقاومت کمانشي نانوصفحه

با مقایسه   کند.صد کاهش پیدا ميچهار درمقاومت کمانشي حدود  

که  مي  6و    5هاي  شکل دریافت  باتوان  صفحه  گاه  تکیه  براي 

گاه ساده تأثیر افزایش متغیر غیر  گیردار نسبت به صفحه با تکیه

 . است محلي حدود دو برابر 

نانوصفحه  7شکل    کمانشي  مقاومت  ضریب  با  تغییر  هاي 

 دو محوري بر حسب متغیر ضریب  تحت اثر بار  گاه سادهتکیه
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 . گاه ساده بر حسب پارامتر غیرمحلیبا تکیه  GPLR-FG نانوصفحه تغییرات ضریب کمانشی بار  تک محوری. 5شکل 

 

 
 .غیرمحلی متغیر بر حسب  گاه گیردارتکیه با  GPLR-FG نانوصفحه  تغییرات ضریب کمانشی بار دو محوری. 6شکل 

 

کرنش ميرا    λ  گرادیان  ندهد.  نشان  افزایششانکه    غیر  دهنده 

افزایش NCB یکنواخت  کرنش    .است   λ  با  گرادیان  ضریب 

باعث  بزرگ کمانشي    بیشتر  افزایشتر  مقاومت  و  سختي 

  ،با بزرگتر شدن ضریب گرادیان کرنشیعني    شودمي  هانانوصفحه

اگر ضریب گرادیان    شود.شیب افزایش مقاومت کمانشي بیشتر مي

  چهار کرنش برابر یک فرض شود ضریب کمانش تخمیني حدود  

از   بزرگتر  نظر    λدرصد  در  با  که  حالي  در  است  با صفر  برابر 

، میزان بزرگتر شدن ضریب مقاومت کمانشي  5برابر با    λگرفتن  

 درصد است.  72حدود 

ضریب بدون  بر    wk  تأثیر متغیر بستر کشسان وینکلر  8شکل   

را    گاه گیرداربا تکیه  گاهبا تکیه  ها نانوصفحه  يکمانش  مقاومت   بعد

 ( سختي خمشي  72براي استفاده از رابطه ) دهد.نشان مي
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 گرادیان کرنش.  متغیرگاه ساده بر حسب  با تکیه  GPLR-FG نانوصفحه ضریب کمانشی بار دو محوری رتغیی. 7شکل 

 

 
 گاه گیردار. تکیه نانوصفحه با ی وینکلر بر بار کمانش محور  سختیتأثیر  . 8شکل 

 

تابعي مدرج به صورت رابطه )   شود.( تعریف مي 73نانوصفحه 

شود و  کمانش مي  ضریب   درصدي  6/ 2  باعث افزایش  wk  افزایش

 . است ها دهنده نقش بستر در افزایش مقاومت نانوصفحهنشان

2

3 2

2 / (12(1 ))D E h = −               )73(  

پاسترناک   9شکل  در    بستر  برشي  متغیر  ضریب    fG  اثر  بر 

  ساده   هاي مرزيتحت شرط GPLR-FG هايکمانشي نانوصفحه

است گیردار    و شده  داده  وجود  نشان  و.  کشسان  –نکلریبستر 

توجه  پاسترناک قابل  افزا  ينقش  کمانش  شیدر    ي مقاومت 

  کسان،ی يو ماد يهندس  طی. در شراکنديم فاینانوصفحه ا
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 . گاه گیردارگاه ساده و )ب( با تکیه تأثیر پارامتر بستر الاستیک پاسترناک بر ضریب کمانشی نانوصفحه، )الف( با تکیه . 9شکل 

 

رو   يهانانوصفحه بر  گرفته  دارا  يقرار  کشسان    ریمقاد  يبستر 

  جادیهستند. بستر کشسان با ا  ي بالاتر  ( NCBL)  ضریب کمانش

راستا  ياضاف  قیدهاي همچن  يعرض   یيجابجا  يدر    نیتأم  نیو 

خارج از صفحه   يهارشکلیی)در مدل پاسترناک(، تغ  ي برش  يسخت

با افزایش   .اندازديم ر یرا محدود کرده و شروع کمانش را به تأخ

پاسترناک  بستر  برشي  مقدار    متغیر  حدود  100به  درصد    25، 

مي افزایش  کمانش  ضریب   یابدضریب  تأثیر  با  مقایسه  در  که 

شکل   )در  کمانشي  مقاومت  بر  است. 8وینکلر  بیشتر  بسیار   )

  يمرکز   يارهیدا  ياثر نسبت اندازه بازشو   11و    10  يهاشکل 

(R/a)  ضر   ي تابع  يهانانوصفحه  (NCBL)  يکمانش  ب یبر 
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 نانوصفحه  ای بر ضریب کمانشی بار دو محوریاندازه بازشوی دایره   های مختلفنسبت  درصد وزنی نانوصفحه گرافن برای تأثیر. 10 شکل

GPLR-FG  کشسانروی بستر قرار گرفته بر  گاه سادهبا تکیه . 

 

 
روی  قرار گرفته بر   گاه سادهبا تکیه GPLR-FGه نانوصفح ای بر ضریب کمانشی بار دو محوریتأثیر نسبت اندازه بازشوی دایره . 11شکل 

 کشسان. بستر 

 

نانوصفح  شدهت یتقو  تحت  GPLR-FG)   يگرافن  هايهبا   )

  شودملاحظه مي  .دهنديرا نشان م  يمحوردو  يفشار  يبارگذار

افزا  که اندازه بازشو    شیبا  کمانش    ب ی، مقدار ضر(R/a)نسبت 

ایابدي کاهش م  درصد   30حدود    یعني  يطور قابل توجهبه   نی. 

م را  بخش  يناش  توانيرفتار  ناح  ياز حذف  در  باربر  ماده    هیاز 

و    ي خمش  ي نانوصفحه دانست که منجر به کاهش سخت  يمرکز

موجب    يارهیدا  ي. وجود بازشو شوديمؤثر سازه م  یيغشا  يسخت

توز خوردن  ا  تنش  کنواخت ی  عیبرهم  در   جادیو  تنش  تمرکز 

  عیرا تسر  يداریآغاز ناپا  ده،یپد  نیکه ا  گرددياطراف لبه بازشو م

  . دهديکاهش م ه رانانوصفح يکرده و مقاومت کمانش
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 بر ضریب کمانش نانوصفحه.  (GPL) های گرافن تأثیر الگوهای توزیع نانوصفحه. 12شکل 

 

پاسخ    ت یشده و حساس   دیتشد  هااثر  نیاندازه بازشو، ا  شیبا افزا

اگر  ژه  یوبه-  يهندس  يهايوستگینانوصفحه نسبت به ناپ  يکمانش

از  بزرگ  0/ 1از    R/aنسبت   باشد و    ش یافزا  -ترکوچک  0/ 2تر 

 .ابدیيم

  شیمنجر به افزا  يگرافن  هايهنانوصفح  يدرصد وزن  شیافزا 

تمام   يکمانش  مقاومت  ا شوديم  R/aنسبت    هايرامقد  يدر    نی. 

مؤثر نانوصفحه است که    يکیاز بهبود خواص مکان   يناش  دهیپد

م مدل  اساس  هالپاصلاح  يکیکرومکانیبر  قابل    تساي–نیشده 

نانوصفحاست   هیتوج دل  يگرافن  هاي ه.  کشساني    لی به  ضریب 

ابعاد  اریبس نسبت  و  مؤثر  يبالا  تنش  انتقال  در   يمناسب،  را 

  ي سخت  شیو موجب افزا  کننديم  فراهم  هاديمهنی–فلز  سیماتر

با    ي حت  جه، ی. در نتشوندينانوصفحه م  ياصفحهو درون  يخمش

تقو   يهانانوصفحه  ،يمرکز  يبازشووجود   درصد  بالاتر   ت یبا 

درصد   5درصد براي    33ود  ي )حدشتریب  يکمانش  يداریگرافن، پا

گرافن(  نمونه  نانوصفحه  به  تقو   يهانسبت  از خود    تیبا  کمتر 

م وزني    .دهندينشان  درصد  افزایش  با  که  است  ذکر  به  لازم 

 کند. ها ضریب کمانش به صورت خطي افزایش پیدا مي نانوگرافن

،  FG_Xنانوگرافن به صورت    اثر الگوهاي توزیع  12شکل   

FG_V  ،FG_O   و  UD  بر NCB   .براي همه نشان داده شده است

ها، مقاومت کمانشي به  ها با افزایش درصد وزني نانوگرافنیعزتو 

 بیشترین مقاومت در توزیعکند.  صورت خطي افزایش پیدا مي

FG_X   ها را  کنندهشود، که اهمیت توزیع بهینه تقویت حاصل مي

مي درکنتأکید  وزني    FG_Xیع  وزت  الگوي  د.  درصد  رسیدن  با 

حدود   کمانشي  مقاومت  درصد،  یک  به  گرافن   13نانوصفحه 

افزایش مي الگويزتو   از طرفي  یابد.درصد  با  و    FG_V  هايیع 

UD  دارند و افزایش یک درصد    با همدیگر  تأثیرگذاري مشابهي

افز  8/ 28گرافن  نانوصفحه   ایجاد  درصد  کمانشي  مقاومت  ایش 

 FG_Oیع  ززایش مقاومت مربوط به الگوي تو فکمترین ا  کند.مي

کمانشي   مقاومت  درصدي  چهار  افزایش  باعث  تنها  که  است 

 .هاي گرافني یک درصد باشداگر درصد وزني نانوصفحه  شودمي

مدرج    تابعي  نانوصفحه  کمانشي  رفتار  حاضر  مطالعه  در 

تقویت شده با گرافن و داراي بازشو و مهار چرخشي کشسان در 

است.لبه شده  گرفته  قرار  ارزیابي  مورد  این  ها  ثابت    θkجا  در 

که در رابطه   است   ( 13)شکل    ايمهار کشسان لبه  چرخشيسختي  

 ( تعریف شده است: 74)
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 گاهی کشسان در لبه و قرار گرفته بر بستر کشسان. . صفحه با مهار تکیه 13شکل 

 

 

 
بر   خمشی کشسان در مرزها گاه ساده و )ب( مهارتکیه  با )الف( GPLR-FG نانوصفحه  تغییرات ضریب کمانشی بار دومحوری. 14شکل 

 .غیرمحلی متغیرحسب 

 

هاي بعدي ضخامت صفحه پنج نانومتر، نسبت طول در همه مثال

، نسبت طول به عرض برابر با یک، مقدار ضریب  50به ضخامت  

توزیع تواني برابر با پنج، درصد وزني گرافن برابر با یک درصد  

تقویت  توزیع  نوع  مصالح  .  است   FG_Xها  کنندهو  مشخصات 

 هاي قبل فرض شده است. مانند مثاله

ي هانانوصفحه  محوريدوتغییر ضریب کمانشي بار    14  شکل 

اي مرکزي با نسبت شعاع به داراي بازشوي دایره گاه سادهبا تکیه

با   برابر  صفحه  حسب  که    0/ 2طول  در    µغیرمحلي    متغیربر 

نانوصفحه  ،  الف  -14شکل    دهد.را نشان مي   NSGT چارچوب

هاي  در لبه  چرخشي   مهار مرزي کشسانگاه ساده و بدون  با تکیه

ب وابستگي مقاومت کمانشي    - 14است در حالي که شکل    مرزي

تکیه با  وجود  نانوصفحه  با  و  ساده  کشسان گاه  مرزي    مهار 

مي  چرخشي نشان  را  مرزها  غیرمحلي  ضریب  تأثیر    دهد.در 

 تأثیرهاي  دهد، که اهمیت ش ميکاهمقاومت کمانشي را 
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خمشی کشسان در   ساده و )ب( مهار گاهتکیه  )الف( ادارای بازشو و ب GPLR-FG نانوصفحه ضریب کمانشی بار دومحوری رتغیی . 15شکل 

 گرادیان کرنش. متغیربر حسب  مرزها

 

را نشان  در این شرایط خاص  هاغیرمحلي در پایداري نانوصفحه

شکل.  دهدمي نشان  - 14هاي  مقایسه  ب  و  روند  دهنده  الف 

کاهشي ضریب کمانش براي هر دو حالت ذکر شده در بالا به  

 صورت کاملاً مشابه است. 

نانوصفحه  15شکل    کمانشي  مقاومت  ضریب  با  هاي  تغییر 

اي مرکزي با نسبت شعاع به  داراي بازشوي دایره  گاه سادهتکیه

دو محوري بر حسب متغیر  تحت اثر بار    0/ 2طول صفحه برابر با  

  غیر  افزایشگر  و بیان  دهدنشان ميرا    λ  ضریب گرادیان کرنش

افزایش NCB یکنواخت  کرنش    .است   λ  با  گرادیان  ضریب 

افزایشبزرگ باعث  نانوصفحه  تر  کمانشي  مقاومت  و  ها  سختي 

شیب    شودمي کرنش،  گرادیان  ضریب  شدن  بزرگتر  با  یعني 

مي بیشتر  کمانشي  مقاومت   ،الف  -15شکل  شود.  افزایش 

  چرخشي   مهار مرزي کشسانگاه ساده و بدون  نانوصفحه با تکیه

لبه شکل  در  که  حالي  در  است  مرزي  وابستگي  ب    -15هاي 

مهار مرزي  گاه ساده و با وجود  مقاومت کمانشي نانوصفحه با تکیه

گرادیان  ضریب  تأثیر    دهد.در مرزها را نشان مي  چرخشي  کشسان

تأثیرهاي  دهد، که اهمیت  ش ميفزای امقاومت کمانشي را    کرنش

 دهد.ميرا نشان  هادر پایداري نانوصفحه گرادیان کرنش
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 گاهی کشسان نانوصفحه تابعی مدرج تقویت شده با گرافن. تر شدن ثابت سختی چرخشی مهار تکیه . اثر بزرگ 16شکل 

 

آزاد و دارای مهار چرخشی کشسان در همه مرزها و تحت اثر    -گاه ترکیبی سادهگاه ساده و تکیه . ضریب کمانش نانوصفحه با تکیه 8جدول 

 بار دومحوری. 

kθ (kw, Gf)  ضریب اندازه 
ساده در چهار لبه -آزاد  -ساده - گاه به ترتیب آزادبا تکیه در چهار لبه گاه سادهبا تکیه   

µ=0 µ=1 µ=2 µ=0 µ=1 µ=2 

0 

( 0و0)  

λ=0 6346/0  6345/0  6343/0  2175/1  2172/1  2163/1  

λ=1 6353/0  6352/0  6350/0  2192/1  2189/1  2180/1  

λ=2 6371/0  6370/0  6368/0  2243/1  2240/1  2231/1  

( 100و 10)  

λ=0 2680/2  2679/2  2677/2  4299/2  4295/2  4284/2  

λ=1 2691/2  2690/2  2687/2  4317/2  4313/2  4302/2  

λ=2 2721/2  2720/2  2717/2  4369/2  4365/2  4354/2  

5 

( 0و0)  

λ=0 7072/1  7071/1  7068/1  2129/2  2125/2  2113/2  

λ=1 7087/1  7086/1  7084/1  2156/2  2152/2  2139/2  

λ=2 7132/1  7131/1  7129/1  2233/2  2228/2  2216/2  

( 100و 10)  

λ=0 2189/3  2187/3  2178/3  3900/3  3894/3  3877/3  

λ=1 2210/3  2207/3  2199/3  3928/3  3922/3  3904/3  

λ=2 2270/3  2268/3  2259/3  4007/3  4001/3  3983/3  
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شکل نشان  -15هاي  مقایسه  ب  و  االف  روند  شي  فزایدهنده 

ضریب کمانش براي هر دو حالت ذکر شده در بالا به صورت 

 کاملاً مشابه است. 

بزرگ  16در شکل    ثابت سختي  اثر  مهار    چرخشيتر شدن 

شکل  تکیه به  توجه  با  است.  نمایان  نانوصفحه  کشسان  گاهي 

، 110  مقدار  مشخص است که با رسیدن ثابت کشسان چرخشي به

افتد. علت ثابت ماندن ضریب کمانش با وجود  همگرایي اتفاق مي

چرخشي،   کشساني  ثابت  شدن  تکیهزیاد  شدن  گاه  تبدیل 

به  نیمه است.تکیهگیردار  گیردار  ثابت    گاه  اگر  که  شود  توجه 

تر از صفر باشد  و بزرگ  110تر از  کشساني مهار چرخشي کوچک

 . است گیردار گاه به صورت غیرکلاسیک یا نیمهتکیه

جدول    تحلیل    8در  نانوصفحهنتایج  بازشوي    براي  داراي 

با   و  0/ 2اي مرکزي با نسبت شعاع به طول صفحه برابر با  دایره

  چرخشيداراي مهار  آزاد و    -گاه ترکیبي سادهگاه ساده و تکیهتکیه

از  استفاده  با  بار دومحوري  اثر  مرزها و تحت  در همه  کشسان 

روش بدون شبکه پیشنهادي آورده شده است. لازم به ذکر است  

پاسترناک نیز    -که اثر قرار گرفتن صفحه بر بستر کشسان وینکلر 

دهد که اثر  هاي تحلیل نشان ميارزیابي شده است. بررسي نتیجه

بر روي ضریب کمانش   چرخشيگاهي  بستر کشسان و مهار تکیه

 تر است. بسیار بزرگگاه ترکیبي نانوصفحه داراي تکیه

 

 گیرینتیجه. 5

روش بدون شبکه مبتني بر نظریه گرادیان    در این پژوهش یک

سازي  توسعه یافته است که امکان مدل (NSGT) کرنش غیرمحلي

  . سازدرا عملي مي(  GPLگرافن )   شده باهاي تقویت نانوصفحه

هاي  نانوصفحه  کمانشيیک بررسي جامع از رفتار    در این راستا،

روي بستر    و قرار گرفته بر   شده با گرافنتقویت   آلومینیم-کونیلیس

هاي حاصل از  نتیجه.  شده است   انجامپاسترناک  -وینکلرکشسان  

،  کشسان  که مقاومت کمانشي به سختي بستر  دندهلیل نشان ميحت

هاي هندسي مانند نسبت ابعاد و اندازه  متغیرو   GPL الگوي توزیع

هاي مهم آورده شده در ادامه نتیجهابسته است.  و  بازشوي احتمالي

 ست. ا

ها ضریب کمانش به صورت  با افزایش درصد وزني نانوگرافن .1

گاه  کند. براي نانوصفحه داراي تکیه خطي افزایش پیدا مي 

  8ساده با افزایش هر یک درصد نانوصفحه گرافني حدود  

کمانشي مقاومت  به  شود  درصد  مي  همه   .اضافه  براي 

  UD  و   FG_X  ،FG_V  ،FG_Oهاي نانوگرافن یعني  توزیع

ها، مقاومت کمانشي به  با افزایش در صد وزني نانوگرافن

مي پیدا  افزایش  خطي  در  کند.  صورت  مقاومت  بیشترین 

با    FG_X. در الگوي توزیع  شودحاصل مي FG_X توزیع

درصد،  یک  به  گرافن  نانوصفحه  وزني  درصد  رسیدن 

یابد. از طرفي  درصد افزایش مي  13مقاومت کمانشي حدود  

تأثیرگذاري مشابهي با    UD  و  FG_Vهاي  توزیع با الگوي

  8/ 28دیگر دارند و افزایش یک درصد نانوصفحه گرافن  هم 

مي ایجاد  کمانشي  مقاومت  افزایش  کمترین  درصد  کند. 

است که    FG_Oافزایش مقاومت مربوط به الگوي توزیع  

شود  تنها باعث افزایش چهار درصدي مقاومت کمانشي مي

 هاي گرافني یک درصد باشد.اگر درصد وزني نانوصفحه

، حدود 100به مقدار    متغیر برشي بستر پاسترناک با افزایش   .2

یابد که در مقایسه با  درصد ضریب کمانش افزایش مي  25

درصد(    6تأثیر ضریب وینکلر بر مقاومت کمانشي )حدود  

 بسیار بیشتر است. 

اندازه بازشو    شیبا افزا  .3   بی، مقدار ضر0/ 3( به  R/a)نسبت 

 .ابدیيکاهش م درصد 30حدود کمانش 

گاهي چرخشي بر روي ضریب  اثر بستر کشسان و مهار تکیه .4

نانوصفحه تکیه  هايکمانش  آزادداراي  ترکیبي  ساده    -گاه 

هاي ساده در چهار طرف بسیار  گاهنسبت به صفحه با تکیه

 تر است. بزرگ

 هیبر نظر  يروش بدون شبکه مبتن  پژوهش حاضر نشان مي دهد که

  ي نیبشیو پ  يسازدر مدل  یيبالا  یي توانا  حليرمیغ   کرنش  انیگراد

  بازشوي احتمالي  يدارا  GPLR-FG  يهانانوصفحه  يرفتار کمانش

 .دارد



 

 

 واژه نامه 

1. nano 2. micro 3. interatomic 

4. intermolecular 5. van der Waals 6. electrostatic 

7. static 8. dynamic 9. molecular 

10. nonlocal elasticity theory 11. couple stress 12. modified strain gradient 

13. multiscale 14. metal–semiconductor functional 15. resonators 

16. actuators 17. microelectromechanical (MEMS) 18. optoelectronic 

19. isogeometric 20. Kirchhoff 21. kriging 

22. graphene 23. Winkler–Pasternak elastic foundation 24. matrix material 

25. elastic modulus 26. Poisson’s ratio 27. power-law distribution  

28. kernel functions 29. Hooke’s law 30. principle of minimum 

total potential energy 

31. Galerkin weak form 32. random field 33. Lagrange multipliers 

34. covariance 35. semivariogram 36. Kronecker 

37. compactly supported step 

function 

38. cells 39. Gaussian integration 

(Gauss quadrature) 

 
References            

 

1. Edelstein AS, Cammaratra R. Nanomaterials: 

synthesis, properties and applications: CRC press; 

1998.https://doi.org/10.1201/9781482268591 

2. Bhushan B. Nanotribology and nanomechanics. Wear. 

2005; 259(7-12):1507–

31.https://doi.org/10.1007/978-3-540-77608-6 

3. Nasr Esfahani M, Alaca BE. A review on size‐

dependent mechanical properties of nanowires. 

Advanced Engineering Materials. 2019; 

21(8):1900192.https://doi.org/10.1002/adem.201900

192 

4. Lee C, Wei X, Kysar JW, Hone J. Measurement of the 

elastic properties and intrinsic strength of monolayer 

graphene. Science. 2008; 321(5887):385–

8.https://doi.org/10.1126/science.1157996 

5. Eringen A, Wegner J. Nonlocal continuum field 

theories. American Society of Mechanical Engineers 

Digital Collection; 

2003.https://doi.org/10.1115/1.1553434 

6. Reddy JN. Theory and analysis of elastic plates and 

shells: CRC press; 

2006.https://doi.org/10.1201/9780849384165 

7. Mindlin RD. Microstructure in linear elasticity. 

1963.https://doi.org/10.1007/BF00248490 

8. Aifantis EC. Strain gradient interpretation of size 

effects. International Journal of Fracture. 1999; 

95(1):299–

314.https://doi.org/10.1023/A:1018625006804 

9. Mindlin RD. Second gradient of strain and surface-

tension in linear elasticity. International journal of 

solids and structures. 1965; 1(4):417–

38.https://doi.org/10.1016/0020-7683(65)90006-5 

10. Yang F, Chong A, Lam DCC, Tong P. Couple stress 

based strain gradient theory for elasticity. 

International journal of solids and structures. 2002; 

39(10):2731–43.https://doi.org/10.1016/S0020-

7683(02)00152-X 

11. Lam DC, Yang F, Chong A, Wang J, Tong P. 

Experiments and theory in strain gradient elasticity. 

Journal of the Mechanics and Physics of Solids. 

2003; 51(8):1477–

508.https://doi.org/10.1016/S0022-5096(03)00053-

X 

12. Lim C, Zhang G, Reddy J. A higher-order nonlocal 

elasticity and strain gradient theory and its 

applications in wave propagation. Journal of the 

Mechanics and Physics of Solids. 2015; 78:298–

313.https://doi.org/10.1016/j.jmps.2015.02.001 

13. Lu L, Guo X, Zhao J. A unified size-dependent plate 

model based on nonlocal strain gradient theory 

including surface effects. Applied Mathematical 

Modelling. 2019; 68:583–

602.https://doi.org/10.1016/j.apm.2018.11.023 

14. Nguyen V-L, Nguyen V-L, Tran M-T, Dang X-T. 

Investigation of static buckling and bending of 

nanoplates made of new functionally graded 

materials considering surface effects on an elastic 

foundation. Acta Mechanica. 2024; 235(12):7807–

33.https://doi.org/10.1007/s00707-024-04127-2 

15. Gu L. Moving kriging interpolation and element‐free 

Galerkin method. International journal for numerical 

methods in engineering. 2003; 56(1):1–

11.https://doi.org/10.1002/nme.553 

16. Li H, Wang Q, Lam K. Development of a novel 

meshless Local Kriging (LoKriging) method for 

structural dynamic analysis. Computer Methods in 

Applied Mechanics and Engineering. 2004; 193(23-

26):2599–

619.https://doi.org/10.1016/j.cma.2004.01.010 

https://doi.org/10.1201/9781482268591
https://doi.org/10.1007/978-3-540-77608-6
https://doi.org/10.1002/adem.201900192
https://doi.org/10.1002/adem.201900192
https://doi.org/10.1126/science.1157996
https://doi.org/10.1115/1.1553434
https://doi.org/10.1201/9780849384165
https://doi.org/10.1007/BF00248490
https://doi.org/10.1023/A:1018625006804
https://doi.org/10.1016/0020-7683(65)90006-5
https://doi.org/10.1016/S0020-7683(02)00152-X
https://doi.org/10.1016/S0020-7683(02)00152-X
https://doi.org/10.1016/S0022-5096(03)00053-X
https://doi.org/10.1016/S0022-5096(03)00053-X
https://doi.org/10.1016/j.jmps.2015.02.001
https://doi.org/10.1016/j.apm.2018.11.023
https://doi.org/10.1007/s00707-024-04127-2
https://doi.org/10.1002/nme.553
https://doi.org/10.1016/j.cma.2004.01.010


 

 

17. Bui TQ, Nguyen TN, Nguyen‐Dang H. A moving 

Kriging interpolation‐based meshless method for 

numerical simulation of Kirchhoff plate problems. 

International journal for numerical methods in 

engineering. 2009; 77(10):1371–

95.https://doi.org/10.1002/nme.2462 

18. Thai CH, Nguyen-Xuan H, Nguyen LB, Phung-Van P. 

A modified strain gradient meshfree approach for 

functionally graded microplates. Engineering with 

Computers. 2022; 38(Suppl 5):4545–

67.https://doi.org/10.1007/s00366-021-01493-6 

19. Thai CH, Ferreira A, Nguyen-Xuan H, Phung-Van P. 

A size dependent meshfree model for functionally 

graded plates based on the nonlocal strain gradient 

theory. Composite Structures. 2021; 

272:114169.https://doi.org/10.1016/j.compstruct.202

1.114169 

20. Hou D, Wang L, Yan J. Vibration analysis of higher-

order nonlocal strain gradient plate via meshfree 

moving Kriging interpolation method. Engineering 

Structures. 2023; 

297:117001.https://doi.org/10.1016/j.engstruct.2023.

117001 

21. Gawah Q, Al-Osta MA, Abdullah MA, Bourada F, 

Tounsi A, Ahmad S, et al. Wave propagation analysis 

of graphene platelet-reinforced functionally graded 

porous plates resting on viscoelastic foundations 

using an integral HSDT. Thin-Walled Structures. 

2025; 

215:113502.https://doi.org/10.1016/j.tws.2025.1135

02 

22. Hassaine A, Mahi A. Effects of graphene-platelets 

reinforcement on the free vibration, bending, and 

buckling of porous functionally-graded metal-

ceramic plates. Journal of Composite Materials. 

2023; 57(25):3909–

30.https://doi.org/10.1177/00219983231196276 

23. Reddy JN. Mechanics of laminated composite plates 

and shells: theory and analysis: CRC press; 

2003.https://doi.org/10.1201/b12409 

24. Nguyen TN, Thai CH, Nguyen-Xuan H, Lee J. 

Geometrically nonlinear analysis of functionally 

graded material plates using an improved moving 

Kriging meshfree method based on a refined plate 

theory. Composite Structures. 2018; 193:268–

80.https://doi.org/10.1016/j.compstruct.2018.03.036 

25. Van Do VN, Chang K-H, Lee C-H. Post-buckling 

analysis of FGM plates under in-plane mechanical 

compressive loading by using a mesh-free 

approximation. Archive of Applied Mechanics. 2019; 

89(7):1421–46.https://doi.org/10.1007/s00419-019-

01512-5 

26. Wendland H. Piecewise polynomial, positive definite 

and compactly supported radial functions of minimal 

degree. Advances in computational Mathematics. 

1995; 4(1):389–

96.https://doi.org/10.1007/BF02123482 

27. Wu H, Yang J, Kitipornchai S. Parametric instability 

of thermo-mechanically loaded functionally graded 

graphene reinforced nanocomposite plates. 

International Journal of Mechanical Sciences. 2018; 

135:431–

40.https://doi.org/10.1016/j.ijmecsci.2017.11.039 

28. Lam K, Wang C, He X. Canonical exact solutions for 

Levy-plates on two-parameter foundation using 

Green's functions. Engineering Structures. 2000; 

22(4):364–78.https://doi.org/10.1016/S0141-

0296(98)00116-3 

29. Akhavan H, Hashemi SH, Taher HRD, Alibeigloo A, 

Vahabi S. Exact solutions for rectangular Mindlin 

plates under in-plane loads resting on Pasternak 

elastic foundation. Part II: Frequency analysis. 

Computational Materials Science. 2009; 44(3):951–

61.https://doi.org/10.1016/j.commatsci.2008.07.001 

30. Liu G-R. Meshfree methods: moving beyond the finite 

element method: CRC press; 

2009.https://doi.org/10.1201/9781420082104 

 

 

https://doi.org/10.1002/nme.2462
https://doi.org/10.1007/s00366-021-01493-6
https://doi.org/10.1016/j.compstruct.2021.114169
https://doi.org/10.1016/j.compstruct.2021.114169
https://doi.org/10.1016/j.engstruct.2023.117001
https://doi.org/10.1016/j.engstruct.2023.117001
https://doi.org/10.1016/j.tws.2025.113502
https://doi.org/10.1016/j.tws.2025.113502
https://doi.org/10.1177/00219983231196276
https://doi.org/10.1201/b12409
https://doi.org/10.1016/j.compstruct.2018.03.036
https://doi.org/10.1007/s00419-019-01512-5
https://doi.org/10.1007/s00419-019-01512-5
https://doi.org/10.1007/BF02123482
https://doi.org/10.1016/j.ijmecsci.2017.11.039
https://doi.org/10.1016/S0141-0296(98)00116-3
https://doi.org/10.1016/S0141-0296(98)00116-3
https://doi.org/10.1016/j.commatsci.2008.07.001
https://doi.org/10.1201/9781420082104

