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Abstract: This paper presents a novel approach to improve the accuracy and stability of the finite point method (FPM) 

in the vicinity of points with weak singularities by incorporating equilibrated singular basis functions (EqSBFs). Singular 

points play a crucial role in the intensification of the flux field in applied physics. Conventional numerical methods fail 

to correctly capture the solution function in singular areas due to the usage of smooth basis functions. FPM is a meshfree 

method based on strong point-wise application of the governing partial differential equation (PDE) along with the 

boundary conditions, which in its classical form suffers from inconsistency of its polynomial type basis functions with 

the singular region, leading to accuracy reduction, slow convergence, and local instabilities. To address this issue, EqSBFs 

are incorporated alongside the conventional smooth basis functions. EqSBFs are derived by the weighted residual 

imposition of the homogeneous PDE, with the capability of automatically identifying the singularity order of the problem, 

thus avoiding the solution of a parallel identical problem to extract the required singular terms. EqSBFs may be simply 

merged with the smooth basis functions of the FPM through the weighted least squares (WLS) approximation. The 

proposed formulation significantly improves the numerical representation of the singular solution, while maintaining the 

desirable advantages of the FPM. 
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 مقاله پژوهشي       

 

 شده تکین  سازی روش نقاط محدود با استفاده از توابع پایه متعادلغنی

 برای مسائل دارای تکینگی ضعیف
 *مهران ابوالقاسمی و نیما نورمحمدی

 دانشکده مهندسی عمران، دانشگاه صنعتی اصفهان، اصفهان

 

  با   نقاط محدود در تحلیل مسائل هارمونیک  شبکهبرای بهبود دقت و پایداری روش بدون    نوین، رویکردی  مقاله در این    -چکیده

است که دارای    مواضعی در   تابع پاسخسازی  شود. هدف این رویکرد، ارتقای توان مدلارائه می تکین   شدهمتعادل  کارگیری توابع پایه ه ب

روش نقاط محدود روشی بدون شبکه بر مبنای اعمال فرم   شود.دچار ناپیوستگی موضعی می   پاسخمشتق تابع    و تکینگی ضعیف بوده  

از بسط استفاده  به دلیل  بوده و  پاسخ و افت کیفیت حل قوی معادلات دیفرانسیل  تکینگی دچار آشفتگی  های هموار، در مجاورت 

شده تکین قابلیت بازسازی  در مقابل، توابع پایه متعادل   .هستندهای غیرهموار  ی جمله نمایفاقد توانایی باز هایی چنین بسط؛ زیرا  شودمی 

مانده وزنی صورت همگن  از ارضای انتگرال باقی باشند. این توابع  کننده حل با مرتبه متناسب با هندسه مسئله را دارا می جملات غنی 

ها قابلیت تشخیص خودکار  آیند. ویژگی مهم آنمعادله دیفرانسیل توسط تبدیلی ویژه با قابلیت بازسازی جملات تکین به دست می 

های مشابه همچون که نیازمند تحلیل یک مسئله معادل در کنار مسئله اصلی، چنان که در روشمرتبه تکینگی مسئله است، بدون آن  

های هموار روش نقاط محدود در ضمن عملیات تقریب  یافته مرسوم است، باشند. این توابع به سادگی با پایهاجزای محدود توسعه 

کنند. مقایسه نتایج  شوند و از این منظر، درجات آزادی جدیدی به سیستم نهایی حل اضافه نمیدار ترکیب می حداقل مربعات وزن

 . دهنده قابلیت مناسب تقریب و ارتقای آن نسبت به روش نقاط محدود استاندارد استپیشنهادی در مسئله مرسوم موتز نشانروش 
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 فهرست علائم

𝑄          تابع منبع 

𝐒          گر دیفرانسیليلماتریس عم 

𝑇𝑗(𝜉)      چند جمله اي چبي شف نوع اول مرتبهj 

𝑈           تابع مجهول 

𝑈̂ℎ        تابع تقریب مجهول   

𝑈𝒊          مقدار تابع حل بر روي مرز ضروري در نقطهi  ام 

𝐰           ماتریس توابع وزن 

Γ0            مرز دامنه مجازي 

𝚽          هاي مستقل فضاي پوچ ماتریس پایه 

𝜉           پارامتر بدون بعد مختصات شعاعي 

Ω            دامنه اصلي 

Ω0           دامنه مجازي 

Γ             مرز دامنه اصلي 

𝜉𝑖         شده مرکز وزنمختصات نرمال i در راستاي شعاعي  ام 

𝛾, 𝛽       تکین  نگاشت پارامترهاي 

𝜌          سازي غني تابع کنترل 

𝜀𝑎𝑣𝑒       درصد خطاي میانگین 

𝐚            بردار ضرایب مجهول در تقریب حداقل مربعات

 داروزن

c            بردار ضرایب نامعلوم 

𝐜𝑗
𝑛,𝑐       ضرایب جملات کسینوسي در بسط فوریه 

𝐜𝑗
𝑛,𝑠        ضرایب جملات سینوسي در بسط فوریه 

𝐃          ماتریس ضرایب ماده 

𝐅         شده توابع پایه متعادل 

𝑓𝑛
𝑠(𝑟)    ضرایب بسط فوریه براي جملات سینوسي 

𝑓𝑛
𝑐(𝑟)    ضرایب بسط فوریه براي جملات کسینوسي 

𝑛𝑤𝑟       تعداد توابع وزن در راستاي شعاعي 

𝐍(𝐱)    دار توابع شکل حاصل از روش حداقل مربعات وزن 

𝐍𝐸(𝐱)  دار روش حداقل مربعات وزنشده بهتوابع شکل غني 

𝑂𝑟         حداکثر مرتبه توابع پایه در راستاي شعاعي 

𝑂𝑡        اي حداکثر مرتبه توابع پایه در راستاي زاویه 

𝐏(𝐱)      دار مربعات وزنبردار توابع پایه در روش حداقل 

𝑞           شار نرمال بر مرز طبیعي 

 

 مقدمه  -1

حل اشاره    فیزیکي به نقاطي در دامنه  هاين ادر مید  1پدیده تکینگي

ار نامتعارفي از خود  یا مشتقات آن رفت  ها تابع پاسخدارد که در آن 

داده تعریف  نشان  است  ممکن  در و  نباشند.  تحلیلي  یا    پذیر 

جزئي، تکینگي به   مشتقاتمکانیک جامدات مبتني بر معادلات  

که  مي  گفتهشرایطي   که  شود  آن  مشتقات  یا  حل  گر نبیاتابع 

ناپیوستهکمیت  رفتار  هستند،  شار  یا  تنش  نظیر  فیزیکي  از   هاي 

تواند ناشي از نواقص هندسي یا ميخود نشان دهند. این پدیده  

مثال ناحیه مجاور    عنوانبه    .تغییرات نامتجانس شرایط مرزي باشد

از آنجا که نواحي داراي    نوک ترک داراي چنین شرایطي است.

نقش تعیینتکینگي اغلب  در رفتاري  سیستم دارند، تحلیل    کننده 

میدان نقاط  دقیق  این  مجاورت  در  فیزیکي  داردهاي    . اهمیت 

کارآمد در   يرویکردبه عنوان  هاي عددي  استفاده از روشامروزه  

است.  تقریبي  تحلیل مطرح  مهندسي  هاي  توان روشمي  مسائل 

تقسیم    2بندي و بدون شبکهالمانعددي را به دو دسته مبتني بر  

محدودروش  نمود.   عنوان   3اجزاي  روش  ترین  یافتهتوسعه  به 

اگرچه این روش در  شود.  بندي شناخته ميعددي مبتني بر المان

از   اما    هايزمینهبسیاري  است،  داشته  موفقي  عملکرد  مهندسي 

نیز استفاده از توابع پایه   بندي دامنه وشبکهکیفیت  وابستگي آن به  

نقا  هموار مجاورت  تکیندر  دقت  مي  ط  کاهش  به  منجر  تواند 

محدودیت  رفع  منظور  به  باهاي  شود.  ،  بنديشبکه  مرتبط 

شبکهروش بدون  یافته  هاي  روشتوسعه  این  در  تقریب  اند.  ها 

شده و   در دامنه انجام   پراکندهاي از نقاط  بر اساس مجموعه  پاسخ

سادگي    این موضوع  که  ،نیازي به ایجاد شبکه المان وجود ندارد

انعطاف بهتريو  تحلیل  پذیري  پیچیده  هندسه  در  به همراه  هاي 

هاي شناخته شده در این  یکي از روش  4روش نقاط محدود  د.دار
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و همکاران معرفي شد    هتوسط اونیات  1996است که در سال  دسته  

این روش بر پایه ارضاي فرم قوي معادلات دیفرانسیل حاکم .  (1)

نقطه صورت  در  تعدادي  دراي  به  پراکنده  و   حل،  دامنه  نقطه 

بنا شده است.   5دارتقریب حداقل مربعات وزن تکنیک  استفاده از 

بندي، کارایي  توان به سادگي فرمولاین روش مي  هاياز ویژگي

  چگونگي   به  هاي پیچیده و عدم حساسیت بالادسهمناسب در هن

هموار    تقریب   استفاده از توابع  زیع نقاط اشاره کرد. با این حال تو 

با   مواجهه  محاسبات    ماهیت در  دقت  کاهش  موجب  تکینگي 

سال  شود.مي اخیردر  بهبود    هاي  براي  مختلفي  رویکردهاي 

تکینگيد روشعملکر در حضور  است.   هاي عددي  شده    ارائه 

در نظر   ، گيتکینبابوشکا و گو نشان دادند که در مسائل داراي  

میدان مجانبي  رفتار  مي گرفتن  روش  ها  همگرایي  اجزاي  تواند 

بخ  محدود بهبود  معرفي روش  .  (2)  شدرا  با  ملنک و همکاران 

غني  6واحد  افراز توابع  افزودن  براي  فضاي  چارچوبي  به  سازي 

کردند ارائه  و    .(3)  تقریب  موئس  همچنین  و  بلک  و  بلیچکو 

محدودروش    معرفيبا    همکاران امکان   7یافتهتوسعه  اجزاي 

ناپیوستگيمدل  میدانسازي  و  به ها  نیاز  بدون  را  تکین  هاي 

با ارائه    استروبلیس و همکاران.  (5،  4)  شبکه فراهم کردندبازتولید  

استفاده    رویکرد دیگري مبتني بر یافته  تعمیم  اجزاي محدودروش  

  سوکومار و همکاران .  (6)  سازي محلي را نشان دادنداز توابع غني

محدود  روش  کاربرد مدل  یافتهتوسعه  اجزاي  براي  سازي  را 

رویکرد این   .(7)  ندهاي داخلي توسعه دادو ناپیوستگي  اتحفر

در کنار بسط هموار پاسخ   8سازيتحقیقات، استفاده از توابع غني

  سازي، افزودن منظور از غني   .(8-11)در مجاورت تکینگي است  

مسئله به فضاي تقریب    گيتکینبا  خاصي متناسب    تقریب  توابع

ي با  توابعشامل    سازي غنيدر مورد تکینگي ضعیف، این    .است 

  ، با وجود کارایي  متمرکز بر نقطه تکین است. مشتقات ناپیوسته  

آگاهي قبلي از مرتبه تکینگي مسئله هستند   نیازمند  هااین روش

آن نیازمند حل یک مسئله معادل و استخراج پاسخ آن که تعیین  

نورمحمدي   براي رفع این محدودیت، .  ت اس  به صورت تحلیلي

روشي همکاران  ارائه    نوین  و  تکین  توابع  خودکار  تولید  براي 

شده تکین است که  این روش مبتني بر توابع پایه متعادل  .اندنموده

 شده توسعه یافتنددر ادامه تحقیقات در حوزه توابع پایه متعادل

  قطبي بر مبناي   در دستگاه  توسعه حلدر این رویکرد، با    .(12)

  دانش ، امکان استخراج جملات تکین بدون نیاز به  ي ویژهتبدیل

توابع   ،در ادامه. ( 13) شودفراهم مي  مسئله مرتبه تکینگياز قبلي 

مذکور   روش  تکین  محدودبا  مسائل    اجزاي  برخي  حل  براي 

  و همکاران این توابع   قرباني.  (14)  ترکیب گردیدند  داراي تکینگي

غني براي  نمودند را  استفاده  گالرکین  شبکه  بدون  روش  سازي 

با روش بدون   شده تکینتوابع پایه متعادل  حاضر  مقاله در    .(15)

رویکردي کارآمد   . حاصل کاردن شو شبکه نقاط محدود ترکیب مي

ضعیف   تکینگي  داراي  هارمونیک  مسائل  حل    که است  براي 

در نواحي نزدیک  به ویژه  موجب افزایش دقت و پایداري روش  

،  9موتز  مرسوممسئله    توسط روش    آزمایشخواهد شد.  به تکینگي  

ترکیب  از  ،  در این پژوهشدهنده عملکرد مناسب آن است.  نشان

متعادل پایه  تکینتوابع  عنوان  شده    در پاسخ  تابع  کننده  غني  به 

است. این روش به دلیل سادگي  استفاده شده  روش نقاط محدود  

، قابلیت بالایي براي حل مسائل گوناگون دارد و  کارگیريهبدر  

تحقیق حاضر راه را براي اعمال موثر آن بر مسائل دچار تکینگي  

مي این  هموار  دیگر  نوآوري  تشخیص تحقیقسازد.  قابلیت   ،

تکین  هاي خودکار مرتبه تکینگي مسئله و در نتیجه بازسازي پایه

هاي  که در سایر روش  بدون نیاز به حل یک مسئله معادل، چنان

روش  غني همچون  عددي  محدودسازي  یافته  توسعه  اجزاي 

ميرسوم  م مراحل  است،  پیمودن  با  تنها  دیگر،  عبارت  به  باشد. 

د شامل  مسئله  حل  شیوه  یابينروعادي  مربعات    به  حداقل 

از وزن لازم  ترکیب  مرزي،  ارضاي شرایط  و  معادله  اعمال  دار، 

سازگاري با ماهیت تکینگي به  شده تکین براي  توابع پایه متعادل

مورد نیاز    تکین  وجود آمده و لزومي به تشخیص دقیق جملات

هاي عددي  . این نکته پیشرفت قابل توجهي در اعمال روشیست ن

 براي تحلیل مسائل داراي تکینگي است.  
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 ها.  های اصلی و مجازی و مرز آندامنه .1شکل 

 

 تکین  شدهتوابع پایه متعادل  -2

الب یک دس  تگاه  در ق Ω  در ناحیه فیزیکيس  ي  رمورد بر  لهئمس   

 است،مفروض  (1رابطه )خطي به صورت   معادلات دیفرانسیل

(1 ) 𝐒T𝐃𝐒𝑈 + 𝑄 = 0 
𝐒  عم بیان مادي  𝐃،  گرادیانگر  لگر  ضرایب    ابع ت  𝑈،  ماتریس 

منبع  𝑄مجهول و    پتانسیل فرآیند به  .است   10تابع  تسهیل  منظور 

انتگرال  تقریب  ساده  با  Ω0  11مجازي  ناحیهگیري،  و  تر  هندسه 

  . شوددر نظر گرفته مي  دایره صورت  ه  ب  فیزیکي،  سبت به ناحیهن

Γبا    دامنه اصليمرز   = ∂Ω  با    ناحیه مجازيمرز    وΓ0 = ∂Ω0 

منطبق  دستگاه مختصات قطبي    مبدأ. لازم است  گرددمشخص مي

𝑄با فرض  .  (1شکل  )بر نقطه تکین باشد   =   معادلات دستگاه    0

 شود، حاصل مي (2) رابطه همگن

(2 ) 𝐒T𝐃𝐒𝑈ℎ = 0 
 شود،  تقریب زده مي  (3رابطه )پاسخ این مسئله مطابق 

(3 ) 𝑈ℎ ≃ 𝑈̂ℎ = ∑ 𝑓𝑖𝑐𝑖

𝑁

𝑖=1

= 𝐟T𝐜 

𝐟 = [ 𝑓1   𝑓2 … 𝑓𝑛 ]T,      𝐜 = [ 𝑐1   c2 … 𝑐𝑛 ]T 

𝑓𝑖   ص   ورت همگن معادله را  لزوما  که  هس   تند  اولیهتوابع پایه

به  .  باش ندها ميآنض رایب نامعلوم متنارر   𝑐𝑖 کنند، وارض ا نمي

فرم اعمال  دلیل عدم ارض  اي دقیق معادله توس  ط توابع پایه، از 

 شود،  استفاده مي (4مطابق رابطه ) انتگرال وزني ضعیف

(4 ) ∫ (𝐰
Ω0

𝐒T𝐃𝐒 𝐟T𝐜)dΩ = 𝐀𝐜 = 𝟎 ,        

𝐰 = [𝑤1 … 𝑤𝑀]T 
  c  تساوي، بردار  يبرقرار  . براياست تابع وزن    𝑤𝑖(  4در رابطه )

 باشد،  (5رابطه )مطابق  A ماتریس 11فضاي پوچ باید عضو 

(5 ) null(𝐀) = 𝚽 = [𝚽1 , 𝚽2 , … ,𝚽𝑀̅] 
𝑀̅  پایه بنابراین    ،دهدميفضاي پوچ را نشان  هاي مستقل  تعداد 

 𝚽  يهاستون  دلخواه  به صورت ترکیب خطيتوان پاسخ را  مي

 نوشت،  ( 6مطابق رابطه )

(6 ) 𝐜 = ∑ 𝚽𝑘  𝑑𝑘

𝑀̅

𝑘=1

= 𝚽T𝐝 ,      𝐝 = [𝑑1 , 𝑑2, … , 𝑑𝑀̅]T 

 آید،  به دست مي (  7، رابطه )(3( در رابطه ) 6با جایگذاري رابطه )

(7 ) 𝑈̂ℎ = ∑  

𝑀̅

𝑘=1

𝐟T𝚽𝑘d𝑘 = ∑ F𝑘d𝑘

𝑀̅

𝑘=1

= 𝐅T𝐝 ,          

𝐅 = [𝐹1 … 𝐹𝑀̅]T 

𝐹𝑘  پایه متعادل متنارر      𝑑𝑘  وشده  توابع  ضرایب مجهول جدید 

تقریب پاسخ معادله دیفرانسیل به  دهند. را نشان مي  هاآن منظور 

مسئلههمگن   با ساختار  متناسب  قطبي  دستگاه  مطابق    ابتدا  ،در 

( مولفه  (8رابطه  ویژه،  تبدیلي  قطبي شهاي  توسط  و  عاعي 

شوند که بتوانند توابع تکین را اي تصویر ميمختصات به محدوده

  بازسازي نمایند،

(8 ) 𝑟̅ = 𝑟𝛽   , 𝜃̅ = 𝛾𝜃 ,         0 < 𝛽, 𝛾 < 1 



مهران ابوالقاسمی و نیما نورمحمدی    

 

5140 تابستان، 1 ه، شمار54هاي عددي در مهندسي، سال روش  120 

رابطه به صورت    (8)اي  هگرهاي مشتق موثر به واسطه تبدیللعم

 کنند،تغییر مي (9)

(9 ) 𝜕

𝜕𝑟
= 𝛽𝑟̅

(1−
1
𝛽

) 𝜕

𝜕𝑟̅
 , 

 

𝜕2

𝜕𝑟2
= 𝛽2𝑟̅

(2−
2
𝛽

) 𝜕2

𝜕𝑟̅2
+ 𝛽2 (1 −

1

𝛽
) 𝑟̅

(1−
2
𝛽

) 𝜕

𝜕𝑟̅
   

 
𝜕

𝜕𝜃
= 𝛾

𝜕

𝜕𝜃̅
  ,          

𝜕2

𝜕𝜃2
= 𝛾2

𝜕2

𝜕𝜃̅2
 

مطابق   نیز  زاویه  و  طول  دیفرانسیلي  )عناصر  تبدیل    (10رابطه 

 شوند،مي

(10) 
𝑑𝑟 =

1

𝛽
𝑟̅

(
1
𝛽

−1)
𝑑𝑟̅ ,       

𝑑𝜃 =
1

𝛾
𝑑𝜃̅ 

، تابع پاسخ به  ايزاویهدر امتداد    از بسط کامل فوریه   استفاده  با

 شود،  تقریب زده مي (11رابطه )صورت 

(11                   )𝑈̂ℎ = ∑ 𝑓𝑛
𝑠(𝑟̅)sin𝑛𝜃̅ + 𝑓𝑛

𝑐(𝑟̅)cos𝑛𝜃̅
𝑂𝑡
𝑛=0 

  ي راستا   در  هیفور  بسط  جملات  مرتبه  حداکثر  𝑂𝑡(  11)  رابطه  در

𝑓𝑛  .است   ياهیزاو
𝑠,𝑐(𝑟̅)   جملات  يبرا  هیفور  بسط   ب یضرا 

  بسط   کی  واقع  در  کدام  هر  که  هستند  ينوسیکس   و  ينوسیس

 باشند، يم( 12) رابطه مطابق يشعاع يراستا در ياچندجمله

 (12 ) 

𝑓𝑛
𝑠(𝑟̅) = ∑𝑇𝑗

𝑂𝑟

𝑗=0

(𝜉)𝑐𝑗
𝑛,𝑠     

 𝑓𝑛
𝑐(𝑟̅) = ∑ 𝑇𝑗

𝑂𝑟

𝑗=0

(𝜉)𝑐𝑗
𝑛,𝑐  

𝜉 =
2𝑟̅

𝑅̅
− 1 ,        𝑟̅ ∈ [ 0 , 𝑅̅] ,        𝑅̅ = 𝑅𝛽  

  است   jمرتبه شف نوع اول اي چبي جملهچند  𝑇𝑗  (12ه )در رابط

شود و به همین دلیل از متغیر تعریف مي [  -1+،1]   که در دامنه

 مرتبه تقریب راستاي شعاعي،   𝑂𝑟  .استفاده شده است   𝜉بدون بعد  

𝑐𝑗
𝑛,𝑠    و𝑐𝑗

𝑛,𝑐
ام سینوسي و  nجمله    ضرایب مربوط به به ترتیب     

فوریه بسط  زاویه  کسینوسي  بسط  ام  j   جمله  و  ،ايراستاي 

به این ترتیب بردار توابع پایه اولیه   د.نباششعاعي مي  ايچندجمله

 ( خواهد بود،13به صورت رابطه )

𝐟T = [𝑇0(𝜉), 𝑇1(𝜉), … , 𝑇𝑂𝑟
(𝜉), 𝑇0(𝜉)sin𝜃̅, … , 𝑇𝑂𝑟

(𝜉)sin𝜃̅ 

, 𝑇0(𝜉)cos𝜃̅, … , 𝑇𝑂𝑟
(𝜉)cos𝜃̅, … , 𝑇𝑂𝑟

(𝜉)cos𝑂𝑡𝜃̅] 

(13 )  
اند اي تعریف ش دهگونهبه  (14مطابق رابطه ) توابع وزنهمچنین 

 ، باشندبا توابع پایه    سازگار  يکه از نظر ساختار

(14 ) 𝐰 = [ ⋯ 𝐰𝑚
𝑠 𝐰𝑚

𝑐  ⋯ ]T , 𝑚 = 0 ,⋯ , 𝑂𝑡 

 با جملات   متنارر  توابع وزن    𝑠و     𝑐هاي  اندیس  (14)در رابطه  

 ،دندهنشان مي (15رابطه )مطابق سینوسي و کسینوسي را 

(15 ) 
𝐰𝑚

𝑠 = [ 𝑤1
 , … , 𝑤𝑛𝑤𝑟

 ]sin𝑚𝜃̅ ,  

𝐰𝑚
𝑐 = [ 𝑤1

 , … , 𝑤𝑛𝑤𝑟
 ]cos𝑚𝜃̅ 

 

وزن مورد اس  تفاده در راس  تاي  توابع  تعداد   𝑛𝑤𝑟 (15)در رابطه 

( با مرتبه تقریب راس  تاي  16مطابق رابطه ) که  ش  عاعي اس  ت 

 شود،شعاعي مرتبط مي

(16 ) 𝑛𝑤𝑟 = 𝑂𝑟 − 1 
  ( 17رابطه )به ص ورت (  15در رابطه ) بخش ش عاعي توابع وزن

 ،دنشو تعریف مي

(17 ) 
𝑤𝑖 =

1 + 𝜉

2
𝑒−𝑊(𝜉−𝜉𝑖)

2
 ,  

 𝜉𝑖 = −1 +
2𝑖 − 1

𝑛𝑤𝑟

 

  توابع یک ضریب کنترل است که شدت تمرکز شعاعي     𝑊  پارامتر

  متر جملات شعاعي ک   مرتبهدرصورتي که    و  کندوزن را تنظیم مي

با    ،باشد  25از   گرفت  25برابر  نظر  ميدر  همچنین    .(16)شود  ه 

( براي از بین بردن تاثیر 17اي در رابطه )وجود ضریب چندجمله

بر   تقسیم  قطبي    rعبارات  که در شکل  مبدا است  در مجاورت 

 کند. معادلات هارمونیک بروز مي 

 

برای مسددئله  تکینشددده متعادل پایه  توابعبندی فرمول  -2-1

 هارمونیک 

𝐃با فرض را   لاپلاس  مس ئلهمعادله دیفرانس یل  = 𝐈   در دس تگاه

 ،  ( است 18مطابق رابطه )قطبي 

(18 ) 𝜕2𝑈

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝑟
+

1

𝑟2

𝜕2𝑈

𝜕𝜃2
= 0 

انتگرال ب اقیم ان ده وزني توس   ط   اعم ال این مع ادل ه در ق ال ب 

ام توابع    mبه ازاي فرکانس (  15هاي معرفي شده در روابط )وزن

 دهد،نتیجه مي ( را19، رابطه )مثلثاتي سینوسي یا کسینوسي
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(19 ) ∫ 𝐰𝑚
𝑐(𝑠) (

𝜕2𝑈

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝑟
+

1

𝑟2

𝜕2𝑈

𝜕𝜃2
) 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

Ω0

= 𝟎 

تقریبي  رابطه  وزنيانتگرالي    در  (11)  رابطه  با جایگذاري بسط 

اي،  ( و با توجه به تعامد توابع مثلثاتي در دامنه انتگرال زاویه19)

مجزاي   )عبارات  بخش  (20رابطه  و  براي  متنارر سینوسي  هاي 

 گردد،  وزن و پایه حاصل ميتوابع کسینوسي در 

∫ 𝐰𝑚
𝑐

Ω0

(
𝜕2𝑓𝑛

𝑐(𝑟)

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕𝑓𝑛
𝑐(𝑟)

𝜕𝑟

+
𝑛2

𝑟2
𝑓𝑛

𝑐(𝑟)) cos𝑛𝜃𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = 𝟎 

∫ 𝐰𝑚
𝑠 (

𝜕2𝑓𝑛
𝑠(𝑟)

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕𝑓𝑛
𝑠(𝑟)

𝜕𝑟
Ω0

+
𝑛2

𝑟2
𝑓𝑛

𝑠(𝑟)) sin𝑛𝜃𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = 𝟎 

 

(20) 

𝑚بنابراین فقط به ازاي  = 𝑛 ( غیرص   فر  20) رابطه هايانتگرال

( را 20هاي ش  عاعي در رابطه )هاي انتگرالهس  تند. انواع بخش

  محاس به و  (21رابطه ) ص ورته هایي بماتریس  توان در قالب مي

 بندي نمود،تقسیم

(21 ) 

(𝐴𝑘)𝑖,𝑗

= ∫ (
1 + 𝜉

2
)

𝑘

𝑒−𝑊(𝜉−𝜉𝑖)
2

+1

−1

𝜕𝑘𝑇𝑗(𝜉)

𝜕𝜉𝑘
𝑑𝜉 , 

 

𝑘 = 0,1,2 

 

 

هایي به  ( ماتریس21در رابطه )  kمشخص است که به ازاي هر  

𝑛𝑤1ابعاد   × (𝑂𝑟 +  اکنون بر اساس ساختار آید.  به دست مي  (1

انتگرالگر  عمل )لاپلاسین،  رابطه  وزن20هاي  ازاي  به  هاي  ( 

 شوند، برآورد مي (22رابطه )سینوسي یا کسینوسي مطابق 

(22 ) 𝐀𝑛
𝑠(𝑐)

=
𝛽

𝛾
𝐀2 +

𝛽

𝛾
𝐀1 − 𝑛2

𝛾

𝛽
𝐀0   

  ماتریس هاي توابع مثلثاتي،  با تکرار این فرایند براي کلیه فرکانس

 آید، به دست مي (23) رابطه قطريشبه  آرایش  با  نهایي  ضرایب 

(23 ) 𝐀 =

[
 
 
 
 
 
𝐀0

𝑠

𝐀0
𝑐

⋱
𝐀𝑂𝑡

𝑠

𝐀𝑂𝑡
𝑐

]
 
 
 
 
 

 

 شدهپایه متعادل، توابع    Aهاي فضاي پوج ماتریس  پایه  با محاسبه

اکنون این توابع باید    د.نیآتکین براي مسئله لاپلاس به دست مي

غني سازند.  را  آن  وارد شده و  نقاط محدود  در ساختار روش 

خواهد  محدود  نقاط  روش  بررسي  به  بعد  بخش  منظور  بدین 

 پرداخت.  

 

 روش نقاط محدود  -3

اي توزیع  اي از نقاط گره در این روش دامنه محاسباتي با مجموعه

شود. براي هر گره یک ناحیه  گسسته ميدلخواه  شده به صورت  

سپس    و  تاثیر شامل تعدادي از نقاط همسایگي آن تعریف گشته

  نقاط   ايمقادیر گره این محدوده همسایگي توسط    در   تابع پاسخ

در این    مورد استفاده  توابع تقریب شود.  تقریب زده مي  درون آن

اگر    .شوندمربعات وزني ایجاد مي  وش حداقلر  همسایگي توسط

اي  مقادیر گرهنظر گرفته شود،    اي در نقطه گره  Nبا تعداد    Ωدامنه  

شود. تابع تقریبي مورد  نشان داده مي U(x) تابع پاسخ مسئله با  

 𝑛𝑖 داراي تعداد    Ω𝑖 ام که در زیردامنه  i  هنظر در همسایگي گر

 ، شودتعریف مي (24نقطه قرار گرفته است به صورت رابطه )

(24 ) 𝐔(𝐱) ≃ 𝐔̂(𝐱) = ∑ 𝐏𝑖(𝐱)

𝑚

𝑖=1

𝐚𝑖 = 𝐏T(𝐱)𝐚 

توابع    مجموعه  ماتریس𝐏(𝐱) و   امi  تابع پایه  𝐏𝑖(𝐱) این رابطهدر  

- خیام  از مثلث   به صورت مجموعه کامل  توابع پایه  هستند.پایه  

  . براي شوندانتخاب مي  (2یا    1)عموما    تا مرتبه مورد نظرپاسکال  

اي لازم  بر حسب مقادیر گره  (24رابطه )ایب تقریب  تعیین ضر

حقیقي و تقریبي در نقاط همسایگي   ايگره اختلاف مقادیر است 

 ، کمینه شود (25مطابق رابطه ) داربه صورت وزن

(25 ) 
Π = ∑𝑤𝑖(𝐱𝑗 − 𝐱𝑖)

𝑛𝑖

𝑗=1

(𝐔̅𝑗 − 𝐔̂(𝐱𝑗))
T

(𝐔̅𝑗

− 𝐔̂(𝐱𝑗)) 

   →     
𝜕Π

𝜕𝐚
= 𝟎 
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𝑤𝑖(𝐱𝑗 − 𝐱𝑖)    گره    ت ابع وزنمق دار گره   موقعی ت   در  iمتن ارر 

با کمینه کردن تابع خطا نس بت به ض رایب   اس ت.  jهمس ایگي  

 شود،حاصل مي  (26) تگاه معادلات، دسمجهول

(26 ) 

𝐂𝐚 = 𝐁𝐔̅ 

𝐂 = ∑𝑤𝑖(𝐱𝑗 − 𝐱𝑖)𝐏
T(𝐱𝑗)𝐏(𝐱𝑗)

𝑛𝑖

𝑗=1

, 

𝐁 = ∑𝑤𝑖(𝐱𝑗 − 𝐱𝑖)𝐏
T(𝐱𝑗)

𝑛𝑖

𝑗=1

 

تقریب    (26)با حل دستگاه   بدست    ( 27)  رابطه  مطابق ضرایب 

اي بازنویسي  آمده و عبارت پاسخ تقریبي بر حسب مقادیر گره

 شود،  مي

(27 ) 
𝐚 = 𝐂−1𝐁𝐔̅     

 

→ 𝐔̂(𝐱) = 𝐏T(𝐱)𝐚 = 𝐏𝐓(𝐱)𝐂−1𝐁𝐔̅
= 𝐍(𝐱)𝐔̅ 

م روش حداقل  در  تقریب  تابع کیفیت  انتخاب  به  وزني  ربعات 

باید بیشترین مقدار خود را در گره  تابع  این    .بستگي داردوزن  

داشته آو    مرکزي  از  فاصله  افزایش  یکنواخت با  طور  به  در    ن 

شعاعي مختلف  تا  راستاهاي  یابد  در    کاهش  دورتر  نقاط  سهم 

از    براي این منظور  . عموماکمتر شود  پاسخ گره مرکزي  تقریب 

 ،  شوداستفاده مي ( 28) مطابق رابطه تابع وزن گاوسي

(28 ) 
𝑤𝑖(𝐱𝑗 − 𝐱𝑖)

= exp (
−(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖)

2 − (𝑦𝑗 − 𝑦𝑖)
2

ℎ2
) 

فوق   رابطه  وزن  پارامترکنترل  hدر  تابع  پهناي  که    است کننده 

گره میانگین  فواصل  از  گرفته  ضریبي )عموما واحد(  نظر  در  ها 

در روش نقاط محدود مختصات در هر زیردامنه نسبت    .شودمي

آن سنجیده مي نقطه مرکزي  از   شود.به  استفاده  با  مثال  به طور 

 ( خواهند بود،29مطابق رابطه )هاي حل بسط خطي، پایه
(29 ) 𝐏(𝐱) = [1 , 𝑥 − 𝑥𝒊 , 𝑦 − 𝑦𝑖  ]

T 
 

 ها در مجاورت تکینگی ضعیف سازی پایهغنی -1-3

اي روي نقطه در صورت وجود تکینگي، لازم است که نقاط گره

این    تکین قرار نگیرند یا به طور غیرعادي به آن نزدیک نشوند.

نقاط  بین  فاصله  میانگین  با  برابر  فاصله  حداقل  رعایت  با  مهم 

با   سازگار شدهغنيهاي پایه تولیدمنظور  به شود.شبکه محقق مي

ضعیف، )   تکینگي  رابطه  مجموعه  30مطابق   هموار هاي  پایه( 

حداقل مربعات    تقریب در  تکین    شدهمتعادل  ه با توابع پایههمرا

 ، شوندگرفته ميبه کار  داروزن

(30) 𝐏𝐸(𝐱) = [𝐏(𝐱)     𝜌 𝐟T𝛗]T 
شده در کل دامنه مسئله  هاي غنياز پایه  که استفاده  شودتوجه  باید  

زیرا  ضرورت غني  ندارد،  نیازمند  تکینگي  مجاورت  سازي  تنها 

و مي  بوده  اقدامي  بچنین  را  محاسباتي  هزینه  طور  ه  تواند 

مناسب آن است که با استفاده  غیرضروري افزایش دهد. راهکار  

اي که  شده به ناحیهغني  ر از ناحیهعبو تدریجي،    گذارع  از یک تاب

صورت پیوسته انجام   کند، بههاي هموار کفایت ميپایهاستفاده از  

  به   ،شودمعرفي مي  𝜌تابع گذار    این منظوربراي  .  (2شکل  )  گیرد

واحد و در ناحیه  شده مقدار آن برابر با  که در ناحیه غنياي  گونه

یابد. در  شکاه بوده و در ناحیه گذار به طور پیوسته صفر هموار

 ،انددر نظر گرفته شده  (31مطابق رابطه )تابع گذار  دو    تحقیقاین  
𝜌

= {

1 − 𝜁  تابع گذار مرتبه یک  

1 − 10𝜁3 + 15𝜁4 − 6𝜁5  تابع گذار مرتبه پنج  
   

𝜁 =
𝑟 − 𝑅1

𝑅2 − 𝑅1

 

(31 ) 

ناحیه گذار    شعاع ناحیه تکین و شعاع   𝑅2و   𝑅1  (31)در رابطه  

( باید به آن 31نکته مهمي که در رابطه )  باشند.مي   2مطابق شکل  

نقاط   همه  براي  گذار  تابع  مقدار  که  است  این  شود  توجه 

همسایگي یک گره باید یکسان و متناسب با موقعیت خود نقطه 

شده به عنوان پایه  با استفاده از این مجموعه غني  مرکزي باشند.

( خواهد بود.  25-27(، سایر مراحل مشابه روابط )24در رابطه )

شده متناسب با موقعیت نقطه حاصل این فرایند توابع تقریب غني

 است،   (32) رابطه مرکزي زیرناحیه مطابق

(32 ) 𝐔̂(𝐱) = 𝐏𝐸
T(𝐱)𝐚 = 𝐍𝐸(𝐱)𝐔̅ 
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 (.  نقطه تکین است Pشده، گذار، و هموار )تفکیک نواحی غنی .2شکل

 

 اعمال معادله و شرایط مرزی -3-2

معادله تعادل و ش رایط مرزي حاکم بر مس ئله هارمونیک در دامنه  

Ω ( بیان مي33به صورت رابطه ) ،شوند 

(33 ) 

∇2𝑈 = 0                                                     Ω   درون 

𝐧. 𝛁⃗⃗ 𝑈 = 𝑛𝑥

𝜕𝑈

𝜕𝑥
+ 𝑛𝑦

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= 𝑞(𝐱)     Γ𝑡  در امتداد   

𝑈 = 𝑈                                                    Γ𝑢  در امتداد 

ش  ار عبوري از  q(x)بردار یکه عمود بر مرز و   n( 33در رابطه )

 مقدار معلوم در مرز دریش له  𝑈اس ت. همچنین  (Γ𝑡نویمان ) مرز

(Γ𝑢)   دامنه توس  طاس  ت .  N  کهش  ود  نقطه گس  س  ته مي  𝐱𝑖  

  گس س ته   ش کل .اس ت از مجموعه ذکر ش ده  امiه  گرمختص ات 

  ( 34)  روابطحاکم و ش رایط مرزي طبق  تباقیمانده وزني معادلا

 ، شوندمي  بیان

(34 ) 

∫𝛿(𝐱 − 𝐱𝑖)𝛻
2𝑈 𝑑Ω

Ω

= 𝛻2𝑈(𝐱𝑖) = 0  

∫ 𝛿(𝐱 − 𝐱𝑖)[𝐧. 𝛁⃗⃗ 𝑈 − 𝑞(𝐱)] 𝑑Ω
Γ𝑡

= 𝐧. 𝛁⃗⃗ 𝑈(𝐱𝑖) − 𝑞(𝐱𝑖) = 0 

∫ 𝛿(𝐱 − 𝐱𝑖)[𝑈 − 𝑈]𝑑Ω
Γ𝑢

= 𝑈(𝐱𝑖) − 𝑈(𝐱𝑖)

= 0 
𝑖 = 1, . . . , 𝑁 

  مجاور   هايمقادیر گره  توسط  𝐱𝑖  همسایگي گرهمیدان مجهول در  

 شود، ( تقریب زده مي35بر اساس رابطه )

(35 ) 𝑈(𝐱) ≈ 𝐍𝐸𝒊
(𝐱)𝐔̅𝑖 

( به دست  36(، رابطه )34( در روابط )35با جایگذاري رابطه )

 آید، مي

(36 ) 𝐊𝐔̅ − 𝐅 = 𝟎 

ماتریس سختي  درایه عمل  Kهاي  اعمال  معادله  حاصل  گرهاي 

هاي مرزي( مطابق  هاي داخلي( یا شرایط مرزي )در گره)در گره

( بر توابع شکل همسایگي آن گره با جانمایي مناسب  34روابط )

تابع  هستند. همچنین درایه با مقدار  بارگذاري معادل  هاي بردار 

در حسب مورد  (  𝑈( یا میدان پتانسیل معلوم )q(، شار )Qمنبع )

بندي روش نقاط محدود باشند. در مجموع فرمولگره مزبور مي

انتگرال نیازمند   یا مرز  در دامنه  عددي  گیريبسیار ساده بوده و 

 باشد. نمي
 

 عددی  نتایج -4

در این بخش به منظور بررسي کارایي روش پیشنهادي در حل  

   موتز ارائه   مرسوم  عددي  سئلهمحل    ،مسائل داراي تکینگي ضعیف



مهران ابوالقاسمی و نیما نورمحمدی    

 

5140 تابستان، 1 ه، شمار54هاي عددي در مهندسي، سال روش  124 

 
 هندسه و شرایط مرزی حاکم بر مسئله موتز.  .3شکل 

 

بر اساس    نسبت به پاسخ تحلیلي  درصد خطاي میانگینشود.  مي

 گردد،برآورد مي (37) رابطه

(37 ) 𝜀𝑎𝑣𝑒(%) = √
∑ (𝑈𝑒𝑥 ∣𝐱𝑖

− 𝑈𝑎𝑝 ∣𝐱𝑖
)
2𝑁

𝑖=1

∑ (𝑈𝑒𝑥 ∣𝐱𝑖
)2𝑁

𝑖=1

× 100 

 عددي در پاسخ     𝑈𝑎𝑝و  مسئله    تحلیليپاسخ    𝑈𝑒𝑥در این رابطه  

شده مسئله موتز به عنوان یک معیار شناخته   د.نباشمي  اينقاط گره

روش عملکرد  بررسي  معادلات  در  حل  براي  عددي  هاي 

دیفرانسیل جزئي مطرح است. هندسه و شرایط مرزي حاکم بر  

 0/ 5بوده و داراي تکینگي ضعیف با مرتبه    3شکل  مسئله مطابق با  

توان مطابق با  تحلیلي آن را ميدر مبدا مختصات است. حل نیمه 

ارائه  (  17)( بیان نمود، که ضرایب مجهول آن در مرجع  38رابطه )

 اند،شده

(38 ) 𝑈𝑒𝑥 = ∑𝑎𝑖

∞

𝑖=0

𝑟𝑖+
1
2cos (𝑖 +

1

2
) 𝜃 

  41شامل  منظم  اي  شبکه  ،هادينروش پیش  ايبه عنوان نقاط گره

، با این  در نظر گرفته شد یکنواخت  با فواصل ردیف 21ستون و 

گره هیچ  که  گیردتوضیح  قرار  تکین  نقطه  روي  نباید  در   .اي 

ترکیبي، از حل  استفاده  غني   صورت  ناحیه  با  شعاع  برابر  سازي 

 .فرض گردید  0/ 44ناحیه گذار برابر با    بیروني  و شعاعي  0/ 22

  شعاع سازي، همچنین جهت اطمینان از پوشش کامل نواحي غني

 . انتخاب گردید 1/ 43برابر با  شده تکینپایه متعادلتوابع  تعریف

مختلف    درجات،  ازيس پارامترهاي غني  براي تعیین مقادیر بهینه

𝑂𝑟    و𝑂𝑡  𝛾  و   𝛽  تبدیل   هايپارامتردو مقدار متفاوت    همراه با   

  هاي درصد خطاي میانگین براي پارامتر  .ندارزیابي قرار گرفتمورد  

اند. تاثیر مثبت  بررسي شده  4  شکلدر    0/ 2و    0/ 1ا  برابر بتبدیل  

تکینگي  سازيغني مجاورت  عددي  در  حل  دقت  بهبود   در  بر 

  درجات تقریب  قابل مشاهده است. همچنین   نمودارهاي مذکور

𝛽  سازيهاي غنيبراي پارامتر = γ = ، 15-20در محدوده    0.1

𝛽و براي   = γ = در    گردد.پیشنهاد مي   10-15در محدوده     0.2

مسئله   5شکل   دقیق  کنار  موتز پاسخ  با  در  آن  پاسخ    اختلاف 

روش از  غني  حاصل  و  کلاسیک  محدود  شیوه نقاط  به    شده 

  دهد که نمایش داده شده است. مقایسه نتایج نشان مي  پیشنهادي 

انطباق مطلوبي میان پاسخ عددي و پاسخ دقیق    سازي،پس از غني

.  است   پیشنهاديگر عملکرد قابل قبول روش  برقرار است که بیان 

هم بهاین  نواحي  خواني  در  به  ویژه  صورت  ه  بتکینگي  نزدیک 

است  مشاهده  قابل  در  محسوس  دامنه  کل  در  میانگین  خطاي   .

درصد و براي حالت داراي    2/ 065سازي برابر با  حالت بدون غني

  0/ 409336شده تکین  سازي با استفاده از توابع پایه متعادلغني

 درصد است. 

هاي دقیق و عددي  در ادامه مقایسه پاسخ  بیشتر،  بررسي  براي 

، و در فواصل  6در شکل  درجه    90و    صفر  در راستاي زوایاي

شده است. هر دو شکل    انجام  7در شکل    0/ 3و    0/ 1شعاعي  

افزودن  بیان از  تقریب روش پس  قابل ملاحظه دقت  بهبود  گر  

متعادلپایه روش هاي  استاندارد  حالت  به  نسبت  تکین،  شده 

 باشند. مي

عملکردمنظور  بهنهایتا    تحلیل    مقایسه  مطالعه،  مورد  روش 

 حاصل از روش حاضر و    خطاي میانگین نسبت به حل تحلیلي



   ....سازی روش نقاط محدود با استفاده از توابعغنی 
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  )الف(

  )ب(

𝜸)الف(  نمودار درصد خطای میانگین برای درجات تقریب مختلف به ازای  .4شکل  = 𝜷 = 𝟎. 𝜸  و )ب( 𝟏 = 𝜷 = 𝟎. 𝟐 

 

      
 )ج(    )ب(    )الف( 

سازی، )ج( اختلاف حل دقیق و حل نتایج حل مسئله موتز: )الف( حل دقیق، )ب( اختلاف حل دقیق و حل عددی بدون غنی .5شکل

 سازی. عددی پس از اعمال غنی

 

  8شکل  انجام پذیرفته است. در  روش اجزاي محدود استاندارد  

نقاط   روش  براي  میانگین  خطاي  غني درصد   شده محدود 

استاندارد و روش اجزاي محدود   ، روش نقاط محدودپیشنهادي

میانگینفاصل  برحسب روش    هاگره بین    ه  محدود)در   اجزاي 

. ندامقایسه شده  با یکدیگر   (چهاروجهي  مربعي  معادل با بعد المان

غني جملات  از  براي  𝛾سازي  = 𝛽 = تقریب    0.2 مراتب  با 

که    شودمشاهده مياستفاده گردید.    10اي معادل  شعاعي و زاویه

روش   چند  محدودهر  محدود   اجزاي  نقاط  روش  به   نسبت 

مي  استاندارد نشان  خود  از  بهتري  اعمال دقت  با  اما  دهد، 

  اجزاي محدود سازي به روش نقاط محدود دقت آن از روش  غني
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  )الف(

 

 
  )ب(

 درجه.   90و )ب( درجه مقایسه مقادیر پاسخ در راستای زوایای مختلف، )الف( صفر  .6شکل



   ....سازی روش نقاط محدود با استفاده از توابعغنی 
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  )الف(

 
  )ب(

 . 3/0، )ب( فاصله شعاعی 1/0مقایسه مقادیر پاسخ در فواصل شعاعی مختلف، )الف( فاصله شعاعی  .7شکل

 

  هاي داده از خطا محاسبه  براي که است   ذکر به  لازم. شودمي  بهتر

دامنه   ایندامنه اس تفاده ش ده اس ت، و محدود کردن   هايگره  کلیه

  روش  از  حاص ل خطاي  فاص له تواندمي  تکین  نقطه  مجاورت به

 .کند  بیشتر استاندارد  هايروش  با را  پیشنهادي
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 نمودار مقایسه تغییرات درصد خطا با افزایش تراکم شبکه بین روش حاضر و روش اجزای محدود.  .8شکل 

 

  بندیجمع -5

سازي روش  در این پژوهش یک چارچوب عددي مبتني بر غني 

مسائل  حل  براي  محدود  و    نقاط  ارائه  ضعیف  تکینگي  داراي 

شدت  هاي کلاسیک که به تعیین دقیق  ارزیابي شد. برخلاف روش

هست وابسته  بر    ،ندتکینگي  تکیه  با  پیشنهادي  توابع  رویکرد 

بازتولید    مستخرج از شکل انتگرال باقیمانده وزني معادله حاکم،

. کندفراهم ميهموار میدان پاسخ را به صورت ضمني  رفتار غیر

قادر به تشخیص خودکار مرتبه  توابع متعادل شده تکین حاصل 

نقاط  روش  هستند.  متناسب  تکین  جملات  ایجاد  و  تکینگي 

محدود با اعمال قوي معادله و شرایط مرزي، ساختاري ساده را  

دهد. نتایج پژوهش نشان به عنوان یک روش بدون شبکه ارائه مي

پایه که  پایهداد  با  به سادگي  تکین  نقاط هاي  هموار روش  هاي 

شوند. دار ترکیب ميمحدود در ضمن فرایند حداقل مربعات وزن

سازي را به همسایگي نقطه توان غنيبا استفاده از توابع گذار مي

  تکین محدود نموده و از افزایش هزینه محاسباتي جلوگیري نمود. 

  در ضمن بررسي مسئله مرسوم موتز   مدهآدست  ه  نتایج عددي ب

تلف دامنه نشان داد که روش ارائه شده قادر است  در نواحي مخ

نزدیک با حل دقیق بازسازي   پاسخ مسئله را با دقت بالا و تطابق

تواند به عنوان یک ابزار  مي  بهبودیافته  این روش  نماید، بنابراین

ضعیف  آکار تکینگي  داراي  مسائل  حل  براي  اعتماد  قابل  و  مد 

 گیرد.  از مرتبه تکینگي مورد استفاده قرار  قبلي  گاهي  آبدون نیاز به  
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